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DISTANCE - DISCRIMINATION
ET RÉSUMÉ EXHAUSTIF

par

B. P. ADHIKARI et D. D. JOSHI

■Ntroduction

A- RÉSUMÉ historique

C'est avec Karl Pearson (voir [20] ) qu'est commencée l'étude d'une
lstance entre deux univers statistiques. Pearson a proposé une distance

®ntre deux ensembles de mesures anthropométriques, et il l'a appelée le
c°efficjent- de similarité raciale" . Soit

et
((Xij)) i= 1 » .... P; j=l . • . . . n,i

((yjk)) i=l. . . . , p; k=l , . . . , ntl
^eüx tels ensembles de mesures où les mesures du caractère i viennent de
nJi éléments dans le premier ensemble, et de néléments dans le deu-
xiùrne

. Dans les objets anthropologiques, les crânes anciens, par exem-
P^e > il y a souvent des cassures et des déformités, ce qui fait qu'on ne
Peut toujours mesurer toutes les grandeurs de tous ces objets d'un ensem-

le.' c'est pourquoi les nombres n^ (i=l, . . . ,p) ainsi que les n2; peuvent
ne pas être tous égaux. Si x-, et y; sont les valeurs moyennes du caractère
1 dans les deux ensembles et si s; est son écart type quand les deux en-
sembles sont groupés, alors ledit coefficient (CRL = "coefficient of racial
hkeness") s'écrit ,

CRL J_y nh n2i
p tri' nn + n2i

p

n n

n1 + n2
si n = n, et n2l = n2 (i= 1, . . . ,p) . Les deux faiblesses du CRL sont que ,
Premièrement, il ne tient pas compte des corrélations entre les caractè-
res, et que, deuxièmement, son espérance mathématique dépend fortement
des nombres d'observations.

La question de choix entre deux hypothèses se trouve déjà traitée par
éludent quand il a défini son test de signification pour la moyenne d'une loi
^aplacienne . Le problème de tests, avec la considération explicite des hy-
Pothèses alternatives, a connu un grand développement dans les travaux de
Neyman et E . S. Pearson [l7, 18] mais l'insistance a toujours été mise sur
Ce qu'on appelle "l'hypothèse nulle". En 1936, Mahalanobis [il] a proposé
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L 1 g gune mesure de distance entre deux lois laplaciennes à plusieurs varia
et avec la même matrice de dispersion. Cette distance, qu'on désigne PD2, est une sorte de généralisation de la fonction "t" de Student, et r®Pr
sente en même temps une amélioration du CRL de Karl Pearson.

((xjj )) et ((y^)) deux ensembles de mesures comme plus haut, x; > Yi ’
valeurs moyennes du caractère i dans les deux ensembles respectiveme <
et soit ((aij )) la matrice pxp de dispersion quand les deux ensem
sont réunis. Soit ((a'J )) l'inverse de la matrice ((ajj )). Alors

D2 = S a'J (x - - ÿj') (xJ - ÿj)
Si |ij, Vj , oc, j (i, j= 1p) représentent les moyennes et les éléments
de la matrice de dispersion (supposée commune) des deux univers lap
ciens à p variables dont les échantillons ont été tirés, et si l'on pose

AZ=^ «-,J (p--,- V.) ( p-j - Vj)
comme la distance entre ces deux univers, alors on montre que l'esperan
ce mathématique de D2 est, à un facteur près, très peu différente de
Ce facteur qui est une fonction de nombres d'observations, est donc m
corporé dans la définition de D2.

L'étude systématique de ce qu'on appelle "l'analyse discriminante aété commencée par Fisher |^5,6,7]en 1936. Il s'est posé le problème sui
vant : Soient à notre disposition les deux ensembles ((x^ )) et ((y,k )) °,servations, que l'on sait d'être deux échantillons de deux univers dift

^rents; si (xj xp) sont les mesures des p caractères sur un nouve
élément, auquel des deux univers cet élément appartient-il?

Désignons par zj
néaire

le caractère i. Alors Fisher prend une fonction li-

P

z - 2 Vi
i=1

à coefficients A; arbitraires, et il choisit ces A: de telle manière que
soit une fonction qui différencie le mieux les deux univers. Les Zj sont ieS
x; dans le premier ensemble, et les yj dans le second.

Soit W la variation interne de z dans les deux ensembles réunis, ^
la variation entre les deux moyennes de z. Le rapport B/W représented une certaine manière la capacité de z de différencier les deux univers*
On choisit les Ai pour rendre B/w maximum. Dans ses études sur la
discrimination. Fisher a montré que les travaux antérieurs (comme celu*de Mahalanobis, par exemple) sont des cas particuliers de cette analyse
discriminante.

S'inspirant des méthodes de Neyman et E.S. Pearson, Welch[2l] atraité le problème de discrimination dans sa généralité de la manière sui-
vante : Etant donné n observations x, , . . . ,x„ , et deux densités de probabi-lité f1 (x 1 , . • • *xn) et f2(x1 , . . . ,xn), le problème est de décomposer l*esp^-
ce euclidien à n dimensions en deux régions disjointes, l'une comme re-
gion d'acceptation de f, , et l'autre celle de fj . Cette décomposition doitêtre faite suivant un critèredonné d'optimalité. Welch a obtenu des métho-
des de décomposition suivant deux critères différents : l'erreur commune
minimum, et l'erreur totale minimum.

Rao [l9] agénéralisé cette analyse au cas de discrimination entre plusde deux densités de probabilité. Dans les méthodes de Welch comme dans



DISTANCE - DISCRIMINATION ET RÉSUME EXHAUSTIF 59

CgI 1

Uté6S ^ B'ac>’ on aboutit aux régions d'acceptation définies par des inéga-
ré 8 SUr ^es raPP°rts de vraisemblance . Or ces rapports constituent dessumés exhaustifs pour le choix entre diverses hypothèses, comme l'a
mo*tré Mourier [lô],
io ^^mition d'une distance entre deux lois de probabilité n'a pas tou-été donnée en liaison avec le problème de discrimination proprement

• Ce D2 de Mahalanobis n'a trouvé sa justification au point de vue dis-
a I^llnati°n que dans les travaux postérieurs de Fisher. Depuis quelques
re ée8* avec Mourier, Rao et Matusita [l2,13] pour les variables aléatoi-
CeS r®elles, et avec Kullback et Leibler [9] et Komogoroff pour les espa-
le S aBstraits , on voit l'accent mis sur cette liaison entre les distances et

erreurs de discrimination.

^ L'utilité d'une "distance" sur les ensembles de lois de probabilité estidente dans les études de convergence de ces lois. Une première défini-
Cgn en vue de telles études est celle de Lévy [lO] qui prend comme distan-entre deux lois de répartition de probabilité la plus grande valeur de
intervalle entre les deux courbes dans la direction de la droite x + y = a.

a question de convergence sera hors de notre présente étude .

L'introduction des fonctions aléatoires et d'autres éléments aléatoires
li S abstraits dans la théorie de la probabilité rend nécessaire la généra-Sation des méthodes de discrimination et des définitions de distance aux

sPaces abstraits sur lesquels sont définies des mesures de probabilité.
Dans la présente étude nous nous proposons donc d'examiner la plu-

^ rt desdistances et des "divergences" connues jusqu'à présent entre deuxsures de probabilité, pour essayer de voir leurs propriétés importan-
s et leur interrelations, s'il en existe. Nous nous plaçons dans le cas

°®néral d'un espace abstrait probabilisé (X ,. , TIC ) où J1T. est une classe
mesures de probabilité définies sur un corps borélien af de sous-

8embles de X. La distance de Lévy ne se prêtant pas à une généralisa-
°u à un espace abstrait n'a pas été considérée.

PROPRIETES SOUHAITABLES D'UNE DISTANCE

d . Une distance définie sur l'ensemble Tlt de mesures de probabilité
R) pour être utile dans les applications, être liée à la facilité avec la-

H elle on peut distinguer deux lois l'une de l'autre, c'est-à-dire que la
1 8tance doit être en relation avec l'erreur de discrimination tel que plus
jf distance est grande, moins soit l'erreur (voir Mourier [lô] ). Comme
lfierreur discrimination dépend de la méthode de discrimination, alorschoix de la distance en dépendra aussi .

Il est souhaitable qu'une fonction, pour être une "distance", satisfasse
Ux propriétés d'une métrique, et qu'elle prenne toujours des valeurs fi-
les

• Mais d'après ce que nous venons de dire, la propriété d'être une
[ri®trique> à elle seule, n'est pas suffisante. Il faut que la distance soitUlle fonction décroissante de l'erreur, et qu'elle prenne sa valeur maxi-
tTlüm pour deux mesures singulières ( ^.lv ).

Une transformation mesurable n'est qu'une extension du concept de
dlncti°n d'observations. Comme de telles fonctions ne contiennent pas plusinformations que les observations elles-mêmes, elles ne peuvent pas
iminuer l'erreur. Donc nous postulons qu'une distance sur l'espace des

rriesures ne doit pas augmenter sous les transformations mesurables à
^oins que cette transformation ne soit un résumé exhaustif.
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Si l'on augmente le nombre des observations on doit être capable de
distinguer entre deux mesures avec plus de précision. Ceci nous amène a
un autre critère, à savoir : la distance doit augmenter dans les espaces
produits de (X,£f ) avec lui-même.

PRÉLIMINAIRES
1. Soit X un ensemble d'éléments x de nature quelconque. Nous appel'

lerons x un point de l'espace X. Si if est une famille de sous-ensembles
de X telle que

(i) si E e «f , F e àf , alors Eu F£Jf et En Ftif ;

(ii) si E sàf , alors E , où E est l'ensemble complémentaire de E
par rapport à X,
alors o/ est un corps de sous-ensembles de X. Il est évident que si if est
un corps et si Ej (i=l, . . . ,n) sont n ensembles appartenant à.àf , alors

U E- g if
i =1

Si èf est telle que l'union de toute suite dénombrable { E-J d'ensembles de
èf appartient ààf , alors àf est un corps borélien fou J-corps). Un espace
X sur lequel est défini un corps borélien iT’ de sous-ensembles deX sera
appelé un espace mesurable. et nous le désignerons par le symbole
On appelle ensemble mesurable tout sous-ensemble de X appartenant à a ■

2. Une fonction d'ensemble p définie sur àf est une mesure si elle est
non-négative et complètement additive; p est une mesure finie si p(X) ^
p est une mesure CT-finie si l'on peut trouver une suite dénombrable ou U"
nie | Ej| d'ensembles mesurables telle que y Ej = X, et que [i(Ej ) < °°
pour tout i. La mesure p est une mesure de probabilité si p(X) = 1 .

3 . Soit (X, àf ) et (Y, Tô ) deux espaces mesurables. On désigne Pa5
X ® Y l'espace produit de X et de Y constitué par tout couple (x,y) °u
x e X et y E Y. De même pour tout E eàf et F e 7? E ® F désigne
semble de points (x,y) tels que x £ E et y e F. Le plus petit corps bore
lien sur X ® Y qui contient tous les rectangles est désigné partif ® & •
Si p et U sont des mesures définies sur / et U respectivement, on obtie
une mesure p®\) sur les ensembles de df ® •*

fil4. Soit p, v deux mesures telles que pour tout ensemble E pour lequ
fi(E) = 0, on ait V (E) = 0. Alors V est dite absolument continue par rapp°r
à p , et on écrit

P«p
Si l'on a à la fois \) <jr p et p <$cv. alors on dit que p et V sont équivale11tes, et on écrit p = y .

Si pour p et v , il existe deux ensembles disjoints A et B tels que A U B -
que pour tout ensemble mesurable E les produits (A fl E) et(B fl E) 9
mesurables , et que

p(A 0 E) = V (B D E) =i 0,
alors on dit que p et V sont singulières l'une par rapport à l'autre. N°uécrivons V-Lp.

5. Une fonction réelle f(x), de point x, est une fonction mesurablej——
si pour tout nombre réel c, l'ensemble |x : f(x) ^ c J appartient à èf ■

On sait que

(Théorème de Radon-Nikodym) si v <Scp, alors il existe une fonction111
surable (èf ), f(x), telle que 0 <. f(x) <oo, et que pour tout E £ ôT*,

!
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\>(E) =J^ f(x) dF(x)
Remarques : (i) La fonction f(x) est unique dans ce sens que s'il existe une
autre fonction g(x), mesurable (ôf ), et telle que

V (E) =J^ g(x) d [u (x), EeCT
alors

H j x : f(x) zf= g(x) j = 0
°n écrit d b (x) = f(x) d p. (x) et aussi f(x) = d V (x)/ d p(x).
(ii) Toute relation suivie du symbole j^p] signifie que cette relation est
Vraie à tout point sauf aux points d'un ensemble de mesure-p nulle .6.Soit TTC une classe de mesures de probabilité définies sur àf .

yci est une classe de mesures dominée s'il existe une mesure X (d-finie)
sur àf telle que p«A pour toute p £ 3TC. La classe TTC est dite équiva-
iSQte à une mesure X ( TTC = X ) si toutes les mesures dans TTC sont absolu-
^ent continues par rapport à X et que A (E) = 0 pour tout ensemble E £ <j/
P°ur lequel p (E) = 0 pour chaque p e TTC simultanément.

[?]Uté

Toute classe TTC dénombrable ou finie est dominée. Halmos etSavage
°nt démontré que si
X telle que 7TC=X

TTC est dominée, il existe une mesure de probabi-

Dans ce qui suit nous supposerons que la famille TTC est toujours do-
minée et donc qu'il y aura toujours une mesure de probabilité (désignée
Toujours par X ) telle que TTC = A .7.Soit (X, èf ) et (Y, CT ) deux espaces mesurables dont les points sont
esignés par x et y respectivement.

Une transformation T(x) = y de (X,<£f ) sur (Y, CS ) détermine une cor-
respondance entre les points de X et ceux de Y de telle manière qu'à cha-
Rue point de X correspond un seul point de Y, et qu'à chaque point de Y
c°rrespond au moins un point de X.

Etant donné un ensemble Fg TJ , l'ensemble de tous les points de X
®ls que T(x) g F est appelé l'image inverse de F, désigné par T"’ (F) .
a transformation T est une transformation mesurable si pour tout F e CS

T'1 (F)eif
ensemble de toutes les images inverses T 1 (F), où F £ CS > constitue lui

aUssi un corps borélien T-1 ( CS) de sous-ensembles de X. On a évidem-
ment, T-'(X)Ç^8.Pour toute fonctiong(y)onpeut définir une fonction gT(x) sur X telle

gT(x) = g(Tx). Si g(y) est mesurable (CS) alors gT(x) est mesurable
(CS)). Pour toute mesure p surôf , on peut définir une mesure uT’1

SUr "B par la relation

|lT-’ (F) = p(T*' F), F&TS
Les lemmes suivantes sont dues à Halmos et Savage.

•^Sgune ] . Si f(x) est une fonction réelle sur X, alors une condition néces-Sail-e et suffisante pour qu'il existe une fonction g(y) mesurable (CS) telle
que f(x) = gT(x) est que f(x) soit mesurable (T-1 (CS)).
^Sime 2 . Si v(y) est une fonction réelle sur Y, et p une mesure sur if ,
a‘ors
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f g(y) dp T"1 (y) = r gT(x)dp(x), F e Z
en ce sens que si l'une des deux intégrales existe, l'autre existe aussi et
les deux sont égales .

9. Si p est une mesure de probabilité définie sur (Xalors toutefonction mesurable (àf), f(x), est appelée une variable aléatoire . Soit'*
l'intégrale indéfinie de f(x) par rapport à la mesure p, supposant que f(x/est aussi intégrable. C'est-à-dire,

V (E) f(x)dp(x), E eif
Alors v est une mesure, et V<grp,

Soit maintenant T une transformation mesurable de (X.Jî) sur (Y,2s)-On a

V T'<;< p T'1
Il existe donc une fonction mesurable (C), g(y), telle que

UT”'(F) g(y) dpT'(y), Fe^
On appelle g(y) l'espérance mathématique conditionnelle de f(x) par rap-
port à y, et on la désigne par e^ (f/y). Si f(x) = X£(x) est l'indicatrice del'ensemble E e£T , alors g(y) est la probabilité conditionnelle de E Par
rapport à y, désignée par pp (E/y).

10. Une transformation mesurable T est appelée un résumé exhaugjj^[3, 4, 8] pour la classe de mesures JYC si la probabilité conditionnel e
p„ (E/y) d'un ensemble E e£f par rapport à y est indépendante de p; c eSàrdire que si pour tout E eôf il existe une fonction p(E/y) de y telle que

Pp(E/y) = p(E/y) *

et cela pour toute mesure p e DTC . Alors nous avons le théorème suivantde Halmos et Sauvage [8] .

Théorème I. Une condition nécessaire et suffisante pour que la transformation T soit unrésumé exhaustif pour une classe 7TL de mesures (de Pr°{habilité) dominée est qu'il existe une mesure X sure/ telle que DTL = X
que dp/dà soit mesurable (T'1 ("C)) pour toute p£ÎTt.

Soit T un résumé exhaustif, et soit fp(x) la dérivée de Radon-Nikodym
Si l'on désigne par gp(y) l'espérance mathématique conditionnelle

fp(x) par rapport à y, alors Halmos et Savage ont démontré que

fp(x) = 8 p T(x) [x]
I. ”L’AFFINITE"DE BHATTACHARYA ET LES DISTANCES Y ASSOCIÉES

Soit pex , v £ ~ÏÏL deux mesures sur (X, if ) et soit

dp=fp(x)dX0 dv = fv (x) dX0

>,»)=/ ]/ fp (x) fv(x) dX„(x)

Alors la fonction
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a été introduite par Bhattacharya [l] pour l'étude de la divergence entre
'leux lois de probabilité. Cette fonction mesure, d'une certaine manière,la proximité entre deux mesures de probabilité. Il est facile d'énumérer
'es propriétés suivantes de P V ).

(i) P (H,v>)= P(V,|i)
(ii)
(iii) P(p.,\>) = 1 si et seulement si pL = V
(iv) P(p.,V) = 0 si et seulement si

En vue de ces propriétés nous appelons P(p,V ), d'après Matusita [12]"l'affinité" entre ixeti) . Une fonction décroissante convenable de P (jJ., V )Peu.t se suggérer comme une distance entre u et \) . Nous allons en etudier
quelques-unes. Avant cela, nous allons établir quelques propriétés de
P(|x ,\> ) qui seront utilisées par la suite.
I^ernrne 3 Pour tout ensemble E £ èf ,

X ^fpW fv(x)dX0(x)<||[»(E)M (E)
On a l'inégalité de Hôlder :

X NI dX»< Cf lflp dx°)1/p(/k r dx°)1/q
°u f et g sont deux fonctions intégrables quelconques, l/p + l/q = 1 et
Ee<ff.

Mettons f = f^(x) , g = \j fv(x), p = q = 2 . On obtient
Xl^TvdX04(^‘ftidXj^(j^f,dXo)'/2 = \/n(E) V (E)

•E^éorème 7 Soit T une transformation mesurable de (X,CT ) sur (Y.'C ) ,
et soient gu(y) et gv(y) les fonctions définies par

Soit

d [u T"1 = g^Cy) d XeT
d» T-1 = g^(y) d A0T‘

Alors

pt(H’v)= P =jT\j8?(y) g* (y) dè„T''(y)

P(K-v)^Pt(M
On peut écrire

pT ^•^3fi/êp(y)g',(y)d x"T',(y^ NpW/S'-W dvT''(y)
ar la lemme 2,

oè
|/s,J(x)/gvT(x) dw(x)

8^T(x) et gvT(x) sont mesurables (T”' fC) ). Mettons
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-.(n) ■.

Al ors

g£’ = j x :-ip ^g(x)< ,k= 0,1,2,.

Gk'e T"'(r) , UG(kn)= X

Soit

alors

Or , pour x e G^1 , on a

sn =2-4',(GtKn’)
k=0 L

Hm sn ÿg(x) dv(x)

TïS< g(x)<^r
Donc

■JTn V (G dv,(X)^k2Vr^ V (G<£)
C'est-à-dire

k1 ^KgI") ^(k+1)2
Z2" v(G^) Z2n

A. ^.ÆlGÏÏIcMI
2" Vv(G?' ‘") ~~ 2"

On a donc

fdv>(x) = lB“ sn = i“o. 2^(clkn)) V (G1;1)
Alors, par la lemme 3,

P(p>u)=^/” PKW dX0(x) =X^]/yx) fg(x) dX/x)
^ l„ïi£ y P (G‘k"’MG‘;>) = PT (p,v)

Halmos etSavage, dans leur démonstration du théorème cité plus haut, °n^montré que si la transformation T est un résumé exhaustif pour 31G • a °
pour toute p,

fp(x) = g p T(x) [*.]
Donc, il est évident que l'affinité P(p,v) reste invariable sous une transformation T qui est un résumé exhaustif.

Une autre propriété de P(p,\> ) est la suivante :
Soit (X®X,<Cf®J) le produit cartésien de (X,<£f ) avec lui-même,
soient p®p, V ® V les mesures produites correspondant à p et à V . Ail est facile de voir que

et

P(p‘V!1)= p(p®p, v®^)=[P(p,v;]i



DISTANCE - DISCRIMINATION ET RÉSUME EXHAUSTIF 65

et que, de la même manière

P((i(n),v(n>)= [P(M]n
Nous allons étudier maintenant les propriétés de trois fonctions de

que l'on peut proposer comme une distance entre fi et V .

A) dH (y.,\>) = l-f(fi.v)
dA0(x)

Cette fonction avait été proposée par Kolmogoroff dans ses conférences à
1 Institut Henri Poincaré en Novembre 1955. Cette fonction a des proprié-
lés suivantes :

1) dH(K,v) = dH (\>,n)
2) o<SdH(^,v)ï£ i
3) dH (p.,v) = 0 si et seulement si p. = V
4) dH =1 si et seulement si p._Lv

Celles-ci sont des propriétés d'une "métrique" mais l'exemple suivant
Contre que dH(fj.,v) ne satisfait pas à l'inégalité triangulaire.
ÊSS£nple. Soit f< (x), f, (x) deux densités de probabilité laplaciennes

N^.Oj), Alors si p.,= fi2,

p(f,. £,) = ^ 2 a, ct2 / (cr,J+ <r? )
Pmenons trois densités de probabilités laplaciennes

Al or s

N(ft,a), N(p, 4a), N([U, 5a)
p (f,, f,) = 0,68
P(ft, f3) = 0.98

p» P(flt fj = 0,63L est-à-dire

ou
P (f,. f2) + P(f*. f3)>l + P(f,. f3)

dH(f,. f») +dH(ft, f3)<dH (f,, f3)
5) D'après le théorème 2,

i-p(m) > i- pt(k.v)
c*
r ®st'à-dire que dH(fi,\>) n'augmente pas sous les transformations mesu-les et reste invariable si la transformation T est un résumé exhaustif.

6) 1 - P(f!(n),V(n)) = l-[P(p,V)]n^s.l-p(fi.,\0
est-à-dir e

dH ((U(n\\>"") = l-[P(^,V)jn> dH((U,V) ;
P (p,V ) < 1, alors

lim dH ( p.<n) \>(n) ) — 1
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7) Pour voir la relation entre dH(p.,\>) et l'erreur de discrimination .considérons la décomposition suivante de l'espace X.

R =jx : fjix) > fu(x) j
R = j x : f^x) f^x) j

On sait que cette décomposition rend minimum l'erreur totale, c'est-à"dire rend minimum l'expression

[A (Ë) + V (E), E Z if
Or

P [y-y) =J~ |/fr(x) fv(x) dX0 (x)

V(R) + (J- (R) = E. (erreur)

C’est-à-dire

£ 1 - dH

B) La deuxième fonction dep(p,v) prise comme une distance est celle
proposée par Matusita [12] et s'écrit comme

djfp-.'») (]fÇ(x) -]j^s>(x)ï dXJ[xŸjï
= [2 (1 - P (p,v )]ï

On vérifie facilement les propriétés suivantes de dj(p,v) :
1) dj (p.v) = dj(v,p)
2) o<dj(p,v)^ fl
3) dj(p,v>) = O si et seulement si p = V
4) dj(p,v>) = ^2~si et seulement si p_Lv
5) dj(p.v) +dj(v,g>dj (p,Ç)

cette dernière est une conséquence directe de l'inégalité de Minkowski.6)dj(p,v) n'augmente pas sous les transformations mesurables,
reste invariable si la transformation T est un résumé exhaustif.

et

?) dj 2 1- p(pl>,n)) 1

-f
En plus, si p (u,\>) 1,

lim d;(u(n), \)(n)
n ->oo J * )—)f2

= di(M

8) Soit, comme plus haut, f l'erreur totale de discrimination. Alors

ydj(p.v) = 1 -p 1 - e

e < 1 -4di (M)
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La relation entre dj(p,v) et des erreurs dans les tests des hypothèses aété étudiée par Matusita et les autres ^12,13, 14, 15j .

C) La troisième définition de distance découlant de "l'affinité" est

dc(p,v) = - log p (p,V)
Une forme générale de cette fonction a été étudiée par Chernoff [2] .U propose comme "divergence" entre p et \) la fonction

inf f (îJx) )‘ (f^(x) )’_t dX/x);t<i v

- log
0<t

t La distance dc(p,\>) satisfait à toutes les propriétés que nous venonsd'étudier pour les distances précédentes; on doit toutefois faire lesremar-
'lues suivantes :

1) d^p.v) = °opour plv, et reste finie dans les autres cas.
2) dc(p ,\>) ne satisfait pas l'inégalité triangulaire,3)dc(p‘">, v(n) )=ndc(p,V)

DISTANCE A L’ERREUR COMMUNE MINIMUM DE RAO

Soit (E,E) une décomposition mesurable de X telle que EUE = X et que

p (E) = V (E) = a6
dans le problème de discrimination entre p et y , l'on prend E comme

région d'acceptation de p et E celle de V , alors les deux erreurs de dis-Crirnation sont égales à aE.
0£= inf OL

Ee3

^lors Rao [^19J définit la distance entre p et \) comme
dR(p,\>) = 1- a

^ Peut énumérer les propriétés suivantes de dR(p,\>)
dR(p,v) =

2) -i<:dR(p,\>)<: 1
3) dR(p,v) = -|-si et seulement si p = v.
4) dR(p,\>) = 1 si et seulement si p_Lv
5) dR(p,v) + dR(v^)^dR(|i,^) (voir Rao [19] )

t, 6° La distance n'augmente pas sous les transformations mesurables.En effet, soit

-fLfcî_= f (x)dX V '
d\)

dX fu(x)

'^|A) est une décomposition de l'espace X définie par

A = -A-
■ fu(x)
■

fy(x)
<k
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où k est choisi tel que

H (A) = \> (Â)
alors l'erreur commune minimum oc est donnée par

«■ = H (Â) = V (A)
(voir Welch ^2l]).

S^it T une transformation mesurable de (XlCy ) sur (Y.'C)» et s0^
(At , At) la décomposition de Y définie par

At = v \ * AT =

OÎl

dpT-'=gf(y)dl T’’,
dv T-'= gv(y) du T’’,

et où k' est choisi tel que

pt’(at) = VT’(Àt )
Alors l'erreur commune minimum aTdans l'espace (Y,"C ) est donnée par

04= n T-’(Ât) = v t’(At)
Considérons maintenant la décomposition (T"1 (At), T~1 (At)) de (X»<^ )•On a évidemment

(i(T"’(AT) ) = V (T'’ (At) ) = otT,

c'est-à-dire que pour cette décomposition les deux erreurs de discriml^nation sont égales. Comme <x est la valeur minimum de cette erreur coni
mune , alors

De plus il est évident que la décomposition (T”1 (AT), T 1 (At)) de (X»^
rend l'erreur commune minimum si l'ensemble A pour lequel inf ocE e

e -

atteint est mesurable T-1 (C). Dans le cas où T est un résumé exhaustit >
les régions A, A sont elles aussi mesurables T-' ( XL ), puisque les fonctio
f|i(x), fy(x) sont mesurables (T-1 (G)). Donc dans ce cas

oc = aT

Ainsi nous voyons que la distance dR((i,v>) n'augmente pas sous
les

transformations mesurables et reste invariable pour les résumés exna
tifs .

7) Désignons par oc(î> l'erreur commune minimum de discriminaientre les mesures ® p. et V®V sur l'espace produit (X® X,d/®t'
Soit Çi la famille de tous les ensembles G £ Cf ® y

(X
pour lesquels

(Fi«H.)(G)=(v®v)(G)-<
(2)

Alors , par définition
a (*>: inf

G i'A a (2)
G

Soit la famille de tous les ensembles G' de la forme
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E ® X

°ù E , et

On a

Alors comme £ 91, nous avons

H(E) = V (E) = <xE

® ^i) ( G’) = (V ® V)(G') = a‘G2; = o<.E

a=inf a = inf a<2>^ infa«> = a»)a
- - “-E rJ*a’ “"G1 Ge<Jl aBtJ- c G'e <K

^°nc, si l'on désigne la distance entre p ® p et \>®v par dR(p(îl, vl2) ),
on a

dR( pt2>, V(2)) = 1 - <X(2)Stl -oi= dR(p, \i)
Ainsi on voit que la distance dR augmente avec le nombre d'observations.

Dans le cas des lois laplaciennes à plusieurs variables dR(p,v) est^iée à la distance D2 de Mahalanobis par la relation

* àZ’ e'*,‘d y
,l1- DISTANCES ASSOCIÉES A “L’INFORMATION” DE SHANNON

Kullback et Leibler [9] ont généralisé l'information de Shannonetont
Proposé la forme suivante :

L'information de discrimination de p contre \) est

I (p,v) =J log|^| fj,(x) dX0(x).
même

I (9.K) =f log
fy>(x
yx

fv(x) d\(x).

"divergence” entre u. et \) est alors définie par Kullback et Leibler
c°mme ‘

J (p,v>) = I (p,\>) + I (\>,p) .

définition analogue a été proposée par Mourier [16]:
Soit ;

K-/
. f>(x)
lo9 fww

et

s;-y flog f” W]
_ y fp(x)J

fH(x)dX0(x)- [l(p^)]2

fv (x) dX0(x)- [l(v,p)]2
Alors la distance dM(p,\>) se définit par

dM(p,ü) = i-i-B.’.L),..+ 1
Sv 2
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Nous allons énumérer les propriétés de ce s deux distances successivement,
(a) La "divergence" J (p,v) de Kullback et Leibler .

1) J (p,v) = J (l>,p).
2) J (p,v) ^o, et peut atteindre la valeur infinie même pour les

mesures non-singulières .

3) J (p,v) = 0 si et seulement si p = \) .

4) L'inégalité triangulaire n'est pas toujours satisfaite par J

Exemple : Si f, (x) et f2(x) désignent les densités de probabilité de deux l°lS
laplaciennes avec la même moyenne p et les variances fff et crf, alors

J( 1,2) J. g?)
2 cr,2 a,2

Si l'on prend trois lois

N(p, a), N(p, 4a), N(p, 5a),
alors

J (1,2) = 225/32, J(2,3) = 81/800, J( 1,3) = 576/50.
Donc

J (1,2) + J (2,3) < J (1,3).
5) J ((_t,) n'augmente pas sous les transformations mesurables, mais

reste invariable si et seulement si T est un résumé exhaustif.

6) J ( p(n), \><">) = n J (p,\)). Cette relation n'a évidemment de sens
que si J (p,v>) est finie.
(b) La distance de Mourier .

*) dM^-v) = dm (V»P)-
2) dM(p,v>);^.o, et peut être indéterminée.
3) dM (p,v) = o si et seulement si p = v> .
4) L'inégalité triangulaire n'est pas toujours satisfaite par dM(p.'))-

Exemple . Soit

f,(x) = N (p,, a, ), f2(x) = N (p2, a2 ), f3(x) = N (pj, a3).
Alors

I (1,2) + I (2,1) 2 a? a2 (a,2-a/)2+ (prp2)J(a,2+a22)
^.2=af \ W-olfL a2* ~r‘2 a2 cr24 J

(P'-P-t)z h 1 (a,2- ajŸ
L a,4 T a* a2 jU. . 1 t J

Si l'on prend comme exemple les valeurs suivantes :

(p,= 1, o?= 1), (p2= 10, a\= 3), (p3= 21, a* = 1),

dM (1,2) 164/3

/83/ 9 + ]j 245
<4,

on voit que
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et

dM(2,3) 244/3

I 365 + |/ 123/9
<4

dM(l.3)=-^ô-= 10
Donc

dM(l,2) + dM(2,3)< dM ( 1,3).
Nous n'avons pas pu trouver le comportement de dM(|u,\>) sous lestransformations mesurables, mais il est facile de voir qu'elle reste inva-

riable si la transformation T est un résumé exhaustif. La relation entre
) et l'erreur asymptotique d'un type particulier a été examinée par

Courier .

Iv- DISTANCE “EN VARIATION” DE KOLMOGOROFF

Etantdonné un ensemble JIZ de mesures sur (X,t7'), on sait que, pour
eux mesures p et V dans TTC , la fonction

dv = f“£ KE) - 0(E)
est une distance sur Oit, . Si les mesures dans OTE sont des mesures de
Probabilité avec p (X) = 1 pour toute p g Oit , alors on peut écrire

dv (p,\>) = f££(p(E) - V(E) )

= !e£(WE) - p (E) )
= (M)+ = (p-V)"=y|p-v|

^ ^ et |^| sont les variations supérieure, inférieure et absolue dernesure Ç . C'est pourquoi Kolmogoroff appelle dv(p, O ) la distance enariation.
Si X est une mesure de probabilité sur (X,J/) telle que p,V<SC X (on

P6Ut Prendre X comme, par exemple, -|{p+v) ), alors
dv(p*v) = p j x : | - \> j x : fH(x)>fv(x)|

= \) { X : fe(x) < f„(x)} - P | X : f^x) fv (x) J
= \f Jf|i(x) - ^(x) | dX(x),

= dp/dX , fv(x) = d\>/dX.
Nous allons énumérer les propriétés suivantes de dv(p,v) :
0 dv(p,v ) ^ 1.
^ dv(p,vj) = o si et seulement si p = V .
^ dv(p,v) = 1 si et seulement si plv
4) Soit T une transformation mesurable de (X.O/’) sur (Y,TE); alors

T'1 (T) cJ1*
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Donc

dv((xT-’ .VT" ) =FStu| | p. T’1 (F) -»T-'(F)|
= EeT~'tr) | ^ CE) - » CE) |
< *“P |p(E)-v(E)|
= dv

C'est-à-dire que dv(p,V ) n'augmente pas sous une transformation mesu
rable .

Soit, maintenant, T un résumé exhaustif. Alors si

gp(y) = dp. T" /dXT"
et

gv (y) = d„ T" /dXT"

on sait, d'après Halmos et Savage, que

fp(x) = gp T(x) [h] et fv(x) = g„T(x) [à]
Donc

dv(jiT'1 , VT" ) = (p.T"1 - vT" ) | y : gH(y) - g„(y)>o]
= (h-v)t" | y : gH(y) - g0(y)>oj
= (jt-v) { x : g^T(x) - gv T(x)>oj
= (p-v) j x : f^(x) - fy(x)>o J
= dv (^,\>).

C'est-à-dire que d^(|^,v ) reste invariable si la transformation T est u
résumé exhaustif

5) Soit p., , deux mesures sur (X, ,Cf ), chacune <5c; X,, et p-2>dz
deux mesures sur(Xj,0^ ). chacune <SC.
Soit dp.; = f ; (x;) dX j et dv; = g;(x;) d-X ; , i = 1,2 .
Alors

dv ( vi®va) -\f |f,(xi) fiW- gi(x,) giK) I d (*i®x2) (X1 » xî)

= y/Ijf.W - g,(xt)j ^W+j^W-g.fo)! g,(xi)|d(x,®^X” ^
x,®Xj

<y/^|f,(x,)-gifx-)| dX/x,) +i-/'|ft(xl)-gî(x2)| d^i)*1 X 2

= dv (pi. V1 ) + dv (^2.^2 ).
Si l'on prend le produit cartésien de (X,Cf ) avec lui-même, on obtient
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dv Vlî) )*S2 dv (n.»)
De même

dv(^tn|, v(n> )<n dv (n,v).
Soit, maintenant,^ la classe de tous les ensembles produits de la forme

E eor

Donc

Alors

E ® X

ÇIcJ'QkJ’

a, SJ(w,(eH»®»><e)|
|(K«^(E)-(w®v)(E)|

= e*.“& |(a(E)-v(E)|
= dv Cp-V)

A-insi l'on voit que dv( n‘n>, v’"1 ) est urte fonction positive, non-décrois-
Sante de n, qui est de plus toujours ^ 1. Donc

lim dv (u‘"\ v(n’)^ 1
n-*-oo 1

6) Comme l'avait indiqué M. Kolmogoroff dans ses conférences, la
distance dv(p.,V ) est associée à l'erreur totale minimum de discrimina-tion. Soit, en effet, £ (p, \> ) cette erreur. Alors

eM = e^(k(ë)^(e))

= '-ESen (hCE)-v(e))
= '-dv(H.v)

D. 7) Il subsiste des inégalités entre dv(ji,o ), dR(p,v ) et "l’affinité"
).

, (i) Si oi et e sont l'erreur commune minimum de Welch et l'erreur
ale minimum respectivement, alors 2 oc ^ e . Donc

dR (ji,v) = 1 - oc s= 1 - £/2 =y (1 + dv(^,v) ).
)

Hr,t) ~f/'fWf.W«Myj^Sd*wyj|Sji>W
3î vjx: fp(x)>f„(x) ]+ ^jx:fH (x)*£fv(x)|
= l + p|x:f,xCx)^ fv(x) j-V Jx:flt(x)^fv(x)j
= 1-dy (^,v)
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