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DISTANCE - DISCRIMINATION
ET RESUME EXHAUSTIF

par

B. P. ADHIKARI et D. D. JOSHI

INTRODUCTION

A. RESUME HISTORIQUE

~ Clest avec Karl Pearson (voir [20]) qu'est commencée 1'étude d'une

e“tance entre deux univers statistiques. Pearson a proposé une distance
”ntre deux ensembles de mesures anthropométriques, et il 1'a appelée le
Coefficient de similarité raciale' . Soit

((xu)) I=lpess. #p; 4=18 i ofe s Ty,
et

((Yik)) i=ili, SaSinpsek=h . 8 T

deux tels ensembles de mesures ol les mesures du caractdre i viennent de
By éléments dans le premier ensemble, et de ny; éléments dans le deu-
Xl8me, Dans les objets anthropologiques, les cranes anciens, par exem-
Ple, i) y a souvent des cassures et des déformités, ce qui fait qu'on ne
Peut toujours mesurer toutes les grandeurs de tous ces objets d'un ensem-

le; c'est pourquoi les nombres ny; (i=1,...,p) ainsi que les n,; peuvent
Ne pas &tre tous égaux. Si x; et y; sont les valeurs moyennes du caractere
idang les deux ensembles et si s; est son écart type quand les deux en-

Seémbles sont groupés, alors ledit coefficient (CRL = "coefficient of racial
ikeness') s'écrit B
Pl n,sm X -V, )
1 1 T2i 1 i
CRL == E ;
BTy i T2 ( S}

S1n, =n, et ny; =n, (i=1,...,p). Les deux faiblesses du CRL sont que,

Premibrement, il ne tient pas compte des corrélations entre les caracte-
res, et que, deuxidmement, son espérance mathématique dépend fortement
€8s nombres d'observations .

La question de choix entre deux hypotheéses se trouve déja traitée par
Student quand il a défini son test de signification pour la moyenne d'une loi
laplacienne. Le probleme de tests, avec la considération explicite des hy-
Pothases alternatives, a connu un grand développement dans les travaux de

eyman et E.S. Pearson [17, 18] mais l'insistance a toujours été mise sur
Ce qu'on appelle "l'hypothgse nulle'. En 1936, Mahalanobis [1 l] a proposé
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; . . 4 jables
une mesure de distance entre deux lois laplaciennes a plusieurs varia

et avec la méme matrice de dispersion. Cette distance, qu'on désigne paf
D%, est une sorte de généralisation de la fonction '"t" de Student, et reP_;nt
sente en méme temps une amélioration du CRL de Karl Pe:::u-sf.)n.__f"-'”les
((xij ) et ((y;k)) deux ensembles de mesures comme plus haut, X , ¥i’ of
valéurs moyennes du caractére i dans les deux ensembles respectwemele;
et soit ((aj; )) la matrice pxp de dispersion quand les deux ensem
sont réunis. Soit ((a') )) 1'inverse de la matrice ((aij )). Alors

p'= 23 &V (%- D) (5 - )
Si His Vi » &) (i,j=1,...,p) représentent les moyennes et les élémei‘:f
de la matrice de dispersion (supposée commune) des deux univers lap
ciens i p variables dont les échantillons ont &été tirés, et si 1'on pose

A= %3 ol (= vi) (e - vy)

comme la distance entre ces deux univers, alors on montre que 1'espéran”
ce mathématique de D? est, & un facteur pres, tres peu différente de 2 y
Ce facteur qui est une fonction de nombres d'observations, est donc if
corporé dans la définition de D2,

L'étude systématique de ce qu'on appelle "l'analyse diac:rinnina,ru‘:""_z_1
été commencée par Fisher 5,6,7] en 1936, Il s'est posé le probleme fu;_
vant : Soient 2 notre disposition le’s deux ensembles ((x;; )) et ((yik ) d oé‘
servations, que l'on sait d'étre deux échantillons de deux univers diff
rents; si (Xj,..., Xp) sont les mesures des p caractéres sur un nouve
é€lément, auquel des deux univers cet &élément appartient-il?

Désignons par z; le caractére i. Alors Fisher prend une fonction 1i-

néaire

p

z = Z )\izi

i=1
a coefficients A; arbitraires, et il choisit ces h: de telle manidre que #
soit une fonction qui différencie le mieux les deux univers, Les z; sont i
X; dans le premier ensemble, et les y; dans le second,

Soit W la variation interne de z dans les deux ensembles réunis, et B
la variation entre les deux moyennes de z, Le rapport B/W reIJ!'i!-‘s"n""e
d'une certaine maniere la capacité de z de différencier les deux universe
On choisit les A; pour rendre B/W maximum. Dans ses études sur 12
discrimination, Fisher a montré que les travaux antérieurs (comme celul
de Mahalanobis, par exemple) sont des cas particuliers de cette analys®
discriminante,

S'inspirant des méthodes de Neyman et E.S, Pearson, Welch [21].a
traité le probldme de discrimination dans sa généralité de la maniere 8115
vante : Etant donné n observations Xy3.001%,, et deux densités de probﬂ-b”
Lité £.0c5 50 »X,) et £2(%y 4...,%,), le probléme est de décomposer l'espa”
ce euclidien & n dimensions en deux régions disjointes, 1'une comme €~
gion d'acceptation de f,, et l'autre celle de f, . Cette décomposition doit
étre faite suivant un critdredonné d'optimalité . Welch a obtenu des métho-
des de décomposition suivant deux critdres différents : l'erreur communé
minimum, et l'erreur totale minimum

Rao [l9]agénéralisé cette analyse au cas de discrimination entre plu®
de deux densités de probabilité . Dans les méthodes de Welch comme dans
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fi:g:s de Rao, on aboutit aux régions d'acceptation définies par des inéga-

¥Enu. sur les rapports de vraisemblance. Or ces rapports constituent des

<oy mMés exhaustifs pour le choix entre diverses hypoth¢ses, comme l'a
ntré Mourier [16],

jeurgLa définition d'une distance entre deux lois de probabilité n'a pas tou-
it été dzonnée en liaison avec le probléme de discrimination proprement
cri;n'Le D* de Mahalanobis n'a trouvé sa justification au point de vue dis-
anmg Ination que dans les travaux postérieurs de Fisher. Depuis quelques
Ton eéa, avec Mourier, Rao et Matusita [12, 13] pour les variables aléatoi-
e Tbellee?, et avec Kullback et Leibler [9] et Komogoroff pour les espa-
R abstraits, on voit l'accent mis sur cette liaison entre les distances et
€rreurs de discrimination.

W L'utilité d'une 'distance' sur les ensembles de lois de probabilité est

4 ente dans les &tudes de convergence de ces lois. Une premigre défini-

cen en vue de telles études est celle de Lévy [10] qui prend comme distan-

l'i_,::ntre deux lois de répartition de probabilité la plus grande valeur de
ervalle entre les deux courbes dans la direction de la droite x +y = a.
question de convergence sera hors de notre présente étude .

Pla L'introduction des fonctions aléatoires et d'autres éléments aléatoires

By 2 labstraits dans la théorie de la probabilité rend nécessaire la généra-

“atlon des méthodes de discrimination et des définitions de distance aux
Paces abstraits sur lesquels sont définies des mesures de probabilité.

Dans la présente étude nous nous proposons donc d'examiner la plu-
&aert desdistances et des ''divergences'' connues jusqu'ad présent entre deux
= Sures de probabilité, pour essayer de voir leurs propriétés importan-
éa et leur interrelations, s'il en existe. Nous nous plagons dans le cas
genér;ﬂ d'un espace abstrait probabilisé (X, .8 , T ) ou M est uneclasse
& mesures de probabilité définies sur un corps borélien df de sous-
N S8embles de X. La distance de Lévy ne se prétant pas 2 une généralisa-

On A un espace abstrait n'a pas été considérée.

B, PROPRIETES SOUHAITABLES D'UNE DISTANCE

S Une distance définie sur l'ensemble L de mesures de probabilité
Oit, pour é&tre utile dans les applications, &tre liée a la facilité avec la-
gl_lelle on peut distinguer deux lois l'une de l'autre, c'est-a-dire que la
lati_"-nce doit &tre en relation avec 1'erreur de discrimination tel que plus
1.a distance est grande, moins soit l'erreur (voir Mourier [16 ). Comme
erreur de discrimination dépend de la méthode de discrimination, alors
€ choix de la distance en dépendra aussi.

3 11 est souhaitable qu'une fonction, pour étre une "distance'', satisfasse
n"lx propriétés d'une métrique, et qu'elle prenne toujours des valeurs fi-
les, Mais d'apres ce que nous venons de dire, la propriété d'étre une
Lnétrique, 3 elle seule, n'est pas suffisante. 11 faut que la distance soit
Ne fonction décroissante de l'erreur, et qu'elle prenne sa valeur maxi-
Mum pour deux mesures singulidres (plv ).

£ Une transformation mesurable n'est qu'une extension du concept de
°f‘Ction d'observations . Comme de telles fonctions ne contiennent pas plus
d_m-formations que les observations elles-mémes, elles ne peuvent pas
iminyer 'erreur. Donc nous postulons qu'une distance sur l'espace des
me_sures ne doit pas augmenter sous les transformations mesurables a
Moins que cette transformation ne soit un résumé exhaustif.
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Si l'on augmente le nombre des observations on doit étre capable de
distinguer entre deux mesures avec plus de précision. Ceci nous amene
un autre critére, a savoir :la distance doit augmenter dans les espaces
produits de (X,qsf ) avec lui-méme.

PRELIMINAIRES

1. Soit X un ensemble d'éléments x de nature quelconque. Nous BPPel'
lerons x un point de l'espace X. Si<f estune famille de sous-ensembles
de X telle que

(i) siEedf , Fed, alors EU Fedf et En Fedf ;

(ii) si Egdf , alors Eeef , ou E est I'ensemble complémentaire de E
par rapport & X,
alors o, est un corps de sous-ensembles de X, Il est &vident que sidf est

1,

un corps et si E; (i=1,...,n) sont n ensembles appartenant Aq<f , alors

n
i Bk o4

Si¢f est telle que l'union de toute suite dénombrable | E;] d'ensembles de
o appartient Ao/ , alors o est un corps borélien (ou o-corps). Un espace
X sur lequel est défini un corps borélien o de sous-ensembles de X serd
appelé un espacemesurable, et nous le désignerons par le symbole (X:ﬂy)'
On appelle ensemble mesurable tout sous-ensemble de X appartenant a o/ -

2. Une fonction d'ensemble p définie sur ¢ est une mesure si elle es?
non-négative et complétement additive; M est une mesure finie si H(X) g
est une mesure o-finie si 1'on peut trouver une suite dénombrable ou fi~
nie |E;} d'ensembles mesurables telle que E; = X, et que ;,z(E; )<< =g
pour tout i, La mesure u est une mesure de probabilité si w(x) = 1.

3. Soit (X,s” ) et (Y, ©) deux espaces mesurables. On désigne pPar
X ® Y l'espace produit de X et de Y constitué par tout couple (X-Y' 2
xeXetye Y. De méme pour tout Egof et Fe g E® F désigne 132'
semble de points (x,y) tels que x¢ Eetye F, Le plus petit corps boré-
lien sur X ® Y qui contient tous les rectangles est désigné pard @ _@' t
Sip etv sont des mesures définies surd et G respectivement, on obtien
une mesure l‘l®" sur les ensembles de S ®

4. Soit u,v deux mesures telles que pour tout ensemble E pour 15‘1“:&
U(E) = 0, on aitv(E) = 0, Alors v est dite absolument continue par rappe°
au, et on écrit

vy

Sil'on a a la fois v <z B et p <, alors on dit que i et v sont équivalen”
tes, et on écrit B=v.

Si pour p et v, il existedeux ensemblesdisjoints A etB tels que AU B = Xn"
que pour tout ensemble mesurable E les produits (A N E) et(B N E) 80F*
mesurables, et que

W(ANE)=Vv(BNE)so0,
alors on dit que p et v sont singulizres l'une par rapport a l'autre.
écrivons vipu,

5. Une fonction réelle f(x), de point x, est une fonction W

si pour tout nombre réel c, 1'ensemble {x : f(x) = c | appartient a o .

Nou#

On sait que

(Théoretme de Radon-Nikodym) si v <=, alors il existe une fonctionmeé”
surable (<f), f(x), telle que 0 < f(x)<oo, et que pour tout E € o,
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v(£) =/ fx) ap(x)

Remarques : (i) La fonction f(x) est unique dans ce sens que s'il existe une

autre fonction g(x), mesurable (of ), et telle que

V() =/ glx)dp(x), Eef
alors

p,x : f(x) g(x)l =10
on écrit dv(x) = f(x) du(x) et aussi f(x) = dv (x)/du(x).

(ii) Toute relation suivie du symbole H.] signifie que cette relation est
Vraie 3 tout point sauf aux points d'un ensemble de mesure-p nulle,

6. Soit MU une classe de mesures de probabilité définies surdof.

est une classe de mesures dominée s'il existe une mesure A (o-finie)
Sur of telle que Q<< pour toute p e M. La classe NT est dite équiva-
12.12152 3 une mesure A ( M =X ) si toutes les mesures dans NT sont absolu-
Ment continues par rapport 2 A et que A(E) = 0 pour tout ensemble E £
Pour lequel m (E) = 0 pour chaque p e I simultanément.

[ Toute classe N dénombrable ou finie est dominée. Halmos et Savage
18} ont démontré que si )T est dominée, il existe une mesure de probabi-
Hté A telle que =2

_ Dans ce qui suit nous supposerons que la famille JIU est toujoursdo-
;nn}ée et donc qu'il y aura toujours une mesure de probabilité (désignée
Oujours par A ) telle que NT=Xx .

3 7. Soit (X, of ) et (Y, T ) deux espaces mesurables dont les points sont
€signés par x et y respectivement,

3 Une transformation T(x) = y de (X,of ) sur (Y, G ) détermine une cor-

€spondance entre les points de X et ceux de Y de telle maniere qu'a cha-
QUe point de X correspond un seul point de Y, et qu'a chaque point de Y
fOrrespond au moins un point de X.

b Etant donné un ensemble Fg¢ %, l'ensemble de tous les points de X
®ls que T(x) g F est appelé l'image inverse de F, désigné par Tk ()
2 transformation T est une transformation mesurable si pour tout Fe G

“ T (F)edf

énsemble de toutes les images inverses T '(F), ot Fe &, constitue lui
Ussi un corps borélien T'(T) de sous-ensembles de X. On a évidem-
Ment, TY(T) <o

8. Pour toute fonctiong(y)onpeut définir une fonction gT(x) sur X telle
?,F?QET(X) = g(Tx). Si g(y) est mesurable (T)alors gT(x) est mesura!?le
su (e )). Pour toute mesure 18 sure/ , on peut définir une mesure [“lT-

T T par la relation

T (F) = (T F), FeT

1% ;
€8 lemmes suivantes sont dues 2 Halmos et Savage.

L
;f—-rp_rﬂ?_L. Si f(x) est une fonction réelle sur X, alors une condition néces-

quire et suffisante pour qu'il existe une fonction g(y) mesurable (%) telle
€ f(x) = gT(x) est que f(x) soit mesurable (T~ (%)).

;“130-?-5_“.2_;. Si g(y) est une fonction réelle sur Y, et p une mesure surdf ,
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L SN T = gTR du),  Feg

en ce sens que si l'une des deux intégrales existe, 1'autre existe aussi et
les deux sont égales,

9. 5iy est une mesure de probabilité définie sur (X, ), alors toute
fonction mesurable(or), f(x), est appelée une variable aléatoire . Soit V
l'intégrale indéfinie de f(x) par rapport A la mesure K, supposant que £(x)
est aussi intégrable, C'est-a-dire,

V(E) =/ fx)dp(), Eey

Alors v est une mesure, et \J<<}.L
Soit maintenant T une transformation mesurable de (X,3) sur (Y.T;)'

On a
v T
Il existe donc une fonction mesurable (T), g(y), telle que

=t " 5 = :
v (F) [g(y) uTly), Few

On appelle g(y) l'espérance mathématique conditionnelle de f(x) par rap-
port 2 y, et on la désigne par e, (f/y). Si f(x) = X(x) est 1'indicatrice @€

l'ensemble E € , alors g(y) est la probabilité conditionnelle de E PaF

rapport 3 y, désignée par Pu (E/y).

10, Une transformation mesurable T est appelée un résumé exha__.-—u“lif
[3, 4, 8] pour la classe de mesures U si la probabilité conditionnell®

Py (E/y) d'un ensemble E e¢f par rapport i y est indépendante de ; clest
a'dire que si pour tout E g¢f il existe une fonction p(E/y) de y telle que

= -1
P.(E/y) = p(E/y) [l"T ] '
et cela pour toute mesure p €I . Alors nous avons le théoreme suivant
de Halmos et Sauvage [8] 4

Théordme 1. Une condition nécessaire et suffisante pour que la transfor”
mation T soit unrésumé exhaustif pour une classe N de mesures (de Pr";
babilité) dominée est qu'il existe une mesure )\ surdf telle que JTL=A °©
que dpu/dX soit mesurable (T~ (T)) pour toute pe NC.

Soit T un résumé exhaustif, et soit fp_(x) la dérivée de Radon-Nikody™
g—‘;—. Si l'on désigne par gp(y) l'espérance mathématique conditionnelle d€

fP(x) par rapport 4 y, alors Halmos et Savage ont démontré que

fu(x) = g, T(x) [A]

I. "L’AFFINITE”"DE BHATTACHARYA ET LES DISTANCES Y ASSOC'EES
Soit WeN , v €M deux mesures sur (X, s ) et soit

dp=fu(x)dx, dv=£, (x)d,

P(p,v)=f [ fu (0 £4(x) dno(x)

Alors la fonction
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3 été introduite par Bhattacharya [1] pour l'étude de la divergence entre
fux lois de probabilité. Cette fonction mesure, d'une certaine maniére,

Proximité entre deux mesures de probabilité,. Il est facile d'énumérer
€8 propriétés suivantes de P (P.,\J )

(1) P(p,v)= P(v,p)

(ii) GS_J([J..\))SJ

(iii) P(1,V) = 1 si et seulement si u=V

(iv) P(p,v) = 0 si et seulement si plv
E? vue de ces propriétés nous appelons P(y,V ), d'apras Matusita [12.]
U'affinité" entre i etv . Une fonction décroissante convenable de P (m, v )
Peut ge suggérer comme une distance entre g etV . Nous allons en étudier

Quelques-unes. Avant cela, nous allons établir quelques propriétés de
([-I-U ) qui seront utilisées par la suite.

!"-e-.“_._u‘r_l_t'!__3. Pour tout ensemble Eeof ,

BT EG0 dn, () < (e (E) v ()
On a 1'inégalité de Holder : \
% I
LE/'|fgld}\°-.<_(/E-Ff|Pd)\n)P(E{IgP ax,)’

OEthJ et g sont deux fonctions intégrables quelconques, 1/p + 1/q=1et

Mettons f = Vfl-‘(x) E= fyo(x), p = q =2. On obtient
L[\ffﬁf\,d)\oé(/; dem‘&(ﬁf\,sz = Vr(E)v(E)

Eth\éQ_}‘_é_M. Soit T une transformation mesurable de (X,J" ) sur (Y, G ) ,
Soient g (y) et g,(y) les fonctions définies par

dpT” = g,(y) dA,T

dv T = g (y) d AT
Boit

P (piv)= P (RTSVTT) =f 84y) go(¥) dXTT(Y)
Alors 3
P v) < Pr(p,v)

On peut écrire

k. P (F-V){ V808 ()4 NT ) = / V& 0)/8() 4v17(y)
a lemme 2,

Py () —[ 2. T()/8yT(X) dv(x)

= BuT(x) et g, T(x) sont mesurables (T™' (T) ). Mettons

g, T(x)

g(x) =E\,L'IT(’—J
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et soit G\" 1'ensemble

Gt:azl i :%4 gx)< X ;nll gelers 03052, 951
Alors
G TUT) , UalirX
Soit L
Sa =23 5 (G
alors

IHm #g} =‘/Vg(x) dv(x)
0 . (m n—s00 %
r, pour xe G, , ona
kt
2?.!‘\

1
< g(X)é(—l;nl—)

Donc

k? n + 1
7 v (G0 </ gl avi) < By (o)
Kk

C'est-a-dire ; d
k? ~#(Gi) Ak+1)’
RAniSW(G I IaEal

e 4”_&(2?).4@.
zr v(Gh) =2
On a donc

J VBT av) = 22 s, = 1 S TG (G

Alors, par la lemme 3,

P(y.,u):[ Vfl‘(x) £, (x) da(x) =§,ﬂéjff,‘(x) fy(x) dXfx)
< A2\ GP(ED = Py ()

‘ t
Halmos etSavage, dans leur démonstration du théorame cité plus haut, °:B
montré que si la transformation T est un résumé exhaustif pour NG alo

pour toute s

ou

fulx) = g, T(x) [,
Donc, il est évident que 1'affinité P(p.,v) reste invariable sous une trans”
formation T qui est un résumé exhaustif,
Une autre propriété de P(u,V) est la suivante :
t
me, ©

Soit (X® X,S® ) le produit cartésien de (X,of ) avec lui-mé {ord
soientg;@l.r.. V ®V les mesures produites correspondant & B etav . A
il est facile de voir que

P(RVE) = P(u@p, v@Y)=|p(uv)]
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et que, de la méme manigre

(s v®) = [p(v)]
Nous allons é&tudier maintenant les propriétés de trois fonctions de
P(P-.\’) que 1'on peut proposer comme une distance entre p etV .

A) dy, (pav) = 1-P(p,v)

=2Lx [W- Vf_‘,(x—}’-]idk‘,(x)

ﬁﬁtte fonction avait été proposée par Kolmogoroff dans ses conférences a
Institut Henri Poincaré en Novembre 1955, Cette fonction a des proprié-
8 suivantes :

1) dy(pv) = dy (V1)

2) o< dy(pv)<i

3)d, (1,v) = 0 si et seulement sip=v

4)d,, (!..l,\!) =1 si et seulement si ply
Celles-ci sont des propriétés d'une ''métrique'" mais 1'exemple suivant
Montre que dy(p,v) ne satisfait pas a 1'inégalité triangulaire.
'E-J-‘-‘?Ln le, Soit £, (x), f, (x) deux densités de probabilité laplaciennes

(P'u°} » N(i,,0,), Alors si p,= iy,
P(f1 ] fz) = 20,0, /(0-11"' a.!z )

Prenons trois densités de probabilités laplaciennes
N(p,), Ny, 49), N(, 50)

Alorg
P (f,, £,) = 0,68
p(f,, £f;) = 0,98
C P (£, £3) = 0,63

‘est-a_dire
P (£, £5) + P(Ey, £5) =1 4 £ (£, 1)
oy
do (s L tidun bt —dg (f it
5) D'apras le théoreme 2,
1-P (p,v) = 1- P (pe,v)

Clest.

rable a-dire que du(\"'") n'augmente pas sous les transformations mesu-
s

et reste invariable si la transformation T est un résumé exhaustif.
6) 1= P (" v) = 1-[P (V)] = 1-p (1)
Q'e
St-a-dire
-n
dH (P_lﬂ]’\,(ﬂ)) = 1'[P(P"\")J = dy {["‘a‘)) ’

N
P (t‘-r")< 1, alors
liny d, € @0 ) —=1

n —=oo
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7) Pour voir la relation entre d,(p,Vv) et l'erreur de discrimination
considérons la décomposition suivante de l'espace X,

R =2x : fr_l(x)>f\,(x)}
R = ] 3 o2 fp(x)s_ f\,(x)l

On sait que cette décomposition rend minimum 1'erreur totale, c'est-a-
dire rend minimum l'expression

K(E) +v(E), Ee&

p(pw) = / |/f,,(x) £y(x) dX,(x)
:{ ‘f—"—l—(—liv(:) dv(x) +_{ \,J—(-—ii'i(:)) dp(x)

>v(R)+ p (R) = & (erreur)

Or

Clest-a-dire
e< 1-d,(pv)

=

B) La deuxi®me fonction de p(p,v) prise comme une distance est cellé
proposée par Matusita [12] et s'écrit comme

d, () =([ (JE - £ dxjx))'a

= pa-puv)i

On vérifie facilement les propriétés suivantes de d,(m,v) :
I =G
2) o<dj(p,w)< |2
3) dj(u,v) = 0'si et seulement si p=v
4) dj(p,v) = Vzhsi et seulement si plv
5) dj(pv) + ¢ (9,8) > d; (4, %)
cette dernidre est une conséquence directe de I'inégalité de Minkowski.

et
6) d;(p,v) n'augmente pas sous les transformations mesurables,
reste invariable si la transformation T est un résumé exhaustif,

T
7) & (U )=yZ 1= p(pov)] *
a1 1
VZ[1-{poli= W[1~P(H.v)] =dj (V)
En plus, si P (P..\J) <1,
tim (), v )\
8) Soit, comme plus haut, ¢ l'erreur totale de discrimination. Alors

1.2 A
sdipv)=1-p<1-¢

ou
lms2
AN -5-dj (F"’)
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La relation entre d; (p..v) et des erreurs dans les tests des hypothéses a
€t€ étudide par Matusita et les autres [12,13,14,15] .

C) La troisidme définition de distance découlant de "l'affinité" est

dc([“ls\’) Sl 1°g P(P‘lv)

Une forme générale de cette fonction a été étudiée par Chernoff [2] x
Propose comme "'divergence'' entre u et v la fonction

- tog [ inf [ () ' e, )" anx) |

... La distance dc(P,v) satisfait 2 toutes les propriétés que nous venons
d'étudier pour lesdistances précédentes; on doit toutefois faire lesremar-
Ques suivantes :

1) dc(H'\’) =copour plv, et reste finie dans les autres cas,
2) dc(p.,\.’) ne satisfait pas l'inégalité triangulaire,
3) de( p!™, v® ) = n dfp,v)

Il. DISTANCE A L’ERREUR COMMUNE MINIMUM DE RAO

Soit (E,E) une décomposition mesurablede X telle que EUE = X etque
p(E) = v(E) = ¢

Ei. _dans le probléme de discrimination entre w etv , 1'on prend E comme

Blon d'acceptation de p et E celle de Vv , alors les deux erreurs de dis-
fTimation sont égales 2 o,
Soit of = inf o

Eed Z

Alorg Rao [19] définit la distance entre g et v comme
dR(P.,v) =l-a
Ol peut gnumeérer les propriétés suivantes de dg(u,v)

1) do(pav) = dg(v,p)
1
2) S <dg(pv)<1
3) dR(!.L,\J) =El-si et seulement si p =V
4) dR(P.,\J) = 1 si et seulement si IJ.J_\!
5) dp(pav) + dg(v,E)>d(1,E) (voir Rao [19])
E 6° La distance n'augmente pas sous les transformations mesurables.
N effet, soit

dp av _
& X sgx =6

s. PR . .
< (A»A) est une décomposition de 1'espace X définie par

A=;x:—§-$((§;—:,>k} SETA= x:—?&%<kl
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ol k est choisi tel que
B(a) = v (&)
alors l'erreur commune minimum o est donnée par
o=p (A) = v (A)
(voir Welch [2 l]) ;

Soit T une transformation mesurable de (X, ) sur (Y, T ), et soit
(A;, A;) la décomposition de Y définie par

= guly) . 11 e ) e
A'“"’ gf(y?“l S Sepetins il

ol
di TG ydN T

AvTrs g,(y) dv T
et ot k' est choisi tel que
-1 gl g
pT(A,) = vT(A;)
Alors l'erreur commune minimum x.dans l'espace (Y, T ) est donnée par

o= p T (&;) = v T(A;)

Considérons maintenant la décomposition (T~ (Az). T (KT)) de (X, )
On a évidemment

w(THAL) ) = v (TT(A,)) = ap,

c'est-a-dire que pour cette décomposition les deux erreurs de discrim’:
nation sont égales, Comme « est la valeur minimum de cette erreur cO™
mune, alors
o= o, )

De plus il est évident que la décomposition (T™'(A,), T™' (A,)) de (X,

£ t
rend l'erreur commune minimum si l'ensemble A pour lequel 151'5_0‘-5 s
atteint est mesurable s (T). Dans le cas ot T est un résumé exha-l-‘s?ﬁn;
les régions A, A sont elles aussi mesurables T~ (T), puisque les foncti®
fP(x), f,(x) sont mesurables (T~' (T)). Donc dans ce cas

K = [
Gaonts v es
Ainsi nous voyons que la distance dR(p,v) n'augmente pas sous lﬂ_
transformations mesurables et reste invariable pour les résumés exhat
tifs,

o e
7) Désignons par o' I'erreur commune minimum de discrlmm}tl).
entre les mesures p®p et VOV sur l'espace produit (X ® X,J @
Soit R la famille de tous les ensembles Ge S0 .7 pour lesquels
(2)

(1 ® ) (G)= (V) (G) = &

Alors, par définition

2y _ inf (2)
ol = GeR *a

Soit R' 1a famille de tous les ensembles G' de la forme
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E® X
ol E¢” , et
w(E) = v (E) = &
On a

(L@ W) (E): (v ®v)(€')= a‘é?: g

1
Alors comme R'= R, nous avons

e St a.m._?%‘— inf o = o
*eer FET gleq G GeR &

Donc, si 1'on désigne la distance entre p@ pwet vev par d (u®, v®),
on a

dp.( F(Z)’ \«’(1)) =1 = a(2)21 -0L= dn(!_;'\})

Ainsi on voit que la distance d, augmente avec le nombre d'observations.
% Dans le cas des lois laplaciennes a plusieurs variables dn(}"\’) est
ide 3 la distance D? de Mahalanobis par la relation

1
Vi

. DISTANCES ASSOCIEES A “L’'INFORMATION” DE SHANNON

D
g
da(p,v) = ‘1Y ay

Kullback et Leibler [9] ont généralisé l'information de Shannonetont
Proposé la forme suivante

L'information de discrimination de p contre v est

I(p,v) =‘/ log%‘ﬁfﬁ— fk,(x) dr(x).
E W)

X

L=/ _1og%j§?ﬁ £(x) dAfx).
x = -

La "divergence" entre p et v est alors définie par Kullback et Leibler
Comme

De méme

J (Pn") =1 (Fu‘,) T (\,’P')'
Une définition analogue a été proposée par Mourier [16] :

SOit .
. f 2 2
5=/ [le ] seonito- 1]
X

et
=i ] s fod

Alors la distance dM(P"") se définit par
(w,v) +1(v,p)
25+ o

dM(F-:U) =g
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Nous allons énumérer lespropriétésde ces deux distances successivement.
(a) La ""divergence" J (p,v) de Kullback et Leibler .

1) J (p,v) =T (vip).

2) J (p,v) =0, et peut atteindre la valeur infinie méme pour les
mesures non-singuliéres .

3) I (p4v) = 0 si et seulement si po=V.

4) L'inégalité triangulaire n'est pas toujours satisfaite par J (}L,V)-

Exemple : Si f, (x) et f,(x) désignent les densités de probabilité de deux 10i8
laplaciennes avec la méme moyenne p et les variances g? et oy, alors

3(1,2) =2i _‘—(Gg‘;:;)
Si 1'on prend trois lois
N(g, @), N(u, 40), N(u, 59,
alors
J(1,2) = 225/ 32} J(2,3) = 81/800, J(1,3) = 576/ 50,
Donc
J2(1,2P+ 3(253) =<%i(1873).
5) J (1,v) n'augmente pas sous les transformations mesurables, mais
reste invariable si et seulement si T est un résumé exhaustif,
6) J (@™, v®™) = n J (u,v). Cette relation n'a évidemment de Sens
que si J (u,v) est finie.

(b) La distance de Mourier .
1) dM(Huv) =dy, (V:}-“)-

2) d,,(1,v)>o0, et peut &tre indéterminde .

3)d, (EA,U) = o si et seulement si p=v.
4) L'inégalité triangulaire n'est pas toujours satisfaite par dM(P-")'
Exemple . Soit
£i(x) = N (p, o ), f,(x) = N (t‘z-az ), £,(x) =N (Pys 3y ).
Alors
I (l '2) +1 (2' 1) E 2,_r;|-}‘;—':r_22 [(0'12_ 6'12)2+ (!‘11“["'2)2(511*02.2)]

Zi=ot[lecp’, 1 o))

a, U—‘Z 0'24
Soof (o) 1 (o2-02)?
2 o= = A e op

Si l'on prend comme exemple les valeurs suivantes

(k= 1, oF=1), (p,= 10, of= 3), (ps= 21, 02 = 1),
on voit que

164/ 3

<4
/83/9 + |/ 245

dm(llz) =
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d,(2,3) = 244/3 S
\/365 + |/12379
et
400
dy (1,3) =55535 = 10
Donc

d,,(1,2) + @i, 8 <= d,,(1,3).

Nous n'avons pas pu trouver le comportement de dy(u,v) sous les
tl:a-llé':forrnaticu'ls; mesurables, mais il est facile de voir qu'elle reste inva-
flable si la transformation T est un résumé exhaustif. La relation entre

mM,V ) et l'erreur asymptotique d'un type particulier a été examinée par
Ourier ,

IV. DISTANCE “EN VARIATION" DE KOLMOGOROFF

q Etantdonné un ensemble G de mesures sur (X,J ), on sait que, pour
€ux mesures p ety dans NT , la fonction

dy (9) = 3EBIW(E) - v(E)

°8t une distance sur M . Si les mesures dans J1 sont des mesuresde
Probabilité avec g (X) = 1 pour toute p €I, alors on peut écrire

d, (1) = SUB(W(E) - v(E))

= R (v(E) - p(E))

r s gl
= (1-9)" = (-v) =5 |uev]
o
{):‘§ SiER - ef |E,l sont les variations supérieure, inférieure et absolue de
va.lesure £ . C'est pourquoi Kolmogoroff appelle d,(p, v) la distance en
ATiation |
Si A est une mesure de probabilité sur (X,.) telle que PV << r (on
Peut prendre A comme, par exemple, EI(P"W) ), alors
i fu(x)>£0x) ] - v | x O]
v lx : fp(x).{__ f‘,(x)1 - [.zi X fp(x)sf\,(x);
1
=3/ |80 - £, | ax ),
0\
“u(x) = dp/da, £y(x) = dv/an.
Nous allons énumérer les propriétés suivantes de d,(p,v) :
Do<ay(pv)<1.
2) dv(y.,u) = o si et seulement si p= i

i

d,(u,v)

3) dv(p.,v) = 1 si et seulement si p._Lu

4) Soit T une transformation mesurable de (X,7) sur (Y,T); alors

7' (B Esr
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Donc
d (0T ,v TEREFYHE Ip'r" (F) - oT"(F)l

—eeti BB - (@)
P b |k (E)-v(®)]

==

= dy (V)

C'est-a-dire que d,(u,v ) n'augmente pas sous une transformation mesu-
rable .

Soit, maintenant, T un résumé exhaustif. Alors si

gu(y)=dp T /da T
et
ge(y) =dy T /drT"

on sait, d'aprés Halmos et Savage, que
fu(x) = g T(x) [A] et £,(x) = g, T(x)[3]
Donc
dy (T~ , vT™') = (pT™" - vT™) { v i guly) - gu(y):ml

= (w-9)T'{ v 1 gu(y) - go(y)>o}
= (u-v) | x : g, T(x) - gy T(x)> o]
= (p-v)t x : f,(x) - f\,(x)>o]
= d, (pav).

C'est-a-dire que d,(u,v ) reste invariable si la transformation T est ur

résumé exhaustif

5) Soit p,,Vv; deux mesures sur (X,,J ), chacune << i, et parV2
deux mesures sur (X,,<% ), chacune <<x,.

Soit d,; =f;(x;) dA; et dv;= g;(x;) d-A; ,i=1,2.

pi
Alors
d, ( K @R, v, ®v,) =-2-l-f lf| (x,) fg(xﬂ)- g, (x,) gz(xz) l d (>\|®>\1) (%4, xg)
X,@%,
=3 A
=5 /1660 - mi(x)] £ilx)+ £, (x)-ga(x,)] g,(x,)ld( &
X, ®x,

S%/Jf. ()= (x.)| dh(x,) +2if fz(x,)-g,(xz)l dagx,)
Xy X2

=d, (Pu"l ) % dg, (I.-lzﬁ\'z 2y

Si 1'on prend le produit cartésien de (X, ) avec lui-méme, on obtient
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dv (P(Z?’ vﬂl )éz dv (Pl\’)
De méme
dy (1, v )<n d,, (wy).
Soit, maintenant, QR 1a classe de tous les ensembles produits de la forme

E@X

o Egr , Alors
RcTe S

Done
d, (o, v®)=d, (pop,vev)= SUP | (pop)(E)-(vov)(E)]
=39 | (row) (B)-(vev)(@)|
Es:gr HH(E}"’(E)I

dy (pv)

L

Ainsi 1'on voit que d,(u™, v(™) est une fonction positive, non-décrois-
Sante de n, qui est de plus toujours < 1. Donc

lim d,, (y.‘"), viM)<1

n-—s+oo

di 6) Comme 1'avait indiqué M. Kolmogoroff dans ses conférences, la
istance d ,(p,v ) est associée a l'erreur totale minimum de discrimina-
lon, Soit, en effet, € (‘1,\) ) cette erreur . Alors

E(pv) = E*:; (1 (E)+ v(E))
= ot - (e E®)-v @)
=1- tey (R(E)-v (E))

=1-d, (pwv)

p( 7))11 subsiste des inégalités entre d,(p,v ), dg(p,v ) et '"l'affinité"
A

(i) Six et € sont l'erreur commune minimum de Welch et l'erreur
€ minimum respectivement, alors 2 & =€ . Donc

tota)
dp (pv)=1-aa<1- e/2 =2i(1 +d,(pv)).
(ii)

P (1) =/\/fg(x) f\,fx)dk(x)f‘/%—(;—;dv(xh ﬁ%dp(x)
fu>fy -

2 ety
= v‘x: fo ()= 1, (x) }+ pix: fu () <fy(x)}
=l+p 5x:f9(x) = f,(x) t—v [x : fg(x)sf\,(x)}

=1-d, (P.,\))
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