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DES POSITIONS TYPIQUES D'UNE
VARIABLE ALEATOIRE

par

Saad K. NASR

!. - INTRODUCTION

Une définition de la moyenne d'une variable aléatoire située dans un
32"?‘:‘6 de Banach a été donnée par Mourier (9). D'autre part, une seconde
finition de cette moyenne a été exprimée dans Espace métrique par
eo'ss (2). On sait (10) gu'une moyenne dans le sens de Mourier, si elle
Xiste, est aussi une moyenne dans le sens de Doss, Fréchet (3), généra-
t"“_‘ la définition de la moyenne de Doss en vue de définir les positions
Yp‘_‘ll-'les d'une variable aléatoire située dans un espace métrique (ses
O8itions : moyenne, centrale, équiprobable, dominante, etc,. 5

Nous définirons sous la définition -2-, dans les conditions les plus
rales, les positions typiques d'une variable aléatoire quelconque de
maniere qu'une position typique existant dans le sens de Fréchet,
aussi dans notre sens une position typique (proposition 2),

géng
telle
Bera

2
&n Soit (f;)j¢; une famille de fonctions numériques (finies) définie sur un
I Semble X , telle que pour deux éléments différents x et y appartenant a

Et&rna‘*-mble, il existe un i € I pour lequel fi(x)# fi(y). On définit alors une

(g‘)uctul'e uniforme séparée ( (1), Ch, IX, parag.§l) sur X par la famille

Ht;- des écarts gi(x,y) = | fi(x) - fi (y) |. Inversement, é&tant donnée une

ki “Cture yniforme séparée sur ¥ , une famille d'écarts est alors définie
B L(5(1), ch. IX, parag.§l).

1-'1' Plus généralement étant donnée une variable aléatoire X située dans

ge:semble X , on supposera qu'une structure uniforme séparée est définie
X par la famille d'écarts finis di(x,y) avec i € I. La classe K des

t
l.am‘f‘)l'matiomn
da(x) = d(i,0) (x) = di(x,2a) (1)
déf;,. .
fixféme dans X pour toute paire d'éléments a =(i,a) avec i € I et a élément

€ X, est alors une classe séparative ( (8), p. 29).
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Définition (1)
LA CLASSE K DE TRANSFORMATIONS ddx), définie sous le paragka

phe 2,1, est appelée classe séparative de transformations métriques.

Oa écrira par la suite T(N) pour la position typique d'un nombre alii;
toire N en supposant que pour tout a, de(X) est un nombre aléatoire P
lequel une position typique T(dg(X) ) existe.

Définition (2)

Un élément 1 (x) est dit position typique (correspondant au sy_r_n_llg_l_e..-'—r)
d'une variable aléatoire X située dans un ensemble s'il existe une clas:e
séparative K = avec x € X de transformations métriques, de tell®
maniére que l'on ait

da(v (X)) = T (da(X)) T (X)€X

indépendamment de o.

2.2, Considérons la variable aléatoire X située dans un espace métrique @)
défini par la distance d. Un élément X € (D) est une moyenne dans le se?
de Doss (2), si pour tout élément fixe a € (D) on a d(%,a)<<M d(X,a) ob )
indique la moyenne classique d'un nombre aléatoire, Or K = (da(x)) = (d(x'a)
étant une classe séparative de transformations métriques, on voit 9u€
toute moyenne dans le sens de Doss, est moyenne dans le sens d: notre
définition (2), D'ou, plus généralement :

PROPOSITION I

TOUTE POSITION TYPIQUE D'UNE VARIABLE ALEATOIRE X DANS_
LE SENS. DE FRECHET (3) EST UNE POSITION TYPIQUE DE X DANS L
SENS DE LA DEFINITION (2).

. et s - ’ e
2.3, Afin de justifier la condition que la classe K soit nécessairement uP
classe séparative, nous donnerons l'exemple suivant :

Soit une classe K définie par le seul écart g(x,y) = | f(x)-f£ (y)| ol

=X pour x=<C0
£ (%) %0 pourst 1032
x=-2 pour x>2

Pour une variable aléatoire X qui prend les valeurs 0, | et 2, ave®
une probabilité égale & 1/3 dans chaque cas, on a

Mg(X,a) = £(a) pour tout a réel,

Autrement dit, la moyenne classique X = 1 de la variable aléatoire X
n'est pas l'unique solution de l'inégalité

g(v,a)<mg(X,a)

puisque celle-ci est satisfaite par tout élément T dans 1'intervalle (0,2).
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N,

Banac°nﬂidérons a présent la variable aléatoire X située dans 1l'espace de
ch (%), Unélément % € (¥X) est une moyenne dans le sens de Mourier (9)

81 l'égalite

x* (%) =M (x* (X)) (1)
e g it i
St satisfaite pour toute fonctionnelle linéaire continue x* définie dans ().
3, . 5 ;
mol' On sait que (10) toute moyenne dans le sens d= Mourier est aussi
ausy‘?'me dans le sens de Doss, d'oll, d'apres la Proposition I, elle 1'est
ir:ltdans le sens de la Définition (2), D'ailleurs ceci peut &tre prouvé

c

€ment comme suit :

PROPOSITION 11

LA MOYENNE DE MOURIER D'UNE VARIABLE ALEATOIRE X € (%),

8i 5
T‘I(g;}e(;;uste, EST AUSSI UNE MOYENNE DANS LE SENS DE LA DEFINI-

_En effet, pour n'importe quelle paire d'éléments distincts x et y de (%),
1ste ((6), p. 19) une fonctionnelle linéaire x* telle que

il ey
[x*(x-y) | = | x-y | >0 (2)
On peut donc dire qu'il existe un écart d* (x,y) défini par
d* (x,y) = |x*(x) - x*(y)] (3)
tel que l'on ait
d* (x,y) = | x*(x) - x*(y) | = | x*(x-y) | >0
D'ols la famille des écarts {d"'(x,y) } = Hx*(x) - x*(y) |} o x* appar-

"
ent l'espace (%) conjugué ( (6), p. 21) de (%), définit une classe de
tran g

sformations métriques.

ay 5i % ¢ (¥) est une moyenne de Mourier d'une variable aléatoire X, on
Fa de 1'égalité (1)
x* (%) - x*(a) = m (x*(X) - x*(a)) (4)
"dépendamment de a € ().
De (3) et (4) on a

d*(x,a) = | M(x*(X) - x*(a) | < M d*(X,a) (5)

c : - i
€ qui démontre la proposition

3
*2. LA DEFINITION DE FRECHET DE LA MOYENNE D'UNE VARIABLE
ALEATOIRE X SITUEE DANS L'ESPACE DE BANACH ((2), parag. 5)

da Dans ce qui suit, E dénote l'ensemble d'évenements élémentaires§ ,
ditpres la terminologie de Kolmogoroff (7). Une variable aléatoire X est
dée appartenir a la classe (I F), si quelque soit >0, on peut trouver une
“COmposition A (= A,y) de l'ensemble E en une suite dénombrable d'en-
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o la
sembles disjoints probabilisables ey, ej;,... (E = U (er) ) pour laquelle

condition suivante est satisfaite :

1

{p(er) = Prob.(e:) = 0 ou Jmax % -px [<e },P-'-'*"""(i)
de telle fagon que la série
5 (i)
Oy gp(e,)" §X [ P e S

soit convergente,
e
Si la somme o, existe pour au moins une décomposition Agx ell
existe pour toute autre décomposition Agx, (2).

L'espace de Banach étant complet, quand € — 0, la limite de
S, = ;pe,,)grx y §r€ e, (ih)

existe indépendammentde A,x. Cette limite I(X) est la moyenne (IF) de X.

Si I'espace (¥) est un espace de Banach séparable, une telle décompo;
sition A satisfaisant (i) est équivalente A 1l'affirmation que X est ]:’1"3"1“e
sirement contenu dans un sous-ensemble séparable (X,) d'un espace
Banach X,

On sait que si (10, Théoréme 3) la variable aléatoire X de la c]'_aBS:
(IF) est faiblement mesurable ((6), p. 36), la moyenne I(X) est aussi uP
moyenne dans le sens de Mourier, Il en découle de la proposition II la

PROPOSITION III
-EST

SI LA VARIABLE ALEATOIRE X DE LA CLASSE (I,F) NE
FAIBLEMENT MESURABLE, LA MOYENNE I (X) EST AUSSI U
MOYENNE DANS LE SENS DE LA DEFINITION (2).

4. -

Il est important de savoir si une position typique T (X) d'une varia_b!e
aléatoire X existant relativement ¥ une clasgse K, dans le sens de la défini~
tion (2), existe de m&me relativement & une autre classe K,, ob Kot
sont deux classes séparatives de transformations métriques, seules trans”
formations prises en considération par nous,

4.1, L'exemple suivant montre que cela n'est pas toujours le cas,

Soit le nombre aléatoire X prenant les valeurs X, et x, (x4 £ X3) 3"ez
les probabilités respectives p et q(p+q = 1). Considérons les deux classé
K, et K, définies respectivement par les deux distances d, et d; avec

dy (x,y) = |x-y|
et d;(x,y)=0 six=y
=1 six #vy.
On a alors d; (%X,x,) = 1 ot X = Px; + gx;, la moyenne classique de X.
Comme T dy(X,x) = q, dy(X,%,)>M dy(X,x,). Ceci montre que la moyenn®

classique X, qui est une moyenne dans le sens de la définition 2, relative”
ment & la classe K, n'est pas une moyenne relative a la classe K,,
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tngEs‘.‘..\Pﬂﬁculier. on remarque qu'une moyenne dans le sens de Doss rela=
e une certaine distance, n'est pas nécessairement une moyenne dans
€me sens relative & n'importe quelle autre distance.

f&f,g Etant donnée une famille (f;)je1 d'écarts sur X, soit gy l'enveloppe

LaIr\e_ure de la famille (f;)j¢H » o H est une partie finie quelconque de I.

@ ‘amille d'écarts (gy) est équivalente ((1) Ch, IX, parag. 1) a la famille

ﬂ‘t' on dit que c'est la famille d'écarts obtenue en saturant (£i) et que (gy.)
uUne famille d'écarts saturée.

Définition (3)
!éuf‘iie;lt,_l{, et K, deux classes dift;érentea définies par les deux familles
es8 (f;)ie; _et (gs)xex _8ur le méme ensemble X . Si U, et I, sont les

1%10 ructures uniformes induites par (f;) et (gx)_respectivement, on dit
;‘E_-?‘-'-E-ﬂue K, est moins fine que K3, si U, est moins fine que U;. K est dite
trictement moins fine que Kj,_si pour tout i € I ilexiste un x€ X tel que

:]f- Soit (X) un systeme linéaire ((6) p.9) sur lequel on définit les deux
8ses K, et K, comme suit :

K ={lx-al},
K, ={ di(x,a) i€l , a € (%), (1)

:: Ix. lest la norme de x, (di) la famille d'écarts saturée telle que pour
Ut i, étant donnés des éléments x;, Xz, ¥ys Yy de (X) on ait :

di (x4 + X2, 1 +y2) <di(x1,y1) + di(x2, y2)
dj (kx, ky)<|k|dj(x,y)
Pour tout nombre réel k.

Remarque : Nous entendons par position typique d'une variable aléatoire
celle admise dans ladéfinition (2), sauf affirmation contraire.

PROPOSITION 1V

LIy SOIT X UNE VARIABLE ALEATOIRE SITUEE DANS UN SYSTEME

™ EAIRE (X), SUR LEQUEL ON A DEFINI LES DEUX CLASSES Ki ET Ka
TRODUITES PAR LES RELATIONS (1) CI-HAUT. SI K;EST MOINS

DAE QUE K, ET SI L'ON SUPPOSE QUE T (da(X)) EXISTE INDEPEN-

ol MMENT DE «=(i,a), TOUTE MOYENNE (IF) DE X EXISTANT RELA-
VEMENT A K, EST AUSSI UNE MOYENNE RELATIVE A Kj.

~_Eneffet la classe K, étant moins fine que K,, pour tout écart dj et tout
£ >0 ((1) Ch. IX, parag. 1), il existe un ¢ >0 tel que

“x‘YH < € implique dj(x,y)<e' (2)

La variable aléatoire X étant de la classe (IF), on peut dire de (3.2.)

QUe pour tout e>0, il existe une décomposition A.xde E en une, suite

Nombrable d'ensembles disjoints probabilisables e, e2;... (E =y (er))
Pour Jaquelle la condition (i) de 3.2, est satisfaite. 7
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di étant un écart, de (2) on obtient

< . - ' (3)
max [di (gx,a) = d; (gx,a) | < ﬁ?‘eﬁd' (sx,g.x) < fE'avk

r‘=l, 2-:--"

pour tout élément fixe a de (X ).

De (3) etde (i) de 3.2, onvoit que pour tout & >0 il existe une fié%‘z:;;
position Auy(=A,x) de E en une_suite dénombrable d'ensembles dis]
probabilisables e, e;,... (E = Y (er)) ; pour laquelle la condition

. : ] £ 4)
{p(er) =0 ou ﬂ;a&ﬂ d; (ix,a.) - d;j (E,x,a)|< € },r = ilselnrons (
est satisfaite,

Posons s\ = i': P(er)y x et: af = a,ip(er) (5)
Avec les conditions imposées & K, on obtient :
di(8s . a8 ) = 4 (gp(er)g,x » Lpfer) . a)<
< 3,di(p(ergx, ple).a)< X pler) di (1x.a) A

Comme la série (ii) de 3.2, est convergente, on a

I}irﬁ gy (e fixe) (7)
On a de plus
la-ap =l X plen)al=lalple)—0 as nso (2

La topologie définie par K, étant moins fine que celle définie par K1’
on a des relations (7) et (8)

lim di(sf%s,) = lim d;(af ,a) = 0 (2
Or dj est un écart
[ di(s8, a0) - di(se,2) | <di(sf ,5,) + i (af ,a) (10}
Le passage a la limite n—® dans 1'inégalité (6), etde(9) et (10) il découle
di(se,a) = lim di(s{” a0 ) < lim X, p(e,) d; (;x,a)
= 2. pler) di (x,2) (11)

Fat

Comme lim s, = I(X) (de la relation (iii) de 3 .z.), relative A la topologi®
définie par K,, alors quand ¢ —s 0, (11) donne

di(I(X),a) <£1_¥; ; P(er) dm(’grx) » a:?ei?ra!) (12)

Or M du(X) existe pour tout a =(i,a). I(da(X)) existe ((2) parag.5) i;
égale T do(X). Ceci entraine que le membre de droite de 1'inégalité (1
existe et admette pour limite Mdo(X) quand e'—0, ¢od

c.q.l.C




POSITIONS TYPIQUES D'UNE VARIABLE ALEATOIRE 39

4
1

e.c;. Nous donnons ici un exemple important de classes K, et K, satisfaisant
9 conditions (1) de 4.3.

PROPOSITION V

LN SOIT X UNE VARIABLE ALEATOIRE SITUEE DANS UN SYSTEME
RESEAIRE (X) SUR LEQUEL DEUX CLASSES K, et K, SONT DEFINIES
PLSPECTIVEMENT PAR LES NORMES |xl, ET Ixl,. SIK, EST MOINS

E QUE K,, TOUTE MOYENNE (IF) DE X EXISTANT RELATIVEMENT
Tllé‘ EST AUSSI MOYENNE RELATIVEMENT A K,, AVEC LA SUPPOSI-
¥ N QUE POUR TOUT a € (%), da(X) =|| X - a|, SOIT UN NOMBRE
LEATORE,

n0mi|1x“2 {etant moins fine que "x"1, il existe ((1), Ch. IX, parag. 3) un
re réel b > 0 tel que

||x"2.€-_b "x||1 (1)

.ﬂ%"-r.tout x € (¥). D'ol pour tout £'>0, il existe & (=TE;) tel que u x-y“1< £
Plxque lill X=y ” -;_< g

to Fn utilisant les mémes notations que celles de la proposition IV, pour
ut élément fixe a de (¥), nous avons 1'inégalité

Ie. - ali<p (el x -2, L6 gitssii)

QUi est analogue a 1'inégalité (11) de la proposition IV,

Comme I(X) estunemgyenne relative a K,, alors M|xX-al, existe pour

i?“t.a. € (X). D'ob la série >, p(e )| x-al, &, € e, existeeten conséquence
&Xistence du membre de droite de (2) découle de (1).
8 Comme lim_||s. -1(X)|, = 0. lim,| 8, -1(X)||, = 0. En prenant les limi-

des deux membres de I'inéga_lit'é—fz) quand £'— 0, on obtient
l1(x) - all,=<1(I% - al.) (3)

Fe L'existence de la moyenne classique du nombre aléatoire | X-all,
sulte de 1'existence de la moyenne classique du nombre aléatoire || X-a,
Brice X la relation (1) ; il en résulte de (3) la démonstration recherchée.

5. - LES POSITIONS TYPIQUES D’UNE VARIABLE ALEATOIRE SITUEE
DANS L’ESPACE EUCLIDIEN R"

Une position typique t(X) d'une variable aléatoire X existant relative-
Ment 3 yne classe K définie par une norme | x| sera dite exister relative-
ment 2 x|

3 Différentes normes sont définies dans l'espace euclidien ; nous choisi=

t_Ons la norme | x|, = sup |x| , x= (X,50¢001 Xq) € R" pour déterminer rela-

la‘.':ment a lui quelqué‘s Positions typiques d'une variable aléatoire X située
s R",

t5-1_ La moyenne : Soit X= (X,,..., Xa) € R" tel que X; = TLX; existe pour
out i =1,2,...,n, X=(X;,... Xn) est une moyenne de X relativement 2

la Rorme | x|, : -|f gl-‘ |

On peut facilement prouver, soit directement, goit au moyen de la
Proposition V, que X est aussi une moyenne relativement a I =, .
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5.2, Position centrale : Soit X une variable aléatoire stochastiqueﬁf:f
bornée (3) située dans R", sur lequel une norme x|, (x ¢ R") est déf (2)
Une position centrale y € R" de X, existe dans le sens de la définition il
relativement a | x|, si|y ~a|| <N avec N= | X-a|, indépendamm

a € R", N étant la valeur centrale du nombre aléatoire N.

En général, relativement & || x||,, une position centrale d’
aléatoire stochastiquement bornée X ¢ R", n'existe que ((3) p. s
certains cas particuliers, Par contre, relativement A || x||, , qui est !55%
tement moins fing (définition 3) que x|, si X = (X,,... X,) est st
quement bornée, X= (X,,... X,) ouX,(i = 1,... n) est la valeur cent X
du nombre aléatoire X;, est aussi une position centrale de X. Cars &
étant la position centrale de X, on a (5) :

|%; - a;| <N, N; = [X; - 3
pour tout i =1, 2,,,,, n avec a; un nombre réel fixe quelconque.
: 8
Et sia=(a,,..., a,) est un élément fixe quelconque de R", on @ alox

0= N; =;;||x - a.]l.' =N dod lil-,.g._ N

. t
Ceci entraine finalement que ] X; -a]< Npouri=1,.,,, n, prouvd®

1'affirmation ci-haut,
On remarque qu'une position centrale de X ¢ R", si elle exi_’te ﬁil
relativement 2 | x|,, existe aussi relativement 3 | x|,, mais que 1'inve

n'est pas nécessairement vrai, comme on peut le voir par les exemp £
particuliers donnés par Fréchet ((3) p. 232),

De plus, la position centrale X = (X,,..., X,) de X € R", rela.tivem:f:
A ||x|l, est unique. En effet, s'il existe une autre position centr o
Y=(Yisee0sYs) € R" de X, (Y#X), relativement & |x|,, v;# X; pour o
certain entier j, (1< j<n). Lavariable aléatoire X étant stochaanuemﬂx)
bornée, on peut choisir un nombre réel c assez grand (c > 2K si || x|, <
de telle maniere que

fRerag ]y =i o-iKad) o Sig

pour tout i # j et § € E (l'ensemble des évinements élémentaires).

Pour a,= (ay4.4., @y)avec a; =c et a; =0(ixj), ona

Ny = [X -2, = |X;-¢]
Comme y est une position centrale de X, |yj- ¢|< |y - 2, ;< N,, ou
[vi-¢|= I;Ij ol NJ-=IXJ--—c| (1)
Ceci est contradictoire puisque X; est la solution unique (5)de 1'inégalité M
5.3, Position équiprobable : Rappelons d'abord, afin d'éviter toute conf‘l;
sion, qu'on appelle valeur équiprobable d'un nombre aléatoire N, to¥
nombre certain v tel que 1'on ait simultanément
l Prob [ N< u]l?«lsProb[ N=v]

On représente un tel point v par la notation N,
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i Comme au paragraphe 5.2. on a vu que relativement 2 | x|,, une
&0 Sition équiprobable ((3) p.23 5) d'une variable aléatoire X= (X e ekn) € R
existe pas en général, mais qu'elle n'existe que dans certains cas parti-

:l;tlierg._ Mais relativement A || x|, » X= (X1seees Xp) 00 X4 (ASwrl o ikt )
une valeur équiprobable du nombre aléatoire X;, est une position équi-
Probame de X,

e En effet, pour N; = lx-, - a; \avec a; = nombre fixe réel quelconque et
ity ona(b) .

l§i - 3i|=—<- _ﬁi

;t h‘Validité de l'affirmation ci-haut se trouve établie 3 1'aide de la pro-
osition suivante, puisque N;j<N = | x - af,.

PROPOSITION VI
SOIENT i '(N)et '((N) LES VALEURS EQUIPROBABLES INFERIEURE

ET SUPERIEURE D'UN NOMBRE ALEATOIRE N ((4), p. 45). SI
LinB[xs Y]] = 1. X ET Y ETANT DEUX NOMBRES ALEATOIRES,
W(X)< w(Y) ET p(X)<p(Y)
En effet, si p'(X)=> p(Y), comme | Prob[[X<Y)]{=1, ona
{ Prob [ ¥>p!(¥)] |={Prob [x=p'(¥)]}=Prob [X>p'x) - e

O 2 = w(X) - p(Y)>0.

Dlad | prob[ v=pi(¥)] |>1/2

Ce qui mene i une cortradiction puisque V:(Y) est valeur équiprobable

infe a y <
B arieure de Y. De mé&me, 8i F,"(x) = P"(Y comme ‘ Prob Exs Y)] ‘ 1,

| Prob[x > yi(x)] j<{Prob[ ¥ >wi(x)] | < Prob [ Y>p"(¥) + 7
o8 2y = wy(x) - w(Y)>0.
Donc | prob[ X > ui(x)] < 1/2,

Ce qui est aussi contradictoire, puisque p'(X) est 1a valeur équiprobable
Supérieure de X.
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