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DES POSITIONS TYPIQUES D UNE
VARIABLE ALÉATOIRE

par

Saad K. NASR

1. . INTRODUCTION

Une définition de la moyenne d'une variable aléatoire située dans un
rj-?.ace <fe Banach a été donnée par Mourier (9). D'autre part, une seconde
D «ütion de cette moyenne a été exprimée dans Espace métrique par°ss (2). on sait (lo) qu'une moyenne dans le sens de Mourier, si elle

lste, est aussi une moyenne dans le sens de Doss. Fréchet (3), généra-
8* fa définition de la moyenne de Doss en vue de définir les positions

/Piques d'une variable aléatoire située dans un espace métrique (ses
ions : moyenne, centrale, équiprobable, dominante, etc.,.).

. Nous définirons sous la définition -2-, dans les conditions les plus
teli rales■ les positions typiques d'une variable aléatoire quelconque de
ae 6 manière qu'une position typique existant dans le sens de Fréchet,ra aussi dans notre sens une position typique (proposition 2).

2. .

6tlg ®°it (fî)ifi une famille de fonctions numériques (finies) définie sur un
p err>ble X . telle que pour deux éléments différents x et y appartenant à
8tr Sernble, il existe un i f I pour lequel f| (x) £ fi (y). On définit alors une
(g.,Ucture uniforme séparée ( (l), Ch. DC, parag.§l) sur X par la famille
stru^eS ®carts gi(x>y) = I fi(x) - fi (y) I. Inversement, étant donnée une
sUr v*1^6 uniforme séparée sur )f , une famille d'écarts est alors définie
2 * ( (1). Ch. IX, parag .§1 ).
petl"s Plus généralement étant donnée une variable aléatoire X située dans
sur vemble 26 ■ on supposera qu'une structure uniforme séparée est définie
tr-n Par fa famille d'écarts finis di(x,y) avec i € I. La classe K des^formations

déf;
d«(x) = d(i,0)(x) = d;(x,a) (1)

fixe h6 <^ans 26 pour toute paire d'éléments a. =(i,a) avec i 6 I et a élémente 26 , est alors une classe séparative ( (8), p. 29).
3
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Définition ( 1)

LA CLASSE K DE TRANSFORMATIONS dix), définie sous le p_ajg
P_he 2,1, est appelée classe séparative de transformations métriques^

O-i écrira par la suite T(N) pour la position typique d'un nombre alea
toire N en supposant que pour tout <x, da(X) est un nombre aléatoire P°ur
lequel une position typique T(da(X) ) existe.

Définition (2)

i T )Un élément T (x) est dit position typique (correspondant au symbojjL--^d'une variable aléatoire X située dans un ensemble X. s'il existe ane
séparative K = \ dtrfx) 1 avec xi X de transformations métriques , de_je—1
manière que l'on ait

d«(x(X))< T (d«(X)) (X)£X
indépendamment de g.

2.2. Considérons la variable aléatoire X situéedans unespace métrique (
défini par la distance d. Un élément x € (<Z>) est une moyenne dans le scn
de Doss (2), si pour tout élément fixe a € (Æ) on a d (x, a) <^711 d (X,a) °a .

indique la moyenne classique d'un nombre aléatoire. Or K = (da(x)) = (d(x>a"
étant une classe séparative de transformations métriques, on voit <lue
toute moyenne dans le sens de Doss, est moyenne dans le sens d - notre
définition (2). D'où, plus généralement :

PROPOSITION I

TOUTE POSITION TYPIQUE D'UNE VARIABLE ALEATOIRE X DANS
LE SENS DE FRECHET (3) EST UNE POSITION TYPIQUE DE X DANS
SENS DE LA DEFINITION (2).

2.3. Afin de justifier la condition que la classe K soit nécessairement une
classe séparative, nous donnerons l'exemple «suivant :

Soit une classe K définie par le seul écart g (x,y) = | f (x) - f ( y )|
-X pour x < 0

V II O pour 0<x <2

x-2 pour x > 2

Pour une variable aléatoire X qui
une probabilité égale à l/ 3 dans chaque

prend les valeurs 0,
cas, on a

1 et 2, avec

171g(X,a) = f (a) pour tout a réel.

Autrement dit, la moyenne
n'est pas l'unique solution de 1'

classique x = 1 de la variable
inégalité

aléatoire %

g (t,a) <711 g (X,a)

puisque celle-ci est satisfaite par tout élément x dans l'intervalle (0,2).
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3. .

Ban ^01asldérons à présent la variable aléatoire X située dans l’espace de
si i,a- '■*)• Unélément x£ (X) est une moyennedans le sens de Mourier (9)L égalité

x* (x) = m (x* (X)) (!)
est satisfaite pour toute fonctionnelle linéaire continue x* définie dans (3().

^ • On sait que (10) toute moyenne dans le sens de Mourier est aussi
°yenne dans le sens de Doss, d’où, d’après la Proposition I, elle l’est

^ssi dans le seng de la Définition (2). D’ailleurs ceci peut être prouvélrecternent comme suit :

B1 R.oposition ii

LA MOYENNE DE MOURIER D’UNE VARIABLE ALEATOIRE XL (x),

^existe, EST AUSSI UNE MOYENNE DANS LE SENS DE LA DEFINI-
.j En effet, pour n’ importe quelle paire d’élé ment s distincts x et y de (X),existe ((6), p. 19) une fonctionnelle linéaire x* telle que

|x* (x-y) | = || x-y J > 0 (2)
On peut donc dire qu’il existe un écart d* (x,y) défini par

d*(x,y) = | x* (x) - x* (y) | (3)
que l’on ait

d* (x,y) = | x* (x) - x* (y) | = | x* (x-y) | > 0
[• £)’oü la famille des écarts { d*(x,y) } = j | x*(x) - x*(y) | J où x* appar-
trent ^ l'espace (X*) conjugué ( (6), p. 21) de (X), définit une classe deansformations métriques.
, Si x f (X) est une moyenne de Mourier d'une variable aléatoire X, on
aUra de l'égalité (1)

x* (x) - x* (a) = -TTl (x* (X) - x* (a) ) (4)
ndépendamment de a 6 (X).

Le (3) et (4) on a

d* (x, a) = | m(x*(X) - x* (a) | < TTld*(X,a) (5)
e 9ni démontre la proposition

3 ? T“L LA DEFINITION DE FRECHET DE LA MOYENNE D'UNE VARIABLE
ALEATOIRE X SITUEE DANS L'ESPACE DE BANACH ((2),parag. 5)

Dans ce qui suit, E dénote l'ensemble d'évènements élémentaires^ ,

daPres la terminologie de Kolmogoroff (7). Une variable aléatoire X est6 appartenir à la classe (I F), si quelque soit e>0, on peut trouver une
imposition A(=AeX) de l'ensemble E en une suite dénombrable d'en-
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semblés disjoints probabilisables e,, e2,. . . (E = (er) ) pour laque
condition suivante est satisfaite :

lie la

max
M'6er I 5 X ~VX ||<£ ,r*= 1,2,.-/0

(Ü)

| p (er) = Prob.(er) =0 oi

de telle façon que la série

= £p(er)|| çx | , ?r€ er,r.l

soit convergente.
Si la somme tr, existe pour au moins une décomposition A£,x

existe pour toute autre décomposition At x > (2).
L'espace de Banach étant complet, quand e —-0, la limite de

Se = x , |r 6 er, ^
rm 1 r

existe indépendamment de Ae*. Cette limite l(X) est la moyenne (IF) de
Si l'espace (36) est un espace de Banach séparable, une telle décomp0

sition A satisfaisant ( i ) est équivalente à l'affirmation que X est Pie9C^^esûrement contenu dans un sous-ensemble séparable (36,) d'un espace
Banach 36 .

On sait que si (10, Théorème 3) la variable aléatoire X de la classe
(IF) est faiblement mesurable ((6), p. 36), la moyenne l(X) est aussi un
moyenne dans le sens de Mourier. Il en découle de la proposition II la
PROPOSITION III

SI LA VARIABLE ALEATOIRE X DE LA CLASSE (I,F)
FAIBLEMENT MESURABLE, LA MOYENNE I (X) EST AUSSI UN*
MOYENNE DANS LE SENS DE LA DEFINITION (2).

4. -

Il est important de savoir si une position typique T (X) d'une variable
aléatoire X existant relativement à une classe K, dans le sens de la défini
tion (2), existe de même relativement à une autre classe K2, où K, et **
sont deux classes séparatives de transformations métriques, seules trans
formations prises en considération par nous.

4.1. L'exemple suivant montre que cela n'est pas toujours le cas.

Soit le nombre aléatoire X prenant les valeurs x, et x2 (x, x2) aveCles probabilités respectives p et q(p + q = 1). Considérons les deux classe
K, et K2 définies respectivement par les deux distances d, et d2 avec

d, (x,y) = |x-y|

et d2 (x,y) =0 si x = y

= 1 si x ^ y.

On a alors d2 (x,x,) = 1 où x = px, + qx2, la moyenne classique de N-
Comme TU d2(X,x^ = q, d2(x,x,) > Tlj d2(X,x,). Ceci montre que la moyenne
classique x, qui est une moyenne dans le sens de la définition 2, relative'
ment à la classe K, n'est pas une moyenne relative à la classe K2.
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U ^.particulier, on remarque qu'une moyenne dans le sens de Dos s rela-
Î^-Aüge certaine distance, n'est pas nécessairement une moyenne dans
'—sens relative à nlmporte quelle autre distance,.

4-2. Etant donnée une famille (fi)itl d'écarts surX , soit gH l'enveloppe
•«Périeure de la famille (f i) j € H . où H est une partie finie quelconque de I.

famüle d'écarts (gH) est équivalente ( (1) Ch. IX, parag. 1) à la fami e'*■)» on dit que c'est la famille d'écarts obtenue en saturant (fi) et que (gH )est ““e famille d'écarts saturée.

Soient K, et K, deux classes différentes définies par les deux familles
df*^r^_(fj)itl . e* (g,)x6K.. sur le même ensemble X . Si U, et U, sont les
^^atructm-Pa uniformes induites par (fi 1 et frespectivement, on dit
^pEgJîue K, est moins fine que K?, si Ui est moins fine que U?. Ki est dite
j~-~l£lement moins fine que K2■ si pour tout i 6 I il existe un x E X tel que

4*3. Soit (X) un système linéaire ((6) p. 9)classes K, et K2 comme suit :

sur lequel on définit les deux

K, = { || x - a || j ,

K2 = { di (x.a) }i e I , a É (X), (1)
où j
tout

x II
i,

est la norme de x, (dj) la famille d'écarts saturée telle que pour
étant donnés des éléments x,, x2, y, , y2 de (X) on ait :

d; (x, + x2, y, + y2) <d| (x,,y,) + di (x2, y2)

dj (kx, ky)< | k | di (x,y)
Pour tout nombre réel k.
D

emarque : Nous entendons par position typique d'une variable aléatoire
celle admise dans ladéfinition (2), sauf affirmation contraire.

Proposition iv

SOIT X UNE VARIABLE ALEATOIRE SITUEE DANS UN SYSTEME
LINEAIRE (X), SUR LEQUEL ON A DEFINI LES DEUX CLASSES K, ET K2
rJTRODUITES PAR LES RELATIONS (1) CI-HAUT. SI K2 EST MOINS*1NE que K, ET SI L'ON SUPPOSE QUE TTJ. (da(X) ) EXISTE INDEPEN-
^AMMENT DE a = (i,a), TOUTE MOYENNE (IF) DE X EXISTANT RELA-VIVEMENT A K, EST AUSSI UNE MOYENNE RELATIVE A K2.

En effet la classe K2 étant moins fine que K,, pour tout écart d; et tout
e’ >0 ((1) Ch. IX, parag. l), il existe un e >0 tel que

|| x - y 1 <£ implique di(x,y)<e' (2)
La variable aléatoire X étant de la classe (IF), on peut dire de (3.2.)

HUe pour tout e>0, il existe une décomposition AE-x de E en unen suite
eUombrable d'ensembles disjoints probabilisables et, e>, . . . (E = LJ (er) )

P°ur laquelle la condition (i) de 3.2. est satisfaite.
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di étant un écart, de (2) on obtient

max | dj (?x,a) - dj (ç.x,a) |< e' (3)

r = 1 , 2, . . • >

pour tout élément fixe a de (X ).
De (3) et de (i) de 3.2. on voit que pour tout e' > 0 il existe une

position A'£.X(=A£X) de E en une^suite dénombrable d'ensembles disj°
probabilisables e,, e2, .. . (E = U (er) ) ; pour laquelle la condition

{ p (er) =0 ou max | d' (jx'a) - di (t.x,a)|< e' j, r = 1,2,...
est satisfaite.

n n

Posons S(tn) = El p(er)s X et a£’ =a,Xp(er)r-1 r=1

Avec les conditions imposées à K2 on obtient :

di(S£n’ . a(£nl ) = di (Êp(er),x , Ëp(er) . a)<
r r-’ ' r-'

< Zdi(p(er)5rx, p(er).a)< E p(er) d| (5x,a)
Comme la série (ii) de 3.2. est convergente, on a

lim s^."1 = s£ (e fixe)
On a de plus

00 00

la - a£n) 1 =1 E p(er).a II = Il a || Zp(erH0 as n—oo

(5)

(6)

(?)

(8)

La topologie définie par K2 étant moins fine que celle définie par K’’
on a des relations (7) et (8)

lim d: (s£n,f s, ) = lim d: (a(.nl , a) = 0

Or dj est un écart

| dj (sin) , a(£n) ) - dj (s£,a) | < dj (s(£nl , s£) + dj (a(£n) ,a)
Le passage à la limite n—m» dans l’inégalité (6), etde(9) et (10) il découle

di ( sE ,a) = lim di ( s<tn) ,a(,n> ) < lim Ep(er) dj ({x,a)n —*oo
œ n—>oo r*i 5r

= E p(er) di (sx,a) f11)
Comme lim s£ = l(X) (de la relation (iii) de 3 .2.), relative à la topol°giedéfinie par K,, alors quand e'—» 0, (11) donne

00

di( l(X),a) <lim E P (er) da(.x) , 5rC eP ,

a = (i ,a) (I2)
Or ïïl da(X) existe pour tout a = (i,a). l(da(X)) existe ((2) parag.5)®*égale ïïlda(X). Ceci entraine que le membre de droite de l'inégalité (1existe et admette pour limite 7T(da(X) quand t‘—-0.

c.q.f-d>

(9)

(10)
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iNous donnons ici un exemple important de classes K, et K2 satisfaisant
8 conditions (1) de 4.3.

Proposition v

soit x ttnf variable aléatoire situee dans un système
LiNEAIRe (3É) SUR LEQUEL DEUX CLASSES K, et Kz SONT DEFINIE
Respectivement par les normes iixii,, etiix||2. si k*
PQJE QUE K,, TOUTE MOYENNE (IF) DE X EXISTANT RELATIVEMENT£ K1 EST AUSSI MOYENNE RELATIVEMENT A Kz, AVEC LA SUPPOTION que POUR TOUT a 6 (X), da(X) = || X - a
ALEATOIRE.

SOIT UN NOMBRE

y»_ Il x |L étant moins fine que^mbre réel b > 0 tel que

il existe ((I), Ch. IX, parag. 3) un

llx II2 llxlli (!)
f°Ur tout xf (X). D'où pour tout e'> 0, il existe £ ( = -§-) tel que II x-y|| <. £Clique || x-y || #< e- b
t utilisant les mêmes notations que celles de la proposition IV, pourut clément fixe a de (36), nous avons l'inégalité

K ■ aIU<|]p(er)|çrx - a||2 » er, (2)
est analogue à l'inégalité (11) de la proposition IV.
Comme l(X) est une moyenne relative à K,, alors 7TL||X-a|| existe pour

l'e‘.a 6 <*). D'où la série S P (er)|| ÇrX-a||, > S,r 6 er , existe et en conséquenceexistence du membre de clroite de (2) découle de (1).

te (-'°mrne liip^J|ae - I(X) ||, = 0, limj se -l(X)||,= 0. En prenant les limi-s des deux membres de l'inégalité (2) quand £'—* 0, on obtient

||l(X) - a||t«tl(||X - a||,) (3)
L’existence de la moyenne classique du nombre aléatoire || X-a|2

resuite de l'existence de la moyenne classique du nombre aléatoire || X-a||,
“ 3ce à la relation (1) ; il en résulte de (3) la démonstration recherchée.

s- " LES POSITIONS TYPIQUES D’UNE VARIABLE ALÉATOIRE SITUÉE
dans l’espace euclidien Rn

Une position typique x(X) d'une variable aléatoire X existant relative-
ent à une classe K définie par une norme II x|| sera dite exister relative-

ment à ||x||.
Différentes normes sont définies dans l'espace euclidien ; noua choisi-

t,°Us la norme || x ||, = si^> |xj , x= (x,,. . . , xn) £ Rn pour déterminer rela-
ernent à lui quelques positions typiques d'une variable aléatoire X située

Qans Rn

La moyenne : Soit X = (X,, , Xn) 6 Rn tel que X; = IHX; existe pour
,°ut i = 1,2,..., n. X=(X, .... X„) est une moyenne de X relativement à
ia "orme || x||2 = ]/£ |x,|l

On peut facilement prouver, soit directement, soit au moyen de la
r°Position V, que X est aussi une moyenne relativement à || x||, .
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5.2. Position centrale : Soit X une variable aléatoire stochastique^je.bornée (3) située dans Rn, sur lequel une norme ||x||, (x £ Rn) est défi*1n)Une position centrale if f R" de X, existe dans le sens de la définit i°n ,£
relativement à ||x||, si || y - a || < N avec N = || X — a || , indépendammeu
a € Rn, N étant la valeur centrale du nombre aléatoire N.

En général, relativement à 11 xl|2, une position centrale d'une v^r*?ansaléatoire stochastiquement bornée Xf Rn, n'existe que ((3) p. 232)
certains cas particuliers. Par contre, relativement à II x||, , qui est
tement moins fine (définition 3) que J|x||2 si X= (X,,... Xn) est stochas
quement bornée , X= (X, »... Xn) oùX-, (i = 1,. .. n) est la valeur cen ^du nombre aléatoire X;, est aussi une position centrale de X. Car.
étant la position centrale de X,, on a (5) :

|Xi-aj|s£N., N, -|X, -a,|
pour tout i - 1, 2,..., n avec a; un nombre réel fixe quelconque.

Et si a = (a,...., an) est un élément fixe quelconque de R", on a alors
N; ss||x - a||, = N d'où N

X-, - a,| ^ N pour i = 1,... , n, prouCeci entraine finalement que
l'affirmation ci-haut.

On remarque qu'une position centrale de X 6 Rn
relativement à ||x||2, existe aussi relativement à ||x||t

vaut

si elle
mais que

n'est pas nécessairement vrai, comme on peut le voir par les exi
particuliers donnés par Fréchet ((3) p. 232).

existe (3)
l'inverse

:emples

De plus, la position centrale X = (X,,.. ., X„) de X 6 R", relativerne^à ||x ||, est unique. En effet, s'il existe une autre position centr
Tn) R" de x> (ï^X), relativement à || x||,, fj ^ Xj pour

certain entier j, (l$j$n). La variable aléatoire X étant stochastiquenu
bornée, on peut choisir un nombre réel c assez grand (o 2K si || x||,
de telle manière que

hx'KII çxlli<K<l <xi- cl
pour tout i # j et \ 6 E (l'ensemble des évènements élémentaires).

Pour a0= (a, ,. . . , a„) avec aj = c et a-, = 0 (i^ j), on a

N0 = |X - a J, = |Xj - c|
Comme y est une position centrale de X , | — c |^ || y - a01| N0. °u

Ifj - c |=g Nj où Nj = | Xj - c|
Ceci est contradictoire puisque Xj est la solution unique (5) de l'inégalité (1)
5.3. Position équiprobable : Rappelons d'abord, afin d'éviter toute confu*
sion, qu'on appelle valeur équiprobable d'un nombre aléatoire N. t0
nombre certain v tel que l'on ait simultanément

j Prob [ N^u]J^|«Prob[NS=v]
On représente un tel point V par la notation N.
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Comme au paragraphe 5.2. on a vu que relativement à || x|2 , une
Position équiprobable ((3) p.235) d'une variable aléatoire X= (X, , . .X„) E Rn

existe pas en général, mais qu'elle a'exijfe que <|ns certains cas parti-
est1613* ^la^s relativement à || x||, , X= (Xi, ... , Xn) oh X-, (i = 1,..., n)une valeur équiprobable du nombre aléatoire X:, est une positionéqui-
Probable de X.

j b En effet, pour N-, = | X; - a-, | avec a, = nombre fixe réel quelconque et* l • •.., n on a (5)

11, - &,|< %
? ^,a vaüdité de l'affirmation ci-haut se trouve établie à l'aide de la pro-
Position suivante, puisque N,<N = || x - a||, .

proposition yi

SOIENT n '(N) et p"(N) LES VALEURS EQUIPROBABLES INFERIEURE
f* SUPERIEURE D'UN NOMBRE ALEATOIRE N ( (4), p. 45). SI(EROB [XsSYÜ = 1, X ET Y ETANT DEUX NOMBRES ALEATOIRES,
UN A J

H'(X)<£ (X'(Y) ET
En effet, si |x'(X)> p'(Y), comme j Prob[{X^Y)]j = 1, on a

j Prob [ Y> Jl'(Y)] jsajprob [X>^'(Y)] jSsProb [x>|PX) - £]
0Îl 2 £ * H'(X) - |a'(Y)> 0.
D'oîl { Prob[ Y>^'(Y)] j:>l/2

qui mène à une contradiction puisque m'(Y) est valeur équiprobable
^oférieure de Y. De même, si u"(X) >■ u"(Y), comme { Prob [£X^ Y)1 ( * 1,
ou a * *

{ Prob [x 3s^"(X)] }< jprob [ Y 5^"(X)] j^Prob [ Y> |i"(Y) + Y]
oîi 2 T| = (4"(X) - p."(Y) > 0.

j Prob [x^^t'^X)]^ 1/2,
Ce qui est aussi contradictoire, puisque (J."(X) est la valeur équiprobable
aUpérieure de X.
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