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AVANT-PROPOS

Toute science éprouve sans cesse le besoin de soumettre a
une nouvelle réflexion ses fondements, et ceci plus particuliérement
amoment ol elle revendique son autonomie ou encore lorsque des
progrés récemment constatés conduisent & réexaminer sa structure
fondamentale, La science économique n'échappe pas a ce besoin,
dinsi qu'en témoigne son évolution depuis les précurseurs jusqu'a
108 jours ; en ces derniéres années, sous la double pression de ses
tonquétes récentes et des responsabilités dont on la charge de plus
el plus, ses fondements ont été l'objet d'études approfondies dont
limportance n'a peut-étre pas encore été tout a fait reconnue.

Le présent essai, fruit d'une réflexion personnelle sur les
ispects logiques de 1'économie pure, voudrait apporter une contri-
ition 4 1'étude des fondements de 1'économie, et cela en vue non
Seulement d'une mise au point logique des concepts de base, mais
fncore et surtout d'une extension des applications et de leur portée.

Il n'est pas superflu, nous semble-t-il, d'attirer 1'attention
dulecteur sur 1'intérét que présente, dans une étude qui gravite pour
““? large part autour de structures logiques, l'emploi de modes de
‘aisonnement s'inspirant des mathématiques ''modernes'’. C'est pour-
Y0 nous n'avons pas hésité tout au long de cette étude & faire
_apPEl systématiquement & ces modes de raisonnement, sans nous
interdire cependant de les réduire a leur expression la plus simple
rsque celle-ci suffisait pour atteindre le but que nous visions.
Par ailleurs, nous avons cru devoir rappeler quelques notions bien
finues qui étaient essentielles & notre propos.

En raison des limites que nous avons dd nous imposer, le
‘nteny concret des problémes économiques a souvent cédé le pas
C¢ que nous croyons étre l'essence méme de l'analyse logique
ms fOI'I_demt-:‘nts ; toutefois, notre bibliographie permettra, a toutes
S utiles, de remonter de nos développements aux exemples et

de
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problémes concrets dont ils émanent. L'attention et la place
pondérante que nous avons cru devoir accorder aux fondemede
1'économie nous ont paru indispensables lorsque l'on sge pr‘OpQE
d'arriver a des conclusions susceptibles de recueillir un assems-e
ment plus général. &

pré.

Toute analyse des fondements requiert d'abord un effop . .
permette de sortir de l'orniére des habitudes scientifiqueg ::'
quises. Pour mener & bien cette opération d'affranchissemept i
libération, pour atteindre une position en dehors des sentiers hat'tuSe
l'ardeur d'un néophyte ne pouvait suffire ; il fallait qu'elle Soit'
soutenue par la compétence, par l'affectueuse sollicitude d'un Maitrg
Notre directeur de recherches, M. le Professeur Lucien Féi‘audg
été ce maitre : tout au long du chemin que nous avons parcourl';
il a réussi non seulement & nous guider, mais encore & nous com.,
muniquer son intérét, son enthousiasme pour 1'étude des Problémeg
que posent a la théorie de la connaissance les sciences éccmomiquEES
et sociales. Nous ne saurions manquer de lui exprimer notre pro-
fonde gratitude pour toute 1'aide qu'il nous a donnée et aussi pour
nous avoir ouvert tout un domaine de la pensée.

M. le Professeur René Roy, membre de 1'Institut, qui & Payj
nous a initié & 1l'économétrie, et qui reste notre maitre dans Cette
discipline, a bien voulu accorder une bienveillante attention & nety,
travail, Nous en avons été grandement encouragé et ses conseilg
qui nous ont déja été précieux, ne manqueront pas de nous guide;
encore dans nos recherches futures. Qu'il sache combien nous |y
gardons de reconnaissance et d'attachement.

M. le Professeur Jacques A, L'Huillier, Doyen de la Facyls
des sciences économiques et sociales de l'Université de Geneve,
éveillé notre intérét pour la science économique et aussi notre admi-
ration pour les belles structures logiques. Ses enseignements n'op
pas cessé d'étre présents & notre esprit au cours de 1'élaboratioy
de la présente étude. Il ne nous a pas ménagé ses encouragemens
et nous lui en sommes particulitrement reconnaissant.

Nous adressons aussi nos profonds remerciements & M, le
Professeur Gérald Mentha qui a bien voulu prendre le temps de lire
notre manuscrit et de nous manifester 1l'intérét qu'il portait aux
probléemes que nous nous sommes efforcé de traiter,
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= Enfin, qu'il nous soit permis, en terminant, d'exprimer toute
de notre respectueuse reconnaissance a M, le Professeur Claudius P .
se Terrier, Vice-Recteur de 1'Université de Genéve, pour la sollicitude

i- | qu'il a manifestée 3 1'égard de nos efforts au cours de ces dernié-
res années

it

f"] \T -

Pr(;r::: Ne saurions manquer d'exprimer nos vifs remerciements a M. le

arieur Daniel Dugué, Directeur de I'Institut de Statistique de 1'Université
S, et au Comité de rédaction, qui ont bien voulu accueillir notre tra-

Vaj]
dang leur Collection.



e e e T e e —
g
[ g
i
i
1 v Wn 5
}
l ™ pa - 4
§ " L : y " . o
3 - L& [ L4
!
3 ¥ ¥ f
g
¢
1
t
|
! o i
i
I
»
: fesn
= . £ ]
[ 1 T
- ETOS 1N #
11 s M
2 fapnnuer Jda bul aEprned
fovnud v g B dornés o
5 e N d a g
'.“'l’ n no g Inre O 1 Etlan
oud o foltdéd fconoamitrie, 2l oul rests Hdve el
.1 3! | e .., P Y v g SiipOPas ung Slanvaliig
- Tavy Moy &4 ByOns ol wréndenudil ATCC ;;".-g'l' =t
) ™ T shih - Sid mrdoioul, e andguarant phe oy
erco e dins ek parches Gdlare e Qi Bache o
gardonn ds couial pngw 21 d'aitEcipinen,
-

b Jacgues A, L'HMyillier, Doysa
- ded srisncer euompmiguss 1 secides da I'Universitd &
$vajile poivg tnidrd: peur (o sotonoe dgononigue of pusEl
! ratios pour Ios belles siructdvos loginvesd. Sod aftielprg
pas ceasd d'@tre prédssats b mlte exprit au cours O
g la préosente ftde. [ o n0La 3 pald Anagd sea . oW
o1 auve lei si sommes partioctibrement cecomnalissant

Wous sdrelisons sussi nes prolomis remsrciems
Profesyosir- Géraid Menths gui o blea voulu prendre la
notre taAanuscrit ot ds oour mesifester 1'ioiced? qu"ﬂ
proulimes Gue Nous nous commes offored de Lraiter,

wi M & mtmsiuelorsiset et etn TP Yaiphen  RocivEEE
Blieson il '] o5 sopitaiin® ob auiteall ob weilaania Sugell af

. Ul spoon Huive Baid o wp ,nf.mad»!--; obh Bfimad _
=Y S1ion 1 \ v Ny




PREMIERE PARTIE

MODELES ECONOMIQUES



JITAAS 39384

2UDIMOMOD] 234340 4




CHAPITRE |

MODELES ET SCIENCE ECONOMIQUE

"con la forma teoretica l'uomo comprende le co-
se, con la pratica le viene mutando ; con l'una siap-
propria l'universo, con l'altra lo crea.”

B. croce (1)

"lLa science pure a pour but la construction d'un
modele abstrait qui se raccorde aux faits au début
par une conceptualisation et a la fin par une décon-
ceptualisation.”

L. Féraud (2)

"c'est l'économie pure qui devrait répondre aux
problemes les plus fondamentaux et les poser de la fa-
g¢on la plus irréprochable .”

8. de Finetti (3/

(
‘Benedetto Croce, Filosofia dello spirito, I, Estetica come scienza dell'es-
;’gesslone e linguistica generale, Bari, Giuseppe Laterza e figli, 1946, p.

2
J'p?s)s:n:_Riéponses 2 la premidre enquéte scientifique en vue de dégager les
o 1}1té§ et les limites de l'application des sciences mathématiques (et
nogﬁarnculwr du cal‘s:ul des probabilités) a 1'étude des phénomenes éco-
Ques et sociaux', (Enquéte dirigée par M. Maurice Fréchet) dans

fg:iée de |'Institut international de statistique, lde année, livraison 1/4,
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§ 1 - LA NOTION DE MODELE -
1) Avant d'aborder 1'étude des modeéles économiques j] noy

paru opportun de présenter ici quelques réflexions au sujet de Tugig
sation des modeéles dans les sciences en général, Réflexio 1li-

e S quj
pourront peut-étre paraitre évidentes aux spécialistes de diSCipunm
qui depuis longtemps font largement appel dans leurs rECherChesez

ces instruments, mais qui & notre sens s'imposent ici soit 3
de 1'état actuel du développement des méthodes de recherche
science économique(l), soit aussi plus simplement pour préc:iser?l
point de vue que nous allons adopter dans le présent Ouvrage :t
mieux délimiter et situer notre recherche dans le cadre d'upe étude
qui se voudrait plus complete.

ause

I1 nous faut donc introduire quelques notions essentielles, D'y
fagon quelque peu schématique nous dirons que toute science gz pour
objet une certaine réalité qu'elle considére en vue d'aboutir 3 Cer-
taines . conclusions, ou tout au moins & une certaine c:(mnaissam:e
Quant aux méthodes de recherche, on peut dire que toute SCiencé
procéde par deux voies : l'une étant celle de l'expérimentatiqn‘

(1) Maurice Allais écrit ce qui suit dans l'introduction & son Cours d'écongni,
générale de l'Ecole Nationale Supérieure des Kines de paris :
"L'économie en tant que science - C'est la certainement une particulariy
remarquable de la science économique que de nécessiter une introductioy
dans laquelle sont exposées les raisons qui doivent la faire considérey
comme une science, c'est-a-dire comme une discipline susceptible de
faire l'objet de théories a la fois efficientes et commodes tant pour |,
compréhension des faits que pour l'action.

Ces raisons sont en effet identiques & celles qui sont relativesa la mg.
canique rationnelle ou & la physique mathématique ; mais pour ces sciep-
ces, ce sont la des vérités admises depuis fort longtemps et 1'on n'éproye
plus le besocin de les justifier. Dans le cas de la science économique,
au contraire, il s'agit d'une science toute nouvelle pour laquelle les prin-
cipes fondamentaux ne sont pas encore suffisamment admis pour qu'on
les puisse passer sous silence.

Peut-étre, au fond, peut-on regretter que les cours de physique et de
résistance des matériaux, par exemple, ne commencent pas également
par une introduction dans laquelle seraient exposés leurs principes m¢-
thodologiques fondamentaux. Une telle méthode aurait pour le moins l'im-
mense avantage de souligner les difficultés essentielles que l'on finit par
oublier complétement, En fait, il est frappant de voir combien les ques-
tions de principe que pose dans son élaboration la jeune science écono-
mique sont analogues a celles qui ont été soulevées lors de 1'élaboration
des premiéres théories physiques. Leur étude présente donc pour la philo-
sophie générale des sciences un intérét considérable. &
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l'autre celle du raisonnement(l). Tout cela demande & &tre précisé.

Le raisonnement fondé sur les reégles de la logique ne pourra
étre conduit que dans le cadre d'un systéme de concepts abstraits.
On substituera & la réalité un systéme approprié de concepts, en
d'autres termes on fera correspondre & une situation réelle donnée
i "modéle' abstrait ou théorique. Le processus d'abstraction sera
dit une "conceptualisation",

La réalité étudiée reléve de la simple description, tandis que
le modéle conceptuel introduit est congu comme un ensemble de pro-
positions, d'hypothéses, desquelles on va tirer les implications ou
tonséquences théoriques qu'il contient implicitement. Apreés quoi il
s'agira de revenir au réel, de traduire en termes concrets les con-
séquences théoriques que l'on vient d'établir : ce sera le roéle de
la "déconceptualisation",

Il nous parait inutile de nous attarder ici sur le terme de
modtle qui depuis quelques années semble avoir acquis droit de cité
dang 1a terminologie scientifique en général.

Revenons plutét 4 1'étude de 1'autre voie de recherche que nous
ons désignée ci-dessus comme étant celle de l'expérimentation.
Nous entendons par expérimentation en un sens trées large, toute
ietion directe ou indirecte effectuée sur une réalité donnée en vue
fe susciter ou de recueillir des conséquences observables. Dans ce
Sens, l'expérimentation suppose aussi un certain processus d'abs-
raction permettant de préparer, de planifier 1'expérience{2). En
?ff@t, toute réalité, aussi simple soit-elle, ne saurait donner lieu
dune expérimentation sans une certaine abstraction conduisant & un
Plan d'expérience approprié,

W ct, C.H. Coombs, H. Raiffa, R. M, Thrall, ''Some Views on Mathematical
Models and Measurement Theory', dans Decision Processes, New York,
John Wiley & Sons, Inc., 1954, pp. 19-37.

() ct, R.A. Fisher, The Desién of Experiments, Edinburgh, Oliver and Boyd,
1935,
?-L- Cox, Planning of Experiments, New York, John Wiley & Sons, Inc. ,
958,
D, Dugué , M, Girault, 4nalyse de variance et plans d'expérience, Paris,
Dunod, 1959,
Voir aussi L. Féraud, ''Les statistiques et la statistique dans les scien-
Ces économiques et sociales', dans Revue économique et sociale,. 4 (1961),
PP. 315-334,
- Roy, "Du réle de la statistique dans l'élaboration des concepts'', dans
Journal de la Soeciété de statistique de Paris, 7/8/9 (1961), pp. 212-220,
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Le processus d'expérimentation achevé il s'agira encore
revenir au réel par une interprétation (généralement statiStiun] d .
résultats de l'expérience. o

L'observation dirigée - que nous opposerons a l'absep,
pure et simple de nature essentiellement descriptive - peyt
considérée comme un cas particulier de l'expérimentation telle
nous l'avons définie ci-dessus. Ici le réle de l'expérimentate
réduit au choix de certaines conséquences observables, sang QU]
veuille ou puisse en susciter. Toutefois son action ici encore
saurait se passer d'une certaine abstraction initiale,

atiOn
étre

ur se

Le diagramme qui suit résume ce que nous venons de dire

Modele
Abstraction Conceptualisa- (Ensemble
Schéma expérimentale Phénomeéne tion d'hypothages
expéri- (réalité) de proposi.’
mental Scnéma d tions, ete,)
observation
Expéri- )
me?nta— observation dléd'-}ctmns
tion & L
J résultats
de 1'ob- Conséquen-
rc-léesulllteaf e eution ces Conclusions
périmenta- feslies théoriques
A interpréta- déconceptua-
tion ton lisation

Nous avons distingué l'observation dirigée de l'expérimentation,
méme si, comme nous venons de le dire, cette derniére la com-
prend comme cas particulier, en raison du rdle important qu'elle
joue dans les sciences humaines.

2) Le diagramme que nous venons de donner essaie de rendre
compte des deux cheminements essentiels de la recherche scientifi-
que. Par une confrontation entre les résultats de l'expérimentation
(ou de 1l'observation dirigée) et les conclusions auxquelles conduit le
modele théorique, on aboutira & une certaine connaissance, & cer-
taines conclusions au sujet du phénoméne étudié. Nous ne pouvons
pas nous étendre ici sur les techniques actuelles plus ou moins raf-
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finfes propres & cette confrontation(1). Soulignons toutefois qu'en
général, pour peu que l'on attache suffisamment de confiance a
l'expérimentation (observation dirigée) on essaiera par cette con-
frontation de juger de la plus ou moins grande fidélité de la repré-
sentation par le modeéle du phénomeéne envisagé. Ce qui ne va évi-
demment pas sans un certain arbitraire car, si le modele simplifie
la réalité envisagée, ainsi que nous l'avons vu, l'expérimentation
suppose elle aussi une certaine abstraction. Il pourrait donc se faire
Q'un modéle ne puisse plus étre jugé satisfaisant & la suite d'une
mmélioration de 1'abstraction expérimentale dans le sens d'une re-
résentation plus fideéle de la réalité, Ne pouvant pas éliminer cet
abitraire, un modeéle théorique ne pourra étre considéré comme
fidtle qu'aprés avoir été confronté a des expériences conduites dans
ke cadre d'un schéma expérimental déterminé,

Si l'expérimentation - dans le cadre d'unschéma expérimental
domé- nous permet de juger de la fidélité d'un modéle théorique,
test & ce dernier, dans la mesure ol il peut étre retenu, qu'il
dppartient de nous éclairer sur la structure et les implications pro-
res au phénomene étudié,

Il nous reste & souligner que la construction d'un modéle théo-
"lque aussi bien que celle d'un schéma expérimental ne va pas sans
Sinspirer d'expériences (observations) et de modéles antérieurs
tncernant le méme phénomeéne.

3) A dessein nous n'avons pas utilisé jusqu'ici le terme de
Modele mathématique, car ce que nous venons de dire au sujet de
la_conceptualisation, dans sa généralité, reste valable quelle que
it la représentation formelle adoptée. Ainsi nous ne saurions dé-
“er 1a qualification de modéles aux schémas conceptuels utilisés
ar la science économique quand ils ne se présentent pas sous for-
n?e Mmathématique. Dans la suite nous considérerons presque exclu-
fltment des modeles mathématiques(2), sans pour cela prétendre

11

et B 1, Lehmann, festing Statistical Hypotheses, New York,John Wiley
& Sons, Inc., 1959.
L. Féraud, "Sur les fondements des critéres statistiques', dans Publica-

Hons de 1'snstitut de statistique de l'Université de Pparis, 10 (1961),
EDSRL56 - 183,

2

ICt B, Malinvaud, "L'agrégation dans les modéles économiques', dans

Cahiers dy séminaire d'économétrie, 4 (1956), pp. 69 - 1486,
M.H' Coombs, H. Raiffa, R.M, Thrall, 'Some Views on Mathematical
odels and Measurement Theory", op. cit,
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que ce type de modele est supérieur aux autres. Il peut megp, 4
faire que deux conceptualisations d'une méme réalité, formE“emem
différentes et dont une seule est mathématique, soient en COrrespy,.
dance trés étroite. Il en est ainsi, par exemple, pour les Mod,
de l'école marginaliste qui se traduisent immédiatement en terme:
mathématiques gréce a la formalisation fournie par le calcul infinj.
tésimal. On pourrait considérer que les marginalistes ont redéeg.
vert, sans faire de mathématiques, les premiers €éléments dy )
cul infinitésimal.

Il reste pourtant un argument trés fort en faveur de la forms.
lisation mathématique. En effet, si au stade de la conceptualisatig,
nous sommes principalement intéressés par la reproduction fidele
de la réalité dans un cadre conceptuel, par la suite, sur [ vole
des déductions logiques devant nous conduire aux conclusions, noug
serons particulierement intéressés par la puissance logique de igg.
trument qui nous permettra de franchir cette étape. On conviengr,
facilement alors que la richesse et la force des mathématique
nous fourniront ici généralement l'intrument le plus efficace,

Ce que nous venons de dire nous conduit & souligner un fg
important, Parmi les différentes conceptualisations d'une méme ré¢s.
lité, il pourra y en avoir qui se correspondront trés étroitement
ne différant que par leur aspect formel, plusieurs d'entre elles pgu.l
vant d'ailleurs étre d'ordre mathématique. Chacune de ces concep-
tualisations sera en quelque sorte l'image, dans la formalisation g
lui est propre, des autres conceptualisations, Et d'une fagon asse;
générale, plus on s'éloignera du concret, plus la terminologie, |3
formalisation, se feront abstraites, plus on gagnera en puissance do
raisonnement. C'est la d'ailleurs un fait bien connu des personnes
qui s'occupent des machines électroniques ol l'on essaie de formy-
ler les programmes sous une forme de plus en plus abstraite, de
plus en plus éloignée de la structure réelle de la machine, ceci en
vue d'augmenter l'efficacité de la programmation,

§2 - ECONOMIE GENERALE ET ECONOMIE PURE -

1) Le schéma que nous avons donné au point 1 du paragra-
phe précédent s'applique évidemment a la recherche en économie,
Nous en donnons ici, en le décomposant, une version quelque peu
modifiée, plus adaptée a faire ressortir les problémes propres i
cette science. Ce sera aussi l'occasion de mieux préciser, en fonc-
tion de la science économique, gquelques notions que nous avons en-
visagées précédemment d'une fagon volontairement trés générale,

\ uoejuswaTIFAR T .\




R

" e D o

s

e

L

MODELES ET DECISIONS ECONOMIQUES 289

La partie du diagramme qui traduit les opérations propres &
la conceptualisation peut ainsi étre représentée

Abstraction croissante

Modéles

< Phénoméne | ____|Conceptualisation Conceptualisation
économique économique mathématique o
¥ : | g
i i 3
1 Déductions Déductions &
% économiques mathématiques B
3 (théoriques) =
g : 2
: : S
3 ¥ =
: £
Conséqguences oot Conclus.lons Conclusions ve

> réelles économiques mathématiques
(théoriques)
Déconceptualisation
-

les cheminements en tirets et en pointillés essaient de rendre
tompte des étapes essentielles de la pensée propres i cette partie
e l'analyse économique que nous désignerons, a défaut d'un meilleur
®r'me, par "économie générale",

A une réalité économique déterminée on substitue, par un pro-
8ssus d'abstraction, un cadre conceptuel, un modéle, devant per-
Dettre d'aboutir par une chaine de déductions logiques & des con-
tlusiong théoriques. Conclusions qu'il s'agit ensuite d'interpréter en
“-‘I_‘mes économiques concrets, de déconceptualiser pour qu'elles
PMissent nous fournir certaines conclusions au sujet de la réalité
ou .du phénomeéne économique étudié. Quant aux formes que prend
habituellement cette conceptualisation économique(l), elles ont en
#néral en commun le fait d'utiliser une terminologie pouvant per-
Nettre de garder, tout au long du processus déductif, uncontact
iSez étroit avec la réalité, ce qui permet d'ailleurs de faire lar-
gﬂnent appel & l'intuition. Il arrive ainsi souvent que l'on retrouve
1:5. arguments inspirés de ''cas réels' entremélés aux déductions
glques en vue de les appuyer ou de les faciliter. Ce souci de gar-

(1 ! :

lCti_ dans l'introduction de Frangois Perroux au tome 9 (L'univers écono-
m‘ql_le et social) de l'Encyclopédie Frangaise : ''Le passage & la concep-
Walisation" pp. 9.04 - 1/9,06 - 10,
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der un contact plus étroit entre la conceptualisation adoptée 54

réel ne signifie toutefois pas que l'on s'abstienne systématiqueme
de recourir a quelques 'instruments' pouvant rendre piys m

: aisg
ou en tout cas plus explicites, certains développements de |a Pha:'
déductive. Il en est ainsi pour la méthode dite graphique, largelne:t

utilisée par les économistes sous forme par exemple de schep,
fléchés pour traduire des flux économiques, de diagrammes 0 ves
pour expliciter certaines structures économiques ou plus Souve
représentations cartésiennes & deux dimensions pour étudiey i
laisons fonctionnelles simples(l), On ne refuse pas non plus de faire
appel, pour certains développements, a une formalisation Mathé,.
tique ou & des exemples numériques, dans un cadre forme] Bénéry
qui reste rappelons-le, non mathématique(2),

ot dg

(1) Voir p. ex. J. Robinson, The fconomics of Imperfect Competition, Londoy
Macmillan, 1950, ou il est fait systématiquement usage de représenta-'
tions cartésiennes.

Voir aussi Meade, 4 Geometry of International Trade, London, 1852, qui
représente géométriquement différentes liaisons intervenant dans la thée-
rie du commerce international.

(2) On trouve des exemples nombreux de ceci dans la littérature €conomique |
voir par exemple :
R. Triffin, Yonopolistic Competition and General Equilibrium Theory,
bridge (Massachusetts), Harvard University Press, 1940,
W. Fellner, Competition among the Few, New York, Knopf, 1949,
G. Demaria, Logica della produzione e della occupazione, Milano, R, Mal-

Cam-

fasi, 1950,
D.N. Dunlop, Wage Determination under Trade Unions, New York, A.M, Kelley
The, ;" 1950] ‘

P. Jannaccone, Prezzi e mercati, Torino, Einaudi, 1951 (fait largement
appel aux illustrations numériques).

J. Marchal, Le mécanisme des prix, Paris, Librairie de Medicis, 1951.
E.H. Chamberlin, [a théoriede la concurrence monopolistique, Paris, P.UF,,
1958

W. Fellner, Emergence and Content of Modern Economic Analysis, New York,
McGraw-Hill, 1960,

Diran Bodenhorn, Intermediate Frice Theory, New York, McGraw-Hill,
1961,

e e T - - =

B R s R s e SR



MODELES ET DECISIONS ECONOMIQUES 291

Ce qui distingue donc & notre sens l'économie générale de
léconomie pure(l) -dont les problémes méthodologiques appartien-
nent, sur le diagramme ci-dessus, au cheminement en trait plein-
t'est que la premiére ne s'insére pas de prime abord dans le ca-
dre d'une conceptualisation mathématique, comme on le fait systé-
matiquement en économie pure.

Comme nous l'avions souligné au point 3 du paragraphe pré-
tédent, on retrouve ici des conceptualisations qui devraient différer
iniqguement par leur degré d'abstraction croissant de pair avec leur
pussance d'analyse. Ainsi, sans opposer, comme on le fait souvent,
fconomie générale et économie pure, nous envisagerons celle-ci
tomme l'image de celle-1a dans un cadre formel plus abstrait,

2) On ne saurait évidemment voir dans la rigueur logique
'offre la conceptualisation propre & l'économie pure la seule rai-
son d'étre de cette derniére. En effet, la puissance d'analyse de
linstrument mathématique rend de plus en plus indispensable son
tilisation au fur et & mesure que la science économique est amenée
is'attaquer a 1'étude de situations réelles d'une complexité crois-
sante, Il arrivera ainsi que 1'étude théorique d'un phénomeéne déter -
Winé ne puisse pas étre menée & bien dans le cadre des méthodes
habituelles de 1'économie générale, c'est-a-dire que selon la repré-
Séntation de notre diagramme, le chemin vertical en pointillé ne
fourra pas é&tre parcouru, ou ne pourra l'étre que partiellement.

La conceptualisation mathématique elle-méme pourra d'ailleurs
Se ffiire a4 des niveaux d'abstraction différents, dictés par la com-
Plexité et 1a généralité du phénomene étudié(2), Ceci apparaitra plus

(1) un exemple remarquable d'utilisation systématique des apports de l'écono-
Mie pure est fourni par une étude économique d'ensemble de Maurice
Allais (peonomie et intéret, Paris, Imprimerie Nationale, 1847), et par le
Traité d'économie pure, du méme auteur,

Voir aussi P. A, Samuelson, poundations of Economic Analysis, Cambridge,

Harvard Upiversity Press, 1955, et J. M. Henderson , R.E. Quandt,
i#gicroeconom‘c Theory, a Mathematical Approach, New York, McGraw-Hill,
58,

R. Dehem, praité d'analyse économique, Paris, Dunod, 1958.

P. Massé, e choix des investissements, Paris, Dunod, 1959,

ig Lesourne, Technique économique et gestion industrielle, Paris, Dunod,
60,

@) 9“ trouvera une illustration de cette tendance a recourir a4 des abstrac-
tions de plus en plus poussées dans les Contridbutions to the Theory of
Games, vol, I, II, III, IV, dans la série des 4nnals of Nathematics Studies,
Finceton, New Jersey, Princeton University Press,
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clairement dans la suite de cette étude quand on traitera de la f
malisation mathématique des décisions économiques. i

Ce que nous venons de dire ne diminue aucunement |g 1)
trés important de 1'économie générale. D'un cbté en ce qui couce:
ne les opérations de conceptualisation, on ne saurait allerd'yne réa.
lité déterminée a un modéle mathématique relevant de l'éconnmi
pure sans passer par l'intermédiaire d'une conceptualisation éconc:
mique. Pour arriver a une formalisation mathématique on ge heup.
terait souvent & des difficultés considérables si l'on n'avait pyg Iy
possibilité de recourir a l'économie générale. Certains prc’blémes
économiques ne peuvent pas encore étre €tudiés ou ne le gop Dag
d'une fagon satisfaisante dans le cadre de l'économie pure, faute
de formalisation adéquate. Sur la voie devant aboutir & ype telle
formalisation, le réle de l'économie générale est essentiel, ¢ar par
une premiére abstraction qui surgit d'elle-méme de la terminolugie
économique, elle permet d'isoler, de délimiter, d'expliciter les
composantes essentielles du phénomene étudié. La plupart des g
quétes de la science économique sont redevables d'abord a 1'¢cgp,.
mie générale qui a permis de poser les problémes en termes ghg.
traits et ainsi ouvert la voie & 1'économie pure(l),

La déconceptualisation aussi est largement éclairée par l'ap.
port de l'économie générale qui ne se limite pas & jouer un g
d'intermédiaire entre les conclusions mathématiques et le réel, majg

de par son abstraction méme, contribue & insérer les premigreg
dans le cadre plus vaste de la connaissance économique,

Le rdéle de 1'économie générale n'est pas moins important dapg
la phase déductive, méme si l'on admet que dans cette phase |ag
instruments propres a l'économie générale risquent de devenir ip-
suffisants, En effet, il sera toujours utile de traduire, dans la me-
sure du possible, en termes économiques, les différentes étapes g

processus mathématique. En nous référant a notre diagramme, o
pourrait dire qu'il s'agit en quelque sorte de projeter sur le che-

(1) L'exemple récent le plus frappant est & notre sens celui de la Théorie
générale de l'emploi,de l'intéret et de la monnaie de J.M. Keynes. En
effet, cet ouvrage, congu dans le cadre de l'économie générale, et quine
va pas sans de nombreuses obscurités et sans faire largement appel i
l'intuition, de par le renouveau des idées économiques qu'il propose est
a4 l'origine d'un foisonnement de recherches en économie pure, notam-
ment en ce qui concerne les études macroéconomiques.

mi
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min vertical en pointillé le chemin vertical en trait plein(l). Nous
steindrons. ainsi une meilleure compréhension des mécanismes réels
des phénomenes économiques. Sans vouloir anticiper sur le moment
o nous serons amené a confronter systématiquement différentes
wnceptualisations ayant trait aux décisions économiques, nous pou-
wns nous y référer ici en vue d'éclairer cette derniére remarque.
En effet, le processus déductif qui nous permettra d'expliciter les
tonséquences, sous forme de décisions par exemple, de certaines
hypothéses, pourra nous renseigner non seulement sur les décisions
Qi seront prises, mais aussi sur les mécanismes réels qui en-
gendrent ces décisions, ou si l'on veut sur la fagon concréte selon
laquelle ces décisions seront prises. Souvent, l'économie générale
mus fournira de telles explications mieux que l'économie pure.
Soulignons toutefois que l'application pratique de certaines techniques,
lles les techniques de la recherche opérationnelle, par exemple,
purra rapprocher, en tout cas en ce qui concerne les problemes
de décisions, les mécanismes réels de prise de décisions, des me-
todes d'analyse de l'économie pure.

(1) La structure méme de certains traités reproduit ce parallélisme entre
Conceptualisation économique et conceptualisation mathématique. Ainsi
J.R. Hicks, dans Value and Capital fournit en annexe une formalisation
Mathématique générale des problémes qui l'occupent et dont il donne dans
la Partie principale une discussion détaillée dans le cadre de l'économie
Z€nérale, On voit ici clairement apparaitre d'une part la puissance d'ana-
lyse de 1'économie pure et d'autre part l'intérét que présente une inter-
p'rétation, en termes relevant de 1l'économie générale, des étapes essen-
"-Mles du raisonnement mathématique. De méme l'étude fondamentale de
L.E, Meade, The Theory of International fconomic Policy, s'inspire d'un
Modéle mathématique.
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CHAPITRE I

INRODUCTION A L'ETUDE DES MODELES ECONOMIQUES

"La filosofia e scritta in questo grandissimo
libro che continuamente ci sta aperto innanzi agli
occhi (io dico l'universo), ma non si puo intendere
se prima non si impara a intender la lingua e cono-
scere i caratteri ne' quali e scritto. Edli & scritto in
lingua matematica e i caratteri sono triangoli,cerchi
ed altre figure geometriche, senza i quali mezzi &

impossibile a intenderne umanemente parola ; senza
questi e un aggirarsi vanamente per un oscuro labe-
rinto."

Galileo Galilel

"Si, en contemplant les phénoménes, nous ne les
rattachions point immédiatement a quelques principes,
non seulement il nous serait impossible de combiner
ces observations isolées, et, par conséquent, d'enti-
rer aucun fruit, mais nous serions meme entiérement
incapables de les retenir ; et, le plus souvent, les

faits resteraient inapergus sous nos yeux."
Aduguste comte(1/

! 1- PRELIMINAIRES -

i 1) Avant de proposer une formalisation générale des modeéles
pﬂc?omlques ayant a notre sens l'avantage de faire ressortir les as-
% logiques essentiels de ces derniers en les isolant des détails

1)
AU:‘-’.Mste Comte, Cours de philosophie positive, Paris, Garnier, Pl 15,
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purement techniques, il nous faut introduire quelques notigng

tout ce qui va suivre, nous utiliserons les symboles habituéls dns
mathématiques modernes. Nous supposerons cOnnues certaipeg es
tions élémentaires essentielles 1), i

2) Propositions, formes propositionnellesm)

Soit & un ensemble et x un élément arbitraire (dit aussi
riable, argument ou élément générique) de cet ensemble, Sgiy PV-
une affirmation portant sur x., Nous dirons que la phrase P
une forme propositionnelle. On désignera par P(x) la négatj
Blix).

(x)
X) eg
on g

Si on donne & x dans P(x) une valeur déterminée x* Cleste.
dire si on remplace dans la forme propositionnelle P(x), x par g
élément déterminé x*, on obtient une proposition, c'est-a-dipe i
affirmation portant sur 1'élément x* et pouvant €tre vraie ou fausge

Si (VX) on considére la forme propositionnelle P(x) on obtien i

&
ensemble de propositions (vraies ou fausses) que l'on.peut désigney
par SP(X)}XEW. On appelle domaine de la forme Propositionnel|,

P(x) l'ensemble de propositions ainsi défini. La donnée de la forme
propositionnelle P(x) et de l'ensemble & est donc €quivalente Al

donnée d'un ensemble de propositions S(P(x)} KE T

On peut remarquer qu'a l'aide d'un sous-ensemble X'C g
et d'une forme propositionnelle P(x) il est possible de formyl,

des propositions en écrivant par exemple ;’:,x) : P(x)iel encors
X : e
(; ):P(x). Chacune de ces deux affirmations peut é&tre vraie g

(1) On pourra consulter :
P. Dubreil, dlgebre, tome I, 2e édi., Paris, Gauthier-Villars, 1954,
N. Bourbaki, I Eléments de mathématique. lLes structures fondamentales g
1'analyse. Théorie des ensembles. Fascicule de résultats, Paris, Hermann,
1958.

(2) Cf. J.G. Kemeny, J.L. Snell, G.L. Thompson, Algebre moderne et g
tivités humaines, Paris, Dunod, 1960, Chap. I.
A. Monjallon, Introduction aux mathématiques modernes, Paris, Vuibert, 1960,
Chap. VI.

On pourra consulter aussi : D. Dubarle, "Logique', dans Reuue frangoise
de recherche opérationnelle, 24 (1962), pp. 217-241,

Th. Greenwood, Les fondements de la logique symbolique, Paris, Hermam
& Cie. ; 1938,

H., Reichenbach, Introduction & la logistique, Paris, Hermann & Cie,,
1939,

fal
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fausse ; il s'agit donc bien de propositions.

3) Propriété définie dans un ensemble & (1)

Considérons le méme ensemble &. Si on peut définir une pro-
priété caractéristique qui ait un sens pour tout élément de & et telle
quie, quel que soit 1'élément particulier x*& X considéré, une et
e seulement des deux affirmations

x* posseéde la propriété,
x* ne posséde pas la propriété,

s0it vraie, on dit qu'on a défini une propriété dans .

~ On appelle ensemble représentatif(2) de la propriété ainsi de-
finie le sous-ensemble de T formé des éléments qui possédent la

propriété,
~ Considérons maintenant celles que nous appellerons la défini-
fion sous forme grammaticale et la définition ensembliste d'une pro-

priété,

Définition sous forme grammaticale d'une propriété dans & .

Soit @ une propriété définie dans &. Désignons par @ (x) la
forme propositionnelle "x posseéde la propriété @'. Soit P(x) une
Orme propositionnelle, dont 1'écriture relévera de la formalisation
woptée. Nous dirons que la propriété @ peut étre définie sous for-
Me grammaticale a4 1'aide de la forme propositionnelle P(x), cuencore
q‘,‘e la forme propositionnelle P(x) peut étre considérée comme une
Ufinition sous forme grammaticale de la propriété ¢ si et seu-
lemem si .

(%) : e = B,

M ct, P, Dubreil, 4lgzbre, tome I, op. cit., Chap. I.
éh Lentin et J. Rivaud, Eléments d'algebre moderne, Paris, Vuibert, 1956,
ap, I,

N_- Bourbaki, I Fléments, Théorie des ensembles, Fascicule de résultats, op.
cit, | 8 1
A Monjallon, Introduction aux mathématiques modernes,op. cit. Chap. I.

2
ICt, p, Dubreil, 4lgeore, op. cit., Chap. L.
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c'est-a-dire si et seulement si, quel que soit l'élément Partioy;
x* € & les propositions @(x') et P(x") sont équivalentes(l) ter
Remarquons que deux formes propositionnelles B (

X) et p (X]
d'écriture différente et telles que 4

(Y*) ;B0 ==&

peuvent étre considérées soit comme des définitions sous forme gram.
maticale, différentes, d'une méme propriété, soit comme leg défi.
nitions sous forme grammaticale de deux propriétés éq“iValEntes
Le premier de ces points de vue s'inspire plutét de la définitiq,']
ensembliste que nous verrons ci-aprés, en considérant comme idens
tiques des propriétés dont 1'énoncé sous forme grammaticale peut
différer mais ayant méme ensemble représentatif. Par contre
d'aprés le second point de vue, on identifie la propriété a 1'ém‘iturel
particuliére de son énoncé sous forme grammaticale dans le cadre
de la formalisation adoptée,

Définition d'une propriété sous forme d'ensemble,

Soit &; un sous-ensemble de &, pouvant d'ailleurs coincigey
avec &. Nous dirons que la donnée de l'ensemble &, définit dapg

& une propriété ¢ si et seulement si
Vx
(a‘:) B — x € Tp

2, est alors l'ensemble représentatif de la propriété q.

A titre d'exemple, en vue d'illustrer les deux définitions que
nous venons d'envisager, considérons la propriété ¢ définissantdang
l'ensemble N des nombres naturels la qualité de nombre pair, St

n est divisible par 2" et P, (n) = "(H;In) 2 2m =in

Pl (n) = 1"
Les formes propositionnelles P,(n) et P,(n) peuvent étre envisagées
comme deux définitions sous forme grammaticale et d'écriture dif-
férente de la méme propriété ¢ . Et on aura :

(1) Rappelons que deux propositions P et @ sont dites équivalentes [P =0l
si et seulement si elles sont simultanément vraies ou fausses ; ou si l'on
préfére : la proposition P == Q est vraie si et seulement si P est vraie
et Q est vraie ou P est fausse et Q@ est fausse.

an

(1)}

e = Rl et it e
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(") : @ == B (n) =P, (n).

, On pourrait aussi définir la méme propriété @ & l'aide du sous-
ensemble de N :

Nf’ 2{21 4:---}={2m}mEN;

on aurait ainsi :
Vn
(N ):ﬂ‘(n)#ne Ny .

Soulignons que les deux définitions que nous venons d'envisager
e se différencient pas toujours d'une fagon trés nette d'aprés leur
écriture, tout en s'inspirant de points de vues différents. En par-
lculier la deuxiéme définition pourrait se ramener a la premiere

®l considérant la forme propositionnelle P(x) = " x € g L
tiproquement étant donné une forme propositionnelle P(x) telle que
V x

¥ x
e i : défini
(mr) (x) vraie et (Cﬂ:') : P(x) fausse, on pourra inir une

: T
fropriété ¢ d'ensemble représentatif &' en posant :

(‘Zcx) P ex) = xe &'

Malgré ce que nous venons de dire il sera en général utile
te distinguer les deux définitions équivalentes que nous venons de
fomner d'yune propriété définie dans &, car elles correspondent a
Ia_faf}oll concréte par laquelle on est pratiquement amené & intro-
du1¥-e des propriétés., Nous verrons par la suite qu'en général la
%finition d'un modéle économique revient-a définir, dans un ensem -
l'lea: déterminé, une propriété sous forme grammaticale et que
ssentiel des opérations déductives réside dans la recherche de
e‘“SEmble représentatif de la propriété ainsi introduite, recherche
W ne va pas toujours sans présenter des difficultés techniques.

4) On appellera propriété vide la propriété O telle que & = ¢,
® proprigte universelle la propriété A telle que &£, = &. La pro-

: ~
Prigte négation de % est telle que Iy =[5r§, ; on l'appellera

Propriéte complémentaire de % . g
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5) Il convient maintenant d'introduire celles que noug 4
rons des propriétés composées. Elles seront définies squg
grammaticale & partir de deux ou plusieurs formes Propositionpy

ppene-
form,
elleg,

Soit les formes propositionnelles ipi (X)I. En utilisant |gg ot
a~

ierl
tions de l'algébre des propositions(l) nous dirons que leg form
propositionnelles composées : ia

A " v
! = f = d
1340574 i P; (x) et o) ielp‘(x) (2
définissent dans & deux propriétés composées @'et @' si et seule.

2 ~ X " "
ment si (Vﬂf) v p l(x)s == Plc) vt (Vm): & '(x) —=—=P'(=z)
Soit - et Xp» les ensembles représentatifs des Proprigtgs
@' et " ainsi définies. En désignant par g 6 giel les ensep.

définies dans

e & par

les formes propositionnelles { P«. (x)] jeq Ona évidemment

bles représentatifs des propriétés{ R; 2 :

Tpr = n T TR oy Sl S a

£ elr . 167 L

6) Soit %, et @, deux propriétés définies dans & .,

v
Si ( ; ): g;l(x) = g_‘)z(x) on dira que la propriété 2 est

plus forte que la propriété @, ou que cette derniére est plus faihls
que .

On vérifie aisément que[( Vé ): R, (x) :b-@z(x):l :)-‘.C,al c o,
?

On voit ainsi qu'il est équivalent de dire qu'une propriété 2, est
plus forte qu'une propriété @ 6 ou que l'ensemble représentatif de la
premiére est contenu dans celui de la seconde. En ce qui concerns
les propriétés composées que nous venons d'introduire on vérifie
immeédiatement que

V "
(&:x) P @'(x) == @(x) car en effet X, C Ly

(1) Cf. J.G. Kemeny, J.L. Snell, G.L. Thompson, 4lgzbre moderne et acti-
vités humaines, op. cit., Chap. I,
A. Monjallon, Introduction aux mathématiques modernes, op. cit., Chap, VI,
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7) En vue d'illustrer ce que nous venons de dire au sujet des
propriétés définies dans un ensemble & considérons deux exemples

! simples ; le premier faisant intervenir un ensemble & discret et

le second un ensemble & ayant la puissance du continu., A propos
du premier exemple soulignons tout de suite que 1'étude de situations
laisant intervenir des ensembles discrets a été longtemps négligée
par la science économique malgré son importance pratique, ce qui
sexplique aisément par les difficultés que l'on rencontre dans de
ielles études. Dans la suite de ce travail nous aurons l'occasion de
montrer l'intérét que présente, pour l'examen de telles situations,
e conceptualisation s'inspirant des mathématiques modernes.

A - Soit & l'ensemble des différentes catégories de biens de
tonsommation durables disponibles & un moment donné sur un marché
dterminé, Supposons pour simplifier que les biens de chaque ca-
gorie x € & sont disponibles en quantité illimitée. Soit p,.le prix
nitsire des biens de la catégorie x. Considérons un individu i dé-
trminé disposant, a la suite par exemple d'une hiérarchisation de
%s besoins(1), d'un revenu r; pour l'achat d'un bien de consom-
Mation durable,

La forme propositionnelle PB, (x) = " le consommateur i peut
iheter un bien de la catégorie x ' peut engendrer des propositions
"raies ou fausses selon que x prend des valeurs telles que P, s B
Witelles que p, > r;. Si pour toute valeur de x on considére la
forme Propositionnelle P(x) on obtient l'ensemble de propositions
gpi(x) } - qui est son domaine. A l'aide de la forme proposi-

ﬁ°“lnelle P, (x) définissons dans & une propriété ¢, telle que, en
Usignant par @, (x) la forme propositionnelle " x posséde la pro-

mee ¢ (BF) 1 2,0 = Py

L'ensemble représentatif de la propriété ¢, sera alors l'en-

)
femble Etfz C & tel que: (m;) D'§ r;et v;_é}) o f T
t i

W ct, R. Roy, "La demande dans ses rapports avec la répartition des re-
venus", peonometrica, 1 (1933), pp. 265 - 273.
R, Roy, "La hiérarchie des besoins et la notion de groupes dans 1'éco-
Momie de choix", Fconometrica, 2 (1943), pp. 13 - 24,
R. Roy, "La distribution du revenu entre les divers biens", Econometrica,
15 (1947), pp. 205 - 225.
R. Roy, "Les élasticités de la demande relatives aux biens de consom -
Mation et aux groupes de biens", Econometrica, 20 (1952), pp. 2391 - 405.
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Considérons maintenant un ensemble I d'individus, et gy .
la variable ayant pour champ cet ensemble. Pour chaque valey, parl
ticuliere de i on peut considérer la forme propositionnelle Pi(x)dé:
finissant dans & une propriété ..

A l'aide des formes propositionnelles P (x) définies (‘it)on Peut

alors définir dans & les deux propriétés composées q' et P
VX. X
posant : (EI) ): SN, =B AN i (Y‘L‘C) 2 '(x) = (4
i€l i el
Les formes propositionnelles /\IPi(x) ety IPi{x} pouvant gigng:
i€ i€ 7
cer :

"tous les consommateurs de la classe I peuvent achet
. el g
chacun un bien de la catégorie x ' et 3

"un au moins parmi les consommateurs de la clasge |
eut acheter un bi S i = i .
sl er u ien de la catégorie x . Soit Zn. et Lon les ep.

sembles représentatifs des propriétés ¢' et ¢'". On aura évidemmm

X € e, e PR & Minlr. s 1E1]

e dora=pt 2 MexXr. g e T

b S

On vérifie aisément sur cet exemple que
X 1
(L) : @Y%) = @ "(x)
car en effet :

praMinSErs g el ] =5 Dt Mg i | sl

Ainsi @' est plus forte que @ "

B - Considérons tous les biens de consommation courante
(sucre, viande, café, etc.) disponibles sur un marché a un moment
déterminé. Soit x = q = [qlq2 ... q_] un vecteur-quantités, o,
conformément & la terminologie économétrique, un "complexe de
biens'", g, étant la quantité, exprimée dans une unité appropriée, du
bien de rang i. Si on suppose que tous les biens, 1, 2,... n, sont
parfaitement divisibles et disponibles en quantités illimitées, on au-
PR
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Considérons maintenant la forme propositionnelle P, (q)

't complexe de biens § fournit une quantité K de vitamines'". L'en-

semble représentatif de la propriété @, définie & 1'aide de la forme
propositionnelle P,(q) sera alors la variété linéaire de R} définie
n

par},: k; q; =K, k; étant la proportion de vitamines contenue dans une
i=1
wmité du bien de rang i.
D'une facon analogue on pourra aussi définir la propriété @,

tl'aide de la forme propositionnelle P (q) = " le complexe de biens
3 fournit une quantité H de protéines'. Son ensemble représentatif

' et aussi une variété linéaire de R définie par ¥ h; q; = H, h;

3 ti=) i
flant la proportion unitaire de protéines contenue dans le bien de
rang i,

Soit ¢ ' et @' deux propriétés définies & l'aide des formes
Pfropositionnelles composées :

o -
Fl@) A P (a) = "le complexe de biens g fournit une quantité K de
2 . . 242 : 1"
vitamines et une quantité H de protéines et

"le complexe de biens g fournit une quantité K de
vitamines ou une quantité H de protéines'.

BQ)V B (q)

Leurs ensembles représentatifs seront respectivement l'inter-
s¢ction et la réunion des deux variétés linéaires considérées.

Les deux exemples que nous venons de considérer nous amé-
nt 4 remarquer que la définition d'une propriété @ peut dépen-
dr‘e d'un certain nombre d'éléments non complétement spécifiés
[qlts aussi constantes ou paramétres), éléments pouvant intervenir
dll‘ectet‘nent dans la forme propositionnelle de définition a c6té de
& variable et des symboles auxiliaires (signes particuliers dont la
Signification dépend de la formalisation adoptée) ou auxquels on se
"férera d'une fagon indirecte, Il en était ainsi pour les p, ,[ 1 ; i€I]
tang l'exemple A., les k; et les h; dans l'exemple B., tandis que
S constantes K et H intervenaient directement dans l'écriture de
& forme propositionnelle de définition.

" Il convient de souligner qu'une propriété n'est définie que si

SUppose complétement spécifiés tous les éléments qui interviennent
S sa définition. Il sera pourtantcommode en général et dans la
Idnesl“?e du possible de formuler une propriété a l'aide d'éléments
ot il suffira de spécifier l'ensemble auxquels ils appartiennent,
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ce qui revient en définitive a définir toute une famille de Proprig;
dépendant d'un certain nombre de paramétres. &

§ 2 - STRUCTURE LOGIQUE DES MODELES ECONOMIQUES .

1) Nous avons vu au chapitre I qu'un modéle peut étre
déré comme une image commode, dans le cadre conceptye]
et au niveau d'abstraction voulu, du phénoméne €conomique qu
étudie. La construction du modele, s'inspirant de connaissanceg ot
d'expérimentations antérieures, suppose toute une chaine d'opérs.
tions que nous avons résumeées par le terme de conceptualisation

Ongj-~
Choig;
€ l'op

La premiére opération essentielle de tout processus de con-
ceptualisation revient &4 remplacer par des concepts(l) bien défin;
les différentes composantes que l'on a été amené a distinguer dan:
le phénomeéene ¢€tudié. On introduira par exemple les concepts dé.
pargne globale, d'investissement, etc,, concepts qui relévent de
définitions précises, pouvant d'ailleurs varier selon le point de Vite
adopté. Ces concepts sont de nature essentiellement théorique, car
on ne saurait les isoler par une simple observation de 1a réalits

(1) Cf. Grand Larousse Encyclopédique, ed. 1960 ; concept : ",  Le coneept eg

une idée abstraite (obtenue en se bornant & considérer certains caractéreg
des objets, a l'exclusion d'autres caractéres pourtant Pergus) et géngryl,
(étendant les caractéres ainsi considérés a tous les objets qui les poss-
dent). Du point de vue de la logique, tout concept se caractérise par g,
compréhension (ensemble des caractéres considérés dans les objets) et par
son extension (ensemble des objets auxquels il peut s'appliquer). Com.
préhension et extension forment donc l'aspect logique du concept une fois
élaboré, tandis qu'abstraction et généralisation sont les deux opérationg
psychologiques par lesquelles il s'élabore."”

A. Lalande, Vocabulaire technique et critique de la philosophie, Paris
P.U.F., 1960 : concept: "L'idée, au sens B, en tant qu'abstraite et g
nérale, ou du moins susceptible de généralisation. Les diverses écoleg
difféerent sur la maniére de concevoir et d'expliquer la formation des cop-
cepts. On distingue & cet égard : 1) des concepts a priori ou purs (reine
Begriffe, Kant) c'est-a-dire des concepts que l'on considére comme n'étant
pas tirés de l'expérience ; par exemple chez Kant, les concepts d'unité,
de pluralité, etc, ; 2) des concepts a posteriori, ou empiriques, c'est-i-
dire des notions générales définissant des classes d'objets données ou
construites, et convenant d'une maniére identique et totale A chacundes
individus formant ces classes, qu'on puisse ou non les en isoler. Par
exemple le concept de vertébré, le concept de plaisir."

L'utilisation que nous faisons du terme concept reléverait donc de 2),
c'est-a-dire de la notion de concept a posteriori ou empirique.
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éudiée ; leur élaboration suppose déja une décomposition du phé-
wméne relevant des opérations d'abstraction(1),

L'élaboration de concepts abstraits et généraux ne saurait suf-
fire 2 les rendre utilisables pour la représentation d'un phénoméne
dans le cadre d'un modeéle. Il faudra en effet préciser 1'extension 2)
de chaque concept dans le cadre du modéle, c'est-a-dire l'ensemble
fes "situations' auxquelles il peut s'appliquer. Une spécification (3)
fu phénomeéne sera définie par un état particulier donné a chacun
fes concepts utilisés. Ainsi, comme nous le verrons mieux par la
siite, si 1'un des concepts est la décision d'un agent économique
Géterminé, une spécification du phénomeéne €étudié sera définiepar
ue décision particuliere et par une spécification de chacun des au-
Ires concepts,

La représentation abstraite du phénomeéne ne sera donc com-
jlite dans le cadre du modéle, que si l'on a défini pour chaque
toncept 'ensemble de tous les états particuliers admissibles. Ainsi,
pur le concept d'épargne on définira par exemple les états parti-
tliers admissibles dans le cadre du modele par des montants ex-
frimés en unités monétaires et compris entre des limites détermi-
Mes ; le concept 'décision d'un agent économique déterminé" com-
frendra toutes les actions admissibles parmi lesquelles une sera
thoisie par l'agent considéré,

{ ?i:‘i'rouvera par exemple une analyse intéressante de l'évolution de la dé-

ition du concept de capital dans la pensée économique dans Giovanni

Demaria, Logica della produzione e della occupazione, op. cit., 4e partie,
¢hap, ler,, "Il concetto di capitale', pp. 384 et ss.

!) C.f- A, Lalande, Vocabulaire technique et critique de la philosophie, op.
2“- i extension : L, Ensemble des objets (réels ou idéaux, concrets
u abstrmts) auxquels s'applique un élément de connaissance, c.a.d. : 1)
{llour‘un concept : ensemble des objets qu'il peut désigner (dont il est
attribut) ; 2) pour une proposition : ensemble des cas ol elle est vraie
Par suite ensemble des hypothéses dont elle peut étre la conséquence) ;
tgr:’ur une relation : ensemble des systémes de valeurs (attribuées aux

i es généraux) qui la vérifient, "
iy

o A, Lalande, Vocatulaire technique et critique de la philosophie, op,

o i Spécification : "A, Opération par laquelle on distingue les espéces
U méme genre.

01; Au slens courant du mot spécifier, action de bien déterminer une idée

ah'un fait, de les distinguer, par un caractére précis, des notions ou des
Iets voisins avec lesquels on pourrait les confondre."
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Il convient de souligner ici que, si dans la plupart deg Mo
les économiques habituels les états particuliers relevant deg difte
rents concepts s'expriment numériquement - ce qui permet s -
néral de parler de variables numériques - cela n'est nuuementu'
nécessité, Nous verrons par la suite en étudiant les problemeg d
décisions, que s'il peut étre commode pour des raisons techniquez
d'exprimer les actions particuliéres par des éléments d'un ensen,.
ble numérique, cette substitution d'un ensemble numérique 3 un ep.
semble d'actions n'est pas essentielle.

2) Comme nous venons de le voir, les différents concepts .
tervenant dans la représentation d'un phénomene €économique Peuven;
&tre représentés par leur extension dans le cadre du modele, Con
sidérons une classe I de concepts, et soit i €1 l'un quelconque
d'entre eux ; on pourra représenter le concept i par l'ensemble %
des états particuliers x;.

La représentation d'un phénoméne économique & l'ajide day
concepts de la classe I prendra donc la forme ix‘- € I, e e
spécification du phénomeéne se traduisant par une spécification ¢,
chaque concept de la classe I considérée. Plus briévement soit
x =[x, ; i€ I] une spécification du phénomene. On pourrala .
présenter par x € & , & étant l'ensemble produit T a; - Le phe-
nomeéne ainsi défini peut étre considéré comme’ un concept dopt
l'extension est donnée par l'ensemble &.

3) Ayant ainsi représenté le phénomeéne étudié par un engep-
ble, il s'agit maintenant d'introduire les hypothéses que 1'on appell
généralement les lois qui régissent le phénomeéne. Ces hypotheses
seront introduites sous forme de liaisons entre les différents cop-
cepts {xi - Eiii el utilisés pour définir le phénomene & étudic,

Dire que les liaisons ainsi introduites portent sur les différents
concepts intervenant dans la définition du phénomeéne équivaut & dire
que ces liaisons ont un sens pour toute spécification du phénomene
(car comme nous l'avons vu ces spécifications font toutes intervenir
les spécifications des mémes concepts). Dans la représentation dy
phénomeéne & l'aide de l'ensemble & une hypothése sera alors vé-
rifiée si et seulement si les liaisons qu'elle définit sont vérifiées,
D'aprés la terminologie utilisée ici, définir dans & une hypothése
H revient donc & définir une propriété caractéristique ayant un sens
pour tout élément de & et telle que pour tout élément particulier
x* € & on ait : H est vérifiée si et seulement si x* vérifie la pro-
priété, L'hypothése H peut donc étre considérée comme une pro-
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priété définie dans 3¢ . Nous désignerons par H(x) la forme propo-
sitionnelle ' x vérifie 1'hypothése (propriété) H ', Nous dirons aussi
qe H est une hypothése définie dans &, d'ensemble représentatif &..

Comme nous l'avons remarqué au sujet des propriétés, la dé-
finition d'une hypothése H dans & pourra se faire soit sous forme
grammaticale soit sous forme ensembliste. En général les hypo-
théses que 1'on sera amené i introduire dans un modéle seront dé-
finies sous forme grammaticale, & l'aide donc de formes proposi-
tionnelles appropriées dont 1'écriture relévera de la conceptualisation
adoptée, chaque hypothése, ou si l'on préfére chaque forme propo-
sitionnelle qui la définit, traduisant, dans la terminologie propre
a cadre conceptuel adopté, certaines connaissances que l'on a au
sujet du phénomene étudié,

Pratiquement la construction d'un modele fera intervenir plu-

sieurs hypotheses §HJ; A= définies chacune a l'aide d'une for-

Me propositionnelle iPﬁj(x)gj el

Ces hypothéses peuvent se ramener a une hypothése (ou pro-
Priété) composée unique H définie sous forme grammaticale par la
A
jed
définition, 1'hypothése composée H sera vérifiée si et seulement si

thacune des hypothéses EHJ-;J. o est vérifiée. Son ensemble repré-

forme propositionnelle B, (x) = Pj (x) de telle sorte que, par

Semtatif sera &, = | L, .
jed J

4) Nous venons de voir que les notions de phénoméne et d'hy-
fothese portant sur les lois régissant le phénomeéne pouvaient étre
r_e‘.nplacées par les notions précises d'ensemble et de propriété dé-
rmle dans cet ensemble, notions qu'il nous a suffi de définir d'une
":E'Oﬂ générale, Nous verrons par la suite comment ces notions
appliquent &4 des cas particuliers. En étudiant notamment la re-
Ezisen’cation des décisions économiques par des modéles nous ver-
18 d'une fagon plus précise comment on sera amené a munir
d‘;asnf“il'nble & d'une structure déterminée, en vue de pouvoir définir

hypotheses (ou propriétés) dans cet ensemble.

e Nous pouvons maintenant définir d'une fagon générale la notion

SidamOdéle en nous i.nSpirant des deu)f ?pérations essentielles preé-

déf-n-t-é sa formulation, soit : la définition d'un ensemble & et la
ition dans & d'une hypothése -généralement composée- H.
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Nous dirons qu'un modéle M consiste en la définition qiy, &
semble & et d'une hypothése (ou propriété) H dans &, ce que oy
pouvons écrire .

{(x €E L, H) ={(x€ & T C ),
&, étant l'ensemble représentatif de l'hypothése H définie dang T,

5) Il convient pourtant de distinguer le modéle tel qu'on 4 été
amené a le formuler a la suite des opérations de conceptualisatig,
du modele représenté par ses conclusions théoriques. En effet, er;
général, apreés avoir défini l'ensemble & muni d'une sStructure ap-
propriée, on sera amené a formuler -dans l'écriture propre Al
conceptualisation adoptée- une hypothése composée H. Comme ngy
1'avons vu, cette hypotheése H sera définie & 1'aide d'une forme pro-
positionnelle composée P, (x), le caractére composite de cette fo;.
me propositionnelle traduisant justement la multiplicité des Connaig-
sances dont on s'inspire et qu'on utilise sous forme d'hypothéses
particulieres en vue de définir le modeéle. En d'autres mots, |,
nature méme de nos connaissances théoriques devant nous inspirey
dans la formulation de l'hypothése H est telle, que nous ne sy
rions en général les exprimer directement par une seule forme
propositionnelle sans passer par l'intermédiaire d'autres formeg
propositionnelles particuliéres.

La forme propositionnelle B, (x) a laquelle on aboutira a |5
suite des opérations de conceptualisation, de par sa nature compo-
site notamment, ne nous fournira pas en général directement leg
conclusions théoriques contenues dans H, en spécifiant les éléments
qui parmi ceux de l'ensemble & satisfont l'hypothése H du modgle,
En général la forme propositionnelle B, (x) permet simplement de
définir 1'hypothése H sous forme grammaticale, ou si l'on préfére
nous donne une description des propriétés caractéristiques devant
étre vérifiées par les éléments de & pour qu'ils satisfassent H,
sans les désigner directement, Il arrivera naturellement dans cer-
tains cas que l'on puisse se contenter de définir, dans le modéle,
H seulement sous forme grammaticale. Il en sera ainsi notamment
quand l'écriture du modéle sous forme grammaticale équivaut pra-
tiquement & désigner les éléments de & qui vérifient l'hypothése H,

Le propre de la phase déductive dont nous avons parlé au cha-
pitre I réside justement dans le passage de l'hypothése H, formulée
sous forme grammaticale, a la désignation des €léments de & qui
la vérifient ; d'une fagon plus précise il s'agira de déterminer, i
partir de la forme propositionnelle Py (x), l'ensemble représentatif
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de I'nypothése H, opération qui peut étre considérée comme étant
la recherche des conclusions auxquelles conduit 1'hypothése H for-
milée sous forme grammaticale. Ici naturellement la supériorité
dune formalisation se jugera par la puissance des techniques dont
tlle dispose en vue d'effectuer cette recherche.

En résumé, d'un méme modeéle M, pouvant étre considéré
tomme une hypothése H définie dans un ensemble & approprié, nous
pouvons distinguer deux écritures différentes et équivalentes M, et
M;, la premiére correspondant en général a la formulation du mo-
itle sous forme grammaticale, aboutissement des opérations de
tonceptualisation, la seconde correspondant aux conclusions conte-
les implicitement dans M,, conclusions qu'on aura explicitées sous
frme du sous-ensemble de & dont les éléments seuls satisfont
Uhypothese H. On aura ainsi : W b =l s SR b et
¥o={xe Z, C &} avec évidemment M, =— M,.

6) Si la recherche des conclusions les plus générales devant
tonduire 4 déterminer un ensemble &y tel que HX)= 2 L4
S'avtre trop difficile, il arrivera que l'on se contente de détermi-
r un ensemble L' cC & tel que x & g => H(x) c'est-a-dire tel
Qe 'C a,. On dira alors que l'on a déterminé un ensemble g'
U solutions particuliéres x € &' satisfaisant H, ou encore que l'on
2déterminé une solution partielle &' (de la solution générale g, ).
Souvent &' sera un ensemble singulier. On se contentera alors d'une
%ule solution particuliére parmi celles satisfaisant H.

- Narrivera aussi, toujours pour des raisons techniques, qu'il
0t plus aisé de déterminer un ensemble &' tel que &, C " et
Wil soit possible de se contenter de délimiter ainsi par &' l'en-
®mble & des x satisfaisant H, ensemble qu'il peut étre diffi-
tile de déterminer complétement, On aura alors naturellement
i) = xe &". cette facon de procéder revient en définitive a
Etermine l'ensemble &' des x satisfaisant une hypothése H'" plus

faible que l'hypothése H.

7) Du point de vue des conclusions, on distingue en général
i rois cas suivants : l'ensemble &, est un ensemble vide, un
Semble singulier ou un ensemble formé d'au moins deux éléments.

les ¢

o Si $" = &, l'hypothése H n'est vérifiée par aucun x e &,
P est vide, S'il peut paraitre absurde pratiquement qu'on ait été
ne{fmé 4 formuler un modéle sous forme d'une propriété vide, il
éraut toutefois pas perdre de vue qu'en général l'hypothése H doit

€ €nvisagée comme une hypothése composée. Dire que l'hypothése
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H est vide équivaut donc & dire que les hypothéses i]—]jz_
]

L €
définies dans & sont incompatibles. Dans la terminologie habitueu‘i

si &, = ® on dira que le modele n'admet pas de solution,

Si &, est un ensemble singulier on dira que le modele admet
une solution unique et, si &, comprend au moins deux €lémentg
que le modéle admet au moins deux solutions, ou encore que | So:
lution du modéle est indéterminée. Cette terminologie,s'inspiram
de nos habitudes concernant la résolution des systémes mathémat.
ques, peut paraitre marquer une préférence pour le cas ou T, est
un ensemble singulier. Il convient donc de souligner que l'intéyg
théorique des conclusions auxquelles conduit un modéle, comme nous
le verrons mieux par la suite, ne dépend pas nécessairement g,
fait que &, est singulier. Formellement, en étendant aux modéleg
les notions introduites au § 1, tout ce que nous pouvonsdiree,
comparant par exemple deux modeles M; et M, définis a l'aide g,
méme ensemble & et tels que &, C &n, -c'est-a-dire tels g
H (x) = H,(x)- c'est que les hypothéses introduites dans le modyle
M, sont plus fortes que celles du modéle M,. Or, du point de vy
de la science économique, il peut étre aussi intéressant d'étudier
des hypothéses moins fortes, pourvu évidemment qu'elles condyj-
sent 4 des conclusions suffisamment délimitées. En particulier, cop.
trairement & une tendance récente en économie pure, il peut atre
utile, en vue notamment de discuter les hypothéses & la base guy
modéle, d'étudier celui-ci en le décomposant en plusieurs modéles
SM“ik c K’ chacun étant défini par une hypothése gH“;kEKmOins

forte.

8) En vue d'illustrer ce que nous venons de dire par un exem-
ple simple, familier aux économistes, considérons ici le premier
modéle proposé par Leontief, que 1'on appelle d'habitude "modele
fermé' de Leontief. Il va de soi que nous nous intéresserons igi
principalement a4 la structure formelle et logique de ce modgle,
notre but n'étant pas de discuter de la validité et du contenu éco-
nomique de ce dernier. Nous nous limiterons donc & rappeler les
€léments économiques essentiels en renvoyant le lecteur pour plus
de détails aux nombreuses publications analysant des modeles s'ins-
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pirant de la pensée de Leontief(1),

En vue d'alléger l'écriture nous utiliserons autant que possi-
ble une présentation matricielle.

Dans le cas du modeéle qui nous occupe on représente une
fconomie déterminée, supposée décomposable en n ''secteurs produc-
fifs", 34 l'aide des prix unitaires et des quantités produites par
thague secteur pendant une durée déterminée. Le i -iéme secteur
sera donc représenté par la quantité produite ou "output' du sec-
ur i, pendant la période considérée, quantité exprimée numéri-
Quement d'aprés une certaine unité de mesure(2), et par le prix(3)
% l'unité de mesure choisie pour représenter les quantités, Le
l-itme secteur pourra ainsi 8tre représenté par x = (g, pi) € &,
I, étant 1'ensemble des couples quantité-prix admissibles dans

I Voir par exemple :

L.R. Klein, Econometrics, White Plains, New York, Row, Peterson & Co.,
1953, p. 201 et ss.

Conference on Research in Income and Wealth, Input-Output Analysis : an
4ppraisal. Studies in Income and Wealth, vol., XVIII, Princeton, Prince-
ton University Press, 1955.

R.G.D. Allen, ¥athematical Economics, London, Macmillan & Co., Ltd.,
1856, p. 358 et ss.

E, Malinvaud, Initiation a la comptabilité nationale , Paris, Imprimerie
Nationale, 1957, p. 163 et ss.

R. Dorfman, P. A. Samuelson, R.M. Solow, Linear Programming and Eco-
homic dnalysis, New York, McGraw-Hill, 1958, p. 204 et ss.

W, Leontief, La structure de l'économie américaine 1919-1939, Paris,
Ed, Génin, 1958,

J.M. Henderson, R.E. Quandt, KNicroeconomic Theory, op. cit. p. 157 et ss.
R. Dehem, 7raité d'analyse économique, op. cit., p. 127 et ss,

Karlin, ¥athematical Nethods and Theory in Games, Programming, and Eco-
ToRics, wvol, I, Reading, Massachusetts, Addison-Wesley Publishing Com-
Pany, Toc,, 1959, p. 244 et ss.

D. Gale, The Theory of Linear Economic MNodels, New York, McGraw-Hill,
1960» p. 301 et ss.

4 praﬁqu@ment, on utilisera en général des indices du volume pour me-
Surer la production de chagque secteur, Ceci car il ne faut pas perdre
d? Vue que l'homogénéité économique d'un secteur, pouvant produire des
bieng ge nature différente, ne se traduit pas nécessairement par des pro-

ductiong s'exprimant physiquement par des unités pouvant étre addition-
Néeg,

3 [l .
s agira aussi en général d'un indice des prix.
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le cadre du modeéle, Pour simplifier on admettra que Uensen,
ble &; est continu et que q; > 0 et p; 2 0 ; c'est-a-dipe ]
q; € R, et p, €ER, avec &; = R}. Chacun des n secteurg étany
représenté de la sorte, nous aurons en définitive la Teprésen,.
tion suivante pour l'économie considérée, envisagée globalemey

% Z e bR Boonendiad 2 LA Dt Bovassfl Bl i 08 BYEG Sczljlmfnfn,

Il sera commode pour la suite d'envisager le 2n-tuple ordonps
sous forme d'un vecteur-colonne & 2n lignes. Nous poserong done
partir de maintenant, en regroupant les gquantités et leg prix.

i

g et p étant deux vecteurs-colonne a n lignes

X

ES

q, Py

9 2 p?
g =4} : B2

q‘n pn

et on aura encore x € & = R" .

Les hypothéses concernant les liaisons existantes entre |eg
différents secteurs s'introduisent & l'aide des ''coefficients techpi.
ques' m; yidéfinie pour 1 =1, 2, ..n et j =1, 2,.,;n, Rappelops
que a;; représente la quantité de produit du secteur i nécessaire
pour produire une unité du secteur j.

On pourra alors écrire la forme propositionnelle

Py (x) =[ &%= X 8459 ]
Jo)
qui signifie que la quantité produite par le secteur i est supposée
égale 4 la quantité nécessaire aux différents secteurs pour produire
des quantités q, q,... q_... SPRREC I Soulignons que a; n'est pas néces-
sairement nul, la production du secteur i pouvant nécessiter une
certaine destruction ou utilisation de son produit.

En étendant ceci aux n secteurs on aura alors n formes pro-
positionnelles Pil(x), T n.

2 2 al s

Si on envisage les liaisons faisant intervenir les prix unitaires
des différents secteurs on est aussi amené a introduire n formes
propositionnelles

n

sz(x) = [pj = 2 Pi 8] » Fi Thdiptis s d i

=1
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P2 (x) pourra s'énoncer dans une autre terminologie en disant que
eprlx unitaire de la production du secteur j est égal a son coit'
ce colit étant évidemment égal & la somme des prix unitaires des
produits des différents secteurs multipliés par la quantité intervenant
dans la production d'une unité du secteur j.

Une remarque s'impose ici pour éviter une interprétation éco-
nomique trop restrictive du modeéle fermé de Leontief. On pourrait
tn effet s'étonner de ne pas voir apparaitre explicitement dans le
modéle le concept de consommation. Or, en général, un des n sec-
teurs représentera le "'secteur ménages'' dont la 'production" cons-
fitve le travail. La quantité de produits des différents secteurs
técessaire pour ''produire' 'le travail" représentera la consom-
mation, Si on désigne par k le secteur ménages, comme nous l'avons
%2 souligné, on voit qu'ici encore a  n'est pas nécessairement
ml, En effet, en général, une partie du travail du secteur ménages
Sera affectée a4 la consommation,

Chacune des 2n formes propositionnelles que nous venons d' 1n-
ll"0‘11111”8 peut étre considérée comme définissant une hypothése H
). . .nou H, i = 1, 2,...n particuli¢re ; la forme propo-
smonnelle [\p’-(x){\p’(x) défmlssant par contre dans & une hypothese

mposée, En dé51gnant par :

s

—
-
[Ce I oS

A = {B,;J']

1}

nyn j

-

18 nagrice des coefficients techniques et en introduisant la matrice

h,n
T = =
b 5 [tkklm,“ :
n’n
Whlest 1a transposée de A et O la matrice nulle carrée d'ordre
P nyn
n'fmauraH(x):A.x AP?x—“x=TX.
Ll 0

Le modeéle fermé de Leontief pourra ainsi s'écrire :
M =z, @R" x =iTg .

iy Sans insister ici sur les généralités concernant la séparabilité
i modéle, notion que nous introduirons au chapitre suivant, on
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vérifie aisément que le modéle M, se décompose en deux mogy|
indépendants(1) : 2
Mul={q€R:;q=Aq}etM?={PER3;p=Ap}
M, traduisant 1'"aspect quantités' et M 2l "aspect prix' dy mody)
ferme de Leontief. i

Nous nous limiterons & discuter en détail le modele M,
M,2 lui étant formellement 1dent1que M, 1 peut au551 s'écrire, | d651
mgnant la matrice unité d'ordren: M1 ={ q € R [T 1:q},
O, étant le vecteur-colonne nul & n hgnes

Soit Q,1 (1 Ri 1l'ensemble représentatif de 1'hypothése i

Si [I-A[#0, Q = {O,} ; cette conclusion est manifegt,.
ment sans intérét ; il faudrait donc modifier le modele,

Pour que Q,1 F {O,} il faut que |I - A| = 0. Soit <nle
rang de [I - A]. En écrivant A sous la forme :

18 11 2;--.1"
Al = [at'j]r,r J s 1, 2,.__["
Al A? = il 2 X r
AZ = [atj] e » PR
A =7 avec v nerd (EFLY o
B ook " et
3 L Aj I [a{j]n_r,r J = l, 2,..,,‘[‘

s i
G S Ay T el (r+1),_,
on aura alors :

(L - A 4 q'
(I-A]Jgq-= AL, (1)
Ay L7 Al q"

3

I, et I,, étant les matrices unité d'ordre r et n-r

q]_ qr+1
2 q,

(1) Ce cas est un cas particulier des modeles séparables que nous traiterons
au chapitre III, section 1, § 2.

qﬂi

en’
ver

oll

éet

oU

(5+3
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On pourra toujours s'arranger pour que |f s sy ot 205 ce
qi permet d'écrire 1) sous la forme :

ql
EI, - A)] A2] e (2)

r étant par hypothése le rang de la matrice [I - A]. Ceci donne

endéfinitive ' = - [ L-A )" A, q", [I, - A;]"' étant la matrice in-
wrse de [ I, - A;]. On aura ainsi :
M, = {qu"1v‘-—' ‘:1l = Bq", qERi}
ob
=1
B =1 bij]r,n_r =S I -y A, .
Un cas particulier intéressant par la transposition en termes
fconomiques des conclusions auxquelles il conduit est celui ou
':n - 1, Le vecteur-colonne q'' se réduit alors & un seul €lément

g = q et la matrice B prend la forme d'un vecteur-colonne b a
n-1lignes : b = [b;] ,_, . En supposant que b 2 O _,, on aura alors :

M = ja€ Qe =2a - 9.5 (q, Yok )

|__..|
1
—
D“
-
P

W, si l'on préfere, en posant b’ [

M, = faeQu==a-qb (anzqﬁ* }

% encore :

g

b i-Ee]s 2 n

- gt s BhLEe

M, iq EQulr--q—j— bj- j =1 2“"“%'

. En résumé, nous aurons donc dans ce cas particulier ou
= n = 1 :

-
=
I

MH1={qu=R:;[I—A]q"0n}
et
n ; b
Mc L {quHIC R+ ;—q_k'=T)IL:

ay
e — M.
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Ceci peut se traduire en termes économiques en disant que
donnée de la matrice des coefficients techniques A dans o cadla
du modele équivaut & déterminer complétement la "structure" 5 rle
production de l'économie envisagée, c'est-a-dire les rapportg dea
productions des différents secteurs considérés, 2
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CHAPITRE I

CLASSES DE MODELES ECONOMIQUES

"Tous nos vrais besoins logiques convergent donc
essentiellement vers cette commune destination : con-
solider, autant que possible, par nos spéculations sys-
tématiques, l'unité spontanée de notre entendement,
en constituant la continuité et l'homogénéité de nos
diverses conceptions, de manigre g satisfaire égale-
ment aux exigences simultanées de l'ordre et du pro-
£res, en nous faisant retrouver la constance au mi-
lieu de la variété."

Auguste comte(1)

"4 l'investigation (il incombe) de faire la ma-
tiere sienne dans tous ses détails, d'en analyser les
diverses formes de développement etde découvrir leur
lien intime. Une fois cette tfiche accomplie, mais seu-
lement alors, le mouvement réel peut &tre exposé dans
son ensemble. Si l'on y réussit, de sorte que la vie
de la matigre se réfléchisse dans sa reproduction idéa-
le, ce mirage peut faire croire a une construction a
priori.”

Karl Marx (2)

1
1A“guste Comte, Cours de philosophie positive, op. cit. p. 257,

(2
”fal"lMarx_ Le capital, traduction de Joseph Roy, Paris, Editions sociales,
950, postface de la deuxidme édition allemande,



SECTION 1

INTRODUCTION DE QUELQUES NOTIONS PARTICULIERES

§ 1 - CATEGORIES HABITUELLES DE VARIABLES ET D'HYpg.
THESES" =

1) Au chapitre précédent, nous avons été conduit & définiy
un modéle en nous inspirant des deux opérations essentielleg qui
président a4 sa construction, opérations que nous avons résumeéeg o
disant qu'elles se traduisent par la représentation du phénoméne dang
un cadre abstrait approprié et par la formulation d'hypothéses ¢y,
cernant les relations existantes entre les différentes compoganieg
intervenant dans la représentation du phénomeéne quel'on a adoptée ,
Nous avons vu que cette premiére opération pouvait étre ramenge 3
la définition d'un ensemble & muni d'une structure appropriée g
que la seconde opération revenait a définir dans T une propriég
composée que nous avons désignée par H en lui conservant 1'appel-
lation habituelle d'hypothése. Nous avons donc identifié le modele
au résultat de ces deux opérations. En vue toutefois de discuter
d'un point de vue général les probléemes propres a la formulation g
a l'utilisation théorique d'un modele, nous avons distingué d'un méme
modeéle deux aspects différents, se traduisant en général par une
différence d'écriture, mais recouvrant deux aspects essentiels dy
raisonnement théorique, Nous avons ainsi désigné par M, le modéle
tel qu'il sera formulé a la suite des opérations de conceptualisation
et par M. le modeéle présenté sous forme de conclusions théoriques,
en soulignant qu'en général dans M, les hypothéses se traduiront
par des formes propositionnelles faisant intervenir la variable de
l'ensemble considéré, tandis que dans le modele M, les hypothéses
se traduiront par la désignation d'un sous-ensemble de & formé
des seuls éléments qui les vérifient, Ainsi dans M, les hypotheses
apparaitront dans un langage formel directement inspiré des connais-
sances ou théories qui les ont dictées, tandis que dans M, cette
désignation explicite des hypothéses sera remplacée par celle que
l'on pourrait appeler leur projection sur & . Pour bien marquer
cette différence, nous avons fait la distinction entre représentation
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mmmaticale et représentation ensembliste de 1'hypothése H inter-
wenant dans le modéle, la premiére correspondant justement & l'écri-
wre de H dans M, et la seconde & l'écriture de H dans M,. Comme
s 1'avons de_]a souligné, et comme nous le verrons mieux sur
lsexemples que nous traiterons dans ce chapitre, l'essentiel de la
pertie déductive de la discussion théorique d'un modéle, consiste
jistement dans le passage de M, & M.

2) En vue d'alléger l'écriture, nous désignerons & partir de
maintenant par H aussi bien l'hypothése intervenant dans le modéle
it considérée d'un point de vue abstrait, que la forme pI‘OpOSltlon-
ielle particuliere qui la définit sous forme grammatlcale( Y foa
‘f|orme propositionnelle H(x) pourra alors désigner soit la phrase
X vérifie 1'hypotheése H', soit aussi une forme propositionnelle
larticulisre -dont 1'écriture relévera de la formalisation adoptée-
lisant intervenir x et pouvant &tre considérée comme une défi-
ntion de H dans le cadre de M,. Nous utiliserons toujours la
lotation H ou H(x) quand il s'agira d'hypothéses intervenant dans
My c'est-a-dire d'hypothéses sous forme grammaticale, et la no-
Lation &, quand on parlera de l'hypothése H telle qu'elle apparait
ans M.,

3) Avant d'aller plus loin dans cette étude, en vue d'expliciter
lielques structures particulieres des modeéles tels que nous les avons
finis, ce qui nous permettra de mettre en évidence des classes
darticulieres de modeéles, il convient maintenant de rappeler des
lotions qui sont couramment utilisées et de voir comment elles
S'i'TISérent dans le cadre de nos définitions. Soulignons le tout de
Siie, ces notions, qui sont certainement trés utiles en vue des
Pplications et des problémes pratiques qu'elles soulévent, ne sont
P indispensables dans le cadre général qui nous sert de base ici
lqui justement, s'il nous permet de retrouver des situations par-
“Whéres est toutefois congu dans le but de retenir les seuls as-
Pects 10glques essentiels.

mw

] Nous ne ferons donc plus la distinction d'écriture entre H(x) et les formes
PFOI_Jositionnelles équivalentes P(x) qui la définissent sous forme gram-
Maticale, distinction qui nous a été utile au chapitre précédent.
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i) Variables endogénes et variables exogénes, (1)

Soit & un ensemble déterminé utilisé dans la constpy
d'un modéle. Il arrivera pratiquement que & puisse étre cong
comme l'ensemble produit de deux ensembles facteurs g
X = &I x & ; c'est-a-dire comme l'ensemble de tous le
ordonnés x = (Xy X)) ol ¥ € Epet X E .8,

Ction
1dérg
5Bl mz ’
§ Coupleg

Soit H l'hypothése définie dans & et &, son ensemble repré.
sentatif. Soit &4 = plr'(ﬂ:n R %r(.ith ) la Premiére etla secop.
de projection de &, ; soit ¢ une application (univoque ou multivoquE)
de! g, ‘sur. & ielle que

(

Il sera donc équivalent de représenter les conclusions du modele 3
l'aide de g, ou en se donnant le champ de la variable x, et appli-
cation ¢ que nous venons de définir. &, peut d'ailleurs étre Consi-
déré comme le graphe de l'application ¢. Cette représentation peut
étre commode pratiquement en vue de délimiter le champ de X, &1
fonction de x;. On l'utilisera spécialement quand, pour des consid.
rations extérieures au modeéle, on peut étre amené 2 donmar'ax1
des valeurs particuliéres. On se sert d'une telle représentation po.
tamment dans les cas ol l'ensemble g, est tel que U'application g
est univogue., On dira alors que ¢ définit une fonction (univoque) ¢
Ty SUT Iy,

v
,‘L‘IXI) P X, € 9lx) TE() = x = (%, x)E x,.

Dans la terminologie économique, on appelle x; la variaple
exogéne et x, la variable endogéne, dans la mesure ol on peut attyi-
buer a l'application ¢ une signification économique concreéte, Le fajt
de désigner x; comme étant la variable exogéne et x, comme étan
la variable endogéne, ne repose pas sur une dissymétrie formelle
entre les deux variables. Le caractére pragmatique de cette dis-
tinction apparait d'ailleurs clairement en pensant au fait que x, peut
aussi bien étre considérée comme la variable exogéne au modele
dont la variable erndogéne serait x;. La distinction entre variable

(1) Cf. P. Maillet, "Introduction & l'étude des modeles économétriques”,
dans (ahiers du Séminaire d'économétrie, 3 (1955), pp. 7-30.
R. Roy, Fléments d'économétrie, leére partie, Paris I.N.S.E.E., 1952-1953,
E. Malinvaud, "L'agrégation dans les modeéles économiques", op. cit,
R. Barre, Fconomie politique, tome I, Paris, P.U.F., 1956, p. 203,
A, Piatier, Statistique et observation économique, tome II, Paris, P.U.F,
1961, p. 483,
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exogéne et variable endogéne dépend donc du probléme concret que

l'on est amené & traiter(1),

Au § 2 du chapitre précédent, en discutant du modele fermé
de Leontief, nous avons déja été amené & utiliser une représenta-
tion de 1'ensemble &, a 1'aide d'une décomposition de ce dernier en
deux ensembles facteurs et d'une application . En effet, nous avions

aouti & des conclusions de la forme
7 P 2 et Bq', qER:.

Le vecteur-colonne a n-r lignes q' peut donc étre considéré comme
lapremiére coordonnée de q tandis que gq' peut étre considéré com-
ne sa seconde coordonnée. Si pour des raisons d'ordre économique
txtérieures au modele, nous pouvons attribuer & q" une valeur par-
liculidre, on peut considérer que cette variable prend des valeurs
W sont déterminées par des 'lois' économiques extérieures au
Modele -dont toute la portée explicative est contenue dans Q - on
fira que q" est la variable exogéne du modeéle ainsi interprété, q'
fant 1a variable endogéne. Il convient ici de parler d'interprétation
@ modéle car, dans sa formulation initiale le modéle conduisait a
@pliciter une certaine liaison entre q' et q', qui pouvait s'écrire
lormellement par q'= Bq', sans pour autant attribuer un sens dé-
erminé au contenu économique de cette derniére. Considérer q"
“mme exogene revient par contre & admettre que toujours q' est
d.éterminé par la valeur prise par q'. Cette distinction entre va-
Table exogéne et endogéne nous apparait donc comme étant de na-
re essentiellement pratique et introduite surtout en vue de l'inter-
Pétation concrete des conclusions théoriques.

ii) Catégories d'hypotheéses.

Nous avons vu au chapitre précédent que l'hypothése H inter-
%nant dans le modele devait étre considérée en général comme

e hypothese composée, notion que nous avons définie a 1'aide

e clagse d'hypothéses particuliéres { H; }iE [ en posant

) Dang les modéles de politique économique on appelle souvent "instruments'
€S variables exogénes et ''objectifs' les variables endogénes.
J. Tinbergen, Techniques modernes de la politique économique, Paris,
Dunod, 1961.
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(V; g = L_:\I H, (x).

Or, pour des raisons pratiques, ayant trait a la ccnstructi(m‘ 3
discussion et a l'interprétation du modeéle en fonction de |5 Scienca
économique, on est souvent amené a classer ces hypothéses. L:s
critéres utilisés pour une telle classification se basent e généry
sur la nature des connaissances dont on s'inspire pour formyle,
une hypoth&se particuliére. On distinguera ainsi des hypothegeg ol
duisant des connaissances de nature technique, de nature instity.
tionnelle ou encore des connaissances concernant le COmMportemey
de certains agents économiques, ou simplement traduisant deg ligi.
sons de nature comptable entre les différents concepts utiliggg ou
des liaisons résultant simplement de la définition de ces concepts (1)
Ce que nous avons dit précédemment au sujet de la notion d‘hyp@
these suffit & nous faire comprendre qu'il ne sera pas toujours aise
de classer une hypothése d'aprés ces catégories. En effet des
hypothéses particuliéres, dont la définition reléve de la fagon con-
crete dont elles sont introduites, peuvent elles aussi étre de nature
composite et relever en méme temps de plusieurs de ces catégories
Il arrivera aussi que des théories économiques différentes pourrey
nous amener a attribuer &4 des catégories différentes une méme
hypothése, c'est-a-dire une hypothése d'écriture formelle détermi.
née. Il en est ainsi par exemple de l'égalité entre "épargne globalg"
et 'investissement global'" dans les modeles macro - économiques
faisant intervenir ces deux concepts. Pour les économistes §'inspi-
rant de la pensée des classiques, cette égalité résulte de la loi geg
débouchés, tandis que pour les Keynesiens, elle est simplement ¢
nature comptable et est une conséquence de la définition de 1'épargne
globale et de 1'investissement global.

Nous ne nous étendrons pas plus longtemps, pour le moment,
sur ces notions auxquelles on aura l'occasion de revenir en étudian
des modeles particuliers.
$ 2 - MODELES SEPARABLES -

1) Nous allons introduire ici une notion nouvelle qui nous per-

mettra de définir une classe particuliére de modéles, que nous ap-
pellerons la classe des modeéles séparables.

(1) Cf. J. Tinbergen, Techniques modernes de la politique économique, op. cit.
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Nous avons vu précédemment que l'hypothése H intervenant
wee l'ensemble & dans la définition d'un modéle, pouvait en géné-
ral étre considérée comme une hypothése composée, intersection
de plusieurs hypothéses particulitres. Ces derniéres étant définies
jans le méme ensemble & on pourrait les considérer comme des
hypothéses définissant avec & des modeles particuliers. Cette re-
marque nous avait déja amené & parler de la décomposition éven-
telle d'un modéle en plusieurs modéles définis a l'aide d'hypothéses
moins fortes (et du méme ensemble & ) (1). La décomposition du
modéle ainsi envisagée porte donc essentiellement sur la décompo-
sition de 1'hypothése H en hypotheéses particulieres. Elle pourra se
fire de plusieurs fagons ; on s'inspirera en général de la fagon par

. lquelle on a été amené a introduire concrétement l'hypothése H

dns le modele, Ce qui caractérise cette facon de procéder, qui
lest en définitive qu'un procédé d'analyse du modele, est donc le
fit que 1'ensemble &, dans lequel sont définies toutes les hypo-
théses envisagées, aussi bien que H, reste le méme.En d'autres
mots, le phénomene envisagé est toujours le méme, représenté par
¥; clest 'hypothése H définie dans & que l'on décompose.

Nous dirons par contre qu'un modéle M est séparable et peut
fire représenté par deux modéles M; et M, si le phénomeéne lui-
Méme peut &tre envisagé comme deux phénomeénes différents jus-
liiables d'hypothéses propres. En vue d'aboutir & une définition
Précise de ceci, considérons un ensemble g pouvant étre envisagé
Wmme l'ensemble produit de deux ensembles facteurs I, et I, ;
Sit @ = g, x g,. On a évidemment pr( &) = L, et pr(&) = To.
it H, et H, deux hypothéses définies dans &, et &, respective-
Ment. On peut alors définir une hypothése H' dans & en posant :

H'(x) H,(x,) et Hy(x,) avec x; €& et X, € &2

_
% encore :

X € &y \_—:‘. X, E f}j“let X & 51;.2"2 Y
Lo, ‘Th‘l et EEM? étant les ensembles représentatifs des hypothéses
W', H et H, définies dans &, I, et L.

e videmment :

(1 ; ; B
1) Voir chapitre II, § 2, point 7.
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&:n' 2 ‘Tlnl 4 ‘Tzn?‘

Considérons maintenant une hypothése H définie dang X, diey
semble représentatif g, telle que pr( G Ty, et pr(ﬂ-_-")
On a nécessairement :

&, C'd e [Hx) =pHix)],

car en effet :

xlE wlnl
. S0 =) s g

X, € 'Tzwz

la réciproque n'étant vraie que si &, ¢ &, c'est-a-dire si L, =
o

Sur la base de ceci, un modéle M = ( &, H) sera dit Sépara-

ble et pourra étre remplacé par deux modeles M, = (g, H) q
M, = (Z,, H)), si et seulement si & = &, x g, et H'(x) = H(x)
avec H'(x) = Hyx,) et H,(x,) ; ce qui conduit & la fois i

s RS St S L e &,, que nous écrirons Ty = &, ave
Z, = pr( &) % pr (&,). Si le modele est séparable, on peut ¢op.
sidérer H comnie la propriété universelle définie dans e
Ces conditions étant remplies, nous pouvons donc écrire .
M reell B RE) 8 VRE TR a(n i o) et M, = ( g, H)
Le modele M portant sur un phénomeéne d'extension g est done équj-
valent a deux modéles distincts, mais considérés simultanément,
portant chacun sur un phénomeéne déterminé d'extension T etx
Cette notion se généralise aisément au cas de la décomposi-
tion de M en plusieurs modeles, ou méme en une infinité non dé-
nombrable de modeéles, faisant intervenir chacun un phénomeéne d¢-

terminé,

On aura ainsi -

ey ;

i e
considérés simultanément, avec

M = (&, H)et(vi‘):Mi = (&, . H),

si €

et

ou |

mé
fait
sal

bec
ref
tra

pid
le
ble

-
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s et seulement si :

el
Hix) — Hix) —avec “H () o= "\I H; (%),
i€
0l encore :

U pr(x, ).

tel

8 G avee. ST s

H

2) Au & 2 du chapitre précédent, en traitant du modéle fer-
né de Leontief, nous avons déja attiré 1'attention du lecteur sur le
fiit que ce modele était séparable en deux modeéles dont un tradui-
siit l'aspect quantité et 1'autre l'aspect prix du phénoméne écono-
higue étudié, ou si l'on veut, dont l'un s'inspirait d'un phénomene
fconomique faisant intervenir les quantités seules, tandis que l'autre
représentait d'une fagon abstraite un phénomeéne économique ayant
rait seulement aux prix.

En vue d'illustrer ce que nous venons de dire, revenons ra-
Mdement sur cette question. Le phénoméne économique étudié dans
It cadre du modele fermé de Leontief était représenté par l'ensem-
ble & = R?", la variable x € & étant un vecteur-colonne de la for-

e x = [q , q et p étant les vecteurs-colonne prix et quantités,
in lignes chacun, L'ensemble & = R?2" peut évidemment s'écrire
L=R! xR" ; on aura ainsi &, = &, = RI.

Nous aurons aussi :

q = Aq
Hz)eemm o, s ior ity
p = Ap.

T posant Hy(q) = q = Aq et Hy(p) =2p = Alp, avec q € R} et
PER’, on vémhe aisément que [H'(x) = H,(q) A Hy(p)] = H(x).

En effet, supposons H,(q) A Hy(p) et x # T x c'est-a-dire H(x).

Al(}rs
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c'est-a-dire :

4 ou e r o0 ou 4 7 Aq

A
A'p p# Ap P 7 Ap’

I ~H

q
P
d'oll la contradiction.

M est donc séparable et pourra s'écrire a l'aide des deux Mods e
M, ={qe R, ; H} etM, = {pe R, ; H;}, considérés simultape.
ment,

3) On peut essayer d'interpréter la notion de modeéle Sépary.
ble que nous venons d'introduire & l'aide de la distinction que Noug
avons faite précédemment entre variables exogénes et endogineg
distinction qui, rappelons-le, s'inspire de l'utilisation pratique d‘;
modéle. Formellement toutefois, nous avons vu qu'elle supposg
que & puisse étre défini par le produit de deux ensembles &, ot g
et nous avions désigné par le terme de variable exogéne l'argumerit'
de &, et par le terme de variable endogéne l'argument de Lo
Cette condition préliminaire étant vérifiée, il sera nécessairg g
suffisant, pour que le modéle soit séparable, que L'applicationg.
soit de la forme

1

Il s'ensuivra qu'inversément :

¥ %,

(pzr(_srh)) Pgix,) = Plf‘(fI'H).

En effet, s'il n'en était pas ainsi, on aurait :

( 2 & )+ oMx) £ pr(®, )

pr(x,)
diol s
¢-2(x)) C pPr(&y)
et 3
(3 ) 5 e(x) € pra,)
pr(x,) * g S

et

1'in
5€P
la
dan
qué
aut
Les
teT

P e pe— R e SR o §
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¢ il y aurait contradiction. Ceci nous permet donc de compléter
linterprétation de la notion de modéle séparable. La condition de
séparabilité ainsi formulée nous montre que, si elle est vérifiée, »
lavariable x; (exogéne) n'apporte aucune connaissance supplémentaire
dans le cadre du modele, dont le champ se réduit a &,. Récipro-
qement Ia variable x, peut étre considérée comme exogéne & un
atre modéle de champ &, sur lequel elle n'exerce aucune influence.
les deux modéles sont donc indépendants au sens courant de ce
terme,

SECTION 2

MODELES DETERMINISTES ET MODELES STOCHASTIQUES

¢ 1 - INTRODUCTION -

1) En définissant d'une fagon générale un modéle, nous avons
U6j2 ét6 amené & souligner que la structure de l'ensemble interve-
lant dans cette définition, dépendait de la nature particulieére du
Phénoméne étudié. Dans cette section, et dans la suivante, nous
us proposons d'étudier quelques structures particuliéres de cet
“’-.Semble, en vue d'aboutir & une classification des modéles écono-
Nques, classification ne voulant pas nécessairement se différencier
dels classifications habituelles, mais dont le but essentiel est d'ex-
Piciter la définition de chaque classe de modeles envisagée, en
fonction drune classe particuliére d'ensembles & ; c'est-a-dire en
fnction qrune classe particuliére de phénomeénes, ou d'une fagon
Plus précise en fonction d'une classe particuliere de représentations
¢ phénomenes, Cette facon de procéder se justifie a notre sens
{Jar le ‘1"(?18 primordial que nous avons fait jouer & l'ensemble & dans
i définition des modeles que nous avons donnée précédemment.
eilxlée nous permettra en outre, en nous débarassant de toute techni-

E de mieux éclairer certaines notions relevant de la terminologie
abltUElle, et sur lesquelles d'ailleurs l'unanimité est loin souvent
¢ s'étre faite.

&
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2) Au chapitre précédent, nous avons vu qu'un phénomeane
mique déterminé pouvait étre envisagé en définitive comme un ¢
cept -généralement construit & 1'aide d'autres concepts- définidron-
fagon précise par la donnée d'un ensemble & qui représente jusl:ne
ment son extension. Chaque €élément x de cet espace étan -

éCOnu.

une spécification du concept d'extension & ; on peut aussi env;::m
chaque élément x € & comme un phénoméne particulier d'ype claier
Sg

générale & de phénoménes. Cette derniére terminologie aura g
vent l'avantage de se traduire directement en termes réelg en (:2:11:
sidérant x € £ comme un état particulier du phénomeéne abstrajt i
général défini par &. On désignera ainsi par & un phénomype s
est envisagé au sens abstrait et général, tandis que x € & désigne.
ra un phénomeéne particulier de la classe de phénomeénes particylipyg
&. Il va de soi qu'un phénomeéne particulier x € & peut i gop o
avoir une portée abstraite et générale dans la mesure oy j| peut
étre envisagé comme un ensemble d'éléments particuliers, Noug
reviendrons sur cette question importante.

Comme nous l'avons déja dit, en vue de définir desg classes
particuliéres de modeles, nous nous appuierons sur des différenceg
de structure des ensembles I intervenant dans la définition g
chaque modéle. Les classes de modéles que nous envisagerong cop.
respondront donc & des classes de phénomeénes. Et on distinguer,
les phénomenes d'aprés certaines différences fondamentales dang 1
nature des éléments de leurs extensions respectives. Si on envisage
chaque phénoméne comme un ensemble & de phénoménes particy-
liers, ceci revient a définir des classes d'ensembles de phénomaneg
particuliers de nature fondamentalement différente. Il va de soi que
sur cette voie, on pourrait multiplier & loisir les distinctions, Noyg
ne retiendrons que quelques catégories fondamentales d'ensembleg
& qui nous permettront de retrouver les principales classes ge
modeles économiques et d'étudier les liaisons existantes entre elles,

$ 2 - PHENOMENES CERTAINS OU DETERMINISTES, EXACTSET
APPROCHES -

1) Désignons par & l'extension d'un phénomene générique(l)
Pour simplifier le langage, nous appellerons ce phénomeéne, le phé-
nomeéne &, en le désignant par son extension, Comme nous 1'avons

(1) Ce phénomene peut étre considéré comme l'argument ou la variable d'un
ensemble de phénoménes envisagés au sens abstrait et général.
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- ilx € & représente une spécification générique du phénomeéne &.

foit @ un ensemble d'éléments arbitraires -pouvant d'ailleurs &tre
: des sous-ensembles d'un autre espace- et w la variable de cet en-

semble. Nous dirons qu'un phénomeéne & est certain ou déterministe
i eact par rapport @ un ensemble de référence R déterminé, si Q est
J inensemble homomorphe(l) de & ; c'est-a-dire si @ peut étre con-
) sidéré comme l'image de & dans une application univoque f déter-
minée de & sur Q. A tout x € & correspondra donc un élément et
in seul de Q.

l S'il existe donc un homomorphisme d'ensembles entre g et

' U, ouencore si & est déterministe exact par rapport a l'ensemble

: te référence Q -image par f de & - nous écrirons : m_f__, Bl

' En particulier, si la correspondance entre éléments de &£ et de @
tst biunivoque, ce que nous désignerons par £ «—— R, & sera né-

: essairement déterministe exact par rapport & Q. Il en est ainsi
izmment de 1'application identique de & sur &, ce qui entraine
f'un phénomene est toujours certain exact s'il est considéré par
'apport 4 son extension,

2) Les phénomeénes que nous avons envisagés précédemment a
litre d'exemples relévent justement de la catégorie des phénomeénes
flerministes ou certains exacts. Ainsi, en ce qui concerne l'as-
Pct quantité du modeéle fermé de Leontief, nous avons été amené
‘considérer 1'ensemble des n-tupleaiicqh=| [[Qisgritigl. tet  aSdeinie
thaque spécification du phénomeéne de production envisagé a l'aide
fun élément q € R] et d'un seul. Pour simplifier, nous avons
Mme identifié les spécifications du phénomeéne considéré avec les
fléments g & R en posant q = x. Or il aurait été pluscorrect,
®conforme aux notions introduites dans ce chapitre, de poser sim-
tlement £ ¢« R, et de considérer R] comme l'ensemble de ré-

fér.eﬂce adopté pour le phénoméne de production & . Ceci nous con-
tit donc a considérer le phénoméne de production & envisagé,
. “Mme étant certain par rapport & l'ensemble de référence Q = RI.
' la suite, nous verrons sur d'autres exemples comment, pra-
Llquffment, on sera amené a définir des ensembles de référence Q.

- 3) Soit I un ensemble quelconque d'indices. En désignant par
“C 0 un sous-ensemble de Q et par { Q;} S 1 une classe de

. "Ws-ensembles de @, indexée par i€ I et telle que aleJIQi ahqiB);

il :

e o - Dubreil, 4lggbre, tome I, op. cit., p. 23 et ss.
2
9 La classe {9} ; g [ est un recouvrement de Q.

)
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on dira que le phénoméne & est un phénomeéne certaip g,
ministe approché par rapport a l'ensemtle de référence Q, i
admettre un homomorphisme d'ensembles g entre I et %)

détep.
On pey;

)

i
ou encore si @ peut étre considéré comme l'image de g dans

application multivoque g. On voit immédiatement que si g g g
tain approché par rapport & Q, il est certain exact par rapp(:::

3 i N g e o
I. Dans le cas particulier ol ( I ) ' S Q, le phénomene % sery
dit certain indéterminé par rapporta Q. On vérifie immédiatementquw
st tain exact par ort 4 Q si et lement si N
est cer act par rapp Q si et seulement si ( 1 ) ¥h )

{r; } étant un ensemble singulier.

4) En résumé on aura donc :

le phénomeéne I est certain exact

: f e
i) (& — 2] = par rapport a Q.

g
L By 1 le phénoméne & est certain g
ii) (3 ’ ) _ n'est pas ~—— proché par rapport a Q,
I ¢ singulier

ff.'__g_){ﬂ,;}iEI

(VI;); Q, =Q

5) Nous avons vu au point 3 qu'un phénomeéne certain ap-
proché par rapport & & pouvait &tre considéré comme certai
par rapport a I. Le caractére relatif des notions que nous venqns
de définir, qui nous a justement obligé & introduire un ensemble
de référence, ressort aussi directement de la définition de ceten-
semble. En effet, nous avons vu au point 1 que @ était un ep-
semble d'éléments arbitraires. En particulier Q pouvait étre yne

s le phénomeéne & est certain iy

iii) <— déterminé par rapport & Q.

classe de sous-ensembles d'un autre espace A, aveec U =1
wesl ;
On vérifie aisément que si & est certain par rapport & getsi

w
HQ ): AC w, avec A € A, alors & est certain approché par
rapport a A.

Par la suite, en vue d'alléger le langage, nous dirons qu'un
phénomeéne est certain par rapport & { s'il est certain exact, nous
limitant ainsi & spécifier le caractére certain approché ou indéter-
miné d'un phénoméne.
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§3 - PHENOMENES ALEATOIRES OU STOCHASTIQUES(!) -

1) Soit I un ensemble quelconque d'indices i € I et K un en-
semble d'indices k € K ayant au plus la puissance du dénombrable .

Soit l'ensemble de référence @ = {w,} k € K* Q sera donc ici au

plus dénombrable(2), Soit Psiz = (P e.u._\)}k - g un ensemble de coef-
=
ficients numériques P*(w,) définis pour tout k € K et tels que

k ; = .
(K):P‘(wk);Oavec \_, P'(we) = 1 ; et on posera :
ke

Yo : ;
Led i )onBioan =5 TnRiu:

W KE

P(Q') sera dite la mesure probabilitaire ou la probabilité de Q'.
Lensemble de coefficients B} définit donc une mesure probabilitaire
W une probabilisation de Q. Nous dirons ici simplement que l'en-

semble P! est une probabilisation de Q.
Q P

Considérons maintenant une famille ‘EQ = {Pé} : d'ensem-
1

tles P! Crest un ensemble de probabilisations de . On dira que
deux probabilisations ng et Pé de la famille ‘159 sont différentes, et

i i j Ak - i
o écrirg Pl P;;, si et seulement si (K ): Piw,) # P(iw,).

2) Nous dirons qu'un phénoméne & est aléatoire par rapport
i l'ensemble de référence 9 si et seulement si ¥ est un ensemble
MMomorphe de g, c'est-a-dire si‘lsQ peut étre considéré comme
'image de % dans une application univoque de & sur ¥,. A tout
elE correspondra donc un élément et un seul de B g» Ou encore,
é, thaque spécification x du phénoméne & correspondra une proba-
blisation de Q -de la famille® ,- et une seule. On écrira alors

Q
e 3.

3) Comme nous l'avons fait au point 5 du paragraphe précé-
dent, 5 propos des notions de phénomeéne certain exact et approché,

n Dans ce paragraphe, nous adopterons une présentation élémentaire qui
&ra l'avantage, dans un cadre formel plus simple et mieux adapté & une
Nterprétation intuitive, de nous éclairer sur les aspecls essentiels des
éveloppements ultérieurs,

il Nc,’“s adopterons pour le moment cette hypothése restrictive 'en vue d'éli-
Miner certaines difficultés d'ordre mathématique qui seront discutées par
4 suite (voir § 5).
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il convient ici encore d'attirer l'attention sur le caractere ,
des notions que nous venons d'introduire. En effet, pour dgfjy
phénomeénes certains ou déterministes et les phénomenes aléat
ou stochastiques, nous avons di envisager un ensemble de
rence Q, par rapport auquel seulement ces définitions peyyep
formulées d'une fagon précise. Ces notions apparaissentdone com-
me étant de nature relative, liées au choix particulier de lle“SEmble
@. Nous verrons toutefois au ¢ 4 comment, pratiquement, V'arh;.
traire apparent de ce choix peut en général étre réduit, i

elatif
Fliey
Oires
réfe.
8t

En vue d'illustrer ce que nous venons de dire sur |e carae.
tere relatif des notions de phénoméne certain ou aléatoire, gy peut
considérer comme ensemble de référence l'ensemble ¥, défip; a
dessus. Par rapport a ‘Bs‘_ un phénomeéne & tel que I — 4 ‘Bﬁ Serg
alors certain, tandis que & doit étre envisagé comme aléatoire o
on considére l'ensemble de référence Q. Réciproquement, nous aygyg
vu au point 1 du § 2 qu'un phénomeéne tel que £ — Q était cep.
tain par rapport & Q. Nous avions précisé que les éléments gp 0
pouvaient étre quelconques. En particulier les w € Q pourront g,
des probabilisations d'un méme ensemble A. Par rapport a A, e
phénoméne & serait donc aléatoire. Il convient ausside souligney
qu'un phénomeéne &,certain par rapport & un ensemble de référence
Q, c'est-a-dire tel que & — Q, peut toujours étre considéré comme
aléatoire par rapport & @ si on définit une famille particuliere ¥

de probabilisations de Q. Considérons l'ensemble @ = {y} ki
K étant un ensemble quelconque d'indices(1),

Soit : ¥ = (Pg} cK’

avec

Vk, k' 0 sik# k'
( K ):Pk(u”)zilsikik"

On a évidemment Q «— ‘Bg‘z' Or, par hypothése g —3 £, ce qui
donne g ¥,. & peut donc étre considéré comme aléatoire par
rapport 2 Q si on envisage la classe particuliére de probabilisations
P

£

(1) L'hypothese sur la puissance de Q au plus égale a celle du dénombrable,
n'étant plus ici nécessaire pour définir les probabilisations particulidres
de la classe ¥ ;.
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Il est toutefois peu intéressant pratiquement de considérer
ietelles classes de probabilisations. Pour éliminer de tels cas dé-
gnérés, nous dirons donc d'une fagon générale qu'un phénoméne &
et aléatoire par rapport a4 un ensemble de référence Q@ si —y P,
lgétant une classe de probabilisations de @ telle que

P Y w
E‘BQQ) : (Q‘“):P(w) Ehaly

femarquons toutefois qu'il peut exister des ensembles & et des fa-
nilles de probabilisations de ¢, $ ., non dégénérées, telles qu'un
Ménoméne & puisse étre considéré comme certain ou comme aléa-
bire par rapport 4 Q. On aura l'une ou l'autre de ces deux éven-
lalités selon que l'on considére un homomorphisme d'ensembles
Mire o0 et Q ou entre & et ¥, ; c'est-a-dire, f et F étant deux
h‘)Tﬂomor‘p}usmes d'ensembles entre & et { et entre I et l* selon

f jol ;
e l'on considére & —3 Q ou & — ‘l'g. Un cas partlcuher qui
¥ présente souvent pratiquement est celui ol l'on peut établir un

HDmomorpmsme d'ensembles ¢ entre Q et¥ -B La rela-
ion entre ensembles que nous désignons par A —)B et qui est

e si B est un ensemble homomorphe de A, étant une relation

trEmsu?.we si & _f_) Q ‘onigura gy % ) & pourra donc Etre en-
sag¢ comme aléatoire par rapport a EP s1 on envisage l'homomor-

hisme ¢(f), On sera toujours dans le cas Q@ —2 5 ¥, quand on
‘lisagera des variables aléatoires de champ Q telles que leurs
Inetiong de fréquence dépendent d'un paramétre ayant pour champ
lﬁn.)gme ensemble Q(1), Il en est ainsi notamment dans le cas d'une
‘riable aléatoire laplacienne de variance déterminée, ol @ = R.
Dans ce cas particulier l'application ¢ est d'ailleurs biunivoque.
Prathuement on sera amené par exemple a considérer que chaque
sF’Elllflcatmn de & détermine d'une fagon unique un parametre w € Q

dUtiliser cet ensemble de paramétres dans le cadre du modele.

: L f 5
FECL revient 4 envisager 1'homomorphisme & — Q et a considérer
fomme certain par rapport & cet ensemble de parameétres. Par

) . oL y a(E) In g, U1 s
Mre, si on considere l'homomorphisme I —— bse cecliyreviens

|

) Noug verrons plus loin que dans le cas des variables aléatoires l'ensem-
ble g est un ensemble numérique et qu'une fonction de fréquence peut
ire considérée comme une probabilisation de cet ensemble.

|
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a4 envisager & comme aléatoire par rapport a @ qui est icje

. Y ¢
des variables aléatoires de la famille envisagée. hamp

§ 4 - LE ROLE DES MODELES EXPERIMENTAUX DANS 14 p
FINITION DU CARACTERE DETERMINISTE OU STocy,..
TIQUE D'UN PHENOMENE - 3

1) Dans ce qui précéede, en vue de définir des phéﬂornéne
certains et des phénoménes aléatoires, nous avons adopté yp poini
de vue abstrait, nous plagant ainsi dans le cadre de la concepty,.
lisation théorique définie au chapitre I. Dans un tel cadre, en
d'aboutir & des définitions de portée générale, il nous a suff d'i.-:
troduire un ensemble abstrait Q dont il n'a pas été nécessair, de
définir la nature concréte. Nous avons toutefois laissé entengp,
qu'une telle définition dépendait en général de la nature particuliay,
du phénomene étudié et de la facon de l'envisager. D'une fagop plug
précise, pour définir concrétement un ensemble @ 1ié 3 U'étude
théorique d'un phénoméne & déterminé, on s'inspirera en générg de
l'abstraction expérimentale dont nous avons évoqué les aspects gg.
sentiels au chapitre I.

Désignons par & un modéle ou schéma expérimental détermi.
né utilisé pour représenter expérimentalement le phénomene g, Noy
avons vu qu'un tel modeéle peut étre envisagé comme un "instrumem“
complété d'un ensemble de régles d'utilisation, devant permetir,
d'obtenir des résultats ou conséquences observables liés au phépo-
méne &, que représente justement le modéle expérimental envisag,
On appelle expérimentation ou expérience un ensemble d'opérationg
effectuées dans le cadre du modele &, c'est-a-dire d'aprés 1'abstrac-
tion expérimentale définie par &, et devant fournir un résultat gp-
servable que l'on appelle aussi une réalisation de l'expérimentatioy
effectuée dans le cadre de &. Le modeéle g définit donc une clasge
d'expériences ; réciproquement on pourra aussi considérer & com-
me une classe d'expériences liées au phénomeéne &.

Soit R 1l'ensemble des résultats possibles des expériences d¢-
finies par & ; R est l'ensemble des réalisations ou résultats pos-
sibles des expériences de la classe g. On désignera parr € R
1'élément générique de cet ensemble,

Pour tout x € &, c'est-a-dire pour tout phénoméne particulier
de la classe &, on peut aussi envisager l'ensemble R(x) C R des
réalisations possibles de la classe d'expériences &. R(x) étant donc
l'ensemble des résultats expérimentaux pouvant Etre obtenus dans
le cadre du modéle expérimental & pour la spécification x duphe-
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wmene envisagé. Il va de soi, comme nous l'avons déja souligné,
w'une expérience effectuée dans le cadre de & se traduira par un
seul résultat r € R. Si l'expérience envisagée porte sur un phéno-
méne particulier x de la classe &', le résultat r appartiendra par
définition & R(x). Désignons par g (x) les expériences de la classe
¢ portant sur la spécification x de g, on aura donc :

G = TERE et r € ER(x).

5i pour chaque spécification de & on envisage dans R les sous-
ensembles R(x) que nous venons de définir, c'est-a-dire les ensem-
ks R(x) de résultats pouvant &tre obtenus dans le cadre de &
pur chaque spécification x, on peut considérer que le modéle &,
tprésentation expérimentale du phénomeéne &, fait correspondre a
thague phénomene particulier x de la classe & un ensemble de ré-
siltats R(x), Désignons par ® la classe des R(x) ainsi définis pour

WEXE &, Ona R = { R(x)}x € avec évidemment U R(x) = R(l).

& x€ T

o modele expérimental g peut donc étre défini comme un homo-

Morphisme d'ensembles entre &£ et @ : & _._'s_)a{.

2) Il est évident que la nature particulire de cet homomor-
Misme dépendra de la définition de l'ensemble & aussi bien que
e celle du modele expérimental &, qui sont 1'aboutissement des
erations de conceptualisation théorique et d'abstraction expérimen-
fale, Or, en vue notamment d'expliciter les conclusions concretes
“lquelles on pourra aboutir sur la base de & et de &, ce qui nous
Ermettra d'ailleurs d'utiliser R comme ensemble de référence en
e de définir le caractére aléatoire ou certain de &, il convient
® distinguer les 3 cas suivants :

j (VR(X) ] v R (x) est ici, pour tout x € & un
R ) B2 (thailtes{ Do ensemble singulier.

o n'est pas singulier ; par défi-

U (HR(X) : iti pd l’hofnomor hisme g
E® ) S Hor) nition de p

(\12(?{) : R(x) #+ ®.

(1 '
)CRI}est pas en général une partition de R, car en effet on peut trés bien
®oir R(x) N R(x') # & pour x # x'.
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YR(x)

i) (‘ew ):R® =R; e e

son élément unique étant R

Dans le cas i), @ = R ; 1'homomorphisme & entre g o
8

se réduit alors a un homomorphisme entre & et R : g _8
g peut donc étre considéré comme certain ou déterministe‘?;;)R.
par rapport a l'ensemble de référence R, si on envisage 1,h0:1M]
morphisme &. L'ensemble de référence g(&) = R a ici yp se:‘
concret précis : c'est l'ensemble des résultats admissibles geg e::
périences portant sur & et effectuées dans le cadre du modaje i
périmental & . Chaque spécification de & détermine donc upe réa.
lisation expérimentale et une seule parmi celles de R,

Le cas ii) n'est réellement distinct du cas iii) que si .

et E N

c'est-a-dire si pour tout R(x)E€ ® , R(x) est partie véritable de R
Pratiquement le cas ii) sera d'autant plus intéressant que leg R[xi
comprendront peu d'éléments. De toute fagon, dans ce cas interme.
diaire entre i) et iii),g ne pourra étre considéré que comme y,
homomorphisme d'ensembles entre & et . & peut donc étre ep.
visagé comme certain approché par rapport 2 &(&) = R.

Dans le cas iii) aussi bien que dans le cas ii), si les R(x)g R
sont trop étendus(l) on sera amené & remplacer l'homomorphism,

& par un homomorphisme F défini entre X et® = (P} 4

X ,T,

$  étant une famille de probabilisations P* de R(2). Si on envisag
R

1'homomorphisme F : .‘I--Eb B, & sera dit alé€atoire par rapporn
a R. Chaque spécification -de” & détermine complétement une pro-

babilisation et une seule de l'ensemble des résultats associé au mo-
dele expérimental.

(1) Un jugement sur 1'étendue de ces ensembles dépendra d'arguments s'ing-
pirant des conclusions d'ordre pratique auxquelles on désire aboutir (voir
¢ 7).

(2) Si on envisage un tel homomorphisme pour le cas ii), la famille® de-
vrait étre soumise & la condition restrictive suivante : ’

Va;‘ )ik Bt [[R(x)] = 0.

leé
tiq
ré’

e MG Y O Y L e -5 = 3
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3) Il convient maintenant, avant d'envisager les procédés par
lesquels on est en général amené & formuler des conclusions pra-
tiques (ce que nous ferons en détail au ¢ 7), d'avancer quelques
remarques.

L'ensemble R des résultats expérimentaux associé & un mo-
dtle expérimental, nous a permis ici de donner un sens concret
intuitif & 1'ensemble de référence @ qui nous avait permis de défi-
lir le caractére aléatoire ou certain d'un phénoméne &. Or, en gé-
néral, dans les études telles que celle-ci s'inspirant principalement
de préoccupations théoriques, si on aura toujours 2a faire appel,
pour étudier un phénomeéne &, & un ensemble @ formé d'éléments
supposés observables, cet ensemble ne sera pas nécessairement
evisagé explicitement comme un ensemble de résultats associé
L un modele expérimental & Si d'un point de vue abstrait on
nut toujours considérer qu'il existe un modele expérimental dont
lensemble des réalisations est justement @, il pourra souvent se
faire qu'un tel modéle soit pratiquement irréalisable, ce qui signifie
Qe pratiquement les éléments de @ ne sont pas observablies dans
}E‘ cadre d'un modéle expérimental. Ceci n'enléve toutefois pas tout
ntérét & 1'utilisation de §, car, comme nous le verrons par la
Suite, certaines conclusions théoriques peuvent trés bien étre éta-
llies -et avoir méme des conséquences pratiques intéressantes- sur
labase de  seul. Considérons, par exemple, un phénomene de dé-
tision dont les décisions particuliéres sont les éléments x d'un
?nsemble & déterminé, D'un point de vue théorique, on pourra tou-
jours définir un indicateur numérique de satisfaction s(x) lié a

fhaque décision x € &£ . On aurait alors a:—sa. s(a) = R, @ étant
iti 'ensemble des "mesures' de satisfaction liées aux décisions de
la classe &, et définies par l'indicateur s. Nous verrons qu'une
tpj“e représentation peut étre utile dans le cadre d'un modeéle théo-
figue sans que 1l'on puisse pratiquement, dans 1'état actuel de nos
Méthodes expérimentales tout au moins, envisager un modéle ex-

PMrimental dont les {s(x)} 5 seraient les résultats. Cet exem-
X

Ple nous permet aussi d'illustrer le caractére relatif des notions
de phénomene certain et de phénomeéne aléatoire. En effet, tel que
ous venons de l'envisager, le phénomeéne g est certain par rapport
“Q = 5(g), si on envisage l'homomorphisme s. Si par contre 2
“haque décision x € & peut correspondre une valeur numérique s
e Uindicateur S telle que s € S(x), S(x) étant un sous-ensemble de

N IEaS(x),‘on pourra envisager I comme certain approché ou
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indéterminé(1l), ou recourir & des probabilisations de o

. AT ce qu
reviendrait a considérer l'ensemble des décisions x € g qui

; % com
aléatoire par rapport a Q. b

On pourrait aussi bien étre amené & envisager |'a
inverse s }(w). Si s est un isomorphisme d'ensembles entre g ,,
Q, Q@ sera alors certain par rapport a g. Par contre en généry)
s-1(w) E s @ devrait alors étre envisagé comme certaip appro
ché ou indéterminé par rapport & g, ou comme aléatoire sj on fa
intervenir des probabilisations de .

PPlicatiy,

t

La dépendance étroite entre la définition théorique dwyp phé-
nomeéne par son extension &, et la définition, que l'on admet Sou-
vent implicitement dans les études théoriques, d'un modele expey.
mental associé & &, peut encore étre illustrée par l'exemple simple
du modele fermé de Leontief auquel nous avons déja eu 1'occasigy
de nous référer souvent., En définissant, au chapitre II, e phéno-
mene &, qui intervient dans ce modéle, par un isomorphisme den.
sembles entre & et Q, @ étant un ensemble de vecteurs-quantitg
c'est-a-dire en posant & ¢«—Q, nous avions considéré g Commé
certain par rapport & Q, la réciproque étant d'ailleurs ici aussi
vraie. L'ensemble Q peut étre considéré comme un ensemble de
résultats associé & un modele expérimental déterminé, qui en |-
curence sera plutét un schéma d'observation. Admettre l'isomorphis-
me d'ensembles & ¢«— Q revient donc & considérer que chagye
spécification x € g détermine une observation et une seule dang |
cadre du schéma d'observation adopté (la réciproque étant ici aygs
vraie). Ceci revient donc a admettre implicitement l'existence dwy
modele expérimental (schéma d'observation) dont les résultats (ob-
servations) définissent un ensemble @ par rapport auquel & est cer-
tain (et réciproquement).

A l'autre extréme, on aurait pu considérer une correspondance
du type iii) envisagée au point 2 de ce paragraphe, en admettant
que le schéma d'observation serait tel qu'a tout x € & peuvent cor-
respondre des observations q € Q. & serait alors indéterminé par
rapport & Q, ou aléatoire si on peut envisager des probabilisationg
de cet ensemble d'observations.

gér
el

g'e

b)
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§5 - NOTIONS DE MESURE ET DE PROBABILISATION D'UN EN-
SEMBLE

1) Soit @ un ensemble d'éléments quelconques et w 1'élément
gnérique de cet ensemble. Soit & = {3 } une classe de sous-
ensembles de @, [ CQ]. La classe § est dite un corps(3) sur
0 ou une classe additive d'ensembles si

AR Ereduy
b ((32): gg €5
C)(Vﬁgi): TEI?«;G e iDI HOF e

[ étant un ensemble d'indices discret fini. De cette définition il
s'ensuit que si & est un corps, P € F car en effet d'aprés a) et

2 € §. Plus généralement on considére le cas ol l'ensemble
Q

(1) La lecture de ce paragraphe n'est pas indispensable a la compréhension
de la plupart des développements ultérieurs.

() On pourra consulter :
R. Fortet, calcul des probabilités, Paris, C.N.R.S., 1950.
A, Blanc-Lapierre , R. Fortet, Théorie des fonctions aléatoires, Paris,
Masson & Cie., 1953,
H, Cramer, pyathematical Nethods of Statistics, Princeton, Princeton Uni-
Versity Press, 1954, 5
G. Darmois, Calcul des probabilités. Deuxieme partie : Théorie générale des
uirigbles aléatoires quelconques, Paris, Centre de documentation univer-
Sitaire, 1954,
M. Lodve, Probability Theory ; Foundations. Fandom Sequences, New York,
D. van Nostrand Company, Inc., 1955.
D. Dugué, gnsembles mesurables et probabilisables, Paris, Dunod, 1958.
E A Robinson, 4n Introduction to Infinitely Nany rariates, London, Charles
Griffin & Co, , Ltd,, 1958,
M. Girault, caolcul des probadbilités en vue de ses applications, Paris,
Dunod, 1960.
f- S. Wilks, Nathematical Statistics, New York, John Wiley & Sons,
nc,, 1962,

%) En anglais ''field" d'od la lettre ¥ que l'on utilise d'habitude pour dési-
8her un corps.
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d'indices I est discret infini, La classe & possédant les trois
priétés a), b), c) est alors dite un o-corps sur 9 ou yp
borélien de sous-ensembles de Q. Nous désignerons ici par g
corps de Borelll), ¢ s

Pro.
Corps

2) Une classe & de sous-ensembles de @ est dite fermee
rapport & une opération O portant sur les éléments de § Si}{?
€léments obtenus en effectuant cette opération appartiennen; 3 y
Les définitions que nous venons de donner peuvent donc 8'énoncey .

i) une classe & (de sous-ensemblesde Q) est un copy,
(sur Q) si elle est fermée par rapport a toute répétition finie des
opérations de réunion, intersection et complémentation ;

;

ii) une classe & (de sous-ensembles de ) egt un ¢

-corps si elle est fermée par rapport a toute répétition dénonbray,
des opérations de réunion, intersection et complémentation, i3

La notion de o -corps est plus restreinte que celle de corps ;
tout 0 -corps est évidemment un corps. y

Ces définitions, comme celles du point 1 , spécifiques des
classes d'ensembles, sont d'ailleurs surabondantes, car en effy
compte tenu des propriétés de dualité(2), il suffirait d'énoncer ileE
ii) en disant que ¥ est un corps (un ¢ -corps):

- sielle est fermée par rapport a toute répétition finie
(dénombrable) des opérations d'intersection et de complémentatioy
ou encore

- si elle est fermée par rapport a toute répétition finje
(dénombrable) des opérations de réunion et de complémentation,

3) Si ¥, et &, sont deux familles de sous-ensembles de 0 ¢
si'g € ¥, =g € ¥,, c¢est-b-dire 51l &, C ¥, oo diiNaicWs
est une extension de %,. Si & ,est un corps de Borel, on dit que

772 est une extension borélienne de T\'l,

(1) Emile Borel, mathématicien frangais (1871-1956).

(2) Par dualité on a : gs’lejz 3, idngi
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4) Soit & = une famille quelconque de sous-ensembles de .

Soit {95,\}7\ o, la classe des extensions boréliennes de ¥ *. Soit

EOE { B.\} e
sion torélienne minimale de &*.

)
tel que ()\m 2B}‘) PR, C BB, estdit1l'exten-

.. Quel que soit ¥ *, %, existe (voir point 5) et est unique ;
L] i(l))SSéde donc une et seulement une extension borélienne mini-
maletl),

4, est unique : en effet, soit Q"OE tel que

(90 2 e
(A‘VA 2*;\) ;%' C 8); on a alors ®,C #, mais ¥, étant une
€ ] - —

extension borélienne minimale de & " : ¥,C 2!;, ce qui donne en
définitive B, = B ..

On a en particulier :

n
¥ = B, .
o NEA A

B,\ est un ¢ -corps, en effet, soit I un ensemble d'indices
n @ (Vi) (VY. )
et %, ‘dlors U ) ( Vi ) gie 9, ce

@i donne, les ¥, étant des o -corps :

)\.e A "
discret infini. Si (VI‘) =

(VAA) : 1;91 4 € 3, ou encore :‘9{ & s SA B,
ir:; gi % %’\ 21 i ?\E]A o
(Vli) : [‘gie LN (Vlé) : [‘jie PQA‘E,\.

8 193
Soit 3 une extension borélienne de & "l ot a alore B oS ﬂA 3,.

! " L
Si B, est 1'extension borélienne minimale de & , par définition on
durg i

v A ) :
oy Y Biles N5 pE HEE
( A o = A = o A
d'opy
P LR
Bn 2 2‘)'
L AeA
) Naturvl_lz’—rm-nt des classes différentes de sous-ensembles de @ peuvent

avoir méme extension borélienne minimale.
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5) Pratiquement, a partir d'une classe % ° de SOus-ensemy,
de @, on pourra construire l'extension borélienne minimale g 5
®* en itérant, sur les éléments de B °, les opérations de réur:i(m
d'intersection et de complémentation, au plus une infinité dénom:
brable de fois.

En effet, soit ¥’ la classe des sous-ensembles de Q aingg
obtenue a partir des éléments de B*, %! est un 0 -corps cap .
réunion ou intersection d'une infinité au plus dénombrable d'€1ément,
de B! et toute compléz;nentation d'éléments de ¥, peut S'Obtenir‘a
partir d'éléments de ¥ en it¢rant au plus une infinité dénompryy),
de fois les opérations U, N, | . % étant un O -corps :

'B‘UG 1“5r} AE A
done :
* §
w20 n W
il .
Or, par définition de la classe {$,}, - ,, (A ) s8¢ ,

et, tout ¥, étant fermé par rapport a toute répétitic_m dénombrab)e
des opérations U, n [jp, il doit donc contenir % _,. On a ainsj .

Ce qui donne ‘5:(_'. /\ﬂA ‘3,‘ et, compte tenu de (1) ci-dessug
€,

= )\n B, = ¥ . La classe ¥  est donc l'extension borélienne
MNeA

minimale de B°, Elle existe toujours, car on peut toujours la Eons-

5‘
o

truire a partir de %° en itérant les opérations de |, N
plus une infinité dénombrable de fois.

au

El

6) Soit # une famille de sous-ensembles de 2. On appelle
fonction (réelle) d'ensemble définie sur & toute application uniyo-
que F de § dans R, R étant l'ensemble des nombres réels,

"
Si ® est une classe de sous-ensembles de 2 et si (Veg;? )

i
telque 3'U 3" € § et 9’Ng"=gona F(g'Ug")=Flg") +EgY
la fonction d'ensemble F est dite additive. Si pour tout ensemble

d'indices I au plus dénombrable tel que (iLQf ) : 9, € ¥, avec:

“ -

on

1a

es
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LET T 2 g -
(ii‘jEjI ) gn % 5 iy iyf;i ol

ona :

Fe{etbdnduizser el (g0

iel iel

l2 fonction F est dite complétement additive. Une fonction d'ensemble

F sera dite non négative si (ng) B () > 0ipctest=asdiressi Nk
(4

est une application univoque de § dans R,. Elle sera dite bornée

supérieurement si (Vq?) S (IR R
3

7) On appelle mesure toute fonction d'ensemble non négative et
complétement additive définie sur un 0 -corps % . Soit 2T une telle
fonction définie sur un O -corps % . On dira que T définit une me-
sure sur 8 ; 1'image par It dans R, de chaque élément de B sera
dite la mesure de cet élément. Les éléments de B seront dits les
Sous-ensembles de @ mesurables - 0. On appelle ensemble ou es-
Pace mesurable le couple formé de @ et de la classe ¥ formée
des sous-ensembles mesurables de @ ; on le désigne par (2, ¥ ).
Un espace mesurable sur lequel on a défini une mesure JU sera dé-
Signé par (Q, ¥, ).

8) Il convient de souligner que si on a défini(Q, B, JIX) on a :
o (@) =10,
tar en effet :
MR UIS) =R ) = aule)+ o) s

O aura aussi :

(VB“%BE) : O(B,UB,) = M(By) + M (By) - a(BNBy).

F“ effet, on vérifie aisément que les ensembles (qui appartiennent
e (B EB: N B,, B,NB, forment une partition de B, UB,.
o 2

20
Q
Or, d'apres 1'additivité de o :

a8, n (B, + an( [Blﬂ B,) + M (B, NB,) =
B, n [By) + 20BN B,) + Al (B.nB) -
- (B, NB),)

M(B,U B
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et :
(s, n(B,) + B,NB, = m(B,)

:nt([]BlﬂBg) + (B, NB,) mB;)

"

m(B,UB,) = m(B,)) + m(B,) - M(B,NB,).

‘9) Si une mesure P définie sur un ¢ -corps de SOus-ensembeg
de { est telle que P(Q ) = 1 on dira que c'est une mesure Proba-
bilitaire définie sur % ou encore que la mesure P définit une Pro-
babilisation de (Q , ¥ ). Les éléments de 2% seront dits mesurableg
B

-P, ou probabilisables, et (YB ), P(B) sera la mesure -P ou 1y
probabilité de B. On appelle ensemble ou espace probabilisable 1,
couple ( R, % ), et on désignera par (2, B , P) une probabilisatig,
particuliere de (2, ¥ ).

10) La définition du o-corps %, sur lequel on définit upe Me-
sure - P se fait d'habitude & partir d'une classe ¥ " de sous-ensempeg
de @ ayant % , comme extension borélienne minimale,

Si @ = R on envisage généralement la classe % "des intervalleg
fermés illimités 3 gauche de R -]- ®, y]-, sur laquelle on dgfi-
nit, a l'aide d'une fonction de répartition F (y), une fonction d'ensem-
ble P* en posant P¥]- «, y])= F(y). On démontre alors que P*
permet de définir de fagon unique une mesure - P sur l'extensiop
borélienne minimale de ¥ (1), telle que

(Vf.) : P*(B) = P (B).

Si 2 = R" on envisage généralement la classe % *desintervalles
généralisés de R", fermés et illimités a gauche, sur laquelle on
définit une fonction d'ensemble P* & 1'aide d'une fonction de répar-
tition n-dimensionnelle. Et, comme ci-dessus, on démontre que P*
permet de définir de fagon unique une mesure - P sur 1'extension
borélienne minimale de ¥ *(2), telle que :

(V%B.) . P*B) = P (B).

(1) ¥ est ici l'extension borélienne minimale de la classe des intervalles
-fermés, semi-fermés et ouverts- de R.

(2) ¥, est ici l'extension borélienne minimale de la classe des intervalles
-fermés, semi-fermés et ouverts- de R".
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La classe B * peut étre envisagée comme une base pour la dé-
finition d'une mesure - P sur ¥ .

En général a partir des classes %* que l'on utilise pratique-
ment, on peut atteindre et probabiliser des ¢ -corps qui contiennent
ratiquement tous les éléments pour lesquels il peut étre utile de
définir une mesure - P. Nous verrons toutefois dans la section 3
un exemple dans lequel la classe ¥* que l'on est naturellement
amené 3 envisager conduit & un %, qui ne contient pas des sous-
msembles de @ pour lesquels pratiquement il serait trés utile de
puvoir définir une mesure - P.

11) Il convient maintenant de revenir aux notions introduites
il § 3 pour compléter le point de vue élémentaire que nous avions
iopté & ce moment. En effet, pour ne pas s'imposer de restric-
lons sur la structure de ¢, il faut parler d'espace probabilisable
(2,8 ), w étant un ¢ -corps de sous-ensembles de Q. Une pro-
tabilisation particuliére de cet espace sera donc représentée par
(@, @ , P). Pour définir un phénomene aléatoire, nous pouvons
krder la notation introduite au point 2 du § 3 : & — ¥,. 0l
fudra pourtant se souvenir que ‘Bs.l, qu'il serait plus correct de

signer par ¥ @8 ) est un ensemble de probabilisations parti-

alitres de (2, @ ), ou si l'on préfere un ensemble de mesures
“P particuliéres définies sur % .

Si R-1 ¢ Q C R' on appellera les prababilisations de ( 21480
U variables aléatoires & n-dimensions de champ @. Chacune d'elles
%ra définie par la donnée de sa fonction de répartition.

12) Soit deux espaces mesurables ( @, %;) et (Q,, ¥;). On
:Ppellera espace-produit mesurable, ou produit cartésien mesurable
fces deux espaces, le couples (R , %) ; Q = O x Q, €étant l'en-

emble ol W étant
es couples { (w;, w,)} e e T 2

m?C_ Qs
1
ttension borélienne minimale sur la classe des ''rectangles'

SR | detinis (Vf‘) et ( vf?)'
i 2

l

Sur 8 on peut définir une mesure K. Si on définit une me-
s i B B
it M, sur % , et une mesure i, sur ¥, et si (V\\.,.J 2 ) :
b -
mt{Bl x B,) = OYB,) x M(B,), on dira que la mesure J est la
fSure-produit, de oK, et J%,, définie sur ¥ .

n Ces notions se généralisent aisément au cas de plusieurs es-
CES_
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Si une mesure Nt, définie sur B ; est telle que :

Birx 6 :
(Vﬁl 2 ): BT X Q="K ag(B. )}

K, étant une constante positive et U une mesure définje sur
nous dirons que la mesure J, définie sur ¥ , est une projecti,
M sur B, (définie & K prés). On vérifie immédiatement que si x
est une mesure-produit de M, et NT,, ces deux mesures, déﬁni;s
respectivement sur ¥, et sur ¥,, sont deux projectiong de g

"R)
N de

13) I1 peut étre souvent commode d'utiliser la notion de trang
formation mesuracle d'un espace mesurable dans un autre espace me:
surable. Soit (@, ¥ ) et ( @', B ') deux espaces mesurableg : nous
dirons qu'une transformation T est une transformation mesurable g
(R, B )en (R', 8" si : T est une application univoque de g sur

Q' avee w' = T(w) ; et si (V;‘S‘. ): T1(BY e & .
Si une mesure ' définie sur B ' est telle que :
B! .
(" )o@ = wer (BY),

i étant une mesure définie sur ¥ , on dira que ' est la mesyre
induite par 0t (définie sur ¥ ) sur B', dans la transformation me-
surable T.

On vérifie immédiatement qu'une mesure JT; définie surd,
qui est une projection sur %, d'une mesure T définie sur % , est
une mesure induite sur %, par iU dans une transformation T tells

que (VQ}E ): T'l(B') =B'x Q,, @ étant tel que Q; X © =09, Ona

en particulier :
@Y. SRS W, SR g

14) Ces notions s'étendent immédiatement au cas des mesures
-P. Une mesure P, définie sur ¥, qui est une projection d'une me-
sure P définie sur B sera dite aussi une probabilisation marginale
de (Q,, %,)tirée de la probabilisation P de (% , ¥ ). Comme nous
venons de le voir, une probabilisation marginale de la probabilisa-
tion P de (2, % ) est donc une mesure P induite sur ¥; parP
définie sur B, dans la transformation mesurable T définie par

et

cal

me

pe!

qu

et
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Si une mesure P définie sur ¥ est une mesure-produit de P,
et P, définies sur %, et ¥,, on aura évidemment :

B Q
(Vaﬁ ) 72) : P(B, x 2,) = Pi(B)) x B(R,) = P(B,),

tar par définition P, (Q,) = L.

Etant donné une probabilisation P d'un espace probabilisable
(¢, %) on dit que deux éléments B, B' € B sont indépendants en
mesure -P ou en probabilité, si pour la mesure P envisagée on a

P( BN B') =P B): P( BY
plBn B)=Pp(B): P BY
p( BnlBy =P B)- P([BY
p(BnlBy = o 0B)- P (B

Or, on vérifie aisément que si @ =@, x @, et si P définie
Sir ¥ est le produit de deux mesures B et B, définies sur ¥, et
¥,: les couples d'éléments (B, B') = (B, x §,, B, x @) sont indé-

Pendantg (ViPl ) et ( V“?? )
i il

En effet, en posant B = B, x R, et B' = B, x ,, étant donné
Que

BOB' =(B, x QJniB, x @)= [B,N@) x [ B,NQJ =B, x B,

% que, par définition d'une mesure-produit P :

P(B, x B,) = B (B,) x B(B)
P(B, x 2,) = B (B))
P(B, x Q) = B (B,),

g .

P(BNB') = P(B, x B,) = B(B)) - B, (B,) =

=  P(B. % 00 B(B; x 05) = BP(5)e BB,
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Dans le cas d'une mesure P, produit de deux mesures p

P,, on dit aussi, avec un certain abus de langage, que les C()u;)l:L
d'éléments (B,, B,), avec B,E ¥, et B,E %,, sont indépendam:
D'une facon plus correcte, il faudrait dire que les couples (B, B']
2

définissent des couples d'éléments de ¥ : (B, x Q,, B, x ), qi

( VQ{Bl) et (V‘BB? ), sont indépendants.
) 2

Ceci car la notion d'indépendance a été définie pour une Probabi;.
sation P, entre éléments de la classe ¥ sur laquelle P est définig

15) Etant donné un espace probabilisable (%, ¥ ) et ype pro-
babilisation particuliere P de cet espace, on appelle pmbabllisanon

conditionnelle, déduite de P, de (&2 , B ) par rapport a4 Q' e g (1)
une probabilisation B, , du méme espace (£, ¥ ) telle que (VB)
; Y BNS&' | %)
c'est-a-dire W ), on ait :
P(BNR')
0% g gt e B
 dine Sarae

On a en particulier B, () = 1.

16) Nous allons maintenant illustrer sur deux exemples sim.
ples certaines des notions que nous venons d'introduire,

- Soit & un phénomeéne de décision, dont les spécifica-
tions sont trois actions particuliéres x;, X,, x3. On a dong
x ={ ]y, 416 1

Le phénoméne & sera envisagé ici comme aléatoire par rapport 3
un ensemble & qui peut étre interprété concrétement par exemple
comme un ensemble de résultats pouvant étre associé a chaque ac-
tion de &£ . D'apres les définitions du § 2 et du point 11 de ce pa-
ragraphe, & est aléatoire par rapport & Q parce qu'on envisage un
homomorphisme entre & et un ensemble de probabilisations de 1'es-
pace probabilisable (&, % ). Ici cet ensemble de probabilisations
contient au plus trois probabilisations différentes de (Q , % ). On

(1) Une probabilisation conditionnelle ne sera définie que par rapport i un
ensemble ' tel que P(Q') # 0.

aur

fin
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ara en effet la correspondance :

XI—-—-—>(§3, !F: Pl)

k)% Bfo By

xj-—)(C:?: ‘8‘: I)j)-

Pour simplifier, considérons l'ensemble de résultats

0={w, Wy, Wy, w,} formé de quatre résultats possibles, La classe
Y des sous-ensembles de @ qui sont probabilisables est ici formée
Ele:(l) fo i s clupdgehiiids L, fo, W), (9, &l ;
. (w,, @}, {4, w}f, {0, ., (&, v "9
Wy woy ), { Wy, Wy wylds {wyy Wy wyds (W W wys w, } = Q5
¥ comprend donc 2% éléments.

~ Une mesure P particuliére sera donc définie sur ¥ si on dé-
finit une application P de ¥ dans R, additive et telle que P(Q) = 1.

Par additivité de P on aura par exemple
PG 908 ISR T e )
0 encore :
BT ® w. PSSR 7 RS BRI, e )
En yue de définir une probabilisation de (2 , ¥ ) on peut ici recou-
I3 la classe ¥ * = {wy), {w}, {w3}, {wy}, qui coincide ici

&Ve.c Q, sur laquelle on définit une fonction d'ensemble P* non né-
Rive et telle que

2dw,1) + Puw,} ) + P{ w}) + 2w ) g 1

Lextensmn de cette fonction & la classe ¥ définit une probabilisa-
lon de 5 . w* est donc une base de probabilité pour ¥ .

En posant Q' = { Wy, Wy, wy} € B, la probabilisation condi-
‘°nnelle de (&%, 9B) par rapport & Q' déduite d'une probabilisation
finie gur % sera donnée par :

(B) - A_(_n—l-l.

] adhash)

1
)Rappelons que les accolades déSLgnent des ensembles. { w,, w,, w,} est
‘®nsemble dont les éléments sont ©,, ,, W .
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On aura ainsi par exemple :

pour

B = {w, w}: By (B) ZP‘(_{E%
pour

B = {w) : o Rl ui(,{iz},) TR
et pour
B = (W, w) P.(B) P({w, w})

) P({wln mg, L\la})'

- En vue d'illustrer d'autres notions introduites dang ¢,
paragraphe, considérons maintenant le cas ol @ est de la forme
@ = Q, x Q, avec par exemple Q, = {q), q,} et @, = {p, p, )
Si on envisage des probabilisations de (&, ® ), le phénomene lde
décision & que nous considérons ici sera donc aléatoire par rappor
4 Q ; cet ensemble de référence pouvant étre interprété comme y,
ensemble de couples (quantité, prix) se rapportant & une marchap-
dise déterminée. Il pourra s'agir des couples (quantité, prix) poy.
vant résulter par exemple d'une transaction. Dans un tel modale
chaque action particuliére de la classe & détermine donc comple.'
tement une probabilisation d'un tel ensemble de résultats,

R=Q x Q estici l'ensemble des couples ordonnés

(., p)i=1,2;j=1, et
m)_ 3 {é}' {9,}» {9} {9 qz} H

8, = (2}, {p}, {p,}, (P}, {m, P}, (P, Py} (P B By, o)),

Au point 12 nous avons défini la classe B = B, x 8,  des sous-
ensembles probabilisables de 2, comme étant 1l'extension borélienne

minimale sur la classe des rectangles B, x B, définis (Z’Bl) ( VBB?),
1

2
Les 2% éléments de % seront donc les sous-ensembles de Q :

v

{(a;
{4

Soi!
la |

On

ou

5al
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?,
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(3, {(a, P)}s {(q,, PN, {(a, B)(q,, P))s ( (9, B}, ((Qu B}
(@, B) (@, PN}, ((q, B}y {(q, B}, {(4. P) (3, Py}
{lo, p) (a,, B}, {(a,s B (9, Pls erversn 5 R 35 T O R (I R 0

(@, ) (@, p) (q, p) (9, P) (9, P) (9. p)) =2

%it P une probabilisation définie sur ¥ . Considérons maintenant
la fonction T de @ & @, définie par :

T (a;, B} = P

On aura en particulier :

149} )

T[{(a,, B) (a, B) (9, B)(a,. P)I(q. p)(q, PI}] =
(BIU R ™ (R BRI =0, 4

On vérifie aisément que T est une transformation mesurable de
{Q, 2{ 4] V Bz . =k

)en(2, , ¥,) car ( v § B (B8
dinsi par exemple :

SR 1) 2 409 000 ) (G50 R Gy B

W encore :
T = B .
ip, p)) = U, P) (G B9 B L(%..PRhE B
‘4 probabilisation marginale P, de (Q,, ®,) tirée de la probabili-
i B
ion P de (2, B ) sera alors définie ( V&‘ 2) par :
2
& -1
BB =W TKB ).
finsi pay exemple :

P
(m}) = P({q,, p) (@, B))) = P({(a, P)}) + P (((a, P)}),
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ou encore :

B ({p,, p,0a=Pli@. ph (g im). (&) P )8, .00} )5
= P({(ay P;) (q,; PI¥) ¥R (95 pYg, B)}) <
= SpRf S pUR A TR (G DY

On vérifie immédiatement que la classe ¥ * formée deg S6s.

1= e
= a2, 55
et qui n'est évidemment pas un corps, est une base de Probabilj
pour B .,

ensembles de @ : {(q,, p, )} qui colncide iei ayg, -

En particulier la probabilisation P de (9, ¥ ) sers -
mesure P produit de deux mesures P, et P, définies sur % o 3
? B, x B = 2
si ( Vgl 2 ) s P(B, wB,) = B(B).PiIB),

On aurait ainsi par exemple :

Plida sopphiap Bdefagem il b, il SR (60,95 Pp, B}

Pour simplifier le langage, on dira que les €léments de ¥ g de
‘52 sont indépendants ou encore que les classes ‘81 et slont in-
dépendantes en probabilité (voir point 14), 2

- D'autres transformations mesurables pourraient g
envisagées dans le cas d'un phénomeéne tel que celui qui nous gegy-
pe ici, Ainsi au lieu de considérer & par rapport & l'ensemble gp
référence @ = @, x ®,, il pourrait étre intéressant d'envisager I3
transformation T définie par :

1= 1, 2
T (9, p;) =9, B j=1, 2
ce qui revient & considérer le phénoméne & par rapport & un en-
semble $' pouvant étre interprété comme un ensemble de dépenses
possibles liées & la transaction envisagée. La transformation T que
nous venons de définir est évidemment mesurable ; étant donné une
probabilisation P de (%, 3 ) nous pouvons déterminer la mesure
P' induite par P sur (2 ', 3 ') dans la transformation T,

§6 - RECAPITULATION ET EXEMPLES -

1) Au chapitre II, nous avons vu que les deux composantes
essentielles d'un modeéle théorique, sont un ensemble &, extension
du phénoméne considéré, et une hypothése H -généralement com-
posée- portant sur les éléments de &. Ainsi, un modéle M peut

1
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fire représenté par le couple (&, H), H pouvant étre considérée
comme une propriété définie dans & . Le couple (&, H) désigne
donc un ensemble, structuré d'une facon particuliérement simple par
I'hypothese H.

2) Tout au long de cette deuxiéme partie du chapitre III, nous
avons considéré & seul, en vue d'expliciter des structures parti-
culitres d'un tel ensemble ; ceci nous a conduit notamment & défi-
nir, par rapport a 1'ensemble de référence 2, des phénomenes cer-
tains (exacts, approchés ou indéterminés) et aléatoires. A plusieurs
reprises, nous avons souligné que nous allions fonder une classifi-
tation des modeles sur la structure particuliére de l'ensemble &
intervenant dans le modéle.

dinsi, en désignant, comme nous venons de le faire au point 1,
inmodéle par un couple (&, H), une classification de ces couples
sera basée sur une classification du premier élément, c'est-a-dire
de &,

Cette facon de procéder nous parait essentielle, car toute classifi-
tation fondamentale des modéles économiques, devrait, & notre sens,
S¢ baser sur la nature particuliére du phénomeéne économique étudié
dansla(lciadre du modele (c'est-a-dire sur la structure particuliére
o))

On pourrait en effet envisager d'autres classifications des cou-
ples M = (&, H), basées par exemple sur une classification des
iypthéses H, Une telle classification pourrait se déduire des re-
Marques du ¢ 1 de la section 1 de ce chapitre, ou s'inspirer de
Uécriture particuliere de H qui, comme nous l'avons vu au chapi-
e II, s'énonce sous forme grammaticale par une forme proposi-
lionelle dont 1'écriture reléve de la formalisation adoptée 2). De
lelles classifications, si elles peuvent avoir un intérét certain d'un
boint de vue didactique ou pratiquement sur la voie qui conduit a la
r‘m’nulan.ion d'un modéle -notamment en vue d'une discussion tech-
lique de ce dernier- ne nous paraissent toutefois pas s'inspirer de
'8 structure fondamentale des modéles. Nous ne les retiendrons donc
P38 dans ce chapitre.

1) Une classification dichotomique des couples M = (&, H) basée sur & et
H 4 la fois se déduit immédiatement de la notion de modéle séparable
Introduite au § 2 de la section 1 de ce chapitre.

% Ainsi par exemple dans le cadre d'une formalisation mathématique, on
Pourrait parler de modéles différentiels, de modeles récurrents, etc.
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3) Nous dirons donc que, étant donné l'ensemble de rgf
Q, un modele M = (&, H) est certain (exact, approché ou i
miné) ou aléatoire si & est certain (exact, approché ou indét
ou aléatoire par rapport a Q.

érEHCQ
Ndétay.
€'ming)

L'hypothése H, comme nous l'avons vu, peut étre considérée comn,
une propriété définie dans &, d'ensemble représentatif g | 3

Si & est certain par rapport & @, c'est-a-dire si & _f_> 2, nous i

vons considérer dans @ une hypothése H' telle que ( V&;‘ ); H{x)’-)H'[w}

avec w = f(x), d'ensemble représentatif & , = f(a ). Soulignong tou-
tefois que la réciproque H' (W) — H(x) n'est pas nécessairemem
vraie, car f-}(Q,) = £ &) ) D &. On aura H'(W) = H(x) -
lement si f'l(QN,) =qp SEftpeutdetreiconsidéne comme un homomgy.
phisme d'ensembles entre (&, H) et (2, H') c'est-a-dire entre g
structuré par une hypothése H et & structuré par une hypothese
H'(1) ; on notera :

(&, H)—£—>(Q, ity

D'une fagon analogue si & est aléatoire par rapport 3 g

c'est-a-dire si & —CP) ?ISQ nous aurons

(@, B it HY

H' étant une hypothése définie dans ¥ , et telle que :

( wa) : H(x) = H'(P) avec P = 9(x).

On étendra sans difficulté ces notions au cas particulier diy
phénomeéne certain approché,

Soulignons encore que, comme il ressort clairement de cette
présentation, dans le cas d'un modele aléatoire, & H définie dans

(1) Cette notion est plus forte que la notion d'homomorphisme entre I et D,
car elle suppose que l'homomorphisme d'ensembles entre & et Q établit
une correspondance entre les structures de ces deux ensembles. On pour-
ra notamment envisager des homomorphismes entre ensembles structurés
par une opération T ou par une relation ®.

pil
pab

on
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¥ correspond une hypothe¢se H' définie dans un ensemble de proba-
tilisations de @, c'est-a-dire une hypothése portant sur des pro-
babilisations de (& , ¥ ).

4) Pratiquement, dans la construction théorique d'un modéle,
on définit en général directement soit un couple (%, H')(l) soit un
couple (¥, H') en considérant d'une fagon plus ou moins explicite
ntel couple comme 1'image par f ou ¢ de (&, H) -dont la défini-
fion reste donc sous-entendue dans le cadre du modeéle théorique
evisagé(2), Le modéle sera alors certain si on le définit par
@, H') ; aléatoire si on le définit par (¥, H').

Cette facon de procéder, qui est évidemment commode et gu'on
aloptera en général dans la mesure ol elle ne préte pas a confu-
sion, ne doit toutefois pas nous faire perdre de vue la correspon-
dance existant entre (¢, H) et (9, H') ou (¥, H'). Ainsi, si on
dfinit un modele simplement par la donnée de (2°,"H") on sous-
entend que le modéle représente un phénomeéne X dont chaque Spe-
tification détermine un élément et un seul de %, H' étant 1'image
dans @ de H définie dans &. Si on définit le modele par la donnée
de (‘BQ, H') on sous-entend que le modele représente un phénomene
I dont chaque spécification détermine une probabilisation et une
selle de 1a classe de probabilisations ¥,, H' étant l'image dans
*g de H définie dans &.

En général on ira méme plus loin sur cette voie en considérant que
thaque spécification de & détermine d'une fagon unique un élément
% un seul de 2 ou de ¥, Il est évidemment toujours possible de
S ramener a un tel cas en considérant comme identiques les spé-
tfications x ¢ & qui ont méme image dans Q ou dans R, et qui
Sont donc 4 ce point de vue équivalentes.

Ceci revient donc & considérer f ou ¢ comme des isomorphismes
ERIS (&, H) et (@ , H') ou (B, H'). Pratiquement on définira alors

1 3 :
1) o sera d'ailleurs en général un ensemble numérique.

) Ces notions pourraient étre transposées dans le langage propre a la cy-
bernétique, (&, H) serait alors le mécanisme original, (2, H') ou (¥ o, H')
ties modgles dialectiques et le modele expérimental &, dont il a été ques-
C;m au § 4, un modéle physique. y ‘

- L. Couffignal, "La science économique traditionnelle et la cybernéti-
2';:{ de 1'économie", dans Encyclopédie Francaise, L'univers économique et
al, tome 9, pp. 9.68-2/9.68-11.
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un modele par (£, H') ou (¥, H') et on sous-entendra que le p,
dele ainsi défini représente un modele (&, H) auquel il est - 00-
phe. En vue d'alléger le langage, dans la suite de cette ét‘ude, nor-
dirons donc simplement que le modéle théorique (&, H) egy reprlis
senté par (@, H') ou par (¥,, H') si on peut admettre up isﬂmge-
phisme f ou ¢ entre (£, H) et (&, H') ou (‘552, Hilq, CIest-é'dii;
si

(2, Heas (2, H) ou (x, M (¥, H).

5) Nous allons maintenant envisager deux exemples(l) simple
qui, sans avoir l'ambition de rendre justice a la complexjté réEHs
des phénomeénes économiques, nous permettront de concrétiser cer-
taines des notions que nous venons d'introduire,

A - Considérons un phénoméne de décision d'un agent €cong-
mique déterminé sur un marché de type boursier. Nous envisagergng
le cas d'un agent économique acheteur au comptant et dont leg or-
dres sont formulés "a cours limité"(2), c'est-a-dire en fixant g
cours maximum auquel il est disposé a acheter une quantité déten
minée. Le résultat de son ordre d'achat sera alors soit 1'achat g,
la quantité qu'il a fixée, a un prix inférieur ou égal au cours p,.
ximum, soit l'achat au cours maximum d'une quantité inférieype
(en effet une quantité inférieure a la quantité demandée ne saurai;
étre négociée a un cours inférieur au maximum, car dans ce g
1'acheteur pourrait se prévaloir du fait qu'il aurait été disposé 3
payer un prix supérieur pour s'assurer la quantité voulue), soit ay-
cun achat si le cours est supérieur au cours maximum,

Soit & 1'ensemble des '"opérations'' possibles x de 1'agent éco-
nomique considéré, et ¢ = { w} l'ensemble des résultats des opé-
rations particuliéres de la classe &. Nous envisagerons un ensemble
@ dont les éléments sont des couples numériques (q, p) ; q étant
la quantité échangée et p le prix auquel s'effectue la transaction,
Pour simplifier la présentation, nous supposerons que les éléments
génériques q et p peuvent prendre toute valeur numérique non né-
gative. On aura ainsi & ={ w} = {(q, p)} 9 € @ = R,, ou encore

p € P =R,

(1) D'autres exemples seront traités dans la section 3 en liaison avec 1'étude
des phénomeénes a dépendance temporelle.

(2) Cf. G. Défossé, La bourse des valeurs, Paris, P.U.F., 1959,
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Dlaprés ce que nous avons dit sur le comportement de 1l'agent €co-
nomique envisagé, les opérations particulieres x € I de ce dernier
se traduiront par des ordres d'achat de la forme : x = X —=lnches
fer 7 & un prix d'au plus P ; un tel ordre pouvant évidemment se
iraduire par une transaction représentée par un couple (g, p) tel que
(e Sl Dasn By OU G S8 EL B Prou encore tel que g = 0 et

P> p.

Soit la classe de sous-ensembles de @ : {Qh‘ )}

ol 2l

€ Q,
= ey

indexée par (g, P), avec
q = q, p ‘<* ﬁ ou
(g, p) € Q' 4 g < g, p=Tplou
( T
GeEilsp e

L‘Er(iiemble Qg 5y C 9 peut étre représenté graphiquement comme
suit(1) - ’

ol

ol
o

() Si les ordres d'achat étaient formulés avec la mention "tout ou rien",

les ensembles @ . seraient de la forme :
g =q, p< P ou
' —
(Q: P)E Q('q—';) ‘———q=0‘p>p;

et pourraient &tre représentés graphiquement comme suit :

h

A/Q EI.'#‘)

/

al

ol
o
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On vérifie immédiatement que U 9'_ _ = Q
q g G, 7) » Sans pour Autan

Fep
que Q'(.q_ =4 ] Q‘(E =) soit vide,
7 2

Chaque opération X € £, qui comme nous venons de le
s'exprime par l'ordre d'acheter g au plus au prix P, se traduit d:Lr
par rapport & l'ensemble de résultats © par un sous-ensambr]l:
Q'(q—, 3 de la classe {Qlﬁ, ?) } @ € Q. Ici d'ailleurs a chaque Q ge)

PEP i
classe de sous-ensembles de @ envisagée correspond une 0
et une seule de la classe &, La correspondance ainsi éta
l'intermédiaire de (g, P), entre & et { Q'(F, » TE€Q

Bie B
un isomorphisme g entre ces deux ensembles. Nous avons -

pérﬁlion
blie, par
définit done

g

T E, (95 TCa
g

La correspondance entre & et {Q'?, .P)} 4 € Q étant iy
PSRk
biunivoque, comme nous l'avons vu au point 4 de ce paragraphe
{Q_ _.} T € Q peut étre envisagé comme une représentation de g
(ql-P-) )
pEP
qui est évidemment certain approché par rapport a Q.

I1 s'agit maintenant de définir dans & des hypothéses et g

voir quelle est leur image dans {Q‘(; F)} g € Q. Considérons dang
¢ PE P

& 1'hypothese H, définie sous forme grammaticale par la forme

propositionnelle : 'l'opération x de l'agent économique considére

doit étre compatible avec le revenu disponible r de ce dernier",
H, revient donc & admettre que l'agent économique envisagé, dis-
posant d'un revenu r, ne veut pas se trouver & découvert dans 1'opé-
ration boursiére considérée. A H, définie dans & correspondra donc
une hypothése H', définie dans Q(IE', P} C[‘E: ?3 Nous avons déjasou-
P E

ligné le fait important que l'hypotheése H', image de H, est définie
dans l'ensemble qui est 1'image de & dans 1'homomorphisme envi-
sagé, Ici H' est donc une hypothése définie dans une classede sous-
ensembles de £ - et non pas dans @,

L'hypothése H! sera alors vérifiée si et seulement si @« p¢ r:

ok
ad
do!

l'e
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HY (Q(IE;F) ) ﬁ g P sr(l).

L'application g étant biunivoque on aura alors

b il A ook
ﬂ:"l ol L g e T I
D'aprés ce que nous avons vu au chapitre II(Z), le modele (&, H))
admet plusieurs solutions (ou une solution indéterminée). Il existe
donc plusieurs décisions x € &, telles que H, soit vérifice.

d&:

(et exemple nous permet de bien expliciter la différence fondamen-
tale existant entre le caractére approché ou indéterminé du phéno-
mine et le caractére indéterminé de la solution du modele, Enef-
ke, le caractére approché ou indéterminé de & reléve de la struc-
fire de cet ensemble par rapport a un ensemble de référence @,
wsi l'on préfere de la facon d'envisager & par rapport a @. Par
tntre, le caractére indéterminé de la solution du modéle reléve du
taractére plus ou moins fort de 1'hypothése H. Dansce dernier cas,
ous préférons d'ailleurs parler, dans la mesure du possible, de
l'existence de plusieurs solutions satisfaisant H, ceci pour éviter
ute ambiguité avec le cas précédent,

Dans le cas du modéle que nous venons d'étudier, envue notamment
le restreindre 1'étendue de 1'ensemble fEHl des opérations satisfai-
sant H , on pourrait introduire d'autres hypothéses. Ainsi par exem-
Pe, si on peut supposer que l'agent économique considéré ne veut
S acheter une quantité supérieure & q, ni payer un prix unitaire
Supérieur p, on aura :

Hy (25 2)) St d G Bl ¢
% on pourra considérer 1'hypothése composée H A H,.

() Ainsi par exemple :

Q'

Q) et Q! satisfont H!, tandis que H} n'est pas vérifiée par Q;.

€L Chapitre 1, & 2, point 1.
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B - En vue de donner un exemple de modéle stochagtj
de retrouver comme cas particulier de ce dernier un mode]
tain, nous allons considérer un marché agricole simplifijg,

Que g
€ cer.

Soit & l'ensemble des états particuliers d'un tel marcheg
supposerons que chaque état particulier x €& peut &tre re '
par une variable aléatoire a trois dimensions ou vecteur g}
[@454Q,. . Blsde. champ B,

Noyg
Présens
€atoira :

Q désigne la composante ''quantité offerte' du vecteur g :
0 SRy g léatmre
considéré,

Q, désigne la composante 'quantité demandée' du vecteur aléatojp,
considéré, et

P désigne la composante ''prix' du vecteur aléatoire considérs
Admettre, comme nous venons de le faire, que chaque x € & peyt
étre représenté par un vecteur aléatoire [Q,, Q,, PI revient 3
considérer le phénomeéne de marché & comme aléatoire par rappory
a R{ -champ des vecteurs aléatoires de la classe considérée- ou
encore a admettre qu'il existe un isomorphisme d'ensembles entre
&I et la classe des variables aléatoire considérée :

Lhe—a [1Q. 5 QB 1

Comme nous l'avons vu précédemment, chaque variable aléatoire
Q. -, P] sera définie par une fonction de répartition, ou si l'on
préfére par une probabilisation de 1'espace numérique probabilisahle
(B, % ).

11 s'agit maintenant d'introduire les hypothéses qui, rappelons-
le encore une fois, porteront ici sur les éléments d'une classe de
variables aléatoires, donc sur des variables aléatoires,

Soit £(Q,/p)et £ (Q,/p) l'espérance mathématique conditionnelle
des éléments aléatoires Q, et Q;, pour P = p donné. Nous considé-
rerons l'hypothése H,, dont l'interprétation €conomique est imme-
diate(1), telle que

(1) Cette hypothése traduit une liaison entre Q,, Q, et P de méme sens que
celles que 1'on admet en général dans les modeles certains,

on

qui
iité

et

cal

On
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B(Q,/p) = ap
E(Q,/p) = Bp + k;

o supposera en général @ > 0 et §< 0, k> 0O,
On pourra aussi étre amené a introduire l'hypothése H,

F(a, q,/p) = F(q,/p) - Fg/p)1),

wi traduit 1'indépendance stochastique, P = p étant fixé, entre quan-
it¢ offerte et quantité demandée,

On vérifie aisément que :

HE—— E{(Qu'Qa)/P}=(O"B)p‘k

et que

5 e T P LW A T

tar o
B(q . d.. p) = Fla, q,/B) - F(p),

Ona alors :
HAH, = F{[ Q. Q Pl } = [£(Q), F(Qu), £ (P)]
=ip B P WKy B Joogvee colPam B (B).

L.ES variables aléatoires satisfaisant 1'hypothése H = H, A H, défi-
lissent, dans la classe des variables aléatoires envisagées, l'en-
Semble représentatif de H, qui n'est évidemment pas singulier. Le
Modéle ainsi défini admet plusieurs solutions : nous savons seule-
Tent qu'elles satisfont H, A H, et que leurs espérances mathémati-
guEs s'expriment & l'aide de P, comme l'indique la relation ci-
essus,

Vautres hypotheses, dictées par l'analyse économique du marché
"Visagé pourraient réduire cette indétermination.

fas Dans ce qui précede, nous avions déja attiré 1'attention sur le
lalf que, mémie dans le cas ol le modeéle admettrait plusieurs so-
itlons, on pourrait 1'utiliser en vue d'en tirer des conclusions in-

By

L]

9, p) =Pr. [Q <€ q,:Q < g, 5 Bie bl

o
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téressantes. Dans le modéle que nous étudions ici, noug Venong
voir que 5

H,=—F{(Q, - Q)fp} = (« - B)p - k,
d'ell :
E{E(Q, - Qu/P} = E{Q, -~ Qu} = (x - B)P - k,

Or, méme sans imposer d'autres restrictions a la classe ¢
riables aléatoires satisfaisant H = H A H,, c'est-a-dire sang
délimiter la classe des variables aléatoires pouvant &tre Petenyeg
dans le cadre du modéle, nous pouvons interpréter cette Propris
en termes économiques, en disant que si (% - B) P - 0, I
marché considéré aura tendance -en espérance mathématique- 3
étre en déséquilibre,

€8 ya.
miEux

Il s'agit 14 d'une situation fréquente des marchés agricoles 3 offre
et demande aléatoires,

La condition £ (Q, - Q,) # 0 s'introduit donc comme une définitioy
formelle de la notion de déséquilibre structurel sur un tel Marchg

Si, pour des.raisons relevant de l'analyse préalable du mar.
ché envisagé, on pouvait étre amené a exclure l'existence d'uyy tel
déséquilibre structurel, nous serions donc conduit a introduire une
hypothése H,

H; ([Qo, Qo PIT—F (Q; - Q) = 0
¢ 53 - k

ce qui donne &
Compte tenu de H; et H,, nous voyons que si p # Pl y aura enco-
re déséquilibre possible du marché, sans pour autant qu'il y ait
déséquilibre structurel. Ce fait parailt bien expliquer les déséquili-
bres fréquents des marchés agricoles, qui, méme s'ils sont équi-
librés structurellement, -c'est-a-dire en espérance mathématique-
peuvent se trouver momentanément déséquilibrés de par le carac-
tére aléatoire de Q, et Q,. Ici encore, nous voyons l'intérét expli-
catif des conclusions auxquelles peut conduire un modéle, méme si
les hypothéses qu'il contient ne conduisent pas & unesolution unique,

En vue de retrouver, comme cas particulier du modele que
nous venons d'étudier, un modeéle certain, nous pouvons considérer
la classe des variables aléatoires telles que :

“‘ir
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n
Ol

1 Siq 2 £(Q)
QIS ES Q=R

Fla,, o, P) = iy ZARR Nk

Si une au moins de ces inégalités
n'est pas vérifiée,

On voit aisément que la classe ainsi définie se compose
de variables aléatoires dégénérées, se réduisant a des vecteurs
(Q, Q,, P]l. & peut donc étre considéré comme certain par rap-
ort & cette classe, c'est-a-dire par rapport a4 l'ensemble QF des
vecteurs [ Qo, Qq4, PJ.

D'apreés H, on aurait :

1
=2
gl

EQ,) = E{E(Q,/P)}
EQ,) = E{E(Q,/P)}

||
il

I

Or, dans Q* ceci conduit a :

o Q. = 0
H)([Q,, Qda P]);—A Qd =%

d ol

sl

"elations qui expriment, dans le modéle certain, des lois linéaires
fimples d'offre et de demande.

, que l'on admet en général en négligeant de 1'expliciter
fans 1'écriture du modele, traduit ici 1'équilibre de 1'offre et de la
femande,

¥ 7 - sur LA PORTEE DES CONCLUSIONS PRATIQUES AUX-
QUELLES PEUT CONDUIRE UN MODELE THEORIQUE -

1) Au chapitre II, nous avons vu que la recherche des con-
dusions théoriques les plus générales contenues dans un modele
= {fn H) défini par un ensemble I et par une hypoth&se compo-
% H, devait nous conduire 2 déterminer un ensemble £, C I tel
q}le H(x) _q: x €&, . Or, pratiquement, 1'utilisation de ces conclu-
Slong théoriques ne saurait se limiter en général a la seule donnée
& .mu- En effet, dans la mesure tout au moins ot la conceptuali-
*tion théorique se double d'une conceptualisation expérimentale dé-
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terminée, 1'interprétation pratique des conclusions théoriquesg e
permettre une ''confrontation' des conclusions théoriques aye, 1:‘
réalisations des expériences de la classe envisagée, Cette Confmr:
tation ayant pour but soit de comparer la concordance deg deuy
abstractions -ce qui reléve de la théorie des critéres Statistiquag.
soit, dans la mesure ol on peut admettre une telle concordang,
de pouvoir formuler des conclusions -au sujet des réalisationg ex-'
périmentales de la classe d'expériences envisagée- analogues 3
celles auxquelles on aboutirait par voie expérimentale. Ceci revien;
en définitive, a remplacer les conclusions expérimentales par deé
conclusions analogues tirées du modeéle théorique, ou encore 3
réaliser, griace au modéle théorique, une économie d'expérimema,
tions.

2) Comme nous l'avons vu, les conclusions théoriques dy mo-
déle s'énoncent, sous leur forme la plus générale, par U'affirmg-
tion

€%, Btk Ly
'

Ceci revient donc & expliciter, parmi les états particuliers duy phé-
nomene considéré, c'est-a-dire parmi les spécifications de 1a classe
&, lesquels satisfont, lesquels sont compatibles avec les hypothases
H du modeéle, D'un point de vue théorique, ayant trait a la discyg-
sion du modéle, on peut considérer que l'on a ainsi explicité lgg
conclusions les plus générales en désignant les états particulierg
du phénoméne & qu'il convient de retenir dans le cadre du mo-
dele envisagé. Toutefois, pratiquement, il s'agira d'"interpréter"
ces états particuliers, d'en tirer des conclusions pratiquement uti-
lisables. Ainsi, en définitive, de chaque état particulier, XEX
il s'agira de tirer des conclusions qui soient, dans leur forme e
dans leur contenu, adaptées aux besoins pratiques, c'est-a-dire
adaptées a l'utilisation pratique que 1'on envisage. Les raisonnements
qui suivent essaient justement de formaliser ce processus déduetif,
Nous considérerons une spécification x, € & et nous essaierons
d'expliciter le lien existant entre x et les conclusions que l'on peut
en tirer,

3) Désignons par C, la conclusion'!) 1a plus forte(2) pouvant
étre tirée de x,. On aura : x = x, —3 C,, et, C, €étant la conclu-

(1) C, peut naturellement désigner un ensemble de conclusions. Pour sim-
plifier nous parlerons de la conclusion C,.

(2) Cf. Chapitre II, § 1, point 5.

s

510!
clu!

gér
géf

con

On

Dal
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sion la plus forte pouvant E€tre associée a x,, pour toute autre con-
o€ tellenglionxy~ix, =) O, son auta €3 —=C.

Soit €* une classe de conclusions telle que C, € e¢*. Consi-
frons la relation(1) d'implication, que l'on désignera par —> ,
iéfinie dans @*, Cette relation est transitive, Soulignons toutefois
ie les couples d'éléments de €* ne sont pas tous nécessairement
tmparables — 3 .,

On aura ainsi :

(VCl, Cz) : soit C;, —> G, soit C; -+ C,
s C,—~> C, c,—C,
soit C, —» C, soit C, 4+ C,
c,—C, C, +—C,.
Dans les 3 premiers cas C, et C; sont comparables ——> ; dans

k quatritme, ils ne le sont pas(2). La transitivité de la relation
——>nous assure que

—> C
; CQ% s C, — C,.
2 3

3

E_:n"ue d'aboutir & une conclusion pratiquement utilisable et compa-
léble avec C, nous allons définir une sous-classe de @ : la classe
C¢ formée des conclusions compatibles avec C,. Pratiquement ,

2” Sera amené & utiliser une conclusion et une seule de la classe
v,

En vue de donner un sens précis 2 la notion de conclusion
“mpatible avec C,, nous définirons la classe @ en astreignant
Eh?que conclusion de la classe a étre comparable & C, par la re-
“on d'implication. On aura ainsi :

(Vefi) e = P —a T WE'E 3 .C, ]2

1

Jict, Chapitre IV, § 2.
[
fet, Chapitre IV, § 2,
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Si on a C,—>C on dira que C est une conclusion Subséque
C, ;sion a C—>C, on dira que C est une conclusion antéesg,

de C, et si les deux relations sont vérifiées en méme o nte
sera dite équivalente & C,. On pourrait aussi envisager deyy cl:s'

€' et C" formées respectivement des conclusions subséquep; e
antécédentes 2 C,. €' et C'" étant telles que 'l @" = o
toutefois que leur intersection soit nécessairement vide(l)

nte e

€, Sang

La distinction entre la classe C* et la classe @ souligne i
une premiére étape des opérations par lesquelles on est généralemeﬁi
amené a formuler une conclusion pratiquement utilisable, mj effet
pour des raisons pratiques, dépendant de l'utilisation concrite 4.,

: d
conclusions que l'on a en vue, on peut étre amené 3 enviSage:s
4 avoir besoin, d'une conclusion appartenant a4 une classe détfirmi'

née de conclusions €*., Or, dans la mesure ol 1'état particulier 4
peut &tre retenu, il est naturel que la classe @* contienne la con:
clusion C, qui, comme nous l'avons vu, représente la conclygig,
la plus forte pouvant étre tirée de x,. De plus, parmi les cong,.
sions de € on ne retiendra qu'une conclusion compatible -gy sens
que nous venons de définir- avec C,, c'est-a-dire une conclusion g,
(N i i

De la définition de € que nous venons de donner, on tire pg.

tamment que : ('qf Cel’ C2) tel que C;, AC, € @ et C, Ve e

{eha itz 1Y

C,A C,E e
c,V C,€ ¢ .

En effet, en remarquant que G, A C, —>C, V C,, et compte
tenu de :

g e ESlicy=Scl VT e =gl

. Coﬁ C]_
si c c, onauraC, —>C, A C, — C,V C,

. C,—>C

si 2

c, c, on aura C, A C, — CIV C,—>C,

(1) €' et €" ne forment donc pas nécessairement une partition de €,

on
clus
por

des
pal
par
Jllo

dre

R(%,
le s
défi

(1)
(2)
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i(31—>C0
Co%CQ

s inle  dang " oY, “0r, 16 >IC [ * =1 C N'C, — C7 | et

eSS c, =— C,], ce qul donne €, A C, — €, — C, V €, ;

2 (S &
CZ_%CD

8 on aura C; —>» C, par transitivité de la relation

on aura d'une facon analogue : C; AC,—>C,—> G, V C..

h remarquera les différentes facons par lesquelles les deux con-
tusions composées peuvent étre ordonnées par implication par rap-
prt & la conclusion C,.

4) Jusqu'ici, les conclusions de la classe @ pouvaient étre
6 propositions quelconques. A partir de *maintenant, en désignant
kr R l'ensemble des résultats possibles des expériences définies
lr un modele expérimental & (1) associé au phénoméne &, nous
dlons considérer la classe €* des conclusions de la forme :

Ci={FER1;} avec R,;g_R.

La conclusion la plus forte pouvant étre tirée de x, dans le ca-

e du modele expérimental & sera évidemment :

Cix,) = C, = {re R(x)},

,H["o] -que nous noterons ici pour simplifier 1'écriture R, - étant
fSous-ensemble de R, image de x, dans l'nomomorphisme & s x
“fini par le modele expérimental considéré(2),

€L, Section 2; § 4.

Y En effet, pour la spécification X de X le modele expérimental & conduit
4 des résultats r tels que :
r€ R(x,), r¢ UR(x,).
Or (V G i il ffit que :
' \@s ), pour que x, =—» C; il faut et il suffit q i
R(x) N OR; = 2 = R(x) CR,.

R
. | 3 )L E,,
effet, si R(x,) N pRt o, (R(xu} e

clusion C; soit fausse ; et si R(x,)C R;, [C(x,) = Cc = C; dou x, — C,,
E .
o

oL C; ) =
Amsl, (Ve"!) tel que x, =3 C;, on a C, __—:>. C;. C, = C(x)) est blen la
onclusion 1a plus forte au sens défini au point 3 de ce paragraphe.

c'est-a-dire tel quela con-
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Les conclusions de la classe C* sont telles que, que] que
Soit

l'ensemble d'indices I tel que (VI") (G, € BE on s nécessairEmem

A c,e e et Vel iines
iel

tal
car en effet :

A;Ci:{reiP;Ri} =2o(rEK) havee BT wti) R,

i€

Veilyon
et de méme pour 2 IQ

Ceci ne serait pas nécessairement vrai si les R;, intervenant dang
la définition des conclusions C;, étaient soumis & la conditiop sup-
plémentaire d'étre des intervalles, par exemple.

Remarquons aussi que

(VClser) :[C,—> C,) ==I[R,C R,.

5) En vue de préciser le lien existant entre les conclusiong
de la classe € -parmi lesquelles, comme nous l'avons vu ay point
3 une sera retenue -et la conclusion C,, -qui est ici, rappelops.
le, la conclusion la plus forte pouvant étre tirée de x dans lg g5
dre du modéle expérimental envisagé- nous allons définir une rel,-
tion binaire(1) de 1'ensemble singulier { C,} -formé de la seule con-
clusion C, - & 1'ensemble € formé des conclusions compatibles gysc
G

Nous dirons que le couple (C,, C;), avec C; € €, satisfait EY
la relation que nous désignerons par T) , avec AC R, et nous

écrirons C,,—-A-—> C; si et seulement si ;

2cr,N (R C A
R

(1) Cf. Chapitre IV, § 2.
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8i Co'—? C; nous dirons que la conclusion C, peut étre considérée
comme une conclusion subséquente approchée de Ca, ou encore com-
me une conclusion approchée tirée de la conclusion C, - l'approxi-
mation étant définie, par rapport & R, par l'ensemble A CR. On
dira aussi que la relation T) peut é&tre considérée comme une

implication ou sens approché . Il convient maintenant d'envisager

quelques propriétés de la relation T définie de { C,} & €.

a) cn? G o=
En effet, R, N ERi & smie R LR,

b) On vérifie immédiatement que :

e
— C°—B_) (€5
ACB

9

o >

2 ; v
En particulier si € ===1@ of aurs CO—A’»' Cis (_C__

Compte tenu de la propriété b), si C,—m>C;

{ ] . . o
et si (g :.) ] Ca—ﬁ,—>Ci nous dirons que l'approximation définie par

A" estla plus fine parmi les approximations A que l'on peut envi-
sager, On peut remarquer que, A’ désignant 1'approximation la plus

- v C,
Eibiicec, cicie e, (7 09 ¢ (Copah Sl a16—>Cdl.

C; .
En effet . A 5.0 T QEER HGR,; : or,(ve ‘) < golteR. & Ry,
“itR 5 R;, et la condition & C R, N UR; n'est compatible qu'avec
8O R, car 0 C R, N GR,; =—R,C RUR;, et si RC R, onaurait
R‘; R,UR; = R;, relation absurde, R, ne pouvant pas &tre partie
¥ritable de lui-méme.

c)SiCOT @ etcu—]?*‘c2 on a :

S S0 %
c —> C,VC,.
oAnB 3 2
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En effet :
R n (rC A g
— (&, n0r) n (R nlR)1C apg, o
R n Urc B @
o i‘:
r, NCr,NR N O, =&, n Or, nlR, = ”, n (rRUR, ¥
ot o PRI R 1 25 ) s R
De méme :
R, H[ngA si
— (&, nbraur, nlr,1c aus, s
Ro n[RZQB 3%
et (R, N OrY U (R N (R, = r 0 tlr,U bRy =R Giropr ), |
ce qui donne R, G[RlﬂR] € AlaS—"¢ -AU_),C AC
d) On peut envisager les deux cas particuliers suivants . y
¢
SitlAFS B 1
@y oy §CU—A—> Cohg;
C"?C? ‘ CB‘A—>C1VC2.
SirA ST
[C,— C)) = [CD? @ C.—g> CAC,
O e Gy G5 CpViC
et [CZ>CVG]l — [C,—>C V(. 2

Etant donné deux conclusions C, et C, de €, telles que CG—A—)Cl

et C. ——> C,, pour que l'on puisse envisager les conclusions compo-

sées C AC, ou C,V C, avec une approximation au plus égale i
o, il sufflra d'aprés b) et c) :

AUB,

soit que D 4
D AN B, (i

v

soit que
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6) Jusqu'ici, en définissant 1'approximation d'une conclusion
(; par rapport & C, 4 l'aide d'un ensemble A, nous supposions que
tet ensemble était complétement spécifié. Or, il pourrait se faire
qu'ayant défini une mesure d'ensemble (1) sur (Bo a8y, onse li=
mite a définir 1'approximation en imposant une borne supérieure a
la mesure de 1'ensemble définissant 1'approximation. Au lieu de deé-
finir complétement A on posera donc simplement AT(A) = JL* -en
supposant que A € 8 -, et on aura :

= ¢, = (3B) . rn BR-(; B et JT(B) £ M (A) =
o 1 N

e s\ 3

St Co_9m, C; nous dirons que la conclusion C; peut &tre considérée
tomme une conclusion subséquente approchée de C,, 1'approximation
flant définie par un sous-ensemble de R de mesure o g

On peut remarquer que :

{Co-}-? €l =10 JL(B)< AN ¢ M(R).
(9}

Des propriétés analogues a celles que nous avons établies ci-

dessus pour 1'implication approchée T> peuvent étre établies pour

limplication approchée e

260 N e e e —— [Ccm €] eHr. :
A= = at(A) = a(2)= 0,
Toutefois, nous n'avons pas ici de réciproque, car :

q(A) =0 ==> A = D,

Si nous avons Com—..j?) C; nous dirons que 1'approximation est
¢ =

% plus définie par un ensemble de mesure nulle.

b') On vérifie aisément que

Co Cl
5 s LC e O ]
m* £ T

() ct, Section 2, § 5.
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On peut remarquer que si J* = JR(A) et IT* = (B, e
A, BE 3, AC B= I (A)<IYB). g

LS O el S e O DA

o melc

G o GAG e C Yy &Y G

Quels que soient A et B tels que ¢ = NU(A) et 2 = W(B
M(AUB) ¢ ! + 02 et M(ANB) ¢ Min [T, M?], or, g
c') et b')

o Mt

apl‘es

Co g G G m o+ m_’z CIne,
=

Cs U]T.z’ C, C, Min [ : D‘IL; CIV Cz'

B E pow S Gl CO'F C, pour que l'on puisse formulerles con-

clusions composées C, A C, et CV C, avec une approximation au
plus de mesure J'il suffira que :

*

) (A Sy
m* > Min, [0, ;R?) .,

d') On traitera sans difficulté le cas particulier ot ! =
en tenant compte toutefois de a').

Un cas particulier important en vue des applications pratiques
est celui ol la mesure Ot définie sur (R, ¥ ) est une mesyre-
P. En désignant par P une probabilisation déterminée de (R, % )
nous aurons pour cette mesure particuliére, en supposant Ae %

iB

TR O 22w ) B R 0.0R; ¢ BrtoFBI . Bua) Sl

=

On a évidemment P(2) € P(A) £ P(B) = 1, ot P(®) = 0 par defi-
nition. °

Si€ C nous dirons que la conclusion C; peut étre considérée

comme une conclusion subséquente approchée, ou comme une con-
séquence approchée de C,, 1l'approximation étant définie par un sous-
ensemble de R de mesure- P ou de probabilité égale a2 P*. On dira
encore, qu'en énongant une conclusion C; dans le cas C, ——) C;, on

v
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applique 1a convention terminale de Cournot (1) -avec un degré de pro-
babilité P*- pour tirer la conclusion C; de la conclusion C,. Le mot
terminal souligne le fait qu'a partir de la conclusion C; on ne sau-
rait tirer d'autres conclusions en appliquant la relation ?, ce

que nous avons d'ailleurs exclu depuis le début de ce paragraphe,
en définissant des relations d'implication approchée seulement de
lensemble singulier formé de la seule conclusion C,, & l'ensem-
ble ¢ des conclusions qui lui sont comparables.

Les propriétés a'), b'), c'), d'), restent évidemment vala-
bles pour cette mesure particuliére. Il convient ici encore de sou-
ligner, comme nous l'avons fait pour la mesure It sous a'), que
A=8 — P(A) = P(2) = 0 mais que la réciproque n'est pas
raie,

5i donc nous avons C"P“_=—0> C, nous dirons que l'approximation est

définie par un ensemble de mesure -P, ou de probabilité, nulle,

7) Dans ce qui précéde, nous avons envisagé des conclusions
tpprochées de C_, en supposant 1'approximation donnée, définie soit
Par un ensemble A C R déterminé, soit par une valeur particuliere
M*ou P* d'une mesure L ou d'une mesure P. On voit immédia-
lement que si on donne 9MC* (ou P*) on ne détermine A qu'en mesure.
Nous avons donc considéré les trois cas

s (Ol T

cgrapededs @R gy
i i P i

A G i

Or, pour le premier cas, en désignant par & une classe d'ensem-
tles A, telle que C"T) (= e A e ON retiendra pratiquement

l'approximation définie par A' = [ A qui peut étre considérée com-
A el
me la plus petite approximation de C, par C, On énoncera donc

—_—
Co Al Ct"

De méme dans les deux autres cas envisagés, on énoncera

i 1, Féraud, "Le raisonnement fondé sur les probabilités", dans Revue
de métaphysique et de morale, 53 (1948), pp. 113-138,
L, Féraud, "Sur les fondements de 1'actuariat et plus généralement des
applications des probabilités', dans Bulletin de l'dssociation des actuaires
Suisses, 60 (1960), pp. 69-99.
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Coe=> C,on niCi———a0
N 1 p'l i

AT et P*' étant les plus petites valeurs des mesures I

ou P
que F] teues

(32}? ) an sl GRi(_:_B et M(B) = o [ 1 P(B) = p*% .

SECTION 3

MODELES A DEPENDANCE TEMPORELLE, DETERMINISTES
ET STOCHASTIQUES

¢ 1 - PHENOMENES A DEPENDANCE TEMPORELLE, DETERM]-
NISTES ET STOCHASTIQUES -

1) Dans la section précédente de ce chapitre, notamment gy
¢ 2 et 3, nous avons défini d'une fagon abstraite et générale leg
notions de phénomeéne déterministe et stochastique par rapport a up
ensemble @, dit ensemble de référence. Et nous avons vu que I3
nature de cet ensemble, qui d'un point de vue purement conceptuel
est arbitraire, dépendait du choix particulier afférent & 1'étude d'un
phénomeéne déterminé. Dans les illustrations que nous avons envisa-
gées précédemment, nous avons d'ailleurs toujours été conduit 3
considérer comme ensemble de référence des ensembles simples
dont les éléments étaient soit des nombres, soit des vecteurs, En
vue de définir des phénomeénes & dépendance temporelle, nous allons
maintenant considérer comme ensemble de référence un ensemble
%’ de fonctions v d'une variable qui dans les applications représen-
tera le temps(l).

(1) On considérera généralement le temps comme une interprétation parti-
culiére -pour les applications aux phénomenes dits temporels- d'une va-
riable réelle,

. © o ™

P S i =T =T . T = T - = T =1 £ B (D

s
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D'une fagon plus précise, ayant choisi un ensemble T pour
représenter le temps, et un ensemble Y, on dira que v est une
fonction du temps si v désigne une application univoque de T dans
¥(1), ¥ gera alors une classe de fonctions v.

Les notions introduites et discutées dans la section 2 se transposent
donc immédiatement au cas qui nous occupe ici, en posant simple-
ment @ = % .,

En particulier un phénomeéne & sera dit déterministe et & dépen-
dance temporelle, par rapport & l'ensemble de référence ¥, si ¥
est un ensemble homomorphe de &£, D'une fagon analogue, étant
donné une classe %, de probabilisations de %, nous dirons que &
st un phénomene stochastique & dépendance temporelle, par rapport
a%Y, si 1'on peut admettre un homomorphisme d'ensembles entre
Teth .

2) Sans insister plus sur ces notions générales, qui, comme
nous venons de le souligner, entrent dans le cadre des développe-
ments de la section 2, rappelons simplement qu'un modeéle sera dit
¢ dépendance temporelle si le phénomeéne étudié dans le cadre du
modele est envisagé par rapport 4 un ensemble de référence V.
On dira que le modéle est déterministe si & est considéré comme
déterministe par rapport & ¥ , qu'il est stochastique si & est con-
Sidéré comme stochastique par rapport & %. Rappelons aussi que
Gans le cas d'un modele déterministe a4 dépendance temporelle, les
fypotheses H pourront tre envisagées comme des propriétés défi-
tlies dans %), c'est-a-dire comme des propriétés portant sur des
fonctions du temps. Par contre, dans le cas d'un modeéle stochas-
lique 3 dépendance temporelle, ces propriétés seront définies dans
la classe ¥, des probabilisations de ¥V envisagées ; il s'agira donc
d‘e Propriétés portant sur des probabilisations d'un ensemble de fonc-
lions du temps.

3) D'un point de vue conceptuel, comme nous 1'avons déja
Souligné, les notions que nous venons de définir peuvent &tre con-
Sidérées comme un cas particulier des notions introduites dans la
Section 2, cas particulier dans lequel on astreint 1'ensemble de ré-
Krence 3 &tre un ensemble de fonctions du temps, Par contre, par
"apport aux exemples qui nous ont permis dans ce qui précede
illugtrer d'une fagon simple les développements théoriques, la
lature des éléments de 1'ensemble de référence ¥ est ici plus com-
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plexe. En effet, dans les illustrations qui précedent, noyg p
envisagé comme ensemble de référence que des ensembleg ny
ques simples, tandis qu'ici nous sommes amené 32 envisagey de
ensembles de fonctions. Or, la nature plus complexe des élémEnts
de ces ensembles nous conduira, dans la suite de cette sectiop ;
envisager de plus prés quelques aspects techniques liés 3 15 IDI'I’I"lu-
lation et & 1'étude des modeles & dépendance temporelle gt ol
particulierement des modeles stochastiques(1), L'opportunité ge (:etS
fagon de procéder nous parait justifiée aussi par le fait quey éc;?
nomie pure les modéles stochastiques a dépendance tempore), A
sont encore gu'assez peu employés,

avopg
mepi.

2 - PROBABILISATION D'UN ENSEMBLE DE FONCTIONS Dy
TEMPS (2) -

1) Nous désignerons par T un ensemble dont 1'élément géné-
rique t représente le temps. Soit Y un ensemble arbitraire, Une
fonction du temps v sera alors une application univoque de T dans
e

On désignera par v(t)€ Y l'image de t dans 1l'application v et on
aura W)V E ¥

Etant donné une classe % de fonctions du temps v on désignera par

(1) Dans ce qui préceéde, nous avons essayé autant que possible d'éviter
d'entrer dans des détails techniques, en vue de mettre l'accent sur les
aspects logiques essentiels, Dans la discussion des exemples, nous avons
d'ailleurs fait appel a4 des méthodes généralement bien connues,

(2) P. A. Samuelson, Foundations of Economic 4Analysis, op. cit,
H. Wold, pemand Analysis, New York, John Wiley & Sons, Inc., 1953,
R. Fortet, Calcul des probabilités, op. cit.
M. Fréchet, ¥éthode des fonctions arbitraires. Théorie des éuvénements en
chatne dans le cas d'un nombre fini d'états possibles, Paris, Gauthier-
Villars, 1952,
M. Girault, Jnitiation aux processus aléatoires, Paris, Dunod, 1959,
A.Blanc-Lapierre , R, Fortet, Théorie des fonctions aléatoires, ©Op. cit,
D. Dugué, Praitéde statistique théoriqueet appliquée. I- Analysealéatoire.
Paris, Masson & Cie, 1958,
M. Loéve, Probability Theory , op. cit.
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i, l'ensemble des images d'un élément t déterminé dans toutes les
spplications de la classe ¥, c'est-a-dire Y, = { v(t)}V c v avec

tidemment Y, & Y. Il pourra étre commode de représenter les ap-
plications v € ¥

a) par leur graphe, c'est-a-dire par 1'ensemble{ (t, v(t)} te T

ies couples ordonnés (t, v(t)) ;

b) par un sous-ensemble d'un ensemble Q.  défini par :

Vi
g =TT 8 BEESRAE PR
teT

Soit w; 1'élément générique de &r et w, 1'élément générique
Yt
te ¢, ; on aura alors Wy = (W, 3t €ET) ou encore (T ) : ptr‘ (- g
L
i, est un point de @, défini, ( T ) , par les "coordonnées' w, ; on

Peut le considérer comme une généralisation de la notion de n-tuple
ordonné,

On vérifie aisément d'aprés la représentation introduite sous b),
Waux vE ¥ correspondent dans @, des éléments distincts, la classe
Vpouvant ainsi &tre représentée de fagon unique par un sous-
fsemble de Q.. 11 sera d'ailleurs souvent commode de considérer
e classe %' telle qu'a tout w, € Q, corresponde dans %' une fonc-
tony, Cce que nous supposerons en général dans la suite de ce pa-
;aggaphe, en définissant des classes ¥ de fonctions par la donnée
]
T-

In résumé, nous désignerons donc par u une fonction de L=
d‘ans son ensemble (v = w), tandis que v(t) désignera 1'image dans
Yspplication v de la valeur particuliere t. (1)

2) Soit ® un o -corps de sous-ensembles de @ -c'est-a-dire
% classe de sous-ensembles de 1'ensemble de fonctions @, fermée
Br rapport a toute répétition dénombrable des opérations d'inter-
%ction et de complémentation 2). et soit P une mesure probabili-

) convient de souligner qu'en analyse on désigne d'habitude par v(t) soit
& fonction dans son ensemble (w,) soit la valeur prise par la fonction
{Jour la valeur particulidre t, ce qui peut conduire & des difficultés de
ANgage,

(2
)1, Chapitre III, section 2, § 5, point 2.
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taire [P(Q,) = 1] définie sur ¥ (1). Conformément aux notat;
introduites au § 5 de la section 2, on désignera par (Q ;ns
l'espace fonctionnel probabilisable envisagé et par (2, # ,T P"] 1‘
probabilisation particuliére P de cet espace. g

i) Si T désigne simplement le champ d'une varigy
représentant pas nécessairement le temps), on dira que (o %
est une fonction aléatoire ou stochastique.

€ (ne
. P

ii) Si, comme nous le supposerons dans la suite de
chapitre, T désigne une représentation numérique du temps, qp diie
que (2., % , P) est un processus aléatoire ou stochastique, -

3) En vue de montrer comment pratiquement on est ep géng-
ral amené a définir des probabilisations d'espaces (0, % ) j] ¢
vient maintenant de revenir briévement sur certaines notiong déja
introduites au ¢ 5 de la section 2 de ce chapitre.

Nous avions vu %u'en général on partait d'une classe "y
sous-ensembles de QT( ) pour définir et probabiliser la clasge “e
qui en est l'extension borélienne minimale. Nous avions envisa\g
la classe ¥ * comme une base pour la définition d'une mesure _gP
sur ¥, Pour le cas ou 1'ensemble sur lequel on définit % , est égal
2 R ou a R" nous avions considéré les définitions habituelleg de
bases & *(3), f

(1) Cf.. Chapitre III, section 2, § 5, point 8.

(2) Nous désignerons ici par Q; l'ensemble sur lequel on envisage des
G -corps, ensemble que nous désignions par @ au § 5 de la section?,

(3) Cf. Chapitre III, section 2, § 5, points 10 et 11,
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4) Pour montrer comment pratiquement on étend ces no-
fions au cas plus général qui nous occupe ici, nous allons considé-

rer l'ensemble Q, = T Q, ot T est un ensemble d'indices -ne
et T

; ) Y.t
désignant pas nécessairement le temps- et( T)’ Q, est l'ensemble

R des nombres réels. Soit N un ensemble d'indices discret

fini et T“ = {ti} i EN un sous-ensemble de T indexé par N. Soit :

YT g QT avec QI = ﬂ Qt *
N N N tETn
On appelle cylindre ou ensemble cylindrique de base Y,N le sous-

tnsemble de @ défini par :

ot T-T, = 0T
T

Si an = ] Y, avec Y,C Q,, l'ensemble Y;, : QT_TN sera dit un
; teTy
Olindre produit de c6tés Y,, t€ T,.

Nous allons maintenant considérer des cylindres produits
Y,l Qm dont les cé6tés Y, € @, = R sont des intervalles semi-
krmés 4 "droite de la forme ]-®, y,] . Les cylindres produits
fe cette forme peuvent étre considérés comme des intervalles,

lrmés illimités a gauche, généralisés.

D'une facon analogue a4 ce que nous avons vu précédemment, la
c%«'isse B* que 1'on envisage en général ici -comme base de proba-
Wité en vue de définir une probabilisation sur la classe %, de
$0us-ensembles de @, qui en est l'extension borélienne minimale-
%t la classe des cylindres produits Y, - @, définis pour tout N
% pour tout 1L, ; :

Il convient de souligner pour terminer que

i) si T est un ensemble singulier nous aurons @, = Q = R,
eténous retrouvons le cas envisagé & la section 2 d'une variable
atoire A une dimension ;

ii) si T est un ensemble fini dénombrable, on retrouve

le
€as d'un vecteur aléatoire ;
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iii) si T est infini dénombrable on aura une Suite 4¢
toire,tandis que : 8-

iv) si T a la puissance du continu on aura une fonget;
(numérique) aléatoire proprement dite. ¥
Si T désigne explicitement le temps, dans le cas iv) aussi bi
dans le cas iii) on dira qu'il s'agit de processus stochastiq
Le cas iii) est aussi appelé une chaine stochastique,

€n ue
ues(1)

5) Sans entrer ici dans les problémes théoriques, powr leg.
quels nous renvoyons aux ouvrages spécialisés, soulevés par 1ey.
tension & des 0 -corps % D %, des mesures définies sur ¥ 2 A par-
tir de 8 %, nous nous limiterons aux quelques remarques Suivanteg
de nature essentiellement pratique. !
Comme nous venons de le voir, les probabilisations définies a par-
tir de la base B * sur son extension borélienne minimale % sont
des probabilisations définies sur l'extension borélienne minoimale
d'une classe d'intervalles ou d'intervalles généralisés, selon la na-
ture de Q..

Or, pour les cas i), ii), iii), cette facon de procéder nous permet
en général de probabiliser tout sous-ensemble de Q, pratiquement
intéressant, tandis que si T a la puissance du continu (cas iv) des
sous-ensembles de Q, présentant un intérét pratique évident ne se-
ront pas probabilisables de la sorte(2). En effet, considérons i ti-

tre d'exemple le sous-ensemble de @, défini par v(t) g yt,'( VIt‘ )
Ce sous-ensemble de Q; peut &tre représenté par B = 1 vy, . By

teT
et si T a la puissance du continu, B s'obtient donc par 1'intersec-
tion d'une infinité non dénombrable d'ensembles B = Y, * Q. € 8*,

(1) Cette distinction entre le cas iii) et le cas iv) permet une premiére clas-
sification des processus d'aprés la nature de T.

(2) J. L. Doob, "Probability in Function Space' dans Bulletin of the 4meri-
can Nathematical Society, 53 (1947), pp. 15-30,
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De par la définition de %, : B € 38, .

On voit ainsi que si T a la puissance du continu, & partir de la
seule base ¥ * on ne peut probabiliser des sous-ensembles de Q
pourtant pratiquement intéressants, tel par exemple celui que l'on

: Vit
obtient en posant y, = Kk, (T ), définissant le caractére borné de v,

On peut toutefois remarquer que les probabilisations de B, seront
pratiquement suffisantes, dans la mesure ol on envisage les fonc-
tions du temps v comme des réalisations ou résultats pouvant é&tre
obtenus dans le cadre d'un modeéle expérimental déterminé(l) et en
admettant que les valeurs de v ne peuvent étre observées que pour
une suite discréte de valeurs du temps.

$ 3 - DEFINITIONS ET CLASSIFICATIONS DES PROCESSUS STO-
CHASTIQUES HABITUELS -

1) Une distinction introduite dans le paragraphe précédent per-
met une premiére classification des processus stochastiques d'aprés
la nature de T.

On pourra ainsi distinguer les processus dans lesquels T est un en-
semble discret, des processus dans lesquels T est un ensemble
continu, La classe de fonctions du temps que l'on envisage dans le
premier cas sera donc une classe de fonctions définies pour une
suite discréte de valeur du temps ; tandis que la seconde sera une
tlasse de fonctions définies pour un ensemble continu de valeur du
temps, Nous nous limiterons par la suite a4 1'étude de cette deuxié-
me catégorie de processus,

2) Une autre classification pourra étre fondée sur la nature
Particuliere de l'ensemble Y des images de t&€ T pour tout v € ¥,

On distinguera le cas oll Y est un ensemble discret du cas ou il a
la puissance du continu. On voit immédiatement que si Y est dis-
tret, les fonctions v € 9 définies pour tout t € T (continu) sont né-
tessairement des fonctions discontinues variant par sauts. Nous re-
Vlendrons sur cette question au § 4.
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3) Sans entrer ici dans les problémes théoriques ¢q
la définition rigoureuse d'un processus, rappelons que dthy
est amené & introduire un processus en utilisant la notiop
ble aléatoire & N dimensions. Ce sera a partir d'upe familled
fonetionsfdes répartitiontsl vty bl nanaddnly, L asnim ), défini:
pour tout t, t,... t et pour tout N discret fini, que l'on dés ¥
les probabilisations Je ¥ , ; et on aura en particulier ;

Nce rnam
bityde on
de varj,.

iniry

B i 2 £
w +): P(B) = P(Yy. Q)= Flty tpooe tyi D Tooo i)
avec (V Ty Yo s Y =TT o ]. On vérifie aisément
Ty destity A e ot €0k, Quaipog
tout M < N on doit avoir :

F(tl, O R Al s e NS S ey R A D R ot
-~
N - M fojs

car en effet :

P (Y

T QT_TH)

: ; _ i Vi
- Q 51 X, .= Q. =i
by ) ! beadh (Tﬂ T)

L |

4) (V\f ) on dira que P(B) définit la probabilité de B, ou mieyy
o
la probabilité de la proposition w, € B.

Nous écrirons pour simplifier

Prob. (w. € B) = P(B).

(1) On peut considérer que les fonctions de répartition F définissent YT, des

probabilisations marginales de Q. .
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Pour tout BE B | de la forme B = Y, - Qrr, » donc pour tout

BEE B * onhaura:

Vit
Wy 8 T i Becqpeniruticsiomedii et s
N
Y”, rappelons-le, étant égal'a [] Y,,"avee'Y, = J-o, y,] En po-
TET
sant y,. = y; on pourra alors rempl.';cer la proposition [w,; € YT". QT_T"]
sl proposition vty Wy mit ) iRy O ST eity) T€ v 1 L ce igui

nous permet d'écrire,

P(B)

Prob. [(.UT = qu = QT_TN] =

Prob. [V(tl) € Y V(tz) ) V(tu) < .Yn] =
Sl PR S SV T e e

5) La forme particuliere des fonctions de répartition F -dé-
finissant des probabilisations particuliéres P- peut &tre retenue en
Vie de définir des classes de precessus. Et on pourra distinguer :

i) des formes particulieres des F, gonsidérées comme
fonctions de répartition par rapport & (y,, ¥,,... ¥,), ce qui con-

duit & définir des propriétés d'indépendance des probabilisations P ;
ou

ii) des propriétés des fonctions F par rapport a t,, t,,..t,,
test-a-dire des propriétés des fonctions de répartition F par rap-

port au temps dont elles dépendent.

A titre d'exemple, considérons deux cas particuliers importants,
le premier relevant du cas i) et définissant 1'indépendance stochas-
tique 1a plus forte que l'on puisse envisager dans le cas d'un pro-
tessus ; le second relevant du cas ii) et définissant la classe des
frocessus stationnaires.

Pour 1e premier cas, on suppose que, pour tout t,, t,..t,,les

N?
fonctions de répartition F sont de la forme :

fie,, Limoetes Yoo Yosooe Yy) = Flty 5 31) Flle 1 F)oon FlEy: 34)
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ce qui équivaut & définir une probabilisation P telle que .

N T) & P¥p ot Q@ pn) = JlePE, o » Qs (PSRN
N teT, =

N teTy 5[15
e
P est donc une mesure produit des mesures P, (1), j;
; : ! : de
On dira qu'un processus est stationnaire si, quel que soit e
pour tout ty T, ty O0 & 5
En
By v, tubsTinet, & Talgn o s w vy Fl0, t?""tﬁ;y'l,)f?. Wl V0
i
de
Les fonctions de répartition F ne sont donc pas modifiées paruy
translation par rapport au temps. 4
Cette propriété des F pourra aussi s'écrire :
v &
(VT,) tel que tl1i=t£+T(N") 5
on a : U
iy 53
P(YTN : QT-—T") ¥ P(YT'“ QT«T" )
En particulier pour N = 1 on aura :
SR R i A T i it ol i o i 4
Les fonctions de répartition unidimensionnelles de la classe envi- B
sagée ne dépendent donc pas de t.
P

Pour N = 2 on aura
L (AR ) IR i e 2 B e e ] =
S Bl e B e 1 2
=RE(T ST

les fonctions de répartition & deux dimensions de la classe envisa- c
gée dépendent donc seulement de la différence t, - t,.

(1) Cf. Section 2, § 5, points 12 et 14. (
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6) Dans ce qui précéde, nous avons attiré l'attention sur le
fait important, qu'en général on est amené & introduire un proces-
sus 4 1'aide de la famille de fonctions de répartition F dont la for-
me particuliere permet aussi de définir des classes particulieres
de processus. Or, il sera souvent commode de définir les fonctions
de répartition indirectement a l'aide de fonctions de répartition G
recouvrant la notion intuitive de probabilité de transition(l) (2) ,
niposant T T2t 0t sn et T S SRt e B M s NURnous: pou-
vons considérer les probabilisations conditionnelles(3) déduites de P,
de la forme

P PR - f et
YTM QT'TM s S P(YTM QT-Tm ) 1
avec évidemment Y, - QT_TN o el U

Or, P"1 s (YTN- QT_TN ) définit la probabilité de la proposition
M =M
e Y, - QT"N sachant que w, € YTM . Q"‘u ; ce que nous écrirons
N
simplement :
Proby ia bk QTVT" L QT—T”] =
Probivio 1 8 eien S Solt )l s vt se s e Uit Syl

Et, d'aprés ce que nous avons vu précédemment :

B it e
N N

= Prob. [w, € YTN . QT—TN [ weE Eya® Qrr )=
5 PI"Ob. [V(tnd) € Yusl 2o v V(tN) < .YN/V(tl) € Yisenn v(tM) S y"‘] =

Bt aas b ooy )
F(t

i b ys s S S e

(1) Pour une étude systématique de quelques classes de processus définis
par l'intermédiaire des probabilités de transition, on pourra consulter :
L. Féraud , L. Solari, Sur les attentes 4 l'entrée de différents services,
Geneéve, Librairie de 1'Université, 1959,

() G est une fonction de répartition de transition.

(3) cf. Section 2, & 5, point 15,
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Nous utiliserons par la suite des fonctions de répartition ge trag
sition G définies par "

; : 1
Gt by N ST wpdhe Rt SRt G R L TR ¥ <
lim
= h—+0 Bty taase Yi s Fas-ve a)
hi,—*0 F(ty, ty... t ; ¥y, +hy, y, +h,... ¥y +h)- F(t, tpeen by 5 HATE P )2
P
= Prob. [V(ty,) € Yua soo- ¥t ¢ ¥y V(L) = ¥e00 V(L) = Yulo

La forme particuliére des fonctions G -définissant indirectemept des
formes particuliéres des fonctions F- peut ici encore étre retenye
en vue de définir des classes de processus. Nous retiendrong sey-
lement la classe des processus de Markov, qui fera 1'objet d'une
étude plus approfondie au paragraphe suivant, et pour laquellp o
a, pour tout ti < t, <... Gyt

Prob, [%(b) € Yy [v(5) =0, V() = ¥5,... ¥t o )N= Yial =
= Glty, taees tyyi Yie Yoseer Vo 3t W) T G, B ity yy)s
=VProb, Mt B SE Rt )=

Les G ne dépendent donc que de la premiére valeur de v, antérieure
a t,, que l'on considére.

3 %G

s i O 9N ee 3Y,
est la probabilité de transition de (y;, ¥;,... Yu) pour ty, t,....t,, &

(v« Seabiyge) ponr & et 1

(1) On peut remarquer que, s'il y a densité de probabilité

gs!

Er

5!

al
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§ 4 - LES PROCESSUS DE MARKOV. ETUDE DE QUELQUES
EXEMPLES(1) -

1) Comme nous venons de le voir, un processus de Markov
est un processus tel que pour tout t; < t,.. < t,

Probfi(v(t,) < ¥,/ vt = Fak, Vit Hhes 1 =
= Prob,  [v(ty) € Tal Vit ) 2 ¥ea ] @Gt wa. Tya 5 b T )

Enl posants diege® (O b o= aGe i g SRR Y =0y, oUs écrirons plus
simplement

Proboclvitinsy fvtmes 2l =26, x & t, ¥),
avec naturellement T < t,
Les fonctions de répartition F seront donc de la forme

B b Y T T ) = Bl TR OO, 3 5 G Vo

B ET ey W T

2) I1 convient de souligner que les fonctions de répartitionde
transition G -qui, rappelons-le, sont des fonctions de réparti-
lion en y- doivent &tre telles que

Limn G T e Xl 105 T Glia DERIEL, Ayt Saly

g y> +®

e, en supposant qu'elles sont continues par rapport & T et't on

() R. Fortet, calcul des probabilités, op. cit,
A, Blanc-Lapierre , R. Fortet, Théorie des fonctions aléatoires, op. cit,
W, Feller, 4n Introduction to Probabtility Theory and Its Applications, New
York, John Wiley & Sons, Inc., 1957.
W. Feller, "Zur Theorie der stochastischen Prozesse'" dans Nathemati-
Sthe dnnalen, 113 (1937), pp. 113-160.
M. s, Bartlett, Stochastic Processes, Cambridge, University Press, 1956
H. Wold, Demand Analysis, op. cii. § :
AT, Bharucha-Reid, Elements of the Theory of Narkov Processes and Their
dpplications, New York, McGraw-Hill, 1960,
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aura les relations évidentes

N
»

lim G(T,x;t,y)={os?y
o 1 Bl Vs oy

; 0 81y <
T . =
zll.fnnG( i i { 181 ¥ ot x

On établit aussi sans difficulté,pour T < s < t, 1'équation fondamey,
tale dite de Chapman-Kolmogorov :

Glt, x; %, v) =fG(s, z ., t, y) d,G(T, x; s, 2) (2.1)

qui, si les fonctions de répartition de transition G admettent lne
9 T :
densité de probabilité g(T, x ; t, y) = -—G(—’axyiy_)' s'écrit .

+0

Bk X to3).> ) fle x: 8, 20, % ity 9300 2.2

-

3) Un processus de Markov sera dit homogene par rapport g
temps, ou simplement homogéne, si les fonctions de répartition g,
transition sont de la forme

G st A )R = (T SR )

c'est-4-dire si elles ne dépendent que de la différence t - 1, L%-
quation de Chapman-Kolmogorov s'écrit alors

+@

Gt = & swzy y)=f Glty=0836 ZpaY) dot G8:- T Xinz)) (3.1)

-

ou encore, en posant t;, = g - T et t, =t-s :

+ @

Gty ) =f Gty s 2 yid G, - x; 2) (3.1 bis)

-
4) Un processus de Markov sera dit & accroissements indépen-

dants(l) si, pour tout x; X, les fonctions de répartition G(7, x ;t, 7)
sont telles que :

G(T) il o o u) s G T sl s s H s T e T

(1) On pourrait dire aussi homogeéne par rapport aux variations des fonctions v.

H(
Le

yal

- L LT £

—
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H(T, t ; u) étant une fonction de répartition par rapport a u,

Les fonctions de répartition de transition ne dépendent donc pas de
la valeur prise par v a l'époque T ; elles ne dépendent que de la
variation u = v(t) - v(r). On a ainsi, pour tout x :

Prob.' [v(t) <« y/%(T)i= x ] = Brob: slv(t)y -v(&)is 0 Syl o % I
5) Dans la suite de ce paragraphe, nous allons définir

i) la classe des processus de Markov purement discontinus(l) E
c'est-a-dire la classe des processus de Markov faisant intervenir
des fonctions du temps v presque certainement (avec probabilité
égale a 1) discontinues et variant par sauts ;

ii) la classe des processus de Markov purement continus(2)
c'est-a-dire la classe des processus de Markov faisant intervenir
des fonctions v presque certainement continues. Nous n'étudierons
pas le cas mixte.

En vue de mettre en évidence quelques difficultés techniques pro-
pres a 1'étude de tels processus, nous SsSerons amené a étudier
quelques exemples relevant de chacune de ces classes.

6) Pour rendre cet exposé plus intuitif, nous commencerons
par 1'étude du cas particulier des processus purement discontinus
dénombrables(3), c'est-a-dire des processus purement discontinus

dans lesquels 1'ensemble Y* des images de t€ T (par les fonctions
vV € @) est un ensemble dénombrable.

On aura ainsi : Y* = {y, ¥z... Yo } C R. Les fonctions de répar-
tition F et G introduites précédemment pourront alors étre rempla-
cées par des ''probabilités ponctuelles' définies comme suit :

(1) Rein unstetige Narkoffschen Prozesse que l'on appelle aussi processus de
Markov discontinus permanents (cf. Blanc-Lapierre et Fortet, Théorie des
fonctions aléatoires, op. cit.).

(2) Rein stetige Markoffschen Prozesse, dit aussi processus de Markov continus
permanents.

(3) Processus que 1'on appelle aussi dénomprables permanents.
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EaeniiaTen iy, ok pojiong) =

Proh “[v{ty)™= ¥, vt = WL 00wty g ag

B .

UTERZTRED "k-l f i‘k

= Prob [v(t) = yi /v(t) = %i,.en Vibea) =y 1 (1)

8 G T )

Dans le cas particulier des processus de Markov on aura p

ature].
lement : el

%1‘_1, 1:2,___ ':k—l'. ik(tli t2' o tk—l ; tk) = %ik-l; f (t k-l; tk) =

Bi,j (7, 1) = Prob. [v(t) = y,/v(7) = y:].

On vérifie immédiatement que 1'équation de Chapmr:m-Kolrnoggr(,‘r
(voir point 2) s'écrit alors,pour T < t, < t :

Bii (T 8= X BgulTs t) Gy b 1) 6.1

7) 11 convient de remarquer que si on se donne une "props-
bilisation initiale" P;(0) définie pour t = 0, les %ij (T, t) déter-

minent complétement les P,;l, b hi ([t ko, o Rt S Do tout

C|< t (...t

1 e

En effet on aura :

Pr’, . Bpiary ik(tp tz- LU tk) = Pi_] (tl) %i1££t1’ tz)-'- % , 1 (tk-l » tk),

5 k-1 k

0 six <0
1 six 2 0,
on vérifie aisément que :

(1) En posant 0(x) = {

Bty thde e a T Beaan) =
0 M T Bolige gty tae.. t) 0G0 - ¥iy)eo. 803, - ¥iy )
i Tk

Gt o SRS Ny Sy, NGNS SRS vy
-X s, (ty ty... t) 8@ - ¥y ).

iy T i,‘,,... L

ave

ou
cO

on
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avec

B (h) =X B (0) %, 0, t)

La donnée de P, (0) et des Bi; (T, t) détermine donc complétement
le processus de Markov,

Nous allons maintenant voir comment on est en général amené
4 introduire les ‘Bij (T, t) dans le cas des processus de Markov dé-
nombrables permanents,

8) Un processus de Markov dénombrable sera dit permanent
ou purement discontinu si, étant donné deux familles de fonctions
continues de t, q;(t) et gy, ; (t) telles que :

(Vo) 0¢ qthcl, 0¢qut) €1, aut) = 0 et } a;(t) = 1,

on a (v:rt

Bt t +401) =1 - qt) At + o(4t) (8.1)
Bt t+01) = qt) qi(t) At + o(At), i #.0s (8.2)

On en déduit que :

lim 1a= ‘B“ (t, A A t) = ql(t)

At >0
At
: o (R ARADA £ | : et
lim iJ = q,(t sl D R H
A > q,(t) q;(t), i 7]
d'od 1'interprétation intuitive des fonctions g;(t), gq;;(t) -que l'on
appelle aussi fonctions d'intensité - pouvant @tre définies par :
q,(t)y = lim Prob, [v(t + At) ¢ yi/vt) = yi ),
At s o
et
lim Prob, [v(t + At) = y;/v(t) = ¥]
q,, () = 820 =
g dim  Prob. [v(t + A1) #yi/vit) = ¥
t 5 0
= lim Prob. [v(t + At) = y/vit) = y; et
g vit + A1) F oy



392 L. SOLARI

9) Si dans (6.1) écrite sous la forme :
C@U (Eplts At)=2 B (T, 1) ?5;._; K i At)
k

on remplace les ‘G’,kj (t, t + At) par leur expression fournie pap
(8.1) et(8.2) on aura :

B (Tt + b )=

1

=

By (T 1) [Q(t) qj (1) At +o(At)] +
By (T, 1) [1 - qut) At + SEEN
d'ol :

a%ij (IR Hen ‘Gij('i. TN T - =z;‘.j(-u, t) .
ot Ats o At (9.1)

= %ty . Ky Z Q. (t) qlt) Biy (T, ).

De méme, en partant de :

By (T -A7T,1) = @ o (T-47, T)gn Y

on aboutit a :

B‘Bij(T’ t}
oT

Les systémes d'équations différentielles (9.1) et (9.2), avec lescon-
b %A 0sii#j
d (1) ., k {
itions initiales B;; (L, 1) 18iic=j
-valables ici pour les processus de Markov permanents dénombra-
bles- des systémes d'équations intégrodifférentielles dites de Feller,
propres des processus de Markov purement discontinus,

= G(T) [ (Ts 1) - ¥ q,(7) @yl )] . (9.3

sont des cas particuliers

(9.1) est dit le systeme prospectif(2), (9.2) le systeme rétrospectif (3)

(1) CL. point 2,
(2) Forward system of differential equations.

(3) Backward system of differential equations.

Or,
lis@

On

et
me

v

(1)
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En se donnant les q; (t) et les q;j (t), pratiquement les ‘6,;3-(1 1)
s'introduisent ainsi comme solution de ces systémes'‘/,

10) Nous avons vu au point 7 que les ®;; (7, t)et la donnée
d'une "probabilisation initiale" P;(0), déterminent complétement les

Pil. $ten by (t,, t,... %), et qu'en particulier :

Sp
P}(t) - . (0) ‘ZSU (B 1)
Or, i1 arrive souvent que l'on soit amené a utiliser une probabi-
lisation initiale de la forme :

Dugirdofd &
Pi(o)z{ Yl i = &
c'est-a-dire & admettre que :
Brobl [a(D)us 3 18= B0)F= M.,
On aura alors :
P.(t) = P(0) ®,; (0, t) =,; (0, t);

e, pour i = a et T = 0 le systéme (9.1) peut s'écriresous la for-
me particuliere :

dcri){(t) = - OB 1) + X a)a;bP ), (10. 1)
0sij#a
avec Pj (0) =
1'8i = a,

(1) On démontre qu'il existe toujours une solution en ‘G‘-j (T, t) satisfaisant
l'équation (6.1) telle que :
B;(T, ) > Oet X g, (7, 1) < L.
A j
SEDY B;(1, t) = 1 cette solution est unique.

i
Cf. "W. Feller, 4n Introduction to Probability Theory and Its Applications,
op. cit,, pp. 423 ss,
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permettant de déterminer directement les Pj (t).

11) Si un processus de Markov dénombrable est homogéne
on
aura :

Bk By D 50%

i (e TN & %,‘,j(u) ;

i
et 1'équation (6.1) s'écrira :
Byu, +w) = By, (w) B, @)
ke

Si de plus ce processus est permanent, on vérifie immédiatemem

que l'on aura : qi(t) = q; et G (t) = ayy (2), Ce quiconduit aux sys-
temes différentiels :

deg;; (u) _
_duui-) = Tdp g, W ; 4% Bi (W) (111
d%;; (u) _ L
T PR, ‘?"‘ % Bi(v) (11,9)
0 siif#j
avec G (Q)E= ¥ LT,

correspondant dans le cas homogeéne a (9.1) et (9.2).

Si, comme au point 10, on se donne une probabilisation initi,

de la forme :
0sii#a
Pi(owg

1 sii=a

on aura, pour i = a, le systéme

GBI or QP (t) + }: qidy BTG (11.3)

dt
0sij¢#a
P;(0) = {

1sij=a,

avec

correspond, dans le cas homogéne a (10, 1).

(1) Cf. points 3 et 6.
(2) Cf. point 8.

ge
5y8
sys
den

Les
gt
fio
dif

o
pec
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12) Dans ce qui précede, nous avons vu qu'en général on est
amené & introduire les B;; (T, t) intervenant dans la définition d'un
processus de Markov permanent dénombrable, comme solution d'un
systtme d'équations différentielles, La forme particuliére d'un tel
systtme, et donc du processus que l'on définit ainsi, dépend évi-
demment du choix des fonctions q;(t) et gi; (t).

Les processus les plus couramment utilisés et relevant de la classe
¢tudiée ici peuvent donc étre définis simplement par la forme par-
ticuliere des fonctions gq;(t) et q;; (t) intervenant dans le systéme
différentiel de définition,

A titre d'exemple, on retrouvera comme cas particulier des sys-

ttmes (9.1) et (9.2) les systéemes différentiels prospectif et rétros-
pectif du processus de naissance et de mort e plus général, en posant:

Q) = At + uyt) §=1,2, ...

q, (t) = A (t)
0 s8i |jk| 2 2
Rolt) o ot =
q, (t

9. Ehz :

E 0 sij-k =0

b (1) si j-k = 1
q, (t)

D'autres processus, notamment ceux de Poisson, peuvent en &tre
éduits comme cas particuliers(z).

) Qui peut jouer un rdle important dans les problémes démographiques,
dans les problémes économiques ayant trait a la gestion des stocks, dans
la théorie des files d'attente, etc.

%) On trouvera dans L. Féraud , L. Solari, Sur les attentes a l'entrée de
Cifférents services, op. cit., une liste de tels processus.
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Nous nous limiterons a étudier ici dans le détail un proc

e
particulier : le processus que l'on appelle d'habitude progegy.

Pol il
olya.

Ce choix nous a été dicté par le fait que cet exemple ngyg Per
mettra d'illustrer une méthode qui, sans &tre générale, perm.
souvent pratiquement de simplifier considérablement 1'étude d‘st
processus. En effet, il arrivera dans certains cas (et nous gy troulj
verons un autre exemple en étudiant les processus de Markoy abso- v
lument continus) que l'on puisse définir un processus a ]'j

& 3 ; : ide d'un
processus plus simple, qui en est un cas part1cu11er(2), BN ‘cal o
concerne l'exemple du processus de Polya, nous verrons qu'ep pex P
le définir a4 1'aide du processus plus simple dit processus de Naig-
sance homogéne. £n

13) Nous commencerons donc par 1'étude du processus de g,
sance homogenedl3) défini en posant dans (11.1) et dans (11,2),

qj=?\j @3 05 158, B .
1wl g e
U™ L osij#k+1 (4
ce qui conduit au systeéme différentiel :

av
Le
tic
N

(1) Ce processus intervient notamment dans les probléemes d'assurance, pour
représenter le nombre de cas de maladie ou d'accident pouvant survenir
pendant une période donnée,

(2) 11 s'agit d'un procédé couramment utilisé dans 1'étude des variables aléa-
toires.

(3) Cf. point 11,

(4) Dans le processus de naissance et de mort généralisé envisagé au point ¢
12 -processus qui est évidemment non homogeéne- il suffirait de poser :

A = Ay et p(t) =0

pour retrouver le processus que nous étudions ieci.
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d %l (u) .
e mapa R IR TE TN B VW RRE
d %;; (u
_:5;1__(_) =A%, (W)
0 .sii#j
avec B (0) = & )
T e e

correspondant a (11.1).
En choisissant une origine sur 1l'axe des temps et en posant :

0sii#o
B (0)s=
1sii=2~0

£

on aura plus simplement le systéme en Pj i), t= 0 (1) .

dp (1) .
_djt_ = e B )t N Bs .G 3]
(18Lk)

dF, (t) _ <
dt A Ac [} (t),

0L #0

avec PJ. (0) = s
1 sig = 0.

La solution générale de ce systéme peut étre déterminée par induc-

tion & partir de Bty = e'A° o

% Nous allons par contre la déterminer au point suivant & l'aide des

11!

a-

int Tt ee e
(1) ct. point 10, On peut remarquer que l'on a ici :

PJ. {t)- 3 R

J(O, 1) = %0

oj(
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transformées de Laplace(l), ce qui nous permettra d'introduire 8
instrument du calcul opérationnel qui se réveéle souvent particunér:
ment utile et élégant. 8

@

14) Soit 2 {(Pj(t)} = f et Pj (t)dt = P (s) la transformgeg i
o

Laplace de P;(t), considérée comme fonction de t. Compte tep, de
remarques de la note (l) le systéme (13.1) peut alors S'éCrire:
l'aide des transformées de Laplace P; (s) des fonctions Pi(t) .

sP% (s) - P;(0) = - A Py(s) + Aj,y Pj. (8 de 2
. * (14.1)
sP,(s) - B (0) = - A,P} (s),
et en tenant compte de la condition initiale
0sij#o0
P (0) =
Leig =185
on aura
sB’(s) = - A Pj‘ (B '+ A Fj.{l (&), ) e
* Ld (14‘2)
S S(g)E= AR (5

ou encore

(1) On appelle transformée de Laplace de la fonction f(t), de la variable
réelle 0 < t § @, 1l'expression :

£ { f(t)) =j; e ' f(t)dt,

si elle a un sens.
On vérifie immédiatement que :

g{‘%—?) = s e{f(t)} + f(t = 0).

Cf. M. Janet, Précis de calcul matriciel et de calcul opérationnel, Paris,
P. U, B 1954,

On
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I
- = = * s
P} (s) = KLY F,6) iz 1
(14. 3)
: 1
P, (s) = E

d'od 1'on tire immeédiatement
K SA e b
P} (s) - o W o |
(8 + A ) (5t X)oe (8 F ?\].)

"

R’ (s) .

On vérifie maintenant sans difficulté que :

AR A A

o ! A o 4
s + fe o e e )
t5+?\o)(s+}\1).__(s+}\j) 8+ A s+ A, S+)\j
@veC,” pour 0 < .1 £ j,
5 Ay daink, 3 :
(Au i ?\1') (Al v ?\i)"‘ (7\1:_1 il At} (?\5”. -y Al:)"' (AJ = At)

A (A, = A)

i e
I, étant donné que :
i L ;
= f e—ls&)\ijtdt = P {e—)\tt }’
s + Af' s
Una:
Ai
8 18 ho” s

1

% compte tenu de ce qui précéde, nous pouvons écrire :

fi J "
o Meee Mg =2 = ZB{A‘.e'A‘t}.
8+ A)s + M)...(8+ X)) s+ A i

"By =
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d'olr
i Ait
J At J e us
P.(t) = . TR T R e 7
izo i=o T . = &)
k=0
k#t
B(t) = e’

(14.4)

On démontre que pour avoir ¥, B (t) = 1, t > 0, il faut et j -

fit que i % diverge(l). =2

j=o

15) Le processus de Polya est un processus de Markoy per-
manent et non homogeéne défini en posant dans (9.1)

1 +3y

g, () = sl VSO0, T A

J 1y,
glsij-k=1
0 sl <l 1L

0sii# 0
F; (0) =
IEeaii™ =0

4,4 (t)

Si on suppose que :

on aura alors le systéme différentiel :

. + i i =
dB(8) _ . L+ ¥ P (t) + Hoe il
dt 1 +ty Y 1 +ty

iR e |

122 ()
dt 1+ty°()

qui est un cas particulier de (10.1).

DY 85 w.A =le

(15.1)

16) Le processus de Polya peut aussi &tre considéré comme
un cas particulier du processus de naissance non homogéne,
duit du processus de naissance et de mort (voir point 12)en po-
sant Hy (t) = 0, et dont le systéme différentiel s'écrit :

qui se dé-

(1) Cf. W. Feller, 4n Introduction to Probability Theory and Its Applications,

op. cit., p. 406.

Los

tell
glé

dif
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dP, (t ]
_d%(_) = - AP (1) + A BL(®), 13 1
(16. 1)
dP (t)
o = = AP ).
3t o (B ES (1)

Lorsqu'il existe une transformation
t = h(t), © = h'(t) avec h(0) = 0,

telle que, en posant B, (1) = P (h(7)), le systéme (16.1) puisse
s'écrire sous la forme :

dP (1) _ i = y
_.z_._dT s o R, BARY * By BloXE) R L
(16.2)
dE ) o T (1)
dT s e

ou les 7\7. sont des constantes par rapport a T, le systéeme (16. 1)
Sé raméne au systéme différentiel d'un processus de naissance homo-
géne, dont nous avons déterminé la solution générale au point 14. La
solution générale de (16.1) se déduira alors de celle-ci a l'aide
de la transformation inverse h-l(t) = T, et on aura : P;(t) = P(h-1(t).
On vérifie sans difficulté que 1'existence d'une transformation
t= h(T) dépend de la possibilité de trouver des A; satisfaisant V;
Hj (t)dt = A;dT.

) 17) En particulier, dans le cas du processus de Polya la con-
dition Ai(t)dt = A;dT s'éerit :

l_+_:]_Y_dt = A;dT, et en prenant A; = 1 + jy, v;
LI S s

on arrive a :
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La transformation ci-dessus permet d'écrire le systéme (15, 1y &
la forme : o

df(’;i-'[m =~ (1 +INBT) + 1+ G- Py(9), 435

L (17,3
s (D) - Bt

dt ’

c'est-a-dire sous forme du systéme différentiel d'un proceggyg de
naissance homogeéne ol ?\j =1+ jY. La solution généralede(”.l]
se déduit donc de celle de (13.1), que nous avons donnée gy Doint
14 , en posant dans (14.4) A; = 1 +jY.

On aura ainsi :
~(1+iy)T

Bty = (L4 M. L+ G=mrdi, &
o 11 - i)y

k=o
Or k&1
j = : H - - -
[ 8 w8t Svdkspllssiy 15
k=0
et k#i
! e—ll+i-yl1r ,Y—je--r ; i » T_J o
5:. i c il e 1)”[ € = [1-erm)
b=s [T 0= 1) 1 0 i

iy
d'oll en définitive :
1+ 7y).. [1+G-1y)y’

%

P, (7)

(1 = &7 e s Ul

et
E (7)

-T

n
2]

Compte tenu de ce que nous avons dit précédemment, la solution
générale du systéme différentiel du processus de Polya (15.1)
s'obtiendra donc simplement en posant :

(1) On peut remarquer que pour Y= 1 les F; (t) sont les probabilités d'une
distribution géométrique de parameétre p = e™”

oil
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P (t) = B (r' (1),
oll

h-t () = 1%%?12.,

On aura ainsi :

=
—
—
—
n

L+ y)L+2y)...[1+G - 1)y] (I":‘T?)] (1 + ) 3, gol,
(17.2)
(L F 54

{ao]
—_
—
=
n

18) Il convient de signaler que la désignation du processus
que nous venons d'étudier sous le nom de processus de Polya pro-
vient du fait que ce processus peut étre défini comme limite de la
distribution bien connue dite de Polya( i

Il s'agit la d'ailleurs d'un procédé qui, dans certain cas, permet
d'introduire un processus -comme cas limite d'une distribution de
probabilité- sans avoir recours aux équations différentielles de dé-
finition, Nous allons envisager ici, toujours dans le cas du proces-
sus de Polya, cette fagon d'introduire un processus.

Soit la distribution de Polya d'ordre n :

[J’ pp+a)...[(p+(j-1alqgg+a)... [q+ @m-j-1) al

=
] . 11+ a),.. [I+ @& =-1)al

- B(ERE D xR0
T

avec g, p> 0, p+q =1, a > 0 ; B étant l'intégrale eulérienne
de premiére espece.

1) G, Polya, "Sur quelques points de la théorie des probabilités"
dnnales de 1'Institut Henri Poincaré, 1 (1931), pp. 117-161,

” dans
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Sa fonction génératrice s'écrit alors : Co!

— R
B i

jeo

- A }";sf[j f‘xg*i'l [~ gyt e
2 (£, 3) v .
R AR si[jfl x ¥ (1 - x)%'lxj(l - x)"-J gy =
2 (2.2)7"
:_;_flx%'l(l—x)g'lsi [j(xsf(l-x)"'j} A or
(D) it .
=_1__flx%'l(1 - x)sﬂ"1 {sx sl x)}n dx,
B(g‘g) : St
ou encore : A
(0]
g -— . [t a-ntT (16 - e axe
ML -
; o = SR SR et §
fx (1 - x) {20_[ (S—lfx}dx= 1
B-(E.3)- ? 3
= 1 }_[J (S_l)_fB(§+j_ g)=
23 g
e ey i A
= (& = 1y
f:"[n : Efewi). v o0 :
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Compte tenu de

§(§+ ot (§+j- 1) - (_1)j[j

1! =
on aura :
jre
; . Tl g (- 41y
S jJ - i n n
gofehmcl 1l & = 1) —
? L g Ly efilegad R
s na (na+n)"' (na+na)
Or, si on suppose que g = % et que, pour n —s®, na——>»ty -ce

na .
qui entraine np = T ——»t- on pourra écrire :

n

e@w=3 o, e-v (ty)f[l - 0(}])]

j=o o

® S 159 : : - 1
N i e 1)][:l(S-lf(tY)J=f1-(S-1)tY]7,
j=o £l
on a alors : i

lim gn () = @ (8).

n <+ o

On vérifie immédiatement que :

13/ g (s) ] R t j gy
-J-T[_TSJ_:I_ (Lot e (1 (G 1)y) (W) (T R

= P, (t) (cf. 17.2).
¢ (s) est donc la fonction génératrice de la distribution
P;(t), =0, 1, 2,....

Ainsi, dans le cadre des hypothéses envisagées, les Pj (t) s'obtiennent

tomme limite des p'"!, pour n — @,
j
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19) Dans ce qui précéde, nous avons étudié une clasge q
processus dans laquelle les fonctions du temps sont des fonctiong eﬁ
escalier, variant donc par sauts. Pour de tels processus, ditg dig-
continus, on peut alors s'intéresser aux instants particulierg aux-
quels ont lieu les variations des fonctions v -les "sauts" que 1
appelle aussi 'changements d'état"- (1), De fagon plus précise 02
partir des probabilités définissant le processus, il s'agira de .dé-
duire, pour tout intervalle de temps, les probabilisations qu'i] con-
vient d'associer aux nombres de variations - sauts, changements
d'état- des fonctions v ; ou encore, pour tout intervalle de tempg
il s'agira de déterminer la mesure -P qu'il convient d'associep a\;
sous-ensemble de ¥ formé des fonctions v qui, pendant l’irltervallE
considéré, subissent un méme nombre de variations,

Pour un intervalle de temps arbitraire (T, t), soit *UT“‘J
sous-ensemble de % formé des v qui, dans l'intervalle (T, ¢
bissent k variations, Il s'agit donc de déterminer :

P le
) su-

(k)

PeLi)® Pran i v el¥ ) 14

20) Nous allons maintenant nous restreindre au cas des prg-
cessus de Markov dénombrables permanents. Ici encore il sera cop-
mode de s'attaquer A& ce probléme par l'intermédiaire de probabi)i-
tés conditionnelles,

On posera :

(k) i A UkE = i S0
9" (T tis Phok. (v & ¥ i e gl g o o, 1, 2

P

ou encore, en désignant par % _(y;) le sous-ensemble de ¥ form¢
des fonctions v telles que :

VAE 1Y) ——— vl =y

o aura :

(k)

P(v

n v )
CAEER - RAL T (Rl O G s )

(Y, ;)

(1) 11 s'agit naturellement d'un probléme propre aux processus discontinus,
car, par définition, dans le cas des processus continus, les fonctions vy
varient de fagon continue par rapport au temps.
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tpi”" (T, t) est donc la probabilité conditionnelle -déduite de P-
associée aux fonctions v € ¥ _(y;) qui subissent k variations dans
I'intervalle (T, t). On aura évidemment :

B (00 = Z Bgo (v Mo ) =2 ¢ (n 9=,

3 a

et

@'*) (7, t) = Prob. [vE ‘U:: i PH}:—:‘: n bl =

—
i

<X B (e (% b

ot B (1) = P(%, (3% )), conformément aux notations de ce paragraphe.

Remarquons aussi que les @i*' (T, t) seront tels que :

4 - 0sik #0
im @ (T, t) = ldm @ (7, t)=
o Ly TSNt =0

21) Dans le cas d'un processus de Markov dénombrable per-
manent on aura évidemment (cf. point 8) :

cP.u:\l (T, t+At) = QD_“”

1 1

(4 &) :G,;,; (tigpt i lit)ys

= ¢ (T, 1) [1 - q(t) 8t + o(sn)],

1

d'on
gol (=, 1 £ 44 - ¢ {5 4 elegf (% 1)
lim = = qi(t).
Ats At Cpl_(” (T’ t) Bt
1

On aura alors :

t alogr,ai”| (@5,~) t
g du = - [ q,(u)du, (311

T T

&t en définitive :

t
- q;(u)du
por (T, t) = e A
i
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On vérifie immédiatement que :

im @ (v, #) = lm. @ (%, 1) =1

t> 7 4 Tk
et que
th ) = bo (o)
(1 < RS t)' % (B By % (t, tl)cpi s B,

A partir des c;ﬂ-:__°' (T, t) on détermine par induction les g¢'*! (T,
a 1'aide de la relation évidente : % £

{k+l)

t
[ 9 (v, wawa, @ e (W 1) du;
of i (21,2

i

”I.JB

et comme nous l'avons vu, on aura :

@
AL s B B X BB (7.0
t=o0
22) Dans le cas particulier des processus de naissance et g,
mort (cf. point 12 ), les formules (21.1) et (21.2) se simplifien
considérablement,

Pour de tels processus on aura :

t
=i [KU“’* giluﬂdu
(-

q){.ol ('C. t) = i = 1
t
t (238
. - J Agtui du )
P o S ;
o
et
t
(k+1)

(. = [¢° (v, WA, W, (@ t)du+
: (22.2)

(o) (ki

% (Fot) “i(u) P, (u; E)du St

lo) (k)

(T, w) A (u) 9;° (u, t)du.

AR

o o

T
[ o
ol
t
[0
i
23) En vue d'illustrer ce que nous venons de dire, reprenons
l'exemple du processus du Polya. Nous avons vu (cf. points 15 et
16) qu'un processus de Polya est un processus de naissance non
Joe Ry

homogeéne dans la définition duquel on a 7\]. [y m

p(
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En remplagant dans (22.1) et (22,2) }\j(t) par cette wvaleur et en
posant W; (t) = 0 on aura alors pour ce processus les relations :

s

CP(.DJ ("L' t)=e-£i::—: cils ]
T 2 >
t 1 +4ivy
A AT S P8 e u>[1—+u—Y]<Pii’l(u: e,
d'olr
Sy l;iy
ool (1, 1) = [_1 - tY] (23. 1)
1+ Ty o2 (L+iy)... (A +[i+k=-1] )
A )=[1 = ty] - (23. 2)

. By

On vérifie sans difficulté que : Y qjik’ T, =1 (1!

k=0

24) Avant de passer a l'étude des processus purement con-
tinus, rappelons que l'on généralise la notion de processus purement
discontinu dénombrable en étendant la définition de tels processus
au cas non dénombrable(g), c'est-a-dire au cas ol l'ensemble des
images de t par les fonctions de la classe % n'est plus un ensem-
ble dénombrable. Ici encore toutefois les fonctions v seront presque
certainement des fonctions par sauts de t.

(1) En effet : ‘
L+iy
® [1+ TY b K
(k) T,t = —— = L k k g K L
¥
1+iy S bty

[1+TY ¥ Y(t - T) %
=——] [1——] =1
1 +ty 1+ ty

(2) Cf. W. Feller, "Zur Theorie der stochastischen Prozesse', op. cit .
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Nous n'insisterons pas ici sur cette classe de processus cap et
tiquement, il suffira en général d'avoir recours aux prOCESs'uspzZ_
nombrables dans le cas ol on est amené a envisager un oy =
parement discontinu, i £
€
25) Nous allons maintenant envisager la classe des Procesg
de Markov dit purement continus ou continus permanents (1), i
on
On introduira ces processus par l'intermédiaire des fonetiong 4
répartition de transition G(t, x ; t, y) définies au début dece paf E
ragraphe(z)_
3
Un processus de Markov sera dit continu permanent si, pour o €
t €T et pour tout € > 0, les fonctions G(7, x ; t, y) satisfont )eq m, |
conditions : con
me
g 1 R une
T it Gyl & § R s S S (25,1)
ly-xIl2¢€
1 &
lim — - - x)d, G(t st + At = u
Do Ot -[y_”q o " iy § y) = m(t, x) (253 g
A
: 1 iR
lim —. [ (v - x)2d, G(t, x;t+ Ot, y) = m, (t, %), (25,3
At >0 At e . y 3
qu
m, (t, x) et m,(t, x) étant des fonctions finies, po!
1é]
On peut tirer de ces conditions une interprétation concréte en re- gl
marquant que (25,1) peut s'écrire :
Prob. [ |v(t + At) - v(t)|z €/v(t) = x] = Ato(At), (25.1 bis)
et que, si on condidére les 'espérances mathématiques condition-
nelles tronquées" E, définies par :
f (¥ - X)d G(t, x; t bt 5
_ ly-x <€ De
E L [ wit* At) = w@))/v(t) =ix) = f "
G{t, x; t + At,
“ly-x/<E€ Ck ( , Y)
(1) Ci. peint 5. (L

(2) Cf. points 1 et 2,
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et

[ (y-xF dG(t, x ; t + At, 3)
“yxl<ie y

BTVt + A1) - v(t)]?/v(t) = x} = .
f dyG(t, st Ay

ly=x/< €

on aurait d'apres (25.1), (25.2) et (25.3) :

n
n

E { [v(t+At) - v(t)] Jv(t) =x} = At m(t, x) + 0(At) (25. 2 bis)

B { [ v(t +At) - v(t))?/v(t) = x} = At m,(t, x) + o(At); (25. 3 bis)
m (t, x) et m,(t, %), qui sont indépendants de €, pourront donc etre
considérés -quel que soit € > 0- comme les deux premiers mo-
ments conditionnels -pour v(t) = x- de l'accroissement de v(t) pour

une variation infinitésimale de t.

26) Si les conditions (25.1), (25.2) et (25.3) sontsatisfaites,
om démontre que les fonctions G(T, x ; t, y) satisfont 1'équation
aux dérivées partielles :

A (0 G, B8 ¥ BG(Erx;t, ¥)
+=-m,(T, X) s + m, (T, x) =0,
4T 25 ox 9x (26. 1)

Que l'on appelle équation rétrospective de Kolmogorou ; elle corres-
pond, dans le cas continu, au systéme (9.2). Si les fonctions de
répartition G (T, x ; t, y) admettent une densité de probabilité
gt, x ; t, y)(1), on aura aussi :

e glTs et e
o %) i

e
(26. 1 bis)

-
B | =
=
=

BT, X% 5

a2 (6, ) e =

De méme, en supposant que les fonctions G(T, x ; t, y) admettent

______________ AEE g 8.
(1) On a par définition : g(7, x ; t, y) = TRy iy e
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des densités de probabilité g(t, x ; t, y) on démontre que ces g
niéres seulement satisfont 1'équation : ek

2 E(T, x5 t,-F) 2L my it «F)elt, ®int )l

1
o 2 oy

+

2
Alm, (t, y)e(t, x; t, y)] (2.2)

+ =
oY 0,

dite équation prospective de Kolmogoroy ou équation de Fokker-Planey .
elle correspond, dans le cas continu, au systéme (9.1), '

27) En vue d'illustrer ce que nous venons de dire, noyg allong
maintenant envisager le cas des processus purement continyg 3
accroissements indépendants(l). Nous supposerons aussi pour sim-
plifier que les fonctions de répartition de transition admettent deg
densités de probabilité,

Compte tenu de ce que nous avons dit au point 4 les fonctiong de
répartition de transition et leurs densités s'écrivent alors :

n
1}

Higp & ;ou) = H(T ty g =5 G(T, % 5k )

hi(®, £ W= hu(roaitasghi = 0 & el % 55 Gl

On vérifie aussi sans difficulté que les conditions (25.2) et (25.3)
ne dépendent plus de x ; on aura donc :

Myt o2) = ohy(Ehet ot hee) s o (H)e

Les équations (26.1 bis) et (26.2) deviennent alors :

A h{(T, %) azh('r, ) shito, ;1)

g & gmz('f) T 5 ml(T)—'-—.a'u——= 0, (27.1)
shis, tru) Fhit, & ¥ ah(t, t, )
TR Ty Baae i Bath) Ju T % {14

qui sont respectivement l'équation rétrospective et prospective du
processus a accroissements indépendants envisagé.

(1) Cf. point 4,

not
st
blé
ge!
lac

50
de:

av
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28) Pour déterminer la solution de (27.2), ici encore, comme
nous l'avions fait dans le cas du processus de Polya''’/, on peut
essayer de simplifier 1'équation & 1'aide d'un changement de varia-
ble., D'une fagon plus précise, on essaiera de déterminer un chan-
gement de variable conduisant & une équation de méme forme dans
laquelle m, (t) et m, (t) ne dépendent pas de t(2).

Soit les transformations t* = ¢(t) et z = u + B (t), ¢(t) et B(t) étant
des fonctions monotones de t telles que ¢(t = 1) = Tetd(t = 1) = 0.

On aura alors :

d
h(T, t5u) = (7, t°; 2) ||

dz
avec
hifresime o) = T0%s 5wz e

it en. substitusnt dens (27.2) £(z, t* ;.2). & h(T, £ a0) o0 a en
définitive :

BT, "5 2) T, P, 1 R T
3 t‘ & Emg(t) dz {ml(t) iy } 3z ]d_t' ;

d'otl les conditions :

m, (t)dt = m,dt" (28.1)
{ml{t) ¥ -—} dt = m,dt* . (28. 2)
On peut en particulier poser m, = -1 et my "="10, dlol ¢

it

f m, ' -1,

T

(1) Cf. points 16 et 17,

(2) On vérifie sans difficulté que l'on obtient ainsi les équations de définition
d'un processus homogeéne,
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et =
: mi
J midt + 2z, w - 2(7, w =0,
- ; 2
g e 3 = = f m, (t)dt.

T

Les transformations ainsi définies conduisent alors al'équationb Pt
5L Y 18 1 wHi b G 8) -
at" Ty 222 ! (28, 3)

cas particulier de 1'équation de la chaleur(l), On appelle (23 3)
1'équation de définition du mouvement brownien dit aussi pmceséus
de Wiener-Levy.

La solution générale de cette éguation aux dérivées partielleg de
type parabolique est bien connue(2),

(1) Qui s'écrit plus généralement :

B (LX) At x)

o x? ot

(2) Cf. par exemple : J. Legras, Techniques de résolution des équatioas oux
dérivées partielles, Paris, Dunod, 1956,
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Avec la condition initiale f(T, T ; z) = 0 et les conditions aux li-
mites f(T, t* ; +w) = £(T, t° ; -®) =0, on a :

22

it T 2 e 2t -7 (1)

(1) A titre d'exemple, nous allons déterminer cette solution a l'aide des
transformées de Laplace (cf, note 1, p. 398 ), que nous avions déja uti-
lisées au point 14 pour établir la solution du systéme différentiel du
processus de naissance homogeéne.

Pour simplifier, posons t* - T = w et h(t, t* ; z) = ¢(t, w, z).0On au-
ra ainsi a résoudre 1'équation :

3 9(T, W z) 32 @(tT, w; z)
ER dz?

avec la condition initiale ¢ (T, 0 ; z) = 0 et les conditions aux limites
PG . oW, sl e S goiims, W= 0.

= % ; (28. 3.1)

Si on considére la transformée de Laplace -par rapport a w-d=¢ (T, w;z) :
£ {o(v, wizm) = [ e ™ glv, w;e)w = ¢°(t, 8 ;2
o

compte tenu des remarques de la note (1), p. 398 , l'équation (28, 3.1i)
peut s'écrire :

32 0% (T, 8 ; 2)

scp‘(’t,s;z)-CP(T.O;z)=l T
2 322
et compte tenu de la condition initiale :
i e eiE, B ¢ 2)
s¢ (T, 8§ ;2) = 5 —m 0 —— (28. 3.ii)

2 azi
qui est une équation différentielle ordinaire du second ordre, homogéne
et 4 coefficients constants.

Son équation caractéristique est : é r¢? - s = 0, d'ou l'intégrale générale

de (28.3.11) :

{zs

+ C2 (s)e

La condition aux limites lim g¢(t, W ; z) = 0 entraine C,(s) = 0, d'ol :
>

¢ (1,-3 ; 2) = C (B)e” AT

g (T, & 5= Cufs) o

Or, compte tenu du fait que ¢(T, w ; z) est une densité de probabilité
définie pour - ® € z < + ®, on aura :

Friq (3, ® 2~ glE, w2 ViE—2q"Tr,
d'on

h(T, t* ; z) = 0%, 2* = © ; z) avee t¥ 5 .
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A partir de la solution de (28.3) ainsi obtenue, on peut alors ,
monter 4 la solution de (27.2). £5

En posant :

on aura ainsi:

R, (s e (@t @) aEsu)) s
(28.4)

2
1 2 [ =it
ot Augd S 55
= © 2 Mylmyt)

Y R VL ey R L)

Et on constate que h(T. t ; u) est ici la densité de probabilité d"une
variable aléatoire laplacienne de moyenne M,;(T, t) et de variance
M, (T, t){(1) ; comme nous venons de le voir les moments M,(T, 1)
et M,(7, t) s'expriment en”fonction desim (t) et .r.n?(t)’ qui peuyent
étre interprétés comme des moments instantanés” (cf. point 25),

29) La solution du processus homogeéne le plus général, dge-
fini ici en posant dans (27.2) m,(t) = m; et m,(t) = m,, se déduj

immédiatement de (28. 4).

Compte tenu du fait que :

M, (T, t) = m [t = T)

M,(T, t) T, ik i)l

(1) A 1l'aide de la fonction caractéristique :

_ MolT, ) A? AW, T
9. (R fie 2
de cette variable aléatoire, on vérifie immédiatement que si t —s 1
elle tend vers une ''variable certaine' égale & 0 -c'est-a-dire vers une
variable aléatoire dégénérée dont la densité de probabilité est concentrée
au point 0, g

on

On

ra
cO

Se
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on aura alors :
1 iy o n]®
h(z ., ctosu)os e I
V2 nm,t 5 T)

On a bien ici h(T, t ; u) = h(t - T; u); les densités de probabilite
de transition ne dépendent que de l'intervalle (t - T) (cf. point 3).

§5 - APPLICATIONS -

1) Considérons un phénoméne & pouvant &tre représenté par
des fonctions du temps :

T e—e[Tt), CH), Tt)] = vit), D

les fonctions numériques T(t), C_l(t), ?(t), supposées continues par
3 rapport 4 t, désignant respectivement l'investissement global, la

: consommation globale et le revenu global a 1'époque t(2),

Soit encore 1'hypothese composée :

i) C(t) = 'eX (1) relation de comportement
i H(v) r— 2) 1) =" o d:ft(t) principe d'accélération
3) T(t) + Clt) = Y(t) relation comptable,

¢ désignant la propension marginale a consommer et

W le coefficient d'investissement.

On aura alors, en désignant par s = 1 - c la propension marginale
4 épargner :

1) & est ici par rapport & ¥ un phénomeéne certain & dépendance temporelle.

e 2) vit) € Rj, ; la fonction v peut étre considérée comme une fonction a trois
dimensions,
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d'oils:
3 = Al t-7)
X(t) = Y(z)e

et les valeurs correspondantes pour E(t) et T(t), ce qui détErmin
compleétement le phénoméne &. £

2) Considérons maintenant le cas plus général d'une fonctigy
aléatoire a trois dimensions :

[I(e), C(t), H(ty1s = Vit)s
et posons comme ci-dessus :
T—(I1), C1), Y1)] = V)L,

Si nous supposons que Y(t) est un processus de Markov Purement
continu & accroissements indépendants, on aura alors :

I

Prob. {Y(t) - Y(T) € u/Y(t) = y} Prob., {¥(t) - Y(T) S 0"

F(T, t ; u) étant la fonction de répartition -en u- d'une varighle
aléatoire laplacienne,

1]

t
de moyenne Mt ) f m (t)dt
ft m, (t)dt(2),

T

En posant Prob. {¥(T)i= y_ } = l.on aura.:

T

et de variance M,(T, t)

Brobyod M(H)as vy ka5, Brob: LYHT) =ndiso Prgb. LX) < ¥eé ul,
c'est-a=-dire :

Prob. (X)) < y. -+ u} = Fl Ly ) =iCessreiug

(1) & est ici, par rapport a %, un phénomene aléatoire & dépendance tem-
porelle.

(2) Cf. ¢ 4, points 27 et 28.

et

f(t
1al

oo o ™
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et 3 N R (R S

fit, y + u) étant la densité de probabilité d'une variable aléatoire
laplacienne de moyenne M, (T, t) + y, et de variance Mo (Tt

Nous aurons donc :
B, (Y(t)) = M,(T, t) + ¥,.
D'aprés les développements du paragraphe précédent on aura :
B, [Y(t+ At) - Y(t)]= Atm (t) + o(At) ;

ce qui peut nous amener & introduire une hypothése analogue a celle
définie au point 1 sous 4)- principe d'accélération-, hypothése

portant ici sur la limite de Ay pour At—=0,

at’
Posons ainsi :
—t e EEFG OO0 S WG] SR
B, (Y(t)) Ao Lt B, (Y(t)

d'ot m, (t) = A g, (¥Y(t)), et en supposant que :

= Alt-T

B, (YE) = E@) = yoe

m, () = AY(@) = Ay e

et Byt g gt o= 1y

L'évolution de Y(t) d'aprés le modeéle certain du point 1 peut donc
Btre considérée comme un cas particulier du processus Y(t) envisa-
gé ici, si on se rapporte & l'évolution de £, (Y(t)).
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CHAPITRE IV

UNIVERS DES APPRECIATIONS ET DECISIONS

"Le trop d'expédients peut gater une affaire :
On perd du temps au choix, on tente,

on veut tout faire.
N'en ayons qu'un, mais qu'il soit bon."

La Fontaine(1)

“"Toute connaissance humaine s'appuyant sur un rai-
sonnement au moins, présuppose la notion d'ordre.”

4. Denjoy(2)

§1 - LE CADRE CONCEPTUEL -

1) Dans la premiére partie de cette étude, nous avons été
amené & définir d'une fagon généragle la notion de modéle, et & dis-
cuter de quelques problémes généraux propres a leur construction
et & leur analyse. Le souci de définir quelques grandes classes de
modeéles nous avait d'ailleurs conduit a spécifier des structures par-
ticulieres, dont 1l'importance, du point de vue de l'économie pure,
nous semblait postuler une discussion plus approfondie. Or, méme
dans les exemples que nous avons envisagés, nous n'avons que ra-
rement fait allusion & cette partie importante de 1'économie pure
qui a trait & 1'étude des décisions économiques. Nous l'avions bien
Souligné a plusieurs reprise, il s'agissait 12 d'une omission volon-

(1) La Fontaine, Fgbles, Le chat et le renard.

() Armand Denjoy, L'énumération transfinie, livre I, Ftudes complémentaires
sur l'ordtnation, Paris, Gauthier-Villars, 1954, p. 6189,
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taire, Nous souhaitons la combler en réservant & une te]le étug

cette deuxiéme partie dans laguelle nous nous proposons dle“Visagee
r

les aspects essentiels liés & la représentation et & 1'étude deg "de.
cisions'" économiques. Le fait de consacrer cette deuxieme
a de tels problémes, marque d'ailleurs l'intérét particulier gy
croyons devoir leur porter ; intérét justifié, nous semble-t-j), par
le rdle considérable joué par les problemes de 'décisions" dans 1,
plupart des situations économiques concrétes, ceci quel que goj %
cadre socio-juridique. Une étude portant sur les fondements de 1%co.
nomie pure -qui dans la conceptualisation adoptée doit restep le
reflet du concret- ne saurait donc faire abstraction de telg Pro-
blémes.

Partie
e n()us

2) Les notions essentielles que nous aurons a utiliser par la
suite, sont les notions de 'centre de décision', d'ensemble " e
tions' possibles ou admissibles et de 'décision',

La notion de centre de décision(l), qui recouvre en Partie |3
notion d'agent économique utilisée d'habitude dans la terminologie
économique, désignera ici toute entité, tout organisme, tout indjyi-
du pouvant prendre des décisions économiques. On pourra done ge-
signer par ce terme un gouvernement -dans la mesure ol i] eg
amené a prendre des décisions économiques- un organisme de pla-
nification a échelle nationale ou locale -commissariat au plan- y
conseil d'administration, un directeur d'entreprise, aussi bien qu'un
simple consommateur,

Une décision du centre considéré sera alors ramenée ay choix
d'une action(2) particuliére, parmi celles d'une classe d'actiong
orientées vers la réalisation d'un but, d'un objectif déterminé, Aingi
dans le cas par exemple oll le centre de décision est un consomma-
teur dont 1'objectif est la satisfaction de ses besoins courants pen-
dant une période déterminée, les actions possibles seront des achats

(1) C. Gruson, "Les décisions économiques nationales" dans g décision,
Parig, C.N.R.S., 1961, pp. 147-157.
Voir aussi la notion d'"'unité économique' dans R. Frisch, "La théorie
de 1'avantage collectif et les régions de Pareto', dans Economie appl iquée,
7 (1954), pp. 211-280.

(2) Cf. la notion de '"parameétre d'action' dans R, Frisch, '"La théorie de
1'avantage collectif et les régions de Pareto', op. cit.
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possibles, des ''paniers de provisions' qu'il est & méme d'envisa-
ger et qui, compte tenu des prix du marché, sont compatibles avec
le revenu dont il dispose. Une décision du consommateur se tra-
duira alors par le choix d'une action particuli2re, d'un 'panier de
provisions" ou 'complexe de biens" particulier., De méme si le
centre de décision est un organisme de planification économique
dont 1'objectif est d'atteindre une situation dite de "rendement so-
cial"(1) ou d""optimum de gestion'(2), on pourra envisager 1'ensem-
ble des actions ou politiques qui y conduisent et qui se traduisent,
par exemple, par des répartitions différentes du revenu national. Le
choix d'une politique parmi l'ensemble envisagé sera ici une déci-
sion,

On pourrait encore imaginer le cas d'un entrepreneur, d'un conseil
d'administration ou d'un directeur d'entreprise -qui serait ici le
centre de décision- face 2 un ensemble de ''politiques' d'investis-
sement, Le choix d'une de ces politiques serait alors envisagé com-
me une décision du centre considéré,

La classe d'actions que nous venons d'introduire -actions que,
selon la nature concréte du centre de décision envisagé, on appel-
lera aussi des tactiques, des stratégies, des politiques, des opéra-
tions, des options ) etc. - définit ce que l'on pourrait appeler le
"champ de choix"(#) du centre de décision envisagé. Sa définition
dépendra de 1'objectif envisagé par le centre de décision, ainsi que
des "contraintes' extérieures imposant des limites aux moyens pou-
vant &tre mis en oeuvre en vue de cet objectif. De telles limites
pourront d'ailleurs, en général, &tre établies soit au moment de dé-
finir 1'ensemble des actions possibles, soit aprés avoir défini un

(1) cf. M. Allais, Economie et intéreét, Oop. cit.

(2) cf. J. Lesourne, '"Recherche d'un optimum de gestion dans la pensée
économique'', dans Encyclopédie Francaise, L'univers économique et social ,
tome 9, pp. 9.68-12/9.70-4,

(3) Cf. G. Th. Guilbaud, "La théorie des jeux', dans Rewue d'économie poli-
tique, 65 (1955), pp. 153-188.

11 s'agit la d'ailleurs du terme couramment utilisé dans la théorie des
choix du consommateur,

'4
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ensemble d'actions dont de telles limites définissent un SOus-enge
-le sous-ensemble des actions possibles parmi celles d'une o
plus vaste d'actions qu'il peut étre commode d'appréhender g
totalité,

mble
lasge
ans sa

Dans la discussion théorique qui va suivre, nous considérergng
néralement un ensemble d'actions qui seront des actions Possih)
le deuxieme cas ci-dessus pouvant toujours se ramener au prepmj

gé-
es,
er,

Il convient ici de souligner que l'objectif intervenant dans 1,
définition de 1l'ensemble des actions n'est pas nécessairement fixe
par le centre de décision qui aura & choisir une action Particulispe
parmi celles de la classe envisagée. Un tel objectif pourra ep effet
souvent lui &tre imposé de l'extérieur, ce qui arrive d'ailleurg en
général quand les actions sont de nature essentiellement technigye
On pourra d'ailleurs toujours supposer cet objectif comme don.né
-ce que nous ferons dans la suite de cette étude- car le cas of 'on
envisagerait plusieurs objectifs rentrerait dans le schéma reteny en
assimilant chaque objectif a une action ; on parlerait ici plutdt
d'options. En effet, on pourrait alors considérer un centre de déci-
sion dont le rdéle serait de choisir un objectif parmi un ensemble
d'objectifs. Comme nous venons de le dire, ce centre de décisip
pourra étre distinct du centre de décision dont le role est de fixep
une politique en vue de la réalisation d'un objectif déterminé, pr,.
tiquement, il arrivera d'ailleurs souvent qu'un organisme soit chap-
gé du choix de l'objectif, tandis qu'un ou plusieurs organismes
distincts seront chargés, pour chaque objectif, du choix d'une gz¢-
tion ; ce choix d'ailleurs intervient généralement parmi d'autreg
comme élément d'appréciation dans le choix de 1'objectif par l'orga-
nisme compétent, Il en est ainsi notamment dans le cas des déci-
sions de planification -a échelle nationale, locale ou d'une entre-
prise- ol différents organismes sont chargés, pour différentes
options (buts, objectifs) de décider des moyens ou actions pour les
réaliser, la tdche de choisir une option parmi celles que l'on g
envisagées revenant a un organisme indépendant de ceux qui ont
décidé des moyens -gouvernement ou parlement dans le cas d'options
de politique économique nationale, propriétaire, direction ou con-
seil d'entreprise dans le cas d'options a échelle d'une entreprise,
Quoi qu'il en soit, malgré la complexité et la diversité des situa-
tions réelles et les cadres institutionnels différents, on pourra en
général se ramener au schéma conceptuel simple que nous venons
d'introduire -dans lequel l'objectif peut étre considéré comme pré-
fixé-, schéma dont nous préciserons par la suite la structure logi-
que,

1jtd
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La notion d'action telle qu'elle vient d'@tre introduite évoque
immédiatement celle de résultat, En effet, toute action, toute po-
litique, etc., se traduira concrétement par des conséquences, dont
la totalité peut &tre résumée par le terme de résultat(l), Or, si
par la suite, nous aurons & faire la distinction entre action et ré-
sultat de cette action -ce qui nous permettra de revenir, au sujet
des décisions, sur les notions générales de phénomeéne certain, ap-
proché et aléatoire, introduites précédemment- pour le moment,
nous nous limiterons & considérer des ensembles d'actions possi-
bles envisagées au moment ol une décision doit étre prise, en
assimilant chaque action 4 son résultat, ou plutét a 1'idée que l'on
se fait d'un tel résultat. Cela car, au moment ol une décision est
prise, ce qui importe, c'est 1'ensemble des actions possibles, cha-
que action devant évidemment &tre assimilée & son résultat, ou
plutét & 1'idée que le centre de décision se fait d'un tel résultat et
qui peut évidemment différer du résultat que l'on observera réel-
lement, Pour le moment chaque action pourra alors étre assimilée
i son ''résultat escompté", car ce sont la les seules données sur
lesquelles on peut se baser en vue d'aboutir & une décision.

Remarquons encore que chaque action, considérée comme élément
d'un ensemble d'actions, ne sera souvent pas justiciable d'une re-
présentation simple, & l'aide d'un nombre par exemple, comme
dans le cas ol une action peut &tre assimilée & une opération se
traduisant par une somme monétaire, ou a l'aide d'un vecteur, com-
me dans le cas ol les actions particulieres d'un consommateur se
traduisent par 1'achat d'un panier de provisions. D'une fagon géné-
rale, la description d'une action particulidre fera intervenir des
éléments de nature qualitative et des éléments de nature quantitati-
ve, La description d'une telle action ne sera donc possible qu'a
l'aide d'un 2tre dont la nature sera en général complexe,

3) Dans la suite de ce chapitre, nous concentrerons notre at-
tention sur quelques aspects essentiels des mécanismes de prise
de décision en vue notamment d'expliciter les problémes fondamen-
taux propres & la construction et & l'analyse des modéles économi-
Ques dans lesquels interviennent les décisions de ceux que les
fconomistes aiment appeler des agents économiques et que nous
appellerons, d'aprés la terminoclogie introduite ici, des centres de

{1) Nous emploierons le mot résultat au singulier, pour désigner l'ensemble
des conséquences d'une action,
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décision. Nous serons amenés a distinguer les modeéles 3 Plusieyy
centres de décision des modeles & un seul centre de décision, C'estf
a-dire les modeles faisant intervenir les décisions de Plusieyys
centres, des mod2les faisant intervenir les décisions d'un g
unique. Nous commencerons par 1'étude des modéles & un gey
tre de décision, qui formellement sont naturellement plus simpleg
mais qui ont aussi l'avantage de soulever la plupart des probléme;
conceptuels fondamentaux que 1l'on rencontrera en étudiant des p,.
deles plus complexes. Nous allons examiner en détail les mMode]eg
a un seul centre de décision, Les conclusions que nous obtiendmns
s'étendront naturellement, au moins dans une certaine mesure, 3
la théorie des modeles a plusieurs centres de décision. Noug noug
bornerons cependant a donner les grandes lignes de celle-cj dont
une étude compléte dépasserait le cadre de ce travail, Conforme.
ment au point de vue déja adopté dans la premiére partie de cette
étude, nous essaierons de réduire la technicité au minimum indig-
pensable en essayant de concentrer nos efforts sur la logique des
développements envisagés.

ntre
cen-

4) Depuis longtemps la science économique a eu recours, dapg
les problémes touchant aux décisions, a la notion d'utilité a laquelle
ont été attribuées des significations et des portées fort diverses(l)
Tantét elle intervient explicitement, tantdt implicitement, mame
chez des auteurs qui s'en défient. D'un co6té on s'accordera en gé-
néral pour ne lui attribuer qu'une portée "ordinale", quitte par |5
suite & ne pas résister a la tentation d'appliquer & cette grandeyr
les propriétés et les opérations ayant un sens pour les nombres,
D'un autre c6té, pour qu'une partie au moins de ces propriétés et
opérations puissent conserver un sens en termes d'utilité, on Ja
voudrait de plus repérable, voire mesurable, et de 1a & chercher
des conditions et a essayer de les fonder concrétement en vue de
les rendre d'une portée générale(z).

(1) G. J. stigler, '""The Development of Utility Theory", 1, II, dans Phe jour.
nal of Political Economy, 58 (1950), pp. 307-327 et 373-396.

T. Majumdar, The Neasurement of Utility, London, Macmillan &CO,.Ltd.,

1958,

(2) H. Lebesgue, Sur la mesure des grandeurs, Monographies de 1'enseignement
mathématique, n° 1, Geneve, A. Kundig.
C. H. Coombs, H. Raiffa, R. M. Thrall, "Some Views on Mathematical
Models and Measurement Theory', op. cit.
C. H. Coombs, "La mesure dans les sciences sociales. Théorie et mé-
thodes", dans les méthodes de recherche dans les sciences sociales, tomell,
Paris, P.U.F., 1959, pp. 538-611.
J. S. Coleman, E. W. Adams, H. Solomon, Xathematical Thinking in the
Neasurement of Behavior, Illinois, The Free Press of Glencoe, 1960,
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Or, et la plupart des économistes aujourd'hui paraissent en
convenir, beaucoup de problémes économiques concrets peuvent en
général etre traités a l'aide de la notion simple de préférence, ce
qui permet pratiquement de ne pas recourir a l1'utilité et par la
d'éviter toute querelle au sujet de sa portée générale. Par contre,
et i1 faut bien en convenir, beaucoup de problémes peuvent &tre
formalisés et traités plus simplement si on a recours & la notion
d'utilité,

Nous n'avons donc nullement 1l'intention d'essayer de débarrasser
la science économique de cette notion commode, ni méme de ne pas
l'utiliser dans le cadre de ce travail, quitte toutefois & lui attri-
buer un sens, peut-é&tre mineur, en l'envisageant, comme nous le
ferons par la suite, comme un simple 'indicateur numérique d'ap-
préciation''. Cela parce que méme en ne lui attribuant, comme on
le fait souvent, qu'un sens intuitif commode, équivalent en quelque
sorte & la notion, aussi intuitive et vague, de satisfaction, on ne
saurait généralement utiliser cette notion dans le cas de décisions
émanant de centres de décision de nature particuliérement com-
plexe -par rapport aux mécanismes de prise de décision et aux ac-
tions qu'ils ont & envisager, En effet, si pour un consommateur, par
exemple, la notion d'utilité a un caractére intuitif évident, il n'en
est plus de méme si le centre de décision est unorganisme com-
plexe : par exemple un organisme de planification, une assemblée
Parlementaire, un conseil d'administration, etc.. Dans le cas d'un
centre de décision complexe, ce ne sont pas les opinions indivi-
duelles -de ses membres- qui nous intéressent, ni les mécanismes
par lesquels, d'une ''confrontation''d'opinions individuelles de poids
plus au moins différent quant a 1'aboutissement final, sortira une
décision, De tels problémes, qui, selon la nature du centre de dé-
tision envisagé relévent soit de la psychologie(l), de la science
politique, voire de la sociologie, sont certes trés importants, no-
lamment lorsqu'il s'agira de donner & 1'économie pure une base
toncrete,

Dans 1a présente étude, nous considérerons la décision comme un
fait unique qui émane du centre, sans nous préoccuper des efforts
Qi ont été faits au sein de celui-ci pour y arriver. Nous concen-

() A, M. Weitzenhoffer, "Mathematical Structures and Psychological Mea-
surements'' dans Psychometrika, 16 (1951), pp. 387-406.
R. D. Luce, Individual Choice Behavior, New York, John Wiley & Sons,
Inc,, 1959,
F. Restle, Psychology of Judéement and Choice, New York, John Wiley & Sons,
Ine,, 1961,
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trerons notre attention sur les schémas logiques -que noyg
expliciter- qui permettent de choisir une action parmi g
c'est-a-dire d'aboutir & une décision,

3-110[’15
alUtreg

5) Ce que nous venons de dire nous conduit a intr‘)duirel
notion ''d'univers des appréciations', notion qui, pour le mﬁmema
restera en partie intuitive, avant que nous puissions en préciser 1;
structure formelle. Nous considérerons que tout centre de décision
aussi primaire soit-il, dont la fonction est de choisir une actio;;
déterminée parmi celles d'un ensemble -qui pourra aussi étre trag
simple- posséde un univers des appréciations caractérisant g, i
gon d'apprécier, de juger, de réagir face aux différentes actigng de
la classe qu'il doit envisager. L'univers des appreéciations gepy un
ensemble d'appréciations particuliéres qui pourront étre eXpriméeg
selon les circonstances, sous forme de rapports, de recommanda_’
tions, de signes, de nombres, de phrases, voire de simplesg déng-
minations. Chaque élément de l'univers des appréciations traduip,
donec, sous une forme qui lui sera propre, une appréciation possihle
du centre de décision considéré,

La premiere opération qui s'impose a tout centre de décisigy
consiste a faire correspondre a une des actions possibles, un élé:
ment de son univers des appréciations. Cela sera possible sojt
pour chacune des actions, soit seulement pour certaines d'entye
elles. Dans le cas ol on ne saurait le faire pour aucune deg ac-
tions, il n'y aura pas d'appréciations pour cette classe d'actiong
et on pourra dire que le centre de décision est inapte & s'en oc:
cuper. En supposant que l'on sait attribuer & quelques éléments gy
moins de 1l'ensemble des actions des éléments de l'univers des ap-
préciations, nous expliciterons au § 3 les "possibilités de raison-
nement" du centre de décision, en précisant la structure logique
de son univers des appréciations. Or, des qu'il y a raisonnement
-aussi incomplet et rudimentaire soit-il- en vue d'effectuer un choix,
de marquer une préférence, on voit apparaltre les notions de clas-
sement, d'ordre. Aux paragraphes suivants, nous reviendrons de
maniére systématique sur ces notions, et nous aurons & les dé-
barrasser de leur caractére intuitif afin de les fonder logiquement,

§ 2 - RELATIONS BINAIRES, RELATIONS D'ORDRE, ELEMENTS
EXTREMES (1) -

(1) P. Dubreil, glgebre, op. cit.
C. Berge, pspaces topologiques, Paris, Dunod, 1959,
M. Barbut, "Ensembles ordonnés" dans pevue frangaise de recherche opé-
rationnelle, 20 (1961), pp. 175-198.
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1) Au § 1 du chapitre II, nous avons introduit la notion de
propriété définie dans un ensemble, et nous avons fait la distinction
entre deux représentations équivalentes d'une méme propriété : sa
représentation sous forme grammaticale et sa représentation sous
forme d'ensemble, Soit un ensemble E, nous avons désigné par @
la forme grammaticale d'une propriété définie dans E, et par Eg
l'ensemble représentatif de cette propriété, c'est-a-dire le sous-
ensemble Ez; de E formé des éléments de E qui vérifient la pro-
priété, ou encore des éléments x € E pour lesquels la proposition
2(x) = "x posséde la propriété 2'" est vraie. Et nous avions :

(V;() s () p——"c C B s

2) Or, étant donné deux ensembles E et F, une propriété peut
porter sur deux éléments x EE et y € F considérés simultanément
et dans un ordre déterminé, Il s'agira alors d'une propriété portant
sur les couples ordonnés (x, y), éléments de l'ensemble produit
E x F. Soit % une telle propriété, on aura alors :

V(x, y))

E xF &3 Kol =S bun NBE BFEEIR] sol)

[E x FE C E x F étant l'ensemble représentatif de la propriété
% définie dans E x F.

3) On convient généralement, ce qui est souvent commode,
de considérer une telle propriété @ définie dans E x F comme une
relation binaire R de l'ensemble E a l'ensemble F, Si F coinci-
de avec E on dit que R est une relation binaire dans l'ensemble E,

Dans ce qui va suivre, nous aurons besoin de comparer deux &
deux -d'aprés une certaine propriété- les éléments d'un méme en-
Ssemble E. Nous considérerons donc en général ici des relations
binaires dans E. Comme précédemment pour les propriétés, (R pour-
ra etre considérée comme la représentation grammaticale de la
relation, R sera donc une phrase faisant intervenir x et y dans un
ordre déterminé ; et cette phrase pourra, pour deux éléments x et
¥ déterminés, étre vraie ou fausse., Si elle est vraie, nous écri-
rons

xRy,
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La représentation sous forme d'ensemble de la relation ® se fors
aussi & l'aide de l'ensemble représentatif S,. S, qui est un B,
ensemble de l'ensemble produit E x E, que nous désigneropg par

S, sera formé des couples (x, y) € E x E = S pour lesquelg on 3
xRy c'est-a-dire des couples qui satisfont la relation ®,.0On a aloon .

xRy == (x, ¥) € S.

Ici aussi il pourra étre commode de représenter une relation
tantét sous forme grammaticale, tantdt sous forme d'enSemble'

4) Une relation sera dite vide si Sz = @ ; elle sera dite ypj.
verselle si Sz = S. La relation ®, négation de R est telle que -
Sa = [ Se ; on l'appellera relation complémentaire de R. On appel-
lera relation inverse ou réciproque de (R la relation ®-! telle que

FIR Taie=t X Gl 5.
ou encore telle que :
(YJ X) E Sae_-l Ap—— (X, Y) E Sﬂ'
La relation d'égalité, que nous désignerons par F, est telle qu'elle

n'est vérifiée que si x et y sont un seul et méme élément de E,
Son ensemble représentatif est l'ensemble S, = {(x, x)} xep On

aura ainsi :
x By — (x, y) € 8.

5) Nous dirons qu'une relation dans E est composée quand elle
est définie & partir d'au moins deux relations R, et R, définies
dans E.

On pourra avoir : R' = R, AR, ou R" = R,VR, On a évidemment :
xR'y = x(R,A Ry = (x, )€ Saw = S“l n S“g'

et
xRy = X(R NRYYy = (%o ¥ E Batins SRIU Snz‘

6) On vérifie aisément que, R, et R, étant deux relations
dans E :

x@.iy = XRY — Sﬂl = Sﬂz’

ou,
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ou, ce qui est équivalent
¥Rz =y R aae BEmiEEs,
Ak
gar=: 2
xR,y = YR x et xRy = YR X,
Dans un pareil cas, on dira que la relation ®, est plus forte que

la relation ®,. On vérifie immédiatement que la relation @' du
point 5 est plus forte que la relation R", car en effet Sp’C Spr -

Deux relations seront dites incompatibles sila relation R' = RANR,
est une relation vide, c'est-a-dire si S5 = Sg | S‘R-g Sad. gl Deux
relations R, et R, seront dites équivalentes si et Seulement si
S&1 = Sﬂz'

v
7) Une relation R est dite réfilexivell) si (Ex) G x clest

d-dire si 5,C §,.

Une relation R est dite symétrique(z) (ou réciprogue) si xRy — yRx
c'est-a-dire si S, C Sﬂ-l, car yRx — xR 'y.

Etant donné que xRy = y®R %, si la‘relation est symétrique on
aura aussi y®R 'x = y®Rx c'est-a-dire Sp-1 € S,, ce qui nous
Permet d'écrire :

X@Ry =S yorx == 8, =5 ;.

Une relation ®R dans E est dite antisymétrique (3) (ou propre) si
X@y et yRx — X Fy, ou encore, étant donné que yRx — xoz"y $

x(RA R )y — xpy c'est-a-dire Sﬂﬂ sﬂ_lg Sg.

Une relation R dans E est dite transitive(4) si :

XRy et yRz = xRz,

(1) Au § 4 , a titre d'exemples, nous représentons graphiquement quelques
relations ; pour la réflexivité, voir figure 3.

(2) Voir § 4, figure 5.
B8) Voir § 4, figures 6 et 7.
(4) Voir § 4, figure 8.
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Une relation R est dite circulaire si :
XRy et YRz — zRX.

Il convient de souligner que la transitivité aussi bien que 1e carac
tére circulaire d'une relation, ne se prétent pas a une définiti,
directe & 1l'aide de l'ensemble représentatif de la relation, :

On vérifie sans difficulté que si une relation ® Possdde yne
des propriétés envisagées dans ce point, la relation réciproque ®1
la posséde aussi ; si toutes les relations d'une famille de relationg
possédent 1'une quelconque des propriétés ci-dessus, leur intersec.
tion la posséde aussi.

8) Une relation R est dite tripartitive si elle est non réflexi-
ve et non symétrique : :

v ~
non réflexive : (Ex ): xR x c'est-2-dire S; C Sz, ou si l'on préfare
S, N B =D

non symétrique : xRy —) yRx c'est-a-dire yR'x = yRyx, A

S,.S 83 = (8, donc g N8, =B

9) pRelations d'équivalence. (1) Une relation qui est ala foig
symétrique, réflexive et transitive est une relation d'équivalence
Soit & une relation dans E. & sera donc une relation d'équivalence
si on a :

%8y —»'y'8x clest=d-dire Sy "= Sg -1 Symétrie
2% :
(Z; ) : x &x cl'est-a-dire S; C § réflexivité
x8y et y8z — x8&z (v. point 7) transitivité

Remarquons que pour toute partition & de E on peut définir dans
E une relation d'équivalence & telle que x &y —— x et y appartien-
nent au méme ensemble de la classe @. Les éléments de la classe
&, sous-ensembles de E, seront dits des classes d'équivalence.
Réciproquement, & toute relation & d'équivalence dans E on peut
faire correspondre une partition de E.

(1) Voir ¢ 4, figures 17, 18, 19 et 24,

TE

S

L
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On appelle ensemble quotient de E par & -et on le note E/é -
l'ensemble des classes d'équivalence déterminé sur E par la rela-
tion &. D'aprés ce que nous venons de dire, en désignant par &
une relation d'équivalence dans E et par 2 = E/& = {L} l'ensemble
quotient de E par &, on aura évidemment, [, €tant la relation
d'égalité dans £ :

VI K @V ) g i, v

On voit ainsi qu'une relation d'équivalence dans E équivaut & une
relation d'égalité dans £ . La classe £ étant une partition de E on
a évidemment :

T s >
ll;lf)L = B et LNLY=1a, c ) tels que L g, L',

L'ensemble représentatif de la relation & s'éerira aussi
S = U L xL, L x L étant le produit de L. CE par lui-méme .

Lef?

On vérifie sans difficulté gqu'une relation réflexive et circulaire est
une relation d'équivalence,

10) Comparabtlité(l). Deux éléments x, y € E seront dits com-
parables par la relation R -ou plus simplement comparables- R -,
gl on a :

soit xRy, soit yRx, soit les deux ; c'est-a-dire, étant donné que
Ry — %R ¥ 'oi on a :

x( R VU?.']) y ou encore (x, y) € SRU Sp-1 -

Tous les éléments de E seront deux & deux comparables par la re-
lation R si :

(Vexi: Y) : x(R VR )y c'est-a-dire si Sﬂ.usﬂ-l = 8.

(1) Voir § 4, figure 14.
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Le sous-ensemble de E x E = S formé des couples d'élémentg de R
comparables - R est évidemment égal a SzU Sp_;; et 1'on Vérifie
immédiatement que la comparabilité - (R , aussi bien que la ng,
comparabilité - (R, sont deux relations définies dans E, Symétl‘iques
et dont les ensembles représentatifs sont respectivement Sﬂusgl
et i

(i 8o ) Sad 7 W8I by o

11) pelations d'ordre, Parmi les différentes relationg binaireg
que l'on peut envisager, les relations d'ordre retiendront plus
particuliérement notre attention ici, en vue des développementg ul-
térieurs. D'aprés les propriétés qui les définissent, on diStinguera
des relations d'ordre strict, des relations d'ordre large (oy oo
strict)et des relations de préordre ou quasi-ordre,

Une relation binaire dans E sera dite :

i) une relation d'ordre strict, si elle est tripartitive et
transitive(1);

ii) une relation d'ordre large (ou non 'strict), si elle est
transitive, réflexive et antisymétrique ;

iii) une relation de préordre ou quasi-ordre, si e]le est
transitive et réflexive,

On peut remarquer que les trois relations d'ordre que nous venong
de définir ont toutes en commun la propriété de transitivité,

Si on a défini dans E une de ces relations d'ordre, on dira que E
est muni de la structure d'ordre correspondante - d'ordre strict,
large, ou de préordre. Si R désigne cette relation d'ordre définie
dans E il sera commode d'utiliser la notation (E, R ) pour désigner
l'ensemble E muni de la structure d'ordre définie par R, §'i] existe
des couples d'éléments de E qui ne sont pas comparables par la
relation d'ordre envisagée(z), on dira que la structure d'ordre ainsj
définie est une structure d'ordre partiel.

(1) La transitivité et la non réflexivité suffiraient pour définir cette relation,
car ces deux propriétés entrainent la non symétrie,

(2) Sila relation est une relation d'ordre strict, il faut toutefois exclure les
couples (x, x), car dans ce cas un élément de E n'est jamais compara-
ble & lui-méme par la relation envisagée qui, par définition, est non ré-
flexive.

(
:
I
I
(
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D'aprés les définitions que nous venons de donner, en désignant par
R une relation binaire définie dans E

i) R est une relation d'ordre strict, si

xRy et yRz = xR z transitivité

v =
( x) . x Rx c'est-a-dire S, S, = &
E E (29 st
non réflexivité.
ou sﬂg Sz
Ces deux propriétés suffisent pour que la relation soit non symétri-
que ; en effet si (R était symétrique, on aurait xRy — y®Rx, d'ou
par transitivité xRy et yRx — xRx, ce qui est impossible acause
de la non réflexivité.

ii) ® est une relation d’ordre largdl) si :

¥Ry et yRz — xRz transitivité
Y x : —
( E ) T XR x clest-a~dire S5 C S, réflexivité

xRy et yRx =» x Ey c'est-a-dire Sﬂn sﬂ_lc Sp antisymétrie .

iii) R est une relation de préordre(z) S

XRy et yRz — XRz transitivité
V x . oy
( E ) X R X c'est-a-dire 5, C Sﬂ. réflexivité .

On voit immédiatement qu'une relation d'ordre large peut étre con-
sidérée comme une relation de préordre. Nous dirons donc gu'une
relation de préordre est une relation de préordre véritable si elle
n'est pas relation d'ordre large, c'est-a-dire si xRy et yRx F£ XFy
ou encore si S;C S, N S,_..

(1) Voir § 4, figures 12, 13 et 22,
(2) Voir § 4, figures 21 et 25.
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12) Les relations d'ordre que nous venons d'enVisager SReunc
dites d'ordre strict total, d'ordre large total ou de préordre to
si tous les couples d'éléments distincts de E sont comparableg
la relation correspondante, c'est-a-dire si :

tal |
par

"g'sy’ Cx(R YRy
€ s,

ou encore si
S,R_U S‘ﬂ_l U Sg = 8.

Si la relation R est une relation d'ordre large ou une relation de
préordre, on a par définition S; € S, (réflexivité) ; chaque Elément
de E est donc nécessairement comparable - ®R & lui-méme, Par con-
tre si R est une relation d'ordre strict, S,C Sy = CSE (non réfle.
xivité) ; chaque élément de E est nécessairement non Comparable -
R a lui-méme.

Compte tenu de cela, une relation d'ordre sera dite d'ordre stric
partiel, d'ordre large partiel ou de préordre partiel si

BT EIC s

L'ensemble des couples d'éléments de E non comparable par | re-
lation R est :

AC T S

D'apres ce que nous venons de dire, si R est une relation d'ordre
strict, S, C C[SR US,_, 1, tandis que si R est une relation d'ordre

large ou de préordre, on aura toujours :

B iR S0 2 T

13) Si R est une relation d'ordre strict et si pour x, y €E
on a xRy, on dira souvent que x préceéde strictement y ou est stric-
tement antérieur & y. On dira encore que y suit strictement x ou
est strictement postérieur (ultérieur) & x. Si (R est une relation
d'ordre large et si on a xRy, on dira que x préceéde y, x est an-

térieur a y, ou que y suit x, est postérieur (ultérieur) a x.

]
|
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14) Tout ensemble partiellement ordonné - strictement ou non -
ou partiellement préordonné, contient des parties totalement ordon-
nées - strictement ou non - ou totalement préordonnées. On appelle
de tels sous-ensembles de E des chatnes de E par rapport 4 1'ordre
considéré. Une chaine sera dite maximale si elle n'estpartie vérita-
ble d'aucune autre chaine de E.

15) Remarques. a) Soit ®R une relation d'ordre large définie dans
E. La relation composée G = Y A R est la relation d'égalité .
En effet, R étant réflexive, R~ 1'est aussi, d'on :

= (BPCERN 8 =i,

R, Eax

or, R étant propre, on aura aussi :

SR, = S,

d'on S:R.‘ =25 by
b) Soit ® une relation de préordre définie dans E. La
relation composée R* = R A @R est une relation d'équivalence.

En effet, elle est transitive et réflexive, car R 1'étant, R™*1'est
aussi, ainsi que R* = RAR-! ; elle est aussi symétrique car
Sﬂa_l = Sa_lﬂ SR’ d'ol Sﬂ’o = Sﬂ’awl. Si (R est une relation de préordre
véritable on aura Sﬂ.‘:’ S R* sera donc une relation d'équivalence
proprement dite., Si par contre « = S;, nous sommes ramenés au
tas précédent ; le préordre défini par R devient un ordre large et
la relation d'équivalence R' se réduit a la relation d'égalité.

c) Considérons une relation d'ordre strict R. Soit la
relation dégalité £ ; elle est

réflexive, car 5:C 85,
Propre, car SgN S;_1C Sy,
Symétrique, car SE EiB T

Formons la relation composée ®R* = [ YR, La relation R’ est une
relation d'ordre Iarge, "En effet, elle est
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transitive, car iRy et yRz — xRz — xR’z ors,
g
XxRy'et yFz — xRz = 'x@ 3 tion
Jem
x Byt yRz = # Rz =) xR
X Ey ot yile' = iz —S x5
d'of
réflexive, car
SR' =S USRQ SE,
Les
propre, car e
n = (a2 Ud ] N8 e, 4 8,05 i
S’L‘ SR_‘-l a [ T Sﬂ_] [ E'l ﬂ_' ] 7 i ki ﬂq Sﬂ_‘l]g Sg. %5
ui
Compte tenu de ce qui précéde, la relation R sera une relation ,
d'ordre large total si et seulement si R est une relation d'ordre
strict total. En effet on aura : Not
est
Sﬂ. Us‘m_1 = [SRUS‘Q_I] U Sg. cor
str
Les couples d'éléments de E non comparables - ®R" seront done leg
mémes que les couples d'éléments non comparables - R, En
d) Inversement, étan:c donné une relation ®R* d'ordre lar- n?é
ge, la relation composée @ = ® A I est une relation d'ordre strict, 1
En effet, la relation R est : 10}
non réflexive, car sﬂ(_:_ Sy,
non symétrique, car ®R" étant propre, on a : tre
Sdt' n Sre_s < Sg,
d'ol : or

SpN Sy, = (g NS:10 (S, NSyl =8§,Ns, NS
transitive ; en effet :

X% goet wOL o7 = xCRSr et y@'z —=" x(R‘z, et
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or, z®R 'x est impossible car zR x et x Ry — z®&y, z Ry et
yR'z — y Iz (antisymétrie), et yRz —> ¥y Ez, d'od la contradic-
tion. Ici encore (R sera une relation d'ordre strict total si et seu-
lement si R' est une relation d'ordre large total. On a en effet :

SRU SR-J. ¢ [Sﬂa n Sg,-] U [S a_ln SE‘"] = SEn [S * USR"“‘] ’
d'ol :
SRUSR_]_ USE = SR.‘US K

Les couples d'éléments de E non comparables - (R seront encore
les mémes que les couples d'éléments non comparables - (R', au
sous-ensemble de E x E = S prés formé des couplesd'élém%nts
X, y vérifiant la relation £, éléments qui sont comparables - R et
qui par définition ne sont pas comparables - R.

e) Soit ®'* une relation de préordre définie dans E.
Nous avons vu sous b) que la relation composée & = RN R
est une relation El'équivalence. Considérons maintenant la relation
composée R = R A &. La relation ® est une relation d'ordre
strict partiel définie dans E.

En effet, elle est :

non réflexive : S, C Sgg_ S car S, C Sg (réflexivité de la relation
d'équivalence &) ;

non symétrique : SpM Spor = [SpeeN SgI N [Spen N Sp ) =
= SpeeN Spee , NSz = SgN Sg =@ ;
transitive ; en effet -
xRy et yRz = xRy et yR” z = x@" z ;
or zR™ x, c'est-a-dire (x, z) € Sg est impossible car :
2R x et xRy = zR"y,
R yetyR" z = vy 8 z,

&ty Rz — y &z, d'ol la contradiction.
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La relation (@ est nécessairement une relation d'ordre Strict par
tiel ; en effet on a : o

SRU 8 5o [sﬂ.,n Sgl U [sﬂ,__ln sgl = sgn [See US(,Q"_ll

ou encore
[:[ Sﬂ Usﬂ{-l] = Sé’; U E[ Sﬂtt Usﬂ”—.l]

or, le premier terme de cette égalité est le sous-ensemble gq 3
formé des couples d'éléments de E non comparables - R tandig
que ([[Syes U Syee, ] est le sous-ensemble de S formé des couples

d'éléments de E non comparables - ®". si R est une relation de
préordre total on aura :

(15 U500 = 5

f) Si, étant donné une relation d'ordre strict ®R, on peut
trouver une relation d'équivalence & telle que Sé - [:[sﬂus ]
A -1

alors la relation composée ®R”" = ®R V & sera une relation de préor-
dre total.

En effet, R est réflexive car SzC Sp#+ : elle est transitive ¢ap
étant donné que [S, US, ;] (eSS =i@upeonitming o: )

1) XM et OV iRZ ou

xR’y et yR™ z — SR
3) Ry~ et y8&z ° on
4) x&y et yéz.

La transitivité de R et & donne immédiatement pour 1) xRz et
-
pour 4) x&z ; d'ol, dans les deux cas, xR z.

Pour 2) et 3) on aura nécessairement x ®R'%2, En effet x @ ;
est impossible, car x R-1z —=z Rx et on aurait alors :

pour 2) yRz et zR x = yR x, d'ol la contradiction ;
pour 3) zR x et xRy — z Ry, d'ol la contradiction.

On vérifie d'ailleurs que x &z est aussi impossible.

Le
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et,
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et
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Le préordre ®R** est évidemment total car Sg USﬂU Sal = S.

Il convient ici de remarquer que la relation composée définie
4 1'aide d'une relation d'ordre strict partiel R

T — ~
en. pogant SR S=a@ Vi = RA R,

est évidemment symétrique, et réflexive car :

&, (yaliys, mpetagoy sgams

1

et, R étant non réflexive :
SRS Sy =85S, S, S5 =8 C%.

dl
- Sp s Sp S,

La relation R, peut 2tre considérée comme la relation définissant
dans E la non comparabilité - R. Si R, est transitive, elle sera
une relation d'équivalence. Compte tenu de ce que nous avons dit
ci-dessus, la relation composée R Vch sera alors une relation de
préordre total si et seulement si R, est transitive.

Les développements de ce point nous ont montré comment et
sous quelles conditions on peut transformer les différentes relations
d'ordre envisagées. Nous reviendrons sur ces questions importantes
au ¢ 3 en vue notamment de relier les différentes structures que
nous serons amené a envisager pour caractériser l'univers des ap-
préciations,

16) Eléments extrémes.Nous ne considérerons ici que des rela-
tions R d'ordre large.

i) Soit A une partie non vide de E - ACE, A # & -,
et ®R une relation d'ordre large, total ou partiel, On appelle d'habi-
tude : premier élément, plus petit élément ou élément minimum de A -
ordonné R - et on le désignera par min A = x,, un élément x,€ A
tel que 1'on ait :

Y x
A

S X, existe, il est unique. En effet si x, et x', sont deux éléments
minimums, on aura alors :

): %, R X.

1 1 144 1
\Rx, et x\Rx,, dot x,F x,

®R étant propre.
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D'une fagon analogue, on appelle dernier élément, plus grang 61
ou élément maximum de A, et on le désignera ici par max A =
élément x,€ A tel que :

éMenl,
X, m

naturellement si X, existe, il est unique. On peut remarquer
s'il existe, 1'élément minimum (maximum) de A ordonné @, peut
étre considéré comme 1'élément maximum (minimum) de A ordopng
R Wie premier et le dernier élément de E lui-méme, s'ig exis-
tent, sont appelés souvent élément nul et élément universe],

que,

Nous les désignerons simplement par :
min B = Rt max E = X,

ii) On appelle d'habitude élément minimal de ACE, At
un élément x, tel que : i

(VAX ): x@zl = 5A(Rx
ou encore, (R étant propre, tel que :
(V;: ) apERx L X fEx

On pourrait aussi dire que x, est minimal s'il n'existe aucun ¢]¢-
ment x tel que l'on ait en méme temps xRx, et xR x ou encore,
@R étant propre, tel que l'on ait en méme temps x®Rx, et xfx‘,

De méme un élément maximal de A est un élément %, € A tel que :
v ~ i
( : ): X G X R
c'est-a-dire tel que :
Vxy. =@ a
(A)'x* Xy X EX:

S'il existe un élément minimum x, il y a un seul élément minimal
x, Px, En effet, soit x' et x, deux élément minimaux de A, On a

~ A
alors, x, étant minimum :

per

p'ol

et,

§'il
R.

§'il
im}
tior

G
éno

nin

Or,

X
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mi
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x, Rx, et x,Rx),
ce qui entrailne, x, et x' étant minimaux :
LRX, et X, RX,.
D'oti, R étant propre,
X, Rx, et X, Rx, — X, F X,
X, Rx) et X\ Rx, = x,F x,,

et, la relation # étant symétrique et transitive :

}_(.AEKA et =} Ex'ﬁ = £, E;“"A =

~

§'il existe plusieurs éléments minimaux, ils sont non comparables -
R. En effet, soit x', et x, deux éléments minimaux tels que :

o
X, E X, -
S'ils sont comparables - R on aura par exemple x! Rx,, ce qui
implique, %, étant minimal, x, CR'),E,IA yidloti ok x! , et la contradic-

tion,

8i la relation R définit dans A un ordre large total, on peut aussi
énoncer :

a) si x, existe, il est unique ;

b) s'il existe dans A un élément minimal x,, il est mi-
limum : X, Fx . En effet, (VAK) :
soit x, ®x , soit xRx,.

Or, X, etant minimal, x®Rx, — X, Rx ; ce qui permet d'écrire :

(F Speemy e,

X, est donc élément minimum,

Llunicité de X, découle évidemment du fait qu'il est aussi élément
Minimum,
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Si la relation R définit dans A un ordre large partj
propriétés a) et b) n'ont plus lieu. En particulier on pourrs e
un ensemble X, € A d'éléments minimaux de A, qui sont denx ;
deux non comparables - @. Si X, est un ensemble singulier
X, = {x,} - cecin'entraine pas l'existence d'un élément mijp;
En effet, R étant une relation d'ordre partiel, si :

el leg

mum

(3 3)mepl pyiem v @ e

c'est-a-dire s'il existe un élément x € A non comparable 3 y par
la relation R, alors 1'élément minimal unique x, n'est pag éINéAment
minimum,

En résumé, on pourra avoir les situations suivantes :

1) pas d'élément pas d'élément

) et o
minimum minimal
ordre large 2) un élément qui est en méme temps
total minimum unique élément minimal unjque -

la distinction entre élément minimum et
élément minimal disparalt donc ici,

3) pas d'élément at pas d'élément
minimum minimal

4) pas d'élément 2, un ou plusieurs éléments
minimum minimaux -X, - deux &
deux non comparables- R

ordre large
partiel

5) un élément qui est en méme temps
minimum unique élément minimal unique ,

Ce que nous venons de dire s'étend sans difficulté aux éléments
maximums et maximaux.

Au paragraphe suivant, nous verrons comment ces notions
peuvent étre utilisées dans le cas d'une relation de préordre,

cad!
son’

mo!

ticu

dev
rev
seu

s'a
de

dits
apF
for
ch
tic
nel
ins

au

| chi

tio

(1)
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§ 3 - STRUCTURE FAIBELE DE L'UNIVERS DES APPRECIATIONS -

1) La notion d'univers des appréciations nous fournira ici le
cadre le plus général délimitant et définissant les 'facultés de rai-
sonnement'' d'un centre de décision déterminé. En nous plagant &
un point de vue formel, nous ne nous préoccuperons pas pour le
moment de caractériser les éléments de l'univers des appréciations.

Soit & l'univers des appréciations d'un centre de décision,
@ étant un ensemble dont les éléments sont des appréciations par-
ticulieres,

Nous avons vu au ¢ 1 que la premiére opération sur la voie
devant conduire a4 une décision -au sens que nous lui attribuons ici-
revient a4 faire correspondre une appréciation particuliére et une
seule a4 chaque action de l'ensemble des actions possibles(l).

Soit & 1'ensemble des actions particuliéres envisagées ; il
s'agira donc d'associer a chaque x € & une appréciation et une seule
de @. Il s'agit donc d'établir une application univoque ¢ de & dans
@. Soit @(&X) = AC @ ; l'application univoque de & sur A sera
dite aussi une transformation de & en A, Il s'agit donc ici d'une
application qui transforme chaque action particuliére en une appré-
ciation ; nous 1'appellerons la transformation d'appréciation de & en
A, Cette transformation d'appréciation correspond, dans le cadre
formel envisagé, 2 1l'opération concrete qui consiste & "apprécier"
chaque action de la classe envisagée, Elle comporte évidemment le
choix de AC &, c'est-a-dire le choix parmi les appréciations par-
ticulitres de l'univers des appréciations @ de celles qui ''convien-
nent'" aux actions x € £, Ce choix dépendra naturellement dubut qui
inspire la décision du centre considéré, but qui, comme nous l'avons
vu au § 1 peut &tre fixé par ce dernier ou lui &tre imposé par un
autre organisme, Il va de soi que si on modifiait le but, ou si on
changeait 1'ensemble &, on serait conduit a une autre transforma-
tion d'appréciation ¢' ayant comme image un sous-ensemble A' de

(1) Les actions auxquelles on ne sait pas faire correspondre une apprécia-
tion particuliére, ne sauraient intervenir dans le choix d'une action,
c'est-a-dire dans une prise de décision. Nous pouvons donc nous res-
treindre au cas oll 4 toutes les actions de la classe envisagée on peut
faire correspondre une appréciation, car on pourra toujours se ramener
a4 un tel cas aprés avoir €éliminé toutes les actions qui ne peuvent pas
étre "appréciées".
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l'univers des appréciations @, qui caractérise au sens Je plus g¢
néral le centre de décision envisagé. Et A' pourra étre disjoint ;
partiellement confondu avec A, ou

Ainsi, un centre de décision se trouvera en générg) devan
d'une part un ensemble & d'actions et d'autre part un but, qu'i)
lui-m@me arrété ou qui lui a été imposé : il devra donc COl’lsj_dére:
des appréciations a appartenant & un ensemble A C g déterming
Le plus souvent, le centre de décision donnera a chaque aPPFécia.'
tion a € A le sens d'un degré d'adéquation, c'est-a-dire d'une indj-
cation sur la plus ou moins grande capacité de l'action aSsociée 3
a, en vue du but & obtenir, Bien entendu, nous ne voulons pag dire
que cette indication peut etre exprimée par un nombre, et j est
essentiel de remarquer que nous n'attacherons aucun caractére p,.
mérique aux degrés d'adéquation que nous considérerons constap.
ment par la suite. C'est précisément parce que ces degrés d'ade-
quation ne peuvent pas étre exprimés par des nombres qu'il egt
nécessaire de recourir & des ensembles A possédant une structype
plus faible que la structure numérique, C'est la raison pour laquelle
nous avons, dans le paragraphe précédent, étudié des structureg de
ce genre, que nous allons maintenant utiliser pour traiter du chojy
d'un élément dans l'ensemble A,

2) Comme nous venons de le voir, chaque degré d'adéquation
doit fournir une indication sur le caractére plus ou moins satisfaj-
sant, eu égard au but envisagé, de l'action & laquelle il est aggp-
cié. On pourrait dire aussi que chaque a € A exprime une appré-
ciation quant a l'adéquation d'un x&€ &, relativement au but enyi-
sagé.

Or, eu égard a ce but, il faudra que l'on puisse comparer
deux & deux une partie au moins des éléments de A. En effet, pour
deux actions particulieres de la classe &, la notion intuitive d'adé-
quation s'explicite et se précise si on peut, parmi les deux actiong,
en désigner une comme mieux adaptée au but envisagé. Cette com-
paraison porte évidemment sur les degrés d'adéquation associés a
chaque action du couple envisagé, les éléments de & n'ayant, com-
me nous l'avons vu, qu'une portée descriptive.

Soit R, une phrase pouvant servir & énoncer le résulfat ou la
conclusion de cette comparaison ; phrase qui, pour fixer les idées,
pourra étre formulée comme suit : ''le degré d'adéquation... est
inférieur ou équivalent au degré d'adéquation...' ou encore : ", ex-
prime un degré d'adéquation inférieur ou équivalent & celui qu'ex-

prime...'". Si pour deux degrés d'adéquation particuliers a et a,,

pre
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le résultat de leur comparaison peut s'énoncer sous forme d'une
proposition vraie & l'aide de phrases équivalentes a celles que l'on
vient d'envisager, et si par exemple a, occupe la premiére place
et a, la seconde, nous écrirons a®R,8,. & ®R,a, équivaut donc par
exemple 4 la proposition vraie : "le degré d'adéquation a, est in-
férieur ou équivalent au degré d'adéquation a,".

Compte tenu des développements du § 2, et en étendant cela &

tous les couples d'éléments de A, on voit immédiatement que 1'on

doit considérer (?, comme définissant dans A une relation binaire,

Soit S, €S = A x A 1'ensemble représentatif de cette relation :
A

l'ensemble des couples d'éléments de A comparables - ®, , que
nous supposerons non vide, sera alors : Sa USW“1 : Sﬂ £ étant 1'en-
A

semble représentatif de la relation &%, (1), réciproque de 6%y

Il nous faut maintenant supposer que le centre de décision respecte
quelques "'conditions de cohérence'. Ce que nous ferons en supposant
que A est tel que la relation ®, définie dans A possede certaines
propriétés, ou, ce qui revient au méme, en astreignant la relation
R, définie dans A & satisfaire a4 ces propriétés.

Nous avons déja supposé que l'ensemble des couples d'éléments de
A comparables - R, n'était pas vide. Nous supposerons donc de plus
que la relation ®, est transitive et réflexive, conditions de cohéren-
ce indispensables si on songe & la définition concréte de®,. Il
suffit d'ailleurs d'admettre que le centre de décision raisonne sui-
vant la logique élémentaire habituelle - raisonnement déductif -
pour en tirer la conséquence qu'il ne se servira que de relations
fR,\ qui seront réflexives et transitives. Nous pouvons donc admet-
tre que A est muni par R, d'une structure de préordre, total ou
partiel,

On pourrait évidemment munir d'emblée A de la structure plus
forte d'ordre large., Cette condition, qui d'un point du vue concret
est assez restrictive, n'est pas nécessaire, comme nous allons le
voir au point suivant. Par contre, nous excluerons pour A des
structures d'ordre strict, car on ne saurait admettre concrétement,
qu'un centre de décision ne soit pas capable de comparer & lui-
m@me un degré d'adéquation déterminé (non réflexivité).

(1) Relation qui peut s'exprimer par la phrase : 'le degré d'adéquation. ..
est supérieur ou équivalent au degré d'adéquation...".
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3) Ayant défini dans A une relation R, de préordre, total o
partiel, nous pouvons considérer la relation composée g, R, AR
qui, comme nous l'avons vu au point 15 du § 2, est une relati:m
d'équivalence. Cette relation d'équivalence définie dans A pourrs
2tre représentée sous forme grammaticale par une phrase telle que .
"le degré d'adéquation,.. est équivalent au degré d'adéquation, , "

On peut maintenant envisager l'ensemhle quotient de A par g
c'est-a-dire l'ensemble £ = A/&, = {L} des classes d‘équivalen‘cé
L, déterminé sur A par la relation &, ; chaque classe d'équiya.
lence, que l'on appelle aussi souvent en économie une région d'indis.
férence, comprend évidemment des degrés d'adéquation équivalents
et qui, pour cette raison, peuvent étre considérés comme indiffé,'
rents,

Comme nous l'avons vu on aura alors :
(8 R (L W T T .
E e )(L) (L') P8 B s==Ate T
Ee étant la relation d'égalité définie dans £. En vue de nous ra-

mener aux notions introduites au § 2, on peut maintenant considérer
dans £ la relation J{A,, définie comme suit :

Lo (3) (1) f waun.

LENE Spnda Ja
Compte tenu de la définition de £, si Ll) et (L,?) tels que

a, R,a,, on aura aussi :

aR,a', (V:) et (VI?,'),

car

ale B cetta erL =5 aaaa]_-
2, sl et iale Ll —=s 2@ yal,

d'oll par transitivité de la relation ®, :

aR,a, et a,R,a, = alR,a,,
et a®,a, et a, R,a' —> aR,a'.
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Ceci nous permet d'écrire :

Va) ¥ia!

oy i g e,

) a (s A

On vérifie sans difficulté que la relation Ry que nous venons de dé-
finir dans £ & partir de la relation ®, définie dans A, est une re-
lation d'ordre large, total ou partiel. En effet :

elle est transitive, car

LRy L, = (Vfl) (VSZ) . a,®R, a,,

2} 2
LSeds = ’0]:5?\,) (V]_?:) ot
d'oi par transitivité de @R, :
LiRpL, et L, Ry L; = L,y L, ;
elle est réflexive, car
2@ =N L

et propre, car en effet

v Viay
LERy Ly —> ( La:) ( T a, R,a,
e L O T ——— o R
4 Va \?‘a 1 2
LR, L, ﬁ( Lll) ( L: a,R,a,

Si la relation R, est une relation de préordre partiel, Rp sera
dlors une relation d'ordre large partiel. En effet supposons que
3 et a, ne sont pas comparables -, et que pour a1 € I et a8, € L,
on ait par exemple L, Ry L, . Or,

o ia 1a; ek '
LLL"“ﬂL?:( % ) ( i ) P8 Ry,
et
ap =iy a, €L,
===y E R al; =va] R, 8;,

S0k al€ L,
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d'oll par transitivité
a, G, al et alf Ry el e==> ayR al,
a-_.ﬁ.. a) et aj R, a,——a,R,8,, et la Contradicti()nl

De méme si L, et L, sont non comparables - R, , (vfl) et (Vaz
1 L ) :
t rables - ®,, car si 33, t 33,
a, et a, sont non compa es N ( L) e ( + ) Fits
2

que par exemple a R,a,, alors on aurait L, (R]:LZ'

Dans ce qui préceéde, nous avons supposé donnée la relation
de préordre @, définie dans A. A l'aide de celle-ci, nous aygpg
défini une relation d'équivalence dans A, qui nous a permis de cong-
truire une famille de classes d'équivalence, classes que, toujours
a l'aide de la relation ® ,, nous avons pu munir d'une structyre
d'ordre large. Inversément on pourrait aussi envisager le cas oy
on se donne en premier lieu une relation d'équivalence dans A, pep-
mettant de définir une famille £ de classes d'équivalence, et en-
suite une relation d'ordre large dans £ , ce qui conduirait alors 3
définir une relation de préordre dans A, D'un point de vue concret,
cette deuxiéme facon de procéder peut expliciter les étapes 10g1ques
essentielles par lesquelles un centre de décision déterminé peyt
étre amené & munir A d'une structure de préordre. En effet il
pourra commencer par réunir en classes les degrés d'adéquation
qu'il considére comme équivalents, pour essayer ensuite d'ordonner
les classes ainsi formées. Quels que soient toutefois les mécanis-
mes réels par lesquels un centre de décision peut &tre amené a ge-
finir dans A une relation de préordre, comme nous l'avons montré
ci-dessus, on pourra toujours se ramener au cas d'une relation
d'ordre large définie dans un ensemble de classes d'équivalence,

4) Ayant, comme nous venons de le faire, muni A de la strue-
ture d'ordre la plus faible, c'est-a-dire ayant imposé a A de vé-
rifier les conditions d'ordre les moins astreignantes pouvant per-
mettre d'aboutir & une décision raisonnée -conditions qui, d'un point
de vue concret, sont donc les plus générales- il s'agit maintenant
de préciser la notion intuitive de décision optimum.

Pour simplifier, considérons tout d'abord le cas ol l'ensemble A
des degrés d'adéquation associés par le centre de décision aux ac-
tions de la classe envisagée est muni par ®, d'une structure d'ordre
large, Au point 2 de ce paragraphe, nous avons vu que la rela-
tion ®R,, sous forme grammaticale, pouvait &tre considérée comme
une phrase permettant d'énoncer le résultat de la comparaison de
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deux degrés d'adéquation. Or, si, comme nous le supposerons ici,
R, désigne une phrase équivalente & celles envisagées au point 2 ,
-ainsi par exemple la phrase : "le degré d'adéquation,.. est infé-
rieur ou équivalent au degré d'adéquation, .. "~ chaque fois que pour
deux degrés d'adéquation a, a, on aura par exemple a R,a,, ce-
la signifiera que a, exprime un degré de perfection, relativement
a2 l'objectif envisagé, inférieur (ou égal, si on a aussi a, R, a;)
au degré de perfection exprimé par a,. La ol les actions auxquelles
on associe a, sont donc "moins bonnes' (ou équivalentes) relative-
ment au but envisagé, que la ou les actions auxquelles on associe
a,. Compte tenu toujours de l'objectif envisagé, le choix d'une ac-
tion pouvant &tre considérée comme étant la ""meilleure' nécessi-
tera donc que l'on sache déterminer parmi les degrés d'adéquation
de A le ou lesquels peuvent étre considérés comme traduisant un
degré de perfection (relativement au but envisagé) supérieur a ceux
qu'expriment les autres éléments de A,

D'une facon plus précise, compte tenu des développements du point
16 du ¢ 2, ceci nous conduit alors a envisager les éléments ex-
trémes de A. Nous dirons donc qu'un degré d'adéquation a est ma-
ximum, Si & est élément maximum de A, ordonné ®R,, c'est-a-dire
BiRte

(\i\a ) :aRE ;
et qu'un degré d'adéquation a est maximal, si a est élément maximal
de A ordonné @®,, c'est-a-dire si :

(VAa) R®ya =—9a R, 2,

Compte tenu de ce que nous avons dit sur les éléments extrémes,
nous n'envisagerons pas les cas ou il n'y aurait dans A ni €lément
maximum ni élément maximal, D'un point de vue concret, de tels
cas pourraient étre considérés comme indéterminés ; car, en effet,
quel que soit le degré d'adéquation que l'on envisage -et la ou les
actions qui lui correspondent- on trouverait toujours dans A d'autres
degrés d'adéquation -donc d'autres actions- traduisant une perfec-
tion plus grande quant a l'objectif envisagé. On verrait mal alors
comment, sans enlever cette indétermination, on pourrait aboutir
& une décision,

Compte tenu de cette hypothese sur l'existence d'un élément maximal
au moins, on pourra donc avoir les situations suivantes
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1) R | munit 'A" "d"ane' stivc- un degré d'adéquation
ture d'ordre large, total maximum T qui est
ou partiel en méme temps degré
d 'adéquation maximal
unique,
)" ®, munit'A" d'une strue- pas de degré d'adéquatioy
ture d'ordre large partiel znaximum, et un ensembple

A C A, non vide, singulier
ou non, de degrés d'adéqua-
tion maximaux (deux 3 deuy
non comparables - R ),

Dans le cas i) nous dirons simplement qu'il existe un degré d'ags.
quation maximum, On voit bien que dans ce cas, le caractere to-
tal ou partiel de la relation d'ordre large R, ne joue aucun rgle
du point de vue de la mise en évidence du degré d'adéquation ma-
ximum. Tous les éléments de A sont comparables - @R, au degré
d'adéquation maximum. Si R, est une relation d'ordre large partig]
il y aura naturellement des couples d'éléments de A -tous différents
du degré d'adéquation maximum- non comparables - R®,. Dans le ¢ag
ii), qui peut se présenter seulement si R, est une relation d'ordre
large partiel, on aura un ensemble non v1de, singulier ou non Ag A
de degrés d'adéquation maximaux, tous deux & deux non compara-
bles - ®,. Chaque degré d'adéquation maximal ae A peut étre con-
sidéré comme un degré d'adéquation maximum parmi les éléments
de A qui lui sont comparables - R,.

En vue de préciser la notion de décision optimum, il convient main-
tenant de revenir a la notion de transformation d'appréciation in-
troduite au point 1 de ce paragraphe. Nous avons vu que la
transformation d'appréciation ¢ était une application univoque de
l'ensemble & des actions envisagées dans l'univers des apprécia-
tions @& du centre de décision considéré. L'ensemble des apprécia-
tions particulieres associées aux actions de la classe & étant
comme nous l'avons vu : @(&) = AC @. Concrétement, on peut
considérer que, parmi les éléments de &, le centre de décision
commence par en choisir une certaine classe pour former A, en-
semble des degrés d'adéquation qu'il va associer aux actions par-
ticulieres de la classe &, A chaque action particuliére x€ & il
associera alors une appréciation et une seule, choisie parmi celles
qui constituent 1l'ensemble A, ensemble qui sera utilisé en entier
dans cette opération. Naturellement, si a chaque action particuliére
x E & on fait correspondre un élément et un seul de A, a plusieurs
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actions particulieres x, qui d'un point de vue descriptif sont ainsi
différentes, on pourra faire correspondre un méme degré d'adéqua-
tion. Tout ceci se résume donc en considérant ¢ comme une ap-
plication univoque de & sur A,

Une gction X € & sera alors dite optimum si @ est le degré d'adé-
quation maximum et si x€ ¢t (7).

Une action x EX sera dite optimale si a est un degré d'adéquation
maximal et si x € ¢! (a).

Dans &,la ou les actions optimums seront alors les éléments de @A),
tandis que les actions optimales seront les éléments de U_ ¢! (7).
FeA

Les actions optimums sont naturellement toutes équivalentes, elles
ont méme degré d'adéquation. Par contre les actions optimales
ne sont équivalentes que si elles ont méme degré d'adéquation ; si
elles n'ont pas méme degré d'adéquation, ceux-ci étant maximaux,
elles ne sont pas comparables.

En définitive, une décision sera dite optimum, 6 si elle se traduit par
le choix d'une action optimum ; elle sera dites optimole si elle se
traduit par le choix d'une action optimale.

Compte tenu des cas i) et ii) envisagés ci-dessus, selon la nature
de la transformation ¢ et la structure d'ordre de l'ensemble A on
aura alors

%) 97 (@) = XE X
une action optimum

i) ®R, est une a) un degré d'adé-
relation d'or- quation
dre large to- maximum &

tal ou partiel

o) 9 (D) = RE T,
X # @ et non
singulier : plusieurs
actions optimums
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pas de degré d'a- @) ¢ (F) = Xeg .
déquation maximum une action gptj.

male

@) un degré d'adé-
guation maximal a

%) 27 (@) =Xcg
X # @ et non sip.
gulier : plusieyps
actions Optimaleg
ii) ®R, est une

relation d'or-

dre large

partiel

B) a€ ACA, B M oot (@) X,
A #2 et non g
singulier : plu-
sieurs degrés
d'adéquation
maximaux

plusieurs actiong
optimales

On vérifie immédiatement que si la transformation d'appréciation
est biunivoque les cas i, «,)) et ii, @,) disparaissent, 07}(a) étant

(V:) un sous-ensemble singulier de &,

5) Nous pouvons maintenant considérer le cas, qui d'un point
de vue concret est le plus général, ol l'ensemble A est muni par
R, d'une structure de préordre, total ou partiel. Nous avons vy au
point 3 de ce paragraphe qu'une relation @R, de préordre total oy
partiel définie dans A pouvait &tre ramenée i une relation &,
d'équivalence dans A et & une relation R p d'ordre large (total oy
partiel) dans l'ensemble quotient £ = A/&, = {L}, c'est-a-dire
dans l'ensemble des classes d'équivalence de A défini par la rela-
tien ' & 1

Or, ce que nous avons dit au point 4 s'étend immédiatement au
cas de l'ensemble £ muni par Re d'une structure d'ordre large,
Nous aurons donc :

i) ®Rp munit £ d'une structu- une classe maximum L
re dlordre lange, ‘total ou qui est en méme temps
partiel classe maximale unique,

ii) (

co!
08
aut

ii)
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ii) Ry munit £ d'une struc-
ture d'ordre large partiel

pas de classe maximum et un
sous-ensemble 2 & 2 non vide,
singulier ou non, de classes
maximales (deux & deux non
comparables - R, ).

Compte tenu de la liaison existante entre la relation de préordre
®R, définie dans A et la relation d'ordre large définie dans £, on

aura alors

i) ®, munit A d'une
structure de pré-
ordre total ou par-
tiel

i) ®, munit A d'une
structure de préor-
dre partiel

o)

B)

&)

B)

Y)

LS odm singulier : un degré
d'adéquation maximum unique qui
est en méme temps maximal,

i # @ et non singulier : plusieurs
degrés d'adéquation maximums,
a €L, tous équivalents.

pas de degré d'adéquation maxi-
mum

L = {2}, une classe maximale
singuliére unique : un degré d'adé-
quation maximal 3,

i, une classe maximale unique,
non vide et non singuliére : plu-
sieurs degrés d'adéquation ma-
ximaux a € L, tous équivalents.

£ C £ , un sous-ensemble non vi-

de et non singulier de £ de clas-

ses maximales (deux a deux non

comparables - @R;) : plusieurs

degrés d'adéquation maximaux

EE~UE L, équivalents s'ils ap-
Le

partiennent a4 la méme classe
d'équivalence, non comparables -
@R, s'ils appartiennent & des clas-
ses différentes.
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Si maintenant on tient compte de la transformation g

appreéciay
¢ on aura en définitive les cas suivants : Stion

o) cp'l () ="xE & une actiop opti-
a) mum
o il 0 i o g i plusieurs actiong
A X # © et non singulier Optimiime
! U_ ¢ (a) = X lusi
B) sor ¥ (@) F Plusieurs actjgpg
optimumsg
a,) 9l (a)=xE X une action gp;.
a) male
@) 971 (3) = XC &, plusieurs actigpg
X # @ et non singulier optimales
ii)
B) { ~UT pt(a) = X Plusieurs actioyg
s optimales
Y) { ;H;t glia) = X plusieurs actiong
T optimales

On vérifie immédiatement que si ¢ est une application biunivoque
de & sur A les cas i, o,) et ii, «,) disparaissent. Si®R. est ype
relation d'ordre large, la relation &, = ®R,A ®. se réduit a I,
relation d'égalité dans A. Les classes d'équivalence LE £ devien-
nent donc singuliéres ; les cas i, B) et ii, B) disparaissent, Noys
sommes alors ramenés au schéma du point 4,

¢ 4 - REPRESENTATIONS GRAPHIQUES DE QUELQUES-UNES DES
NOTIONS PRECEDENTES -

1) Une relation binaire définie dans un ensemble A peut &tre
représentée de fagon commode par l'intermédiaire de son ensemble
représentatif, Il s'agira donc de désigner, parmi les couples d'élé-
ments de A, ceux qui vérifient la relation ®,. Or, la représentation
des éléments de l'ensemble A x A peut en général se faire par des
points du plan cartésien, de la facon indiquée par la figure 1 ci-
dessous :

go ™ oL
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5]
]
T
1
I
i
]
i
]
1
i
]
:

-4

(a,a)

oo —————
—

Y

Figure 1

On convient d'habitude de disposer les éléments de A sur l'axe
horizontal et sur 1'axe vertical, dans le méme ordre. Les éléments
de A étant en général non numériques, aucune notion de distance
n'intervient ici ; toutefois, pour des raisons de symétrie, on con-
viendra de représenter un méme élément a € A sur 1l'axe horizontal
et sur l'axe vertical 4 une méme distance de l'intersection de ces
deux axes.

Une relation ®, définie dans A pourra alors étre représentée
en indiquant dans la représentation de A x A les couples d'éléments
de A qui, dans l'ordre considéré, satisfont la relation ®,. Ainsi
par exemple, dans la figure 2, la région hachurée de A x A dési-
gne les couples d'éléments ordonnés de A qui vérifient R,

s

4]
o

Figure 2

(1) On conviendra ici que les points appartenant i la ligne qui délimite l'en-
semble représentatif de @, , vérifient aussi la relation.



460 L. SOLARI

La région non hachurée désigne ici les couples (a, b) qui pe véri
fient pas ®R, ; il s'agit donc de l'ensemble représentatif de 5 r‘e1a‘
tion &}, . On aura par exemple a;R,a; et a, R.a;.

Les figures 3, 4, 5, 6, 7 et 8 traduisent graphiquement ta
principales propriétés des relations que nous avons utilisées Préce.

demment,

Réflexivité - Les couples d'éléments représentés sur la figure 3
par les points du segment A vérifient la relation R, :

("2) : a @

A
A
)

Boa BB TG r(a, a)
E
|
i
:
! .
a
Figure 3

La relation représentée parla figure 4 ci-dessous est réflexive,
par contre celle qui est représentée par la figure 2 ne l'est pas,

Figure 4

rel
aul

Sym

An
e
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En désignant par une croix un couple d'éléments de A vérifiant la
relation R, , et par un point un couple qui ne la vérifie pas, on
aura :

Symétrie - figure 5,
'
e e *
1
H
]
' w\\\
|
W e iR e i
1 i
\ !
& a,

Figure 5

Antisymétrie - figure 6 ; si tous les couples d'éléments de A sont
tomparables - ®,, on aura la figure 7.

g, |4 oy -

T ———

[
[
[

Figure 6 Figure 7

fransitivité - figure 8.
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(vl S, S
O

Figure 8

La relation représentée par la figure 9 est symétrique ; celleg que
représentent les figures 2, 4, 10 et 11 ne le sont pas, Lg relation
dont 1'ensemble représentanf est la région hachurée de la figure 1
est antisymétrique ; les relations représentées par les figureg 2,
4, 9et 11 ne le sont pas. Dans la figure 10 les couples d'élemems
de A appartenant & la région pointillée ne sont pas comparableg -
®R,. Enfin, la figure 11 donne un exemple de relation transitive,
On vérifie sans difficulté que les relations représentées par leg
figures 2, 4, 9 et 10 ne sont pas transitives,

4 4

Figure 9 Figure 10

A

%

Figure 11

En
cof
siT
est
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En vue de donner une représentation graphique des relations d'ordre,
considérons tout d'abord une relation R, d'ordre large, et pour
simplifier supposons que l'ensemble A, dans lequel elle est définie,
est discret fini :

k= sfmyeb e & & £
Nous désignerons par une croix les couples d'éléments ordonnés
de A, qui satisfont la relation ®,, et par un point ceux qui ne la

vérifient pas. On aura alors par exemple la figure 12

A

e @ iy ke b

Figure 12

et on vérifie sans difficulté que @R, est transitive, réflexive et pro-
pre, et que tous les couples d'éléments de A sont comparables -
®R, . ®, est donc une relation d'ordre large total,

Pour reconnaitre d'une fagcon plus directe une relation d'ordre
large, il pourra étre commode de disposer les éléments de A sur
l'axe horizontal et sur l'axe vertical de telle sorte que chaque élé-
ment soit élément minimal (ou minimum) du sous-ensemble de A
formé par lui-méme et par les éléments que l'on dispose a sa
droite, Dans le cas particulier envisagé ci-dessus on aura alors
la figure 13

a4 b joirydee _f

Figure 13
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La figure 13 fait apparaltre d'une fagon plus immédiate les Propric.
tés de définition d'une relation d'ordre large, On vérifie aussi jp,.
médiatement que a est 1'élément minimum de A, que f est 1'g1¢.
ment maximum, et que la disposition des éléments de A gyr Vg
horizontal (et vertical) est telle que chaque élément est lémen;
minimum du sous-ensemble de A qu'il forme avec les élémentg qui
sont & sa droite,

Deux éléments a, ¢ de A ne seront pas comparables - R, si
et seulement si le couple (a, c), aussi bien que le couple (¢, a)
sont représentés par un point, Compte tenu de la transitivité ¢o 1;
relation R,, on aura aussi la figure 14

e e

N

'
¥
B tttnd

b - o i
| |
b Mgt P g
i ] 1
' 1 I

i | H deon
a b (e
Figure 14

car a®R)b et bR, c => a®R,c.

Soit 1'ensemble A = {a, b, ¢, d, e, f, g, h, i, 1, m}, et soit@
une relation d'ordre large telle, par exemple, qu'en disposant le§
éléments de A sur l'axe horizontal (et vertical) dans leur ordre
alphabétique, chaque élément soit élément minimal du sous-ensemble
de A formé par les éléments disposés a sa droite et par lui-méme,
On aura alors une représentation analogue & celle de la figure 13,
c'est-a-dire on n'aura que des 'points' en-dessous de la premiere
diagonale du plan, Un point en-dessus de la premiére diagonale
désignera alors nécessairement un couple d'éléments de A non com-
parables - R,, c'est-a-dire tels que l'on ait ni a ®,b ni b R,a, 1l
suffira donc de représenter seulement les éléments de A x A situés
sur la premieére diagonale du plan ou en-dessus, une croix dans
cette région désignant un couple (a, b) tel que l'on ait a ®,b -et
donc b R,a-, un point désignant un couple (a, b) d'éléments non
comparables - @®,. Si on suppose maintenant que les éléments
d, e, i, 1, m, ne sont pas comparables - R, & a, les couples
d'éléments non comparables - R, seront, d'aprés la condition illus-
trée par la figure 14, au moins ceux désignés par un point sur la
figure 15.

Lol = s -

< M ™
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4

me e @ e o e

[ o

i $ e @ * e o

h

9

it

e . o

d . @

&

b

a >

8. st mo Ol e © Ta ligeadt o allli £m
Figure 15

Ainsi, si on suppose des points -couples d'éléments non compara-
bles - ®, - sur la verticale passant par a en correspondance des
lignes horizontales passant par d, e, i, 1, m, on devra nécessai-
rement avoir des points a l'intersection de ces mémes lignes hori-
zontales avec les verticales passant par a, b, ¢, f, g, h, éléments
en correspondance desquels on a des croix sur la premiére ver-
ticale,

Si de plus nous supposons que b et h ne sont pas comparables -
®R, a4 c on aura alors la relation d'ordre large partiel représentée
par la figure 16,

A
¢l e R R e o il i ] LA
O ey T I e i
i ¥ & ®» = ® & &
b a s N % s 8 ~
(N A S e A N
f.F * R _® g B
e § ¢ ¢ &K «x
d & & e &
c ¥ & =
b & =
a -
3 0t et grh U m

Figure 16
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Ici encore, ayant imposé un point a l'intersection de 1|h0rizontal
passant par h et de la verticale passant par c, il faut qu'il y aii
des points sur la méme horizontale & l'intersection deg verticaleg
passant par f et par g, €léments en correspondance desquelg il

a des croix sur la verticale passant par c. y

En tenant compte du fait qu'en-dessous de la premiére diagonale ok
n'aurait que des points, on vérifie immédiatement sur 1a figure 15
que la disposition des éléments sur l'axe horizontal (et vertical) eg
telle que chaque €élément est élément minimal (minimum) dy Soug-
ensemble de A qu'il forme avec les éléments disposés a sa droite
En particulier, les éléments a, b, ¢, f, g, h sont chacun élémen't
minimal du sous-ensemble de A qu'ils forment avec les €lémenig
disposés & leur droite. Par contre, les é€léments d, e, i, |,
sont chacun élément minimum du sous-ensemble qu'ils forment aVec‘
les éléments disposés & leur droite. La figure 16 montre aussi que
A admet deux éléments minimaux a et d -a serait élément minimyy,
unique de A si sur la verticale passant par a il n'y avait que des
croix, a et d sont éléments minimaux de A car en effet syr leg
horizontales passant par a et d il n'y a que des points, sauf pa-
turellement sur la premiére diagonale du plan. De méme, du faj
que sur les verticales passant par g et h il n'y a que des points
-sauf sur la premiére diagonale- g et h sont les éléments ms-
ximaux de A,

On peut encore remarquer que, si d'aprés la disposition des é&g-
ments de A sur les deux axes, deux ou plusieurs éléments congé-
cutifs sont éléments minimaux du sous-ensemble de A qu'ils forment
avec les éléments disposés a leur droite, la fagon de les ranger
est arbitraire, pourvu qu'ils restent consécutifs, Il en est ainsi
par exemple de b, ¢ et d qui sont les éléments minimaux -donc
non comparables - ®, - du sous-ensemble de A obtenu en enlevant
1'élément a. On vérifie immédiatement que si on permute ces trois
éléments, en les disposant toutefois apreés a et avant e, f,.,, on
obtient encore une figure analogue a la figure 16. Il en sera de mé-
me pour g, h, i. Par contre, f, h, i sont bien les éléments mini-
maux de { f, g, h, i, 1, m}, mais, n'étant pas consécutifs dans leur
disposition sur les deux axes, on ne peut pas les permuter sans
changer la forme de la figure 16.

Considérons maintenant la figure 17. On vérifie sans difficul-
té qu'elle représente une relation symétrique, réflexive et transitive,
I1 s'agit donc d'une relation d'équivalence définie dans 1l'ensemble
AM= Hig b teicid Ve, SIS o BEGE SRSSTES e
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A
c n " x
d n
f £ L)
i o u =
m < L] = x
g x
h x M N
l L L - =
a L L}
b AR *
e e —>-
& b L& o h e smeed SRaEdse
Figure 17

En vue de faire ressortir graphiquement, de fagon plus immédiate,
la relation d'équivalence représentée par la figure 17, il conviendra
de disposer de fagon consécutive sur les deux axes les éléments qui
sont équivalents., Or, ces éléments, qui forment évidemment les
classes d'équivalence définies sur A par la relation d'équivalence
considérée, se déduisent immédiatement de la figure 17 en consi-
dérant sur 1'axe horizontal (vertical) la projection des croix situées
sur une méme ligne horizontale (verticale), On aura ainsi par exem-
ple les figures 18 et 19. Remarquons que la disposition des élé-
ments d'une méme classe d'équivalence est arbitraire, aussi bien
que la disposition des classes d'équivalence,

c L x » L
a AN X d *

b (T f X w

g « e L

e o N m Sl e SR

f X n i PO ]

d % h x wx R

a
L
L]
L
»*
x
x
»

1 L] " L 8 " -
h L b . Hien
] - a »* —
I h 4 m d f e g b a ¢ 2 b M MYTw et T d g
Figure 18

Figure 19
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En vue d'aboutir & une relation de préordre définie dang A ngy
pouvons maintenant supposer que l'on sait définir, dans 11en53mb1_s
£ =(L, L, L, L, L) des classes d'équivalence défini gyp 4
par la relation dféquivalence considérée (figures 17, 18 et 19),

relation @, d'ordre large.

ur A
Une

En posant :
L = {8 by }edpe® {dlduym du, £), Farmd gy L@ {h St

et en supposant que la relation R, définie dans £ puisse étre pe.
présentée par la figure 20 :

Figure 20

on aura alors dans A la relation de préordre total représentée par
la figure 21

f " o x *® =

& W o G G L W

d P = mow

c w

TR R ., 3

PR NS, >

s SERL L wditre B Dl W KO S
Figure 21
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On vérifie immédiatement que 1'intersection de 1'ensemble re-
présentatif de cette relation de préordre avec l'ensemble représen-
tatif de la relation réciproque, colncide avec l'ensemble représen-
tatif de la relation d'équivalence de laquelle on est parti.

Compte tenu de ce que nous avons dit précédemment, on elen-
dra sans difficulté ces représentations graphiques au cas d'une re-
lation de préordre partiel,

En résumé, et d'une facon plus générale, nous pourrons donc
nous ramener 4 une des représentations graphiques suivantes

—
>

\Q

Y

Figure 22 Figure 23

AN

}

Figure 24 Figure 25
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La figure 22 représentant une relation d'ordre large tota] (défing
dans A), la figure 23 une relation d'ordre large partiel ( -
d'éléments non comparables - R, = région en pointillé),
24 une relation d'équivalence et la figure 25 une relation d
dre total,

coupleg
12 figure
€ Ppréor.

2) A titre d'exemple signalons ici que la structure deg "mas
trices d'échange' se préte en général a des représentationg gra-
phiques semblables & celles que nous venons d'envisager,

En effet, soit n pays -¢;, ¢,,... ¢~ en relation d'échange et o
mant un groupe fermé, c'est-a-dire tel qu'il n'y ait pas ci'échange
entre les pays du groupe et des pays extérieurs,

Soit A = [aij] la matrice d‘échange(l) du groupe, les a;; étang

les proportions du revenu national du pays j affectées a 1'achat
de biens du pays i, pendant une période déterminée. On aura p,.
tamment :

Yoo abset o et > al =71

i 17 e ij
conditions qui définissent formellement une matrice d'échange(Z)
Or, on vérifie sans difficulté qu'en modifiant la disposition deg

lignes et des colonnes de la matrice A, celle-ci se présentera ep
général comme l'indique la figure 26.

C, C, C,
;
.'
v
Cl A1 :’Au:: Aﬁ
P
e | P b
C, o _A_E
: (2
Figure 26

(1) Cf. Chapitre II, § 2, point 8, la définition de la "matrice des coefficients
techniques'',

(2) Cf. D. Gale, The Theory of Linear Economic Nodels, op. cit,
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Considérons maintenant dans l'ensemble C formé de ces n pays la
relation ®  définie sous forme grammaticale par la phrase : "le
1

pays... achéte au pays...'.
On aura alors :

- R, est une relation réflexive si aucun élément dia-
gonal de A n'est nul [V, : a, ¢ 0], c'est-a-dire si tous les pays
de C affectent une partie de leur revenu a l'achat de biens natio-
naux,

- R, est une relation d'équivalence si tous les €éléments
des sous-matrices A,, A;, A, sont nuls et aucun élément des sous-

matrices Al, Az, A3 ne l'est,

Les sous-groupes C,, C,, C, sont des classes d'équivalence, cha-
cune d'elles étant un groupe fermé,

- R, est une relation de préordre total si aucun élément
des sous-matrices A,, A,, A,;, A, A, A; n'est nul, tandis que
R, est une relation d'ordre large total si A est telle que :

(V; »i):a, =0 et (Vj_sj):a”. £ 0.
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CHAPITRE V

STRUCTURES PLUS FORTES DE L'UNIVERS
DES APPRECIATIONS

$ 1 - INTRODUCTION. COUPLES D'ACTIONS POSSIBLES -

1) Au chapitre précédent nous avons envisagé la structure plus
faible qu'il faut accorder & l'univers des appréciations pour que le
centre de décision puisse en tirer le choix d'une action x parmi
un ensemble & d'actions. Nous avons vu, en particulier, qu'ayant
associé aux actions de & les degrés d'adéquation a, éléments d'un
ensemble A qui appartient a l'univers des appréciations @ propre
au centre de décision considéré, il suffisait, pour aboutir a une
décision, que A soit muni d'une structure de préordre,

En vue d'arriver a des représentations numériques de A il
est indispensable d'attribuer a 1'univers des appréciations des struc-
tures logiques plus fortes que la structure de préordre. Celle-ci
peut en effet &tre considérée comme la structure logique la plus
faible devant étre reconnue au sous-ensemble A de l'univers des
appréciations, pour qu'il puisse y avoir décision raisonnée. Nous
supposerons donc toujours A muni d'une structure de préordre.

2) En vue de définir des structures plus fortes, nous envisa-
gerons dans ce chapitre les couples d'actions de la classe &, c'est-
d-dire les éléments de l'ensemble produit & x &, La décision que
nous avons en vue d'atteindre restera le choix d'une seule action et
non le choix d'un couple d'actions. On peut en effet ramener ce
dernier choix & celui d'une seule action (en considérant le couple
comme une seule action) et on est alors remené au cas traité au

chapitre précédent,

Ceci dit, rien ne nous empéche de considérer des couples
d'actions dans une étape intermédiaire qui nous conduira a 1'une ou
al'autre de deux structures plus fortes que le préordre., De celles-
¢i nous tirerons des indicateurs numériques permettant de repré-
senter d'une maniere plus précise l'ensemble des degrés d'adéqua-
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tion, notamment par des modeles, et ces indicateurs facilitemml
recherche de 1l'action optimum ou optimale, 2

En résumé, nous supposerons donc :

i) que le centre de décision sait comparer les €lémentg
de &, c'est-a-dire qu'il sait leur associer les €léments d'yp en-
semble A muni au moins d'une structure de préordre ;

ii) de plus, en vue d'expliciter dans l'univers deg o
préciations @ des structures plus fortes, nous envisagerons diffs.
rentes fagons de comparer les couples d'actions du méme ensemp)e
L.

¢ 2 - LOIS DE COMPOSITION(!), DISTANCE(2) -

1) On appelle loi de composition interne, opération abstrajte
ou simplement opération, définie dans un ensemble E non vige
toute loi associant & certains couples ordonnés (a, b) d'élémentg dé
E -termes de l'opération- un élément bien déterminé de E - résultat
de l'opération. Il s'agit donc d'une fonction définie dans E x E ¢
qui prend ses valeurs dans E. Si la loi est telle qu'a tout élément
de E x E on peut associer un élément de E on dira qu'elle est pgp
tout définie.

Un ensemble dans lequel est définie une loi de composition prepd
le nomde systeme ou de groupoide.

Soit T une opération définie dans E., On écrira alors :
c=alb

a et b étant les termes de l'opération, c le résultat, Une opération
T est dite

commutative, si

(V;,Eb) =970 = b¥ag :

(1) Cf. P. Dubreil, Alggbre, op. cit,

(2) Cf. C. Berge, fspaces topologiques, op. cit,

on

ce€

an
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Va, b

iati 1
associative, S = 5

’ C) avec aTb =detbTc = e

on a :
d¥c = aTe,
ce que 1l'on écrit plus simplement :

Va.. bl Cl

B ) : (aTh) Tc = aT(bTo).

Une opération T posséde un élément neutre o si :

é%);(an):oTa=aTo=a;

et on vérifie immédiatement que si o existe, il est unique,

On dira que a € E posséde un élément inverse - réciproque ou op-
posé- a', dans l'opération T , si

a'T a=aTa' = o,
51
aTe = alb — ¢ ='b;
a sera dit régulier, simplifiable ou cancellable 4 gauche ; Si :
e Tasabifeny —rc: =ubi

a sera dit régulier, simplifiable ou cancellable g droite ; €t ondira
simplement que a est régulier, simplifiable ou cancellable s'il 1l'est

4 gauche et a droite,

On dira qu'une loi de composition T définie dans E est stable par
rapport 4 une relation R définie dans E si :

aRb
— (aTa'YR(bTDb').
aRb'

2) Etant donné un ensemble E, on appellera distance ou mé-
trique une fonction numérique d(a, b) définie sur E x E, telle que
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1esa e bjes 0

2y difa; b)) =0 = ‘a b
B)ndia bl =idi(lopen)

4) -d {a, bl t.di(b, "e) > dla, c).

Une distance sur E est définie par une application (univoque) de
E x E dans R,, satisfaisant les axiomes ci-dessus, i

$ 3 - QUASI-DISTANCE D'APPRECIATION -

1) Dans ce qui suit, nous supposerons que l'ensemble A deg
degrés d'adéquation associés aux actions de &, est muni au mojpg
d'une structure de préordre. Et, comme nous l'avons vu, on pourry
supposer, sans perte de généralité, qu'il s'agit d'unpréordre total,

Considérons maintenant un sous-ensemble @ de l'univers deg
appréciations @. Nous supposerons que l'on sait définir dans @ ype
loi de composition interne T, commutative, associative et admet-
tant un élément neutre d_. De plus, on supposera qu'il existe dang
@ une relation Rpd'ordre large total admettant d, comme élémept
minimum, relation par rapport a laquelle la loi de compositionT
est supposée stable,

On aura alors en particulier :
(Véi"@d*‘) d, Re(d,Td,)
d, Reld,Ta,)
d, Rgpld, Td,)
car d, étant élément minimum - (248 de @, on a :
d, Rpd,
do%dz

l'opération T étant stable par rapport a R, ; de méme R, €tant
réflexive :

(Vg) ) : d,®d don } = 4 & (4745

dy Bpdy dy R, dy
= 4 R {d. T4, 6t =d, R (@, T d,).

d; Ryd, d, Rpd,

t€

i)

-

=~ ™ i o~
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2) Considérons maintenant une application univoque & de A x A
dans @, et soit §(A x A) = AC ®. L'application 6 est évidemment
telle que

Va,, a,

i) & A ) Pl Ry ol 8
Supposons de plus que :

&(a,, R, d aypda
i) (vau ), o i } e {’“”

E A S
dy Ra® (aly, «ay) a,w,a,

v
iii) ( ;{A az) 2ibld,, a)Ryba, e} ebibial; al)(;%?(al, a,)
iv) (Vag, aX a3): 8(ay, a,)Rq [ 8(a), a,) To(a,, aj)l.

Compte tenu du fait que la relation R, définie dans @ est une re-
lation d'ordre large, et que la relation R, définie dans A est une
relation de préordre, et en désignant par Fp la relation d'égalité
contenue dans R, et par g, la relation d'équivalence contenue dans
R,, on pourra écrire ces conditions plus simplement :

i) (vél’Aa? i do R, 6(a;, a,)

ii) (vé“Aa?) P SRR pl) BRI = TRE G SR T

iii) (V;vAEZ) : 8(a,, a,)h, d(a,, a,)

iv) (V"“é "k' aa) o Bay e, PREI D aiT Slagyiegyl

avec, rappelons-le £5 = R, AR: et &, = R, [
Les relations @, et ®®, ne sont pas en général indépendantes.

Pour des raisons qui se transposent immeédiatement en termes con-
crets, on aura :

a,®R,a, et a,R,a, = [6(a,, a,)T b6(a, 3,)IR,6(a,, a,)
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d'oli, compte tenu de la condition iv) ci-dessus,
a,R,a, et a,R,a, = 6(a,, aj) £ [&(a, a,) T 8{a,, ),
condition qui évoque la notion intuitive d'''alignement".

3) Par analogie avec la définition d'une distance, nous dirong
que l'application univoque & de A x A dans @ déflmt une quasi.
distance d'appréciation sur A. Concrétement, l'application § asso-
cie aux couples d'appréciations de A, c'est-a-dire en définitive
aux couples d'actions de &, des appréciations relevant d'un SOus-
ensemble A de l'ensemble @ C @, que nous avons muni d'une strye-
ture plus forte que celle attribuée a A, en vue de pouvoir définir
pour 1'application &, des propriétés a.nalogues a celles qui 1nterV1en_
nent dans la défmltlon d'une distance,.

Ici encore, comme dans le cas de la transformation d'appréciation
¢ qui nous a permis d'associer aux actions x € £ des appréciationg
a € A, éléments d'un sous-ensemble de l'univers des appréciations ,
on peut considérer que l'application & associe aux couples d'appré_
ciations de A une appréciation et une seule, d'une classe d'apprécia-
tions ‘déterminée @®. Les éléments de @ ordonné -@®R , sont évi-
demment des appréciations, relevant de l'univers des appréciationg
@. Il s'agira donc en général, comme nous l'avons vu, d'étres de
nature complexe,

D'un point de vue concret, il convient de distinguer deux si-
tuations fondamentalement différentes, D'un c6té, on peut en effet
considérer le cas ou les appréciations de A C @ sont de nature dif-
férente de celles de la classe A, ce qui revient & admettre que
ANA =&,

Par contre, dans la mesure ol un couple d'actions de & au moing
peut étre apprécié a l'aide d'un élément ayant servi 4 apprécier
individuellement les actions x&€ &, c'est-a-dire dans la mesure ol
1'application & fait correspondre & un couple d'éléments de A au
moins, un élément du méme ensemble A, nous serons amené 3 en-

visager le cas ou A [l A # &.

Si 1'application 6 est telle que A NA = @, nous dirons que § défi-
nit sur A une quasi-distance d'appréciation du type i), tandis que si
ANA # ® on dira que & définit sur A une quasi-distance d'appré-
ciation du type ii).

tic

er

p]

I)
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Naturellement, si A1A = B # &, nous supposerons que les rela-
tions R, et R, définies dans A et @, sont telles que

Yas, =
EIB 2) 28 @Ryas = & (Roa,,

4) En résumé, dans ce qui précéde, nous avons été amené a
envisager les trois cas fondamentaux suivants, pouvant caractériser
la structure logique d'un centre de décision -dont l'univers des ap-
préciations est @- face 4 un ensemble d'actions I.

I) Le centre de décision
sait établir une cor-
respondance d'appré-
ciation 9(&L) A C &,
A étant muni d'une
structure de préordre
par une relation R,.
Ceci entraine, en ex-
cluant les cas indé-
terminés, la possibi-
lité d'une décision
optimum ou optimale.

1) Idem Le centre de décision sait dé-
finir sur A une quasi-distance
d'appréciation du type 1i).

I1I) Idem Le centre de décision sait dé-
finir sur A une quasi-distance
d'appréciation du type ii).

D'un point de vue concret, ce qui distingue ces trois situations
-qui toutes peuvent conduire & une décision qui sera au moins op-
timale- est le caractére plus ou moins élaboré des '"comparaisons",
portant sur les actions de &, qu'elles explicitent. En effet, compte
tenu toujours de 1'objectif envisagé, dans le cas I) le centre de dé-
cision sera, au plus, capable d'apprécier si une action x, est "pré-
férable' a une action x,. Dans le cas II), il pourra aussi apprécier
si une action x, est préférée & une action x, plus qu'une action X,
4 une action x,. Et finalement dans le cas III), pour deux actions
X et x' au moins, il saura caractériser 1'''écart' qui sépare les
appréciations qu'il leur associe, par l'appréciation associée a une
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troisieme action x", (1)

5) Pour illustrer les trois situations fondamentales envisaggeg
ci-dessus, considérons le cas d'un ensemble :

A =l b e Wdy ey g, Th R Sl San

muni d'une structure de préordre total par la relation ®R,, dont
1'ensemble représentatif est donné par la figure 21 du ¢ 4 dy Cha.
pitre précédent,

La classe d'équivalence L, = {h, i, 1, m} est élément maximyp
de l'ensemble £ des classes d'équivalence défini sur A par 15 re-
lation ®, A g{-: . Les éléments h, i, 1, m, sont donc tous degrés
d'adéquation maximums (équivalents) de A, préordonné par ®R..
Dans les cas I), II) et III), en supposant A muni de la structure ge
préordre définie par R,,on aura alors la possibilité de prendre une
décision optimum ; décision qui consiste & choisir une action x g g

a4 laquelle est associé un de ces degrés d'adéquation maximumsg,

Etant donné un ensemble @ muni de la structure introduite gy
point 1 du$ 3, on pourra avoir par exemple, pour les cag 1)
et [1I) les applications & et &' définies par les figures 1 et 2 ¢j-
apres ; figures qui montrent la correspondance existant entre leg
couples d'éléments de A et les éléments de A C @.

Pour 1'application & (figure 1) on aura alors :

e g, O U e lhysy Qo B g % L

GIEAT e A=t
et ANA = % ; tandis que l'application &' (figure 2) est telle par
exemple que

SMA . x A)us ol G BiniByintlys, ol

2Py 8o By Bp il Ay

Sl b

avec

AS[IPANS SSRGS o PR

(1) D'une fagon simple on pourrait illustrer ces trois situations par le cas
d'un examinateur devant juger des éléves x d'une classe &, sans toute-
fois avoir recours a des notes numériques, Dans le cas I) 1'examinateur
saurait simplement ordonner les éléves ; dans le cas II) il saurait aussi
ordonner les écarts entre éléves, tandis que dans le casIII) pour deux
€éléves au moins, il saurait caractériser leur écart par un troisiéme
éleve,
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d ds d7 d, d,
a4 a, d d, dy
d d5 d, d, d?
d d d5 d, dy
d d ! d2 d3 du
b d e f g i 1
d, d, g e (ou d,
f)
d d, d, d, e (ou f)
d, dg d, d, g
dl do d5 d? dﬁ
do d 1 d? d3 dq
b d e f g i 1

Figure 1

Figure 2

481
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Les éléments de A et A' seront totalement ordonnés, gy sens
large, par la relation R, trace sur A et A' respectivement, de 1
relation d'ordre large total définie dans @. Pour A' (cas III)j fi
dra que la relation @ soit telle que l'on ait (cf. point 3 de e
paragraphe)

eRg et gRe.

On aura ainsi, par exemple, pour A la structure d'ordre repps.
sentée par la figure 3 et pour A' la structure d'ordre représentés
par la figure 4.

i x = dq Fiw i lx o = % i
4 2
i e el
1 ]
« d}h.‘ll‘
CaR T . gz ; A
: d, oo

oL g (il i

o dy

]

dody 4y dydg dy 4y, dy 4,854, 8,0 459 4 d,

Figure 3 Figure 4

6) La notion de quasi-distance d'appréciation s'étend imme-
diatement a l'ensemble 2 des classes d'équivalence défini sur A
par la relation d'équivalence &, = ®R, A ®R; ; ensemble qui, com-
me nous l'avons vull) est ordonné au sens large par une relation
R, telle que :

Va) Va'

LaefLr=(L iy

) e et

(1) Cf. ChapitreIV, § 3, point 3.

\

as
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En posant :
Va Va
L = 1 t 2
é(Lll 2) 5(8.1, a?)’ Ll) L ( Lz) ¥
avec évidemment
B2 xA2) =N T @,

on aura alors :

. VL,, L .

in . 2) s d, R B(L,, L,)

. L,, L =

ii" v el e 2) 2By T a = L,E L,
Vi slily

1, (3% e rd rei Otk LoV i, ko)

iy (VLléLgﬁ, L3) B LY R IBEY, Uy 0 s PR
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CHAPITRE VI

INDICATEURS NUMERIQUES D'APPRECiATIQN
ET INDICATEURS NUMERIQUES D'UTILITE

Jusqu'ici, nous n'avons pas eu besoin d'expliciter la nature
particuliére des €éléments de l'univers des appréciations d'un cen-
tre de décision déterminé, éléments qui, comme nous l'avons sou-
ligné a plusieurs reprises, ont en général une nature prénumérique.
Dans ce qui précéde, nous avons introduit trois structures de
l'univers des appréciations, structures qui peuvent étre interprétées
simplement en termes concrets, et qui ont & notre sens l'avantage
de recouvrir des situations réelles fréquentes., Nous nous proposons
maintenant de montrer comment ces structures peuvent étre trans-
posées dans des ensembles numériques, dont le réle sera de rendre
possible une représentation numérique simple -a l'aide d'un nombre-
des degrés d'adéquation qui forment l'ensemble A. Il s'agira donc
de représenter par un nombre chaque degré d'adéquation de A, en
respectant les conditions qui définissent la structure de cet ensem-
ble,

$ 1 - ISOMORPHISME -

1) Soit les ensembles A et B et les relations binaires R, et

R, définies respectivement dans A et B, et vérifiant les mémes

axiomes, S'il existe une application biunivoque f de A sur B, et si
les relations ®, et R, sont telles que

yeai Al ' '

(G ™ :aR,a! = f(a) R,i(a")

et

(Vb' ! : bR = i'lfh)a{Af_l(b'),

=B
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on dira que les ensembles A et B sont isomorphes ou semblables par
rapport aux relations R, et G{B(l), et on notera ;

(A: G{A) el (B: GQ-B}-

On dira aussi que f établit un isomorphisme de (A, ®,) sur (B, ®R,)
que f est un isomorphisme ou une "application préservante" Bds_:
(A, @ ,) sur'(B, ey, ou encorefiqueld(ALV@R i et {BR R Eont Seme
blables par f, ce que l'on notera :

i
(AJ m—}.) T~ (B:G{B)-

Considérons les ensembles cartésiens de A et B, c'est-a-dire leg
ensembles S = A x A et T = B x B. L'application ¢ de S syr p
définie par :

(b, b') = ¢l(a, a"] = (f(a), f(a")),
est évidemment biunivoque.

La condition :

1
(A WV CP 5

peutVstecrire |

Va. a' 1
(EA ) e a)€s, Us, ., = (b, b}ETﬁBU Lo

c'est-a-dire
(p(Sﬂ‘U S“:l)gT"‘sU 'I;‘;l.

De méme la condition :

V byeb?

. ' 1
€EB ).bdlab — a®,a

(1) Rappelons que deux ensembles A et B sont dits isomorphes par rapport
a deux lois de composition T et L définies dans A et B respectivement,
et vérifiant les mémes propriétés, s'il existe une application biunivoque
f de A sur B telle que :

aTa' = a' == f(a)l f(a') = £(a")

e
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équivaut a :

=1
g T VT8 Ugn

Ry A

L'application ¢ étant biunivoque, on aura :

) (%.Usﬂil )='§‘8U-Tﬂ51 ,
t e 0 s )l =g ) 5
; 9 G aigtadet sepetning

Si tous les éléments de A sont comparables - ®R,, c'est-a-dire si

g s = S,
ﬂA 0111
on aura aussi :
(LB ARE B P il o g

2) Soit les ensembles A, B, C, et les relations binaires ® ,,
R,, R, définies dans ces ensembles, Soit f un isomorphisme de
A sur B par rapport aux relations ®R,et ®Rg, et gun isomorphisme
de B sur C par rapport aux relations R, et R.

La fonction h = g(f) est une application biunivoque de A sur C qui
établit donc 1l'isomorphisme de A et C par rapport aux relations
binaires R, et R ..

Nous aurons donc :

T
A&, 5B ®)etB Ry E (€ R => (A, ®,))C, R0).
On aura aussi (A, R,) E (A, ®,), i étant 1'application identique de

A sur A, et

f—l
B, R, 5 (BiR ) ==2(Bs Rg) = hhs Ry

La relation ~ (semblable, isomorphe) définie dans une classe d'en-
sembles est donc transitive, réflexive et symétrique ; c'est une
relation d'équivalence.

3) Ce que nous venons de dire s'applique évidemment aux re-
lations d'ordre. Soulignons encore que les relations par rapport
auxquelles on établit 1'isomorphisme de deux ensembles doivent vé-
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rifier les mémes axiomes. S'agissant de relations d'ordre, g0
morphisme de deux ensembles établit donc 1'égalité de leurg struc.
tures d'ordre, ce qui permet de définir les ensembles Ordonnésg
un isomorphisme prés, A partir de maintenant nous H'enViSagergns

que des ensembles isomorphes par rapport a des relations d'ordre

4) Pratiquement, le probléme de la mise en €évidenc
isomorphisme se posera en général de la facon suivante
donné les ensembles A et B ordonnés respectivement par ®, et
R, existe-t-il un isomorphisme de A sur B ? Ce probléme, gy
peut avoir plusieurs solutions, voire une infinité, n'en a pas néces.
sairement toujours. Ainsi, par exemple, soit A = R", B = R", Rr
et R" étant les espaces euclidiens 4 m et 4 n dimensions, Consi-
dérons les deux relations d'ordre alphabétique (ou lexicographique}
R, et R, définies dans A et B respectivement,

e diyp
¢ étant

Ces deux relations sont telles que pour a = (X35 Xpeee X)) €A g
DE=S (Y oy et ) TR R CR Ao e

n
"

1
a J{Aa —— i (V,

g
bR D! == ¥ .= :
: S (Z"l, S e e

On démontre alors que si m # n il n'existe pas d'isomorphisme ep-
tre (A, 0, ) et (B, (RB)(I).

$ 2-INDICATEURS NUMERIQUES D'APPRECIATION-

Nous avons distingué au chapitre V trois situations, en résy-

I) il n'existe pas de quasi-distance d'appréciation
IT) il existe une quasi-distance d'appréciation du type i)

IIT) il existe une quasi-distance d'appréciation du type ii),

(1) Cf. A. Denjoy, L'énumération transfinie, livre I, La notionde rang, Paris,
Gauthier-Villars, 1946, p. 13,
Pour le cas particulier od m = 1 et n = 2 voir aussi
C. Berge, Espaces topologiques, op. cit. p. 40,
G. Debreu, fTheory of Value, New York, John Wiley & Sons, Inc., 1959,
p. T2,

8y

SEE  JORTd wand e
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Nous allons dans chacun de ces cas définir des indicateurs
numériques d'appréciation.

1) Indicateurs numériques du type I. Le réle essentiel d'un in-
dicateur numérique d'appréciation est de représenter numériquement
les éléments de A en conservant la structure d'ordre de cet en-
semble, Or, si comme nous l'avons supposé, A est muni par une
relation R, d'une structure de préordre total, il s'agira de faire
correspondre aux éléments d'une méme classe d'équivalence un élé-
ment numérique unique. Ce qui nous ramene alors a représenter
numériquement l'ensemble £ des classes d'équivalence défini sur
A par la relation ®R, A\ J{;l, ensemble qui, comme nous l'avons vu,
sera ordonné au sens large par la relation ®,.

Soit aU; la classe des indicateurs numériques d'appréciation
pour A, On aura alors

u
wEay ==(erray) 2 By <),

u

avec

u(€) =R C R.
Nous avons vu ci-dessus que la classe 4U; peut étre vide ; d'un
point de vue concret toutefois, on pourra en général admettre que
la structure de A est telle qu'il existe pour A des indicateurs nu-
mériques d'appréciation(l),

Il convient de souligner que

ALy uze Uy =(B,

X 2

avec

g = u,(uy ).

(1) Pour des ensembles A munis de structures sensiblement plus fortes que
celles que nous envisageons ici, on trouvera dans les publications sui-
vantes 1'étude des conditions d'existence d'une classe U; non vide :

G. Debreu, "Representation of a Preference Ordering by a Numerical
Function", dans Decision Processes, op. cit,, pp. 159-165,

G. Debreu, Theory of Value, op. cit.

J. S. Chipman, "The Foundations of Utility', dans Econometrica, 28 (1960),
pPp. 193-224,
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En effet :

5 u, u
uy, U, €U =>(L, Ry) ~ (R, <) et (£, Ry}~ (R, 5],

or

u uyl
(ﬁ,aaﬁ):l(R penyE=aR weks) sslesdae)
ul uy g A

d'ol par transitivité de la relation =~:

LT Ry,

De méme,

By ua
(a) &

En effet,

€ Alp=sE 4B, A el [, 5 ),

u
X
d'ou par transitivité :

(2, ®) "W (R, < ) =S 8u) 2w e

2) Indicateurs numériques du type II. Dans le cas II) envisagé
au chapitre précédent, nous avons supposé que le centre de décision
sait définir sur A -muni d'une structure de préordre- une quasi-
distance d'appréciation du type i), et nous avons montré que noug
pouvions considérer cette quasi-distance comme étant définie syr

1'ensemble 2 des classes d'équivalence(l).

Ici, 4 la notion de quasi-distance nous ferons correspondre dans R
la notion habituelle de distance euclidienne

dil i mlix = gk

Soit U;; la classe des indicateurs numériques d'appréciation du
type II. Dans le cas II), A étant muni par @, d'une structure de
préordre, il faudra évidemment que

UE U, => uE Uy,

(1) Cf. Chapitre V, ¢ 3, point 6.

Sc

a
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c'est-a-dire que :

e

Soit 1'indicateur numérique du type I, u€ U;. On aura alors
¢ w2 TR

A 1'application &( £ x £) = A C @ correspondra alors 1'application

d(R, x R,) = RIC R

s 42

avec

d (w(L,), wL,) = lulL,) - wL,l.

Or, pour un indicateur u déterminé, les applications 6 et d défi-
nissent entre A et Ri une correspondance :

A

telle que

. i I, "
ru(é ) {d(u{Ll): u( 2))} (Ll’ Lz)e 6_1(6 );
correspondance qui, bien entendu, pourra é&tre multivoque, univoque
ou biunivoque. Nous dirons alors que u est un indicateur numérique
du type II si et seulement si :

(b, R,) ¥ (R

d
s s
En résumé, étant donné (A, R ,) et la quasi-distance d'appréciation

6 -application de £ x £ sur (A, R,)-, la classe U;; des indi-
cateurs d'appréciation du type II sera telle que :

u € U et

uE‘uH\___*{
(&, R W @ o

Etant donné u € 4U,, on vérifie immédiatement que pour o > 0 :

u=au, +B =glu) € U;.

o
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En effet, pour a quelconque, on a :

a(u(L,), u(L,) = |aldu,(L,), u,(L,),
d'ol :

d

(B ; ot RS,

W
4

ce qui entraine :

(& B8 (B %
aveec ;3

[ wd T
Or, pour que u € U; il faudra encore que a > 0.

3) Indicateurs numériques du type III. Dans le cas III) envisage
au chapitre précédent, nous avons supposé aussi que A[] A R

encore que £ & # ® ; cela nous conduit & définir la classe 9
des indicateurs numériques du type III, telle que :

u €U © U
ve Uy =

g it

11

(5([11, L?) = Laj —— d(u(L]),u{L n =
= an(lha)s

Etant donné u, € U;;; on vérifie sans difficulté que pour a > g .
u=a u, = glu) € Uir.
En effet, d'aprés ce qui précéde, g(u,) € U, .

Qr=:

d(u(L,), u(L,)) = |a| d(u,(L,), u(L,)),

et, étant donné que u, € Uyyp, Ll'ELé' L3) tels que 6(L,, L) = )
on aura :

difu (L), w (L)) S UD(LS),
d'olr :

d(u(L,), u(L,)) = u(L,).

a]

- =
il el

- OO0 a3 s

SR e g alolizn ol g ae ol s el S
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4) Dans ce qui précéde, nous avons défini trois classes d'indi-
cateurs numériques d'appréciation, gui transposent, dans des en-
sembles numériques, les structures envisagées pour l'univers des
appréciations,

Ces indicateurs jouent ici le réle que jouent d'habitude ceux qu'on
appelle, dans la terminologie économique, des indicateurs d'utilité
ou de satisfaction. Toutefois, nous avons cru devoir les désigner par
le terme d'indicateurs numériques d'appréciation pour -en les dé-
tachant du contenu intuitif généralement attribué a4 la notion d'utilité-
mieux caractériser leur nature véritable qui est celle d'un instru-
ment commode devant servir & représenter des appréciations. A
plus forte raison cette distinction de terminologie nous a paru né-
cessaire car, tandis qu'en général la notion d'utilité s'applique,
dans les modéles, a des ''situations'' assez délimitées -consommateur,
entrepreneur, etc,- les appréciations que nous avons considérées
peuvent étre 1'émanation de centres de décision de nature tres dif-
férente et fort complexe.

Si on envisage les trois classes d'indicateurs définies ci-
dessus, on s'apercgoit immédiatement qu'en complétant -par des hy-
pothéses de continuité par exemple(l)- les hypothéses de structure
que nous avons retenues pour l'univers des appréciations, les ca-
tégories d'indicateurs d'utilité couramment utilisées en économie,
relévent de l'une ou l'autre de ces classes, En effet, les indicateurs
d'utilité que l'on emploie en économie sont soit des indicateurs
dits "ordinaux' -définis & une transformation croissante prés-,
soit des indicateurs dits '"cardinaux'' -définis & une transformation
linéaire croissante prés, soit enfin des indicateurs mesurables-
définis & une constante multiplicative (positive) prés. Ces indica-
teurs d'utilité ont été 1'objet, particulierement dans ces derniéres
années, de nombreux et importants travaux que l'on peut rattacher
a4 1'un ou a l'autre de deux grands courants de pensée

le premier s'inspirant de la théorie des choix du consommateur,

(1) Cf. O. Lange, "The Determinateness of the Utility Function', dans Re-
view of Economic Studies, 2 (1934), pp. 218-225.
P. A. Samuelson, 'The Numerical Representation of Ordered Classifica-
tions and the Concept of Utility', dans Review of Fconomic Studies, 6 (1938-
1939), pp. 65-70.

msme




494 L. SOLARI

qui sous sa forme actuelle la plus élaborée(l) conduit en généry
a des indicateurs ordinaux et, dans le cas particulier des complexeg
de biens indépendants, a des indicateurs cardinaux ;
le second, de la théorie du comportement face & l'incertitude gy 5
risque qui conduit & des indicateurs d'utilité cardinaux oy méme
mesurables(2).

Les axiomes a la base de ces deux théories se traduirajen
dans la terminologie utilisée ici, par des structures de l'univers deé
appréciations plus fortes que celles que nous avons envisagées, En
effet, si un indicateur d'utilité ordinal correspond bien i 1a classe
U;, la classe U;; est telle que si u € Uy, toute transformatioy
linéaire croissante de u appartient & la classe, sans pour autant
que tous les indicateurs de la classe puissent ainsi nécessairemep;
étre atteints & partir de u ; il en sera de méme pour la clagge
Up; ¢ les indicateurs définis & une constante multiplicative (pogi-
tive) prés a partir de u € Uy, n'épuisent pas nécessairement |y
classe ‘U.IH. Les classes que nous avons définies contiennent les
catégories usuelles d'indicateurs, mais sont en général plus larges
(il n'y a colncidence que pour la classe U;) ; dans les situationg
couramment envisagées en économie pure, elles permettront de re-
trouver les indicateurs habituels en introduisant des hypothéses de
structure plus fortes,

La plus grande généralité des classes que nous avons obtenues
tient & ce que nous n'avons introduit au point de départ qu'un petit
nombre d'hypothéses, prises aussi intuitivement acceptables que pos-
sible, ce qui nous a permis de recouvrir a peu prés toutes les gi-
tuations que 1'on peut avoir A envisager en économie pure,

(1) Cf. J. R. Hicks, lLa valeur, Paris, Hermann & Cie., 1937.
R. Roy, De l'utilité. Contribution @ la théorie des choix, Paris, Hermann,
1942,
R. Roy, 4nalyse de la demande, Lisboa, Centro de estudos de estatistica
economica, 1961,
H. Wold, "A Synthesis of Pure Demand Analysis', dans Skandinavisk
Aktuarietidskrift, 26 (1943), pp. 85-118, pp. 220-263 ; 27(1944) pp. 69-120,
H. Wold, Demand Analysis, op. cit.

(2) Cf.J. v. Neumann, O, Morgenstern, The Theory of Games and Economic Be-
havior, Princelon, Princeton University Press, 1953.
Colloques Internationaux du C.N.R.S., XL - Econométrie, Paris, C.N,R.S.,
1953,
L. J. Savage, The Foundations of Statistics, New York, John Wiley & Sons,
Inc., 1954,
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