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SUR LES DISTRIBUTIONS DE PROBABILITE
DE LAURENT SCHWARTZ

ET QUELQUES UNES DE LEURS APPLICATIONS
AU CALCUL DES PROBABILITES

par

R. FERON

S
SOOMMAIRE . La distribution de probabilité de Laurent Schwartz est une
Tte de densité de probabilité généralisée.

(pri On démontre en effet que la dérivée d'une fonction de répartition
2 I.E.I: au sens des distributions) est unedistribution de probabilité au sens
lite urent Schwartz et que réciproquement toute distribution de probabi-
dés; est la dérivée d'une certaine fonction de répartition, De sorte que la
Inition de la probabilité de Schwartz est complétement identique a la
finition classique de la probabilité comme fonction complétement additive
€nsembles,

e Nous verrons toutefois dans le coursdece travail qu'il est plus simple

Plga intuitif pour la démonstration de certains théoremes d'adopter la

mifxmtion de Schwartz plutdt que la définition classique. On voit en effet

e:“-x ce qui se passe en raisonnant sur les distributions plutdt que sur
fonctions de répartition.

d C.e théoreme permet notamment d'étudier les couples aléatoires ayant
€8 distributions marginales données, Certains d'entre eux sont définis
Par d?s distributions ayant leur support toutentier contenu sur des courbes
que 1l'on définit d'une maniére précise.
PLAN DU TRAVAIL

o

1°) Définitions fondamentales
2°) Exemples
3°) Généralisation & 1'espace 2 n dimensions
4%) Dérivées d'une Distribution

%) Application a 1'étude des couples aléatoires dont les distributions mar-
ginales sont connues

6°) Application au probléeme de Bertaut.
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1. - DEFINITIONS FONDAMENTALES

Laurent Schwartz (1) a caractérisé toute variable aléatoire X au mc‘_y::
d'une certaine distribution particuliere notée T ou Ty et appelée par lu;ﬁ’
distribution de probabilité, Aussi aprés avoir rappelé bridvement 13_‘1 s
nition des distributions de Laurent Schwartz indiquerons-nous en déta‘llé ¥
conditions que doit vérifier une distribution pour lui conférer la qualit
distribution de probabilité,

I. Définition des distributions de Laurent Schwartz

Définition : On appelle distribution une fonctionnelle linéaire continue ,_....-5:"
l'espace vectoriel & des fonctions indéfiniment dérivables & support borné.

Cela signifie qu'a toute fonction ¢ (x) indéfiniment dérivable (2)_ et nufi%.e)
en dehors d'un intervalle borné (si xe R') ou d'un pavé borné (si x €

On associe un nombre noté T(¢) ou<T, ¢=> jouissant des propriétés sui-
vantes :

1°) T est une fonctionnelle linéaire, c'est-a-dire que @

ST i+ 9>=<T, g>+<T, g,>
et : <T,A¢> = \<T,p>
2°) T est continu sur ©, autrement dit <T,9¢>—><T,p>(3) si la suite de

fonctions Y; converge vers ¢ au sens de la pseudo-topologie de @, c'est-a~
dire si :

a) les ¢; sont nuls en dehors d'un intervalle (ou d'un pavé) borné indépen-
dant de j,

b) les dérivées de tout ordre m des ¢; convergent uniformément vers les
dérivées correspondantes de ¢ (%)

—_—
(1) cf. Laurent Schwartz cours de MMP 1954 fasc, 4, p, 15,

(2) Il existe effectivement de telles fonctions, par exemple o (%x)'="0 si|x|>1
1
¢(x)=e ™ si | x| <1

(3) Cette derniire définition est évidemment completement équivalente i celle d"“;
née par Schwartz dans son livre : Théorie des distributions (p. 21 et 24), 11 dit en effe
ceci :

1°) Nous appellerons 2 l'espace vectoriel des fonctions complexes ¢(x) =g (x,, . %a)
de n variables réelles indéfiniment dérivables 3 support compact, , .

2°) Unedistribution T sera alors une forme linéaire continue sur .0, T(p) est conti=
nue signifie que : Si des ¢j€2D ont leurs Ssupports contenus dans un compact fixe de 1}" et
si elles convergent uniformément vers 0 dans R" ainsi que chacune de leurs dérivées,
alors les nombres complexes T(e;) convergent vers zéro,

(4) On remarquera que Laurent Schwartz a imposé aux fonctions getdla pse.ﬂdf"o;
pologie sur 2 les conditions les plus restrictives possibles, L'intérét de ces restriction

les théoréme obtenus sur les distributions sont les plus généraux possibles, Il existe
évidemment d'autres théories obtenues en remplagant l'espace Dpar des espaces moins
généraw:, Telle est par exemple la théorie de la mesure oi l'espace @ est remplacé par
l'espace© des fonctions continues, Les théoremes obtenus i 1'aide de ces théories seront
parfois plus puissants que ceux obtenus dans la théorie des distributions, Ils seront tou-
Jours moins généraux,
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BYoD: ae.
=iStributions de probabilité de Laurent Schwartz

diatr%:m:ent Schwartz attache A toute variable aléatoire (v.a) une certaine
Posit;. ution T, appelée sa distribution de probabilité (') et qui devra &tre
——=lVe et telle que <T, looo+co== l.

Cette définition comporte les trois points suivants :

a/
T---___est une distribution (voir définition plus haut)

b/ 5
l"‘a_.‘ilggiution T est positive.
1
<7 Clest-a-dire que pour toute fonction ¢ (x)> 0 pour tout x lemombze
¢/ *?> est un nombre positif,
"‘—L__&<T 1. oo —>= 1
a] B(Elette définition peut surprendre, attendu que l_c4wfonction identique
T tout 1'intervalle -oo ,+ oo n'est pas a support borné,

théo}aure“t Schwartz arrive pourvant & sa définition en se basant sur les
me suivants :

Thég,s

uniig:::‘fe 1.- Toute fonction continue X(x) & support (%) borné K, peut &tre

Tﬁa‘frﬁ-;l-_-e_ﬂgnt approchée a e prés quel que soit € =0 par une fonction

Wérivable ¢ €2 et on peut astreindre ¢(x) a avoir son support

~——80u dang un voisinage arbitraire du support K de X (x).

Th¢
Oréme II, -~ (Fréchet (*)).- Si ¢(x)_est une fonction mesurable, il existe

Une gi,:
Efen\ag-imfonctions Xj(x)_continues qui pour j tendant vers 1l'infini conver-

-.EP.E'_e_S_q‘le_partout vers Y(x).
Théor:
““o-llf_I.n_E_IH.-— Si nous convenons de désigner par<<f,9 —et—g, ¢ —les

t‘mcti 00 +00
““-—-9-‘&“_91152/ £ (x) ¢(x) dx,/g(x) l,?(x) dx (f et g localement somma-

ble

“'-a-(‘.l_l et & part cela quelconques).

e Alors on ne peut avoir <f,§ =>=<< g, ¢ =>(1) pour tout €D que si
~—E8_Presque partout.

Pour prouver ce théoreme Schwartz montre que :

a) g
51 : - : ;
(1) a lieu pour une suite de ¢j convergeant vers une fonction continue

Support borné X, alors d'aprés le théoreme I :

/f(x) X(x) ax =fg(x)xcx) dx (2)

-\.‘___-_-_-“_

ne CDi(l)' On notera que la définition de la distribution de probabilité de Laurent Schwartz
fojg ;Clde pas avec celle de la probability distribution des Anglo-Saxons, On peut toute-
Celle don‘rer que la connaissance de la distribution de probabilité de Schwartz entraine
Pag d"e 1"3\ probability distribution et réciproquement, de sorte que le terme ne risque
induire le lecteur en erreur.

‘Emhl(z) Rappelons qu'on appelle support d'une fonction continue f(x) l'adhérence de l'en-

¢ des points x(de R' ou de R") tels que f(x) = 0.

éte g, (3) Le théoreme II démontré par Lebesgue dans le cas des fonctions sommables a
montré pour le cas des fonctions mesurables par Maurice Fréchet dans sa these.

(4) C'est-A-dire sommables sur tout intervalle fini,
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; vers
b) 5i (2) a lieu pour une suite X; de valeur de X qui pour j tendu;table"(
I'infini convergent presque partout vers une certaine fonction mesu

alors :
S 5 ¢ (x) dax =/ g(x) ¢ (x) ax it

Ces théorémes conduisent Schwartz a définir le 'prolongement ;n::g—
tique" de <T ,¢>>dans le champ plus étendu des fonctions continues borﬂé
port borné, puis dans le champ des fonctions mesurables & support et 3
et enfin dans le champ des fonctions mesurables support quelconqué

adopter les définitions suivantes :

ort
a) On définit la quantité <T,X>ol X est une fonction continue 2 gu.pp.?
borné comme la limite si elle existe, d'une suite de nombres :<<T:¥i
[feri i A0 ) 2

o
b) On définit le nombre<T,Y>>ol ¥ est une fonction mesurable & SUPP
borné comme la limite si elle existe d'une suite de nombres <T,Xi =

la
c) On définit <<T ,w>>oit w est une fonction mesurable quelconque comme

limite si elle existe d'une suite de nombres <T, Y > e

En particulier, le fait que <<T,l-sot+x>= 1 signifie que si j'apP(e')l
lx,,x, la fonction identique & 1 sur l'intervalle Xq,Xp nulle ailleufsce‘
alors la limite de <<T,ly ,x, = quand x,—»- coet x— + oo existe et que
limite est précisément égaie arli

oit
Ceci étant, nous appellerons probabilité (%) pour que la v.a. X ®
comprise entre deux nombres x, et x, la quantité :

(4)

bl = o e i Ly ey ==

2. - EXEMPLES

: ifiée
a) Définition, - On dit qu'une distribution quelconque T peut étreﬁﬁt-':fif
a la fonction f si quel que soit W€D on a :

< T.9> =/ 1(x) p(x) dx (5)

Alors on a les 2 propositions suivantes :
s
1/ 5i f est une densité de probabilité et si T peut &tre identifiée 2 f, al0F
T est une distribution de probabilité et (4) donne :
¥ 5')
Prgx_1<x -‘-‘-‘.xz; =/ f(x) dx (
%4

atre
2/ Réciproquement si T est une distribution de probabilité et peut et:_
identifiée A une fonction f, alors f est nécessairement une densité de PT
babilité et on a (5')

b) Siona <T,p=>=9(0) (6), alors Pr(X = 0) = 1 nous dirons dans ce -%;89.

que la distribution T peut &tre identifiée avec la distribution de Dirac

(1) .lx“x‘.eat souvent appelée l'indicatrice de 1'intervalle x,, x,.

Py ar
(2) On peut montrer qu'en vertu des hypothéses faites sur T la quantité définie P
(4) est bien une probabilité au sens classique,

iter

(3) La distribution de Dirac & a été introduite par Laurent Schwartz pour é.‘:::!

l'emploi de la fonction de Dirac d(x) qui est définie comme possédant les 2 propri ank
mathématiquement contradictoires d'étre nulle partout sauf pour x = 0 et d'étre telle 4

d(x)dx = +1
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C)si <
pl“s: Ma <T,p=>=¢(x!)(7), alors Pr(X = x') = l;nous dirons alors que T
oy 8tre identifiée 3 la 'translatée" 8,i de la distribution de Diracé et

8 écrirons T = a“.‘

d s

) 8i op A<T,p==32p;9(x;)(8),alors Pr(X=x!)=p, etona T =2p &, (8)
Qgig-i-tj?_’_l_-;gn dit que la distribution T quelconque,peut &tre identifie a
%‘H&p(x) si <T,¢ >=/cp(x) dp(x) (9).

Alors on a les 2 propositions suivantes :

l/ Si P’(

Meg %) est une fonction de répartition et si T peut@tre identi_fiée.é..la
et(ure i(x) alors T est nécessairement une distribution de probabilité
4) donne

Pr(x! <X <x?) = p(x?) - u(x") (9")

3 i -,

ldfeRéc.lpr"quement si T est une distribution de probabilité et peut 8tre

d Mifide 3 une mesure u(x) alors p(x) est nécessairement une fonction
T€partition et on a (9').

35
GENERALISATION A L’ESPACE A M DIMENSIONS

uNQuB pouvons généraliser & l'espace 4 n dimensions les résu:ltat.s de
tiOnr;nt Schwartz, A tout vecteur aléatoire X nous associons une distribu-
Xy X,---x, positive et telle que :

Qh <TK1 xn,l(—Do,...—m),(+oo,...q-oo)>=1 (10)
1(‘°°.---—m),(...°°,...+,,)est la fonction identique & 1 sur tout 1'espace.

Et n ilité 1 teur aléatoire X soit
day ous appellerons probabilité pour que le vec
ol “ BRVE x (x1 Blaje s xn)' YIY1 1eee yn)l le nombre <T§1"‘§n ’1tx‘....x"Jv(¥':---¥")>

1(*‘;-..xn),(yl,._.yn) est la fonction identique & 1 sur le pavé (x,y,a 0

a uleur s,

Avec cette définition de probabilité,la fonction de répartition s'écrira
fMment :
F(x) = <T§1...§“,1(-m...—no),(x'...x")> (11)

Ceci posé, Laurent Schwartz a montré (1) que :

::f;;?éme IV.- Toute distribution positive peut&tre identifiée a une mesure
lve N

(1) Laurent Schwartz théorie des distributions p. 28 th. V.

de Ri (2) La démonstration de ce théoréme fondamental est bauée_ sur le fameux théor?.me
Sup 1‘.“ (C.R. 148, 1909, P. 974-6) qui dit qu'a toute forme linéaire '<‘.L,tp>co.ntmue
k01]e ®8pace € des fonctions continues, on peut associer une mesure bien déterminée et

Me<p |, o>= <L, p>

dilu'ihn en résulte que pour montrer le théoreme IV, il suffitde montrer que si T est une
u

tion pogitive le fait que les ¢; convergent vers 0 dans @ (c'eut-i-dge sont tels
Buite des ¢j converge unﬂomém_e_{\;‘jeq;.‘ mais pas la suite des VJ[ )entrahu a
2

Seul que la suite < T, ¢;>> convergé vers 0. !

lyj
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Du théoréme IV résulte immédiatement :

cEr uneé
Théoréme V,- Toute distribution de probabilités peut &tre i.d_e_n_f-_i-ﬁ.é-g-é/

fonction de répartition :<" T; ‘{’>=f'P (x) d F(x)

e e

Ayant donc montré 1'intérét de la définition de la probablhfmg,

Schwarts, rappelons britvement les quelques définitions et théo¥ (1)

fondamentaux qui nous sont indispensables pour travailler sur elle St

Certains de ces théorémes (ceux relatifs aux distributions en généra-l) ok
classiques. D'autres (ceux relatifs aux distributions de probab:llité) 8

nouveaux,

4. - DERIVEES D’UNE DISTRIBUTION

a) Théorémes sur les distributions en général,

1) Cas de 1'espace & une dimension,

4T

- -

Définition : La dérivée de la distribution T est la fonctionnelle 5= dx
définie par :

dT de (12)

igke R SEaT T g

(p€D)(2).

Les théoréemes suivants sont presque évidents :

Théoreme VI,- La dérivée d'une distribution est une distribution.

o
Théoreme VII, - Si T peut &tre identifiée 4 la fonction f c0ntinuejLi€g‘£T
ble en tous points, alors sa dérivée g—xT- peut étre identifiée 3 la fonctioB> £

{
on écrit alor %i— = f! (13) et par abus de langage, on ditque si f est cont

F
nue, sa dérivée au sens des distributions est égale a sa dérivée au 1ité
des fonctions, Ainsi, si une variable X posséde une densité de p!‘ﬁbf"b1
cette densité est la dérivée de la fonction de répartition F(x) de x at s
des distributions,

Par contre si la fonction F(x) présente des discontinuités sa dér}"’ﬁf
f(x) = F'(x) au sens des distributions n'est pas identique EJF'(X)‘ dis'_iﬂdes
tion identifiée & la fonction (3) égale 4 ladérivée (au sens de la théori€
fonctions ) de F(x) aux points de continuité,

c-
(1) Nous ne rappellerons ici que les définitions et théoremes dont nous avons efie -
tivement besojn, D'autres définitions sont encore plus fondamentales encalcul des it
bilités comme celles concernant le produit de convolution de deux distributions 2
transformée d¢ Fourier d'une distribution,
5 % A . m foncti?:,"

(2) L'expression (12) reste évidemment valable si ped ensemble des £ atifié

dérivables, pour certains opérateurs T particuliers (notamment si T peut &tre ide

A une fonction,

me
(3) Danscette théorie deux fonctions presque partout égales sont considérées com™
identiques,
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Dansg-a‘_sl_“Plg : Supposons que la v.a, X soit presque certainem :nt nulle,
€es conditions, sa fonction de répartition est la fonction de Heaviside

T(%) (lire Upsilon de x) telle que

I

Y(x)=10 si Xzl
(14)
=1 si x =0
Ac
no“?t;éfonction correspond la distribution de Heaviside que par convention

Signons aussi par Y(x) et qui est telle que :

= oi(x); \P(x)>=ﬁ(:¢) dx

n‘-llleu elﬂt clair que la distribution { T'(x) ! est la distribution identiquement
on o= C est-i-dire que<{ T (x)], ¢ (x)> =0 quelque soit y €& . Par contre,
Peut montrer que :

Th
di;:fém.e VII,- La dérivée de la distribution Y (x) de Heaviside est la
~—tibution de Dirac § (définie par (6)) =

d X
H?i‘ﬁxi_lzs (16)

Défing
déffii,ﬁm%-- On appelle translatée de L de la distribution Ty la distribution
@ par :

=T, +9x)=>=<T,, ¥ (x+L) =
On ¢
0 tire immédiatement le théoréme suivant :

Th
--.é_9_l;§_r_r_19_lx__ Les opérations translation et dérivation sont permutables,

q On en déduit évidemment que la dérivée Y, (x) fonction de répartition
ite variable aléatoire, presque certainement égale a x' n'est autre que
* Iranglatée de la distribution de Dirac définie par (7).

font On congoit donc que la fonction de Heaviside et la distribution de Dirac
imp, destinées a jouer un rdle capital en calcul des probabilités. Cette
OTtance est encore accrue par le théoreme suivant.

Th

et i?rérne X, - Si la fonction F(x) a une dérivée F'(x) pour x#x', x?,.. < 2
tion 20 Pose p; = F (x' +0) - F (x' -0) , alors la. dérivée de la distribu-
L F est la distribution

Fi(x) ={ F'(x)| +2p; & (17)

2) Cas de l'espace & n dimensions

:éﬂnition,- On appelle dérivée partielle de la distribution notée T, ou

“"v-.xn par rapport & x; la fonctionnelle-g%' définie par :

aT 2 o)
<3-£1-, “P>—-<T,3£:> (18)
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Evidemment, on peut répéter sur cette dérivée partielle tous les
théorémes de la section précédente,

Naturellement, on peut considérer ensuite les dérivées aucceﬂs’g'rfs
Fy

si par exemple nous considérons l'opérateur de dérivationw R
1

alors on a

an _am e 19)
S T Ay T =) T o g 2

Parmi tous les opérateurs de dérivation, il en est un destiné a jouer us

rdle primordial en calcul des probabilités,c'est 1'opérateur 2 _,.. 2.+
A x4 dxy

que nous désignerons dans la suite par Fbx—ou par . On a évidemment :

(20)

dXn

< 32T, ¢ >=(-1) <T, 5—‘“,: >
formule qui généralise (12).
I est clair que :

Théoréme XI,- Toute distribution est indéfiniment dérivable et qu_e__ll.‘?i‘-
peut intervertir l'ordre des dérivations (1),

On généralise aisément A 1'espace & n dimensions la notion de fond‘ion
de Heaviside : c'est la fonction notée T (x) ou Y(x,...x%,) qui est égale 3
fonctionde répartition d'une variable aléatoire presque certainement nulle-

On généralise aussi la distribution de Dirac et on appelle ) 'ou
8 (x1...xm la distribution telle que<<§, ., ,9=>=¢(0,.,.,0 et1'on aura *

p (21)
2 3%, V(xR ) =3K'1:__.,x X

ax1.-- n

ou sous forme condensée :

Ar(x) _ g (21)

d x (x)
La translatée sera toujours définie par
< Ty P (X)>=<T,,p(x+L) >

= 1
-<Tx1 cee X, QX+ %], K+ %)L, Xprxh) >

et nous noterons la translatée de § par 8,1, ou plus brievement par 8 ¢
on aura donc k

=< S P=>=9(x},... x)

(1) Une fonction f (x) localement sommable apparait ainsi comme indéﬁ.nime’lt:s"g
vable au sens des distributions, Mais sa dérivée sera une distribution qui ne P'-?“"ue led
identifiée A une fonction que si f est suffisamment réguliere; c'est ce qui fait 4 .

0% alors Cl

: : 2 o
fonctions dérivées de f au sens usuel peuvent &tre telles quey. axi'f %20 X1

i S 4

pour les distributions dérivées on a toujoura'—a— =
0x, 0X; 00X 0%
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3) Support d'une distribution

-Qéﬁiitjon : On appelle support de la distribution Ty le complémentaire du

E-JJ:‘.E_gra.nd ouvert Q tel que pour tout 9 €9 ayant son support dans(, on

Bt =T.,¢ >0
En particulier on peut montrer que le support d'une distribution de
Probabilité est le complémentaire du plus grand ouvert tel que :

Pr(X€ E)=0 pourtout ECQ

Exemples :

% si f(x) est une fonction continue, ladistribution f(x) aura pour support
Un engsemble fermé F qui est 1'adhérence de l'ensemble des points x tels

Que f(x)s 0 (x € R' ou de R"), c'est-a-dire qu'il coincidera avec le support
€ f considérée comme fonction.

B) le support de 8,(1,_.,‘"8817 l'origine
Y) dans R' le support de la distribution2ip; §,i est constitué par les seuls

Pointg % = xi,

& n aPn
I—l’.f’_eggne XII. - Le support S deladistributiondérivée g—_} (oua—ax:p—l. . '-bT‘:;‘T)

&8t contenu dans le support de la distribution T.

Ces deux supports ne sont d'ailleurs pas nécessairement identiques
E?r exemple le support dela distribution de Heaviside est l'intervalle 0,+0
Ors que le support de la distribution de Dirac 8 se réduit a l'origine,

b) Thécrimes relatifs aux distributions de probabilité

1) Cas de l'espace 3 une dimension

Nous allons prouver le théoréme suivant :

Théoréme XIII.—_E(X) étant une certaine fonction de répartition, la dérivée
=€ la distribution F(g est une distribution de probabilité., Réciproquement

r°ute distribution de probabilité est la dérivée d'une certaine fonction de
Partition,

)

=0 de probabilité .

En effet, si F(x) est une fonction de répartition, id{;c(_}i) est une distribu-

1°- la dérivée -g%- de la distribution F est une distribution (théoreéme VI)

2°. cette distribution est telle que :

dE o~ - de
<’CE:(P>-— -F, e

= ../ F(x)%—%dx (22)

I\itits comme par hypothése le support de ¢ est un intervalle fermé ab (22)
s'écrire :

2 d
=& .¢>=-afﬂx)g‘fdx (23)
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ab étant un intervalle borné et ¢ étant une fonction continue, les condition:
pour que s'applique le théoreme d'intégration par parties de Saks (1) SOF
remplies et on a ;

b
“=%:F"‘P>= = ! F(b+)¢ (bt) - F(a-)¢(a-) -'/‘;(x) d F(x)]

b +o0a
- [#0 dx(o - /960 4 v (24)

et sous la forme (24) il est évident que si ¢ €D est positive <%-XF-:‘P =1
sera aussi,

3°- Si la suite des ¢itend vers la fonction continue X(x) 2 suppor?
+00
borné comme il est dit dans 1°, il est clair que ¢(x) d F(x) tendra vers
* 00 % oo

(x) d F(x).
oo
Si ensuite la suite des fonctions continues X(x) converge presque par”

+ oo
tout vers la fonction la,p, il est clair qu?/‘ X;(x) d F(x) convergera ver?
- 00

b
a/ d F(x) = F(b) - F(a).

Enfin quand b—-o et a— -, F(b) - F(a) — 1

donc : -<:%§ » lisoboo>="1

ce qui acheve de démontrer la premitre partie du théoréeme,

o0 a
B) Réciproquement, montrons que toute distribution de probabilité est !
dérivée d'une fonction de répartition,

Soit en effet T une distribution de probabilité, D'apres le théoreme Vs
il existe une mesure positive g(x) telle que :

b
=T, ¢ >=/cp(x)dp.(x) (25)

= - p—{ dx d'apres le théoreme de Saks
a

donc : = et (27)

(1) Saks. Théorie de l'intégrale (p. 102 de I'édition anglaise),
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En outre de (25) et du fait que <T, l_oco,+>= 1 on déduit que
+oo
.[n; dl-l(x) = 1, cequi achtve de démontrer le théoréme puisque L est déter-
Miné 3 une constante additive pres.

gé_f__(_ig_l'ispace a2 n dimensions

Théoreme XIV.- F(x) = F(xq, X1 ..., X,) étant une certainefonctionde

Tépartiti HdérivEe! soms 20 o0 3 istributi
ition, la '""dérivée'’ 3% 3% 3%y "'E'i;,de la distribution F(x) est une

distribution de probabilité dans R",

Réciproquement, toute distribution de probabilité T dans R" est la

" Sl :
dérivée'! d'une certaine fonction de répartition,

Ce théoreme se démontre exactement de la mé&me maniére que le
Précédent,

Ceci posé, nous avons maintenant les éléments de base nécessaires
pour. traiter les applications que nous avons en vue. A cet effet, nous
;?odlfierons un peu nos notations et appellerons désormais F(x,y) la fonc-

On de répartition du couple aléatoire XY,

5. - ETUDE DES COUPLES ALEATOIRES DONT LES DISTRIBUTIONS
MARGINALES SONT CONNUES

Considérons donc un couple aléatoire XY dont la distribution Tyyest
Connue, mais dont on connait les distributions marginales Ry et Sy.

Divers probléemes se posent & propos de ce couple,

a
)Quelle relation y a-t-il entre Ry, Sy et Ryy 7

On a évidemment

Bibine XV.- Ri==Try Iooosso0 (28)

En effet, la fonction de répartition F(x,y) ducouple XY estdonnée par :

F(x,y) = <Tgps (- eoy00);(x,5)> (29)

la fonction de répartition marginale de la v,a, X vaut donc :
F (x,cO)=<TET], 1l (coo,+00), (x,+00)=> (30)
= {Tﬁq’ ]l o0,+00>1_0co,x~ (31)

313 on a aussi :

F (x, co) =<R§, l_oo,x>

e ;
€ qui démontre (28).



24 R. FERON

b) Distributions Tyy remarquables

Ceci posé Maurice Fréchet (*) remarque que d'une part on a toujours*

F(x,y) < Min { F(x,c0), F(eo,y)} (32)
et d'autre part :
F(x,y) =Max} 0, 1- [1 - F(x,e)]-[ 1 - Floo,y)]}
=Max | 0, F(x,0) + F(oo,y) - 1} (33)
et il a montré que les fonctions :
| F" (x,y) = Min § F(x,00), F(oo,y)} (34)
(35)

F@ (x,y) = Max | 0, F(x,c0) + F(co,y) - 1}

étaient effectivement des fonctions de répartition et définissaient dan_’,lz
cas olt X est une v,a, discréte etdans le cas ol les fonctions de répal‘?"t"o_
marginales sont continues, ce qu'on peut appeler des liaisons xat:-:.tistlcl“es
ment non décroissantes et statistiquement non croissantes, Nous nol:
proposons icide donner une autre démonstrationdes théoreémes de .l?‘ré.cl}e 2
démonstration qui a le méritede préciser ce qu'il faut entendre par liais =
statistiquementcroissante (décroissante) dans le cas général, Considéro?”
donc la fonction F() (x,y) définie par (3) et cherchons s'il existe une dif
tribution de probabilité telle que :

(36)

M
-
TEn’

la démonstration comprend 3 points,
1°) Il existe une distribution vérifiant (36) :

a Flﬂ (X,Y)
0x 0y

1(‘“1'“}1 "J’>= F(” (x'Y)

c'est T,};.)=

2°) Cette distribution est positive, en effet :

F & m
<.‘°_X_S)T P R oy =

¢4
=/]F ¥ (X.y)‘%%-dx dy

de
Or F ) étant 3 variation bornée, on peut appliquer le théoreme
Saks, il vient :

-
<zxay 1> //¢a F(x,y)

2 ! s azpW ot Pogitiva
et sous cette forme, on voit que si 9 €D est positive iy o fos

puisque 1'élément d'intégration d F" 1'est (commeon le vérifie sans P€
nnéed

(1) Maurice Fréchet, Sur les tableaux de corrélation dont les marges sont do
Ann, Univ, Lyon, 9, 1951, p, 53-7,
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= “ =
3“) Ona : <TE‘:, 1(_00,__(”)’(’_“”_00):»— F“) (+c>onm)
= Min | F(eose) s Floo, )}
=]
‘Nous avons donc démontré que Tf&! est bien une distribution de proba-

b_ilité. Nous nous proposons maintenant de chercher le support de cette
distribution.

A cet effet, remarquons que le plan peut &re séparé en 2 régions E,
et E, telles que l'on ait :

Pour E, F(x,0) =F(ce,y)
Pour E, F(x, ) <F(e,y)

Soient E' et E', les plus grands ouverts contenus dans E, et E » @, leur
frontitre, Nous nous proposons de montrer que le support de T§, est tout
entier contenu dans €,, Pour cela, il suffit de montrer que quelle que soit
P€D et ayant son support dans E' ou dans E'yon a << x';,,cf>= 0. Suppo-
8ons d'abord que ¢ a son support dans Eg, alors on a :

) re *F i aF? dy
<Txy s P=>= <a—x-TY'. M —~ZE 3y =
(§)]

mais sur E{, F " (x,y) = F(oo,y) la dérivéeg—i au sens des fonctions

€xiste donc et est nulle, la distribution pourra donc @&tre identifiée a la
fonction nulle, donc <Txyr ¢=>= 0. On verrait de mé&me que si ¢ a son
Support sur E,

Fi (%,y) = F(x,»)
et <T“) vy bF(ﬂ a!2>= 0
T e T
€€ qui démontre le théoreme,

Il est aisé par ailleurs de voir que la courbe ‘€, peut étre représentée
Par une fonction non décroissante de x,

Pour le prouver, il suffit de montrer que si x,y, est un point de E,,

XY, est aussi un point de E; pour tout x >Xx,autrement dit que si ona :
F(x,,90) =F(ec0,Y,)
o0 a augsi F(x, =) == F(c0,¥,) pour tout x>X,

€€ qui est évident.

Généralement d'ailleurs le support de T‘}; ne coincide pas avec €,. Si
Par exemple les v.a. marginales sont discontinues et susceptibles de pren-
T® seulement les valeurs x; y; on aura :

6o
% 8,i P;

Ty = 323 Bayd Pij

R

Sy
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ol les Pjj représentent les sauts aux points x! yj de la fonction :
FW (x,y) = Min { F(x, o), F( oo,y)l

Dans ces conditions, le support de T,y est évidemment constitué part
les seuls points x'yi de €, pour lesquels P * 0.

Cette derniére remarque nous conduit 3 essayer de déterminer 3"3‘3;
tement quel est le support de T{) connaissant Ryet Sy. Soient A le supporF
de Ryet B le support de Sy, on peut démontrer le lemme suivant :

Lemme. - Le support de T} est constitué par l'ensemble des points de Cs

qui appartiennent & l'ensemble AxB,

Par ailleurs, il est aisé de voir qu'il existe une distribution de proba-
bilité T§) telle que (35) soit vérifiée et que cette distribution a son support
tout entier contenu sur la courbe ¥, définie par une certaine fonction no®
croissante (Pour le voir on peut, soit reprendre pas & pas la démonstration
précédente, soit plus simplement se ramener au cas précédent en remarl=
quant que (35) peut s'écrire :

F(e,y) - F(x,y) = Min | F(es,y), 1 - F(x,)}

ou Pr{ X >x, Y<y| = Min | Pr(y <¥), Pr(X>x)}
évidemment on ne pourra avoir Ti’; - Tx(i]que si ou bien il existe une valeur
xgde x telle que Ry = §y, ou bien il existe une valeur y, de y telle qué
Sy = 530 , c'est-a-dire si l'une des variables aléatoires XY est presqu€
sirement constante,

Les résultats de ce paragraphe sont résumés dans le théoreme suivant*

Théoréme XVI, -

1°- Il existe en général une infinité de couples aléatoires XY de di.katrl'-bl-'lt“’;l
de probabilité Tyy, admettant des distributions marginales Ry, Sy Comue.t
(Il n'en serait autrement que si on peut trouver xg,ou y, telles que 1'on L
ou bien Ry = 8,0 ou bien Sy = 5” .
2°- Si nous ordonnons l'ensemble E des Tyxy en convenant de dire qu€
T'xy<TY%, si F'(x,y) s F'"(x,y) quels que soient x et y l'ensemble E 2 U
élément maximum T,fy et un élément minimum Tf;.

3°- Le support de Tf:; est tout entier contenu sur une courbe ¥, qui peut
étre représentée par une fonction non décroissante et de méme le SuPpore
de T¥) est tout entier contenu sur une courbe @, qui peut &tre représent
par une fonction non croissante,

6. - APPLICATION AU PROBLEME DE BERTAUT

Dans une note aux Comptes Rendus (!) J, Bertaut dit ceci (textuelle'
ment aux notations pres) :

""Définitions : Soient n variables stochastiques X,,..., Xn €t solk
dx = dx' dx? dx" la probabilité élémentaire définie de telle sorte que ¢

| 1 1 1
/dx:/l:fdx =/---/dx1---d3cn=1
0 0 0 0

: igtal”
(1) J. Bertaut, Sur la probabilité de valeurs de fonctions, Applications a la c¥i®
lographie, C.R. 10 janvier 1955, p. 152, t, 240,
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S0it 3 (z-a) la fonction de Dirac nulle pour z # a infinie pour z = a et telle

que f;(z-a) dz = 1 (37)

A Soit enfin une fonction ¥ (Xq;...: x,) prenant toutes ses valeursdans
llgntervalle 0<xj=<1(j=1,...n), elle peut étre zéro A l'extérieur de
lintervalle ou encore &tre périodique.,

T hé.Or‘eme.- la proBabilité P(y) dy pour que la fonction ¢ (Xy,..Xn) des n
Variables indépendantes X prenne des valeurs comprises entre y et y +dy
€st telle que :

1 n
P(y) =/ 3(4-y) T, ax; (38)
/ 1

.. Outre que nous n'admettons pas llexistence de la fonction de Dirac
1 intégrale (37) étant évidemment nulle, Nous voyons mal comment on peut
€n appliquant (38) trouver une évaluation correcte de la densité de proba-
bilité P(y)., Monsieur Bertaut ne dit pas comment il s'y est pris pour
d_émontrer son soi-disant théoreme. Ilest probable qu'il a remarqué que :
'“_18 couple aléatoire XY a une densité de probabilité, si de plus X est
Uniformément réparti sur le pavé 0 1, et si enfin Y est en corrélation dure
( par rapport & X, la densité de probabilité liée fy(y) est de la forme
&ly - Y (%) | et la densité de probabilité de y est :

i(y) = [ ofy - 4 o] I ax, (39)

et il est probable que de (39) il a inféré (38).

Il est aisé de mettre (38) sous une forme rigoureuse, On a :

Théoreme XVIIL.- Ladistribution Ty delavariable aléatoire: Y =Y(X;...Xy)
?st telle que < Ty, § (y)=>=<<< 8¢,9(y) =101 = ol lgq désigne la fonction
dentique 3 1 sur le pavé (0, ..00),(1,...1).

TE On peut démontrer ce théoreme, soit en passant par les fonctions de
Partition en utilisant la formule :

Floo ) =/-/ Fu(y) ax

80it plus simplement en utilisant le théorgme de Schwartz sur la conver-
Bence d'une suite de distributions f;(y) vers la distribution §.

(1) Pour la définition de la notion de corrélation dure, voir S. Bernstein, Fonde-

m
Siite géométriques de la théorie des corrélations. Metron 1928.



