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SUR LES DISTRIBUTIONS DE PROBABILITÉ
DE LAURENT SCHWARTZ

ET QUELQUES UNES DE LEURS APPLICATIONS
AU CALCUL DES PROBABILITÉS

par

R. FÉRON

sommaire : La distribution de probabilité de Laurent Schwartz est une
°rte de densité de probabilité généralisée.

, On démontre en effet que la dérivée d'une fonction de répartition
de lSS aU sens ^es distributions) est une distribution de probabilité au sens■durent Schwartz et que réciproquement toute distribution de probabi-
d£f- 6St dérivée d'une certaine fonction de répartition. De sorte que lafinition de la probabilité de Schwartz est complètement identique à la
finition classique de la probabilité comme fonction complètement additivea ensembles.

Nous verrons toutefois dans le cours de ce travail qu'il est plus simple
Plus intuitif pour la démonstration de certains théorèmes d'adopter la

efinition de Schwartz plutôt que la définition classique. On voit en effet
jnieux ce qui se passe en raisonnant sur les distributions plutôt que sures fonctions de répartition.

Ce théorème permet notamment d'étudier les couples aléatoires ayant
es distributions marginales données. Certains d'entre eux sont définis

Pardes distributions ayant leur support tout entier contenu sur des courbes
^Ue l'on définit d'une manière précise.

PLAN DU TRAVAIL

^ ) Définitions fondamentales

) Exemple s
^ ) Généralisation à l'espace à n dimensions
^ ) Dérivées d'une Distribution

) Application à l'étude des couples aléatoires dont les distributions mar-
ginales sont connues

f O \

) Application au problème de Bertaut.
«
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1. - DÉFINITIONS FONDAMENTALES
Laurent Schwartz (<) acaractérisé toute variable aléatoire X au moyend'une certaine distribution particulière notée T ou Tx et appelée par lui sadistribution de probabilité. Aussi après avoir rappelé brièvement la défi-nition des distributions de Laurent Schwartz indiquerons-nous en détailconditions que doit vérifier une distribution pour lui conférer la qualité dedistribution de probabilité.

I. Définition des distributions de Laurent Schwartz

Dé finition : On appelle distribution une fonctionnelle linéaire continue_5B£l'espace vectoriel 3) des fonctions indéfiniment dérivables à support
Cela signifie qu'à toute fonction ij> (x) indéfiniment dérivable (2) et nu^en dehors d'un intervalle borné (si x € R1 ) ou d'un pavé borné (si x 6 Jon associe un nombre noté T(«p ) ou <T , <f>- jouissant des propriétés SU1vantes :

1°) T est une fonctionnelle linéaire, c'est-à-dire que :

< T, <f,+ fz>=<T, <p,> + <:T, tf2>
et : <T, X = X<.T , tp>
2°) T est continu surS, autrement dit <CT , <fp>—► < T ,<f> (3 ) si la suite defonctions tpj converge versif au sens de la pseudo-topologie de 3), c'est-a-dire si :

a) les tpj sont nuis en dehors d'un intervalle (ou d'un pavé) borné indépen-dant de j.
b) les dérivées de tout ordre m des tfj convergent uniformément vers le®dérivées correspondantes de tp ( + )

(1) cf. Laurent Schwartz cours de MMP 1954 fasc. 4, p. 15.
(2) Il existe effectivement de telles fonctions, par exemple q>(x) =0 si | x | ^ ^

?(x) = e î'“r si | X I < 1
(3) Cette dernière définition est évidemment complètement équivalente à celle don-née par Schwartz dans son livre : Théorie des distributions (p. 21 et 24). Il dit en euececi :

1 0 ) Nous appellerons i£) l'espace vectoriel des fonctions complexes y(x) = (x,, . .
de n variables réelles indéfiniment dérivables à support compact...

2°) Une distribution T sera alors une forme linéaire continue sur JZ). T(cp) est conti-nue signifie que : Si des t 3) ont leurs supports contenus dans un compact fixe de Rn esi elles convergent uniformément vers 0 dans Rn ainsi que chacune de leurs dérivées»alors les nombres complexes T(9j) convergent vers zéro.(4)On remarquera que Laurent Schwartz a imposé aux fonctions cf et à la pseudoto-pologie sur JZ) les conditions les plus restrictives possibles. L'intérêt de ces restrictionstient dans le fait que étant le plus petit possible son dual sera le plus grand possible eles théorème obtenus sur les distributions sont les plus généraux possibles. Il existeévidemment d'autres théories obtenues en remplaçant l'espace <2>par des espaces moinsgénéraux. Telle est par exemple la théorie de la mesure où l'espace 2 est remplacé parl'espace^ des fonctions continues. Les théorèmes obtenus à l'aide de ces théories seronparfois plus puissants que ceux obtenus dans la théorie des distributions. Ils seront tou-jours moins généraux. #
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Bjgtribution s Ht» probabilité de Laurent Schwartz

diat L.aurent Schwartz attache à toute variable aléatoire (v.a) une certaineJ^bution Tx appelée sa distribution de probabilité (’) et qui devra etre
et telle que CT , l-oo + oo>= 1.

Cette définition comporte les trois points suivants .
^ 3L^st une distribution (voir définition plus haut)

^^distribution T est positive.

^-T ^'est-à-dire que pour toute fonction <f (x) > 0 pour tout x le nombre
c/

est un nombre positif.
■STj. l-nr'.a.^~^>= 1

^ Cette définition peut surprendre, attendu que l-^+oofonction identique
S^1* tout l’intervalle - oo ,+ oo n’est pas à support borne.

thé ^aurent Schwartz arrive pourvant à sa définition en se basant sur les0r^me suivants :

._ Toute fonction continue Xfx) à supportji) borné ,K^Reut_être
T^2£mément approchée àe près quel que soit g >0 par une fonçtigB
T^g^LPiment fiéri'^able t2) et on peut astreindre tf(x) à avoir son_sugport

dans un voisinag e arbitraire du support K de X_(xl •
TT _ (Fréchet (*)).- Sid'(x') est une fonction mesurable, il existe

jd^Ujtntede fonctions Xt(xL continues qui pour i tendant vers l'infini conver-
~~~P-X£j_que partout vers'l'ix).

^°tème ITT - Si nous convenons de désigner par< f, <4 >et < g , <p ^les
^S£Uonnelles J'T^) (x) dx, dx (f et g localement somma-

11) et à part cela quelconques).

{ = 4Iors on ne peut avoir ^ f, f >= < g , ¥ M U pour tout if e3_que__si
^-^-Pjesque partout.

^our prouver ce théorème Schwartz montre que .
^ ai (l) a lieu pour une suite de <pj convergeant vers une fonction continue

a support borné X, alors d'après le théorème I :

ides

J” f(x) X(x) dx =y ,g(x) X(x) dx (2)

ne c On notera que la définition de la distribution de probabilité de Laurent Schwartz
fois lncide pas avec celle de la probability distribution des Anglo-Saxons. On peut toute-
CeU rt\°n^rer que la connaissance de la distribution de probabilité de Schwartz entraine
Pas d|Cle Pr°bability distribution et réciproquement, de sorte que le terme ne risquelnduire le lecteur en erreur.

^aPPe^ons qu'on appelle support d'une fonction continue f(x) l'adhérence de l'en-
e des points x(de R1 ou de Rn) tels que f (x) ^ 0.

été théorème II démontré par Lebesgue dans le cas des fonctions sommables a
montré pour le cas des fonctions mesurables par Maurice Fréchet dans sa thèse.
(4) C' est-à-dire sommables sur tout intervalle fini.
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b) Si (2) a lieu pour une suite Xj de valeur de X qui pour j tend3-11 ^ 4/l'infini convergent presque partout vers une certaine fonction mesur

f f(x) <\> (x) dx-fg(x) y (x) dx
Ces théorèmes conduisent Schwartz à définir le "prolongement 3

^ „tique" de<T,<p>dans le champ plus étendu des fonctions continues
port borné, puis dans le champ des fonctions mesurables à supp°rt t ^et enfin dans le champ des fonctions mesurables à support quelconque
adopter les définitions suivantes :

où X est une fonction continue à supp0^
suite de nombres

a) On définit la quantité<T,X
borné comme la limite si elle existe, d'une
(cf. th. I).
b) On définit le nombre<CT ,iji> où ^ est une fonction mesurable à supp
borné comme la limite si elle existe d'une suite de nombres , Xi ^

c) On définit<!T ,U)^>où u> est une fonction mesurable quelconque coWWe
limite si elle existe d'une suite de nombres <T,

la

En particulier, le fait que <T, 1 -oo^-oo = 1 signifie que si j'apP^
:lle

ly,,x2 la fonction identique à 1 sur l'intervalle x,,x2 nulle ailleurs
-- oo et Xj—► + oo existe et quealors la limite de <T,lXl,x, > quand x, -

limite est précisément égale à 1.
Ceci étant, nous appellerons probabilité (?) pour que lav.a

comprise entre deux nombres x1 et x2 la quantité :

Pr(x,<X<xz) = <CT,lx<iX,>

;ette

X s0^

(4)

2. - EXEMPLES

a) Définition.- On dit qu'une distribution quelconque T peut être identj^jS-
à la fonction f si quel que soit tp £ S) on a :

< T,(f> =j'f(x) <p(x) dx (5)
Alors on a les 2 propositions suivantes :

l/ Si f est une densité de probabilité et si T peut être identifiée à fi al°r
T est une distribution de probabilité et (4) donne :

Pr | x,<X <x2j -J' f(x) dx (5'1
xt

-tre2/ Réciproquement si T est une distribution de probabilité et peut e
identifiée à une fonction f, alors f est nécessairement une densité de pr°
habilité et on a (51)

b) Si on a <T, (J) >= tp (o) (6), alors Pr(X = 0) = 1 nous dirons dans ce çasque la distribution T peut être identifiée avec la distribution de Dirac ( /

(1) lx1tX«est souvent appelée l'indicatrice de l'intervalle x,, x2.

(2) On peut montrer qu'e.n vertu des hypothèses faites sur T la quantité définie Pa(4) est bien une probabilité au sens classique.

(3) La distribution de Dirac & a été introduite par Laurent Schwartz pour évite^l'emploi de la fonction de Dirac <5(x) qui est définie comme possédant les 2 propriet
mathématiquement contradictoires d'être nulle partout sauf pour x = 0 et d'être telle q“e'
f S(x) dx = + 1

J- CD
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Ç J g^
Peut a tf if (x*) (7), alors Pr(X = x1) = linous dirons alors que T
Ion » - e identifiée à la "translatée" 5„i de la distribution de Dirac S et118 frirons T = <SX, .

d) al °n i<T,if>=2piî(Xi)(8)lalors Pr(X = xi) = p; et on a T=Ep; Sx; (8)
On dit que la distribution T quelconque,peut être identifiée à

iiSS'2îÊS*ire[i(x) si <T,<f :>=fp(x) dji(x) (9).
^iors on a les 2 propositions suivantes :

rne5!^(x) est une fonction de répartition et si T peut être identifiée à la
et alors T est nécessairement une distribution de probabilité

' v donne :

Pr (x1 <X s£x2) = [x(x2) - ^(x1) (9')
2/ Ré .

ldentlfi?r?quement si T est une distribution de probabilité et peut être
de lee ^ une mesure u(x) alors u(x) est nécessairement une fonction

rePartition et on a (91).

■ GÉNÉRALISATION A L’ESPACE A 71 DIMENSIONS

NousI^u Us pouvons généraliser à l'espace h_n dimensions les résultats de
ti0tl Schwartz. A tout vecteur aléatoire X nous associons une distribu-

positive et telle que :

)> = 1 (10)
oil

^('oo,..._00j^+o0)>..+oojest la fonction identique à 1 sur tout l'espace.
nous appellerons probabilité pour que le vecteur aléatoire soit

ofcj epavé x(x’'--- x")> ÿ(y1. ... y"), le nombre <CTç ..^n>l(x,i X„)i(y1yni
y (xV..xn) est la fonction identique à 1 sur le pavé (x,y, à 0*üWra.

éviriAvec cette définition de probabilité ,1a fonction de répartition s'écrira
comment :

F(x) = <Tç ..^n ,l(-oo...-oo),(x'...xn) :
^•eci posé, Laurent Schwartz a montré (*) que :

(H)

IV. - Toute distribution positive peut être identifiée à une mesure

(1) Laurent Schwartz théorie des distributions p. 28 th. V.

La démonstration de ce théorème fondamental est basée sur le fameux théorème
*Ur p 82 (C.R. 148, 1909, P. 974-6) qui dit qu'à toute forme linéaire <CJL , tp>continueft8Pace des fonctions continues, on peut associer une mesure bien déterminée et

que<l‘ .?>=<L,ç>

iUs‘Hb!;t'iré8ulte pour montrer le théorème IV, il suffit de montrer que si T est une
ÇUe ^ ution positive le fait que les yj coovexgent vers 0 dans^ (c'est-à-dire sont tels

Beu]8Uite des yj converge uniformément ve^s^O.^ mais pas la suite des ^j(n>)entraine àui que la suite < T, convergé vers 0. '

livivS]

>
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Du théorème IV résulte immédiatement :

Théorème V.- Toute distribution de probabilités peut être identifi££-à-
fonction de répartition :■< T; <f>=(x) d F(x)

Ayant donc montré l'intérêt de la définition de la probabilité eg
Schwarts, rappelons brièvement les quelques définitions et théore .

fondamentaux qui nous sont indispensables pour travailler sur elle
Certains de ces théorèmes (ceux relatifs aux distributions en générai; ^
classiques. D'autres (ceux relatifs aux distributions de probabilité) s
nouveaux.

4. - DÉRIVÉES D’UNE DISTRIBUTION

a) Théorèmes sur les distributions en général.

1) Cas de l'espace à une dimension.
dT

Définition : La dérivée de la distribution T est la fonctionnelle^S.^ d*
définie par :

-dT
'

dx ’ t T,
dtp.
dx""

(12)

(<p60)(2).
Les théorèmes suivants sont presque évidents :

Théorème VI. - La dérivée d'une distribution est une distribution.

Théorème VII. - Si T peut être identifiée à la fonction f continue et dériX--'
ble en tous points, alors sa dérivée peut être identifiée à la fonçti£B—•
on écrit alors -^7 = f1 (13) et par abus de langage, on dit que si f est c°nt
nue, sa dérivée au sens des distributions est égale à sa dérivée au
des fonctions. Ainsi, si une variable X possède une densité de probab1 ^
cette densité est la dérivée de la fonction de répartition F(x) de x au s
des distributions.

Par contre si la fonction F(x) présente des discontinuités sa dérjy
f(x) = F*(x) au sens des distributions n'est pas identique à j F'(x) j distri^^
tion identifiée à la fonction (3) égale à la dérivée (au sens de la théorie
fonctions ) de F(x) aux points de continuité.

Ü&c"
(1) Nous ne rappellerons ici que les définitions et théorèmes dont nous avons e ua-

tivement besoin. D'autres définitions sont encore plus fondamentales en calcul des P ^ ^
bilités comme celles concernant le produit de convolution de deux distributions
transformée dfc Fourier d'une distribution.

(2) L'expression (12) reste évidemment valable si tÿeÆ) ' ensemble des
dérivables, pour certains opérateurs T particuliers (notamment si T peut être
à une fonction.

foncti°n‘
iden(tifi*(3)Dans cette théorie deux fonctions presque partout égales sont considérées cor^

identiques.

,me
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n Exemple : Supposons que la v.a. X soit presque certainement nulle.^,na ces conditions, sa fonction de répartition est la fonction de Heavi'*) (lire Upsilon de x} telle que

(14)

Upsilon de x) telle que

T (x) = o
= 1

x <0

X

corre3Pond la distribution de Heaviside que par convention
ésignons aussi par y(x) et qui est telle que :

OO

< Y (x)> f(x)>= /'f (x) dx'-'ù

nUll ^ 6St c*air que la distribution j y'(x) j est la distribution identiquementc'est-à-dire que<j Y' (x)j, (x)> = 0 quel que soit 6 S). Par contre ,peut montrer que :
l'hé

Vinr - La dérivée de la distribution Y (x) de Heaviside est la
*" ~^5H*ion de Dirac S (définie par (6)) :

ilM=s
dx

(16)

lUgUtion.- on appelle translatée de L de la distribution Tx la distributionpar

On

< Tx.L,'f (x)>= <Tx,ip(x+L)>
en **re immédiatement le théorème suivant :

^Jl^orà—-ÜTOe IX.- Les opérations translation et dérivation sont permutables.
en déduit évidemment que la dérivée (x) fonction de répartition

5 . .e va-riable aléatoire, presque certainement égale à x' n'est autre que
* ranslatée de la distribution de Dirac définie par (7).

s°tit<H11 con9°^t donc que la fonction de Heaviside et la distribution de Dirac
ireD destinées à jouer un rôle capital en calcul des probabilités. Cettertance est encore accrue par le théorème suivant.

•~^~-£__eat la* distribution

F'(x) = | F'(x)j +£p,- 5XI (17)
^) Cas de l'espace à n dimensions

^^ition.- On appelle dérivée partielle de la distribution notée T„ ou
ïx dT

'•••*„ par rapport à x. la fonctionnelle-^—- définie par :
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Evidemment, on peut répéter sur cette dérivée partielle tous leS
théorèmes de la section précédente.

Naturellement, on peut considérer ensuite les dérivées successive8
âri

si par exemple nous considérons l'opérateur de dérivation-^^ yr . . .

ar"
— (19)

alors on a

ar'
'■ »*-<-»' '-W'W'fM- (axnr

un

dXn

Parmi tous les opérateurs de dérivation, il en est un destiné à jouer
rôle primordial en calcul des probabilités, c'est l'opérateur d ,, #. _5_...

ôx1 àx4
que nous désignerons dans la suite par ^-ou par/&. On a évidemment :

< <P>= (-1)"-«T, (20)
formule qui généralise (12).

Il est clair que :

Théorème XI.- Toute distribution est indéfiniment dérivable et qng_J-S^--
peut intervertir l'ordre des dérivations (1).

On généralise aisément à l'espace à n dimensions la notion de fonction
de Heaviside : c'est la fonction notée Y (x) ou T(x,.. .xn) qui est égale a
fonction de répartition d'une variable aléatoire presque certainement nui

On généralise aussi la distribution de Dirac et on appelle <5 («) _oU
S („!(x'...x") la distribution telle que**-

3"

dx,.. . ôxn

ou sous forme condensée :

xn)“

ip > = <p ( 0 , . . ., 0 etl'on aura
(21)

(21)«...

La translatée sera toujours définie par

< Tx_l , <f (x) > = < Tx, <p (x+L) >
= <Tx1...xn,(f(x,+ x’, ,x2 + x^...;xn+xj1)^>

et nous noterons la translatée de S par ou plus brièvement pan *
on aura donc

< SX1 , <P>= <f (xJ,... x'n)

(1) Une fonction f (x) localement sommable apparait ainsi comme indéfinimen
vable au sens des distributions. Mais sa dérivée sera une distribution qui ne pour ^ jeg
identifiée à une fonction que si f est suffisamment régulière; c'est ce qui fait ^

ô2f iQfSfonctions dérivées de f au sens usuel peuvent être telles que^1 dx ^ àx2 à~xi ^
pour les distributions dérivées on a toujours x ^ >— = . ^ f—J

OXf ox2 ox2 dx 1
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3) Support d'une distribution

■Bifinition : On appelle support de la distribution Ty le complémentaire du
Pillg_grand ouvert TL tel que pour tout tp t2) ayant son support dans Ü, on

y >= o

En particulier on peut montrer que le support d'une distribution de
Probabilité est le complémentaire du plus grand ouvert tel que :

Pr (XE E) = 0 pour tout E C O

Exemples :

< Si f (x) est une fonction continue, la distribution f (x) aura pour support
Un ensemble fermé F qui est l'adhérence de l'ensemble des points x tels
SUe f(x),t 0 (x 6 R1 ou de Rn), c'est-à-dire qu'il coïncidera avec le support

e f considérée comme fonction.

W le support de *n est l'origine
Y) dans R1 le support de la distributionS p; §est constitué par les seuls
Points x = xi.
TV» " d.T d"i ^Pn
-Sgprème XII. - Le support S de la distribution dérivée (ou ^ xP„T)
£^L-contenu dans le support de la distribution T.

Ces deux supports ne sont d'ailleurs pas nécessairement identiques
P^-r exemple le support de la distribution de Heaviside est l'intervalle 0, + oo

°rs que le support de la distribution de Dirac S se réduit à l'origine.
Théorèmes relatifs aux distributions de probabilité

1) Cas de l'espace à une dimension
Nous allons prouver le théorème suivant :

-ijéprème XTTT. - _F_(x) étant une certaine fonction de répartition, la dérivée
pS-ja distribution Ffx) est une distribution de probabilité. Réciproquement

ate distribution de probabilité est la dérivée d'une certaine fonction de
""«Partition.

ÿ En effet, si F(xl est une fonction de répartition, d est une distribu-
probabilité. dx

o dF1°- la dérivée de la distribution F est une distribution (théorème VI)
2°- cette distribution est telle que :

dF ,

d^' *= -<F,
dtp .

dx '

Mais
Peut

comme par hypothèse
s'écrire :

FW-gdx (22)

le support de if est un intervalle fermé ab (22)

dx (23)
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ab étant un intervalle borné et étant une fonction continue, les conditions
pour que s'applique le théorème d'intégration par parties de Saks ( l) s°n
remplies et on a :

dF
dx .<P>= " { F(b+)(f (b+) - F(a-)cf (a-) -y/tp(x) d F(x) j

y"' b /i+oo<P(x) d F(x) =J «p(x) d F(x) (24)

et sous la forme (24) il est évident que si if £ <© est positive esera aussi.

3°- Si la suite des tp; tend vers la fonction continue X(x) à supP°rt
borné comme il est dit dans 1° , il est clair que / <f;(x) d F(x) tendra ve
r+°°

oo/ X(x) d F(x).
J-co

Si ensuite la suite des fonctions continues X;(x) converge presque par
tout vers la fonction la,b, il est clair que /* Xj(x) d F(x) convergera ver8
/b J-COd F(x) = F(b) - F(a).

Enfin quand b —» - oo et a—F(b) - F(a) —► 1
dFdonc :

’ 1-°“>+00>= 1

ce qui achève de démontrer la première partie du théorème.
|3) Réciproquement, montrons que toute distribution de probabilité estdérivée d'une fonction de répartition.

Soit en effet T une distribution de probabilité. D'après le théorème I ’il existe une mesure positive ^t(x) telle que :

(25)

= dx d'après le théorème de Saks

donc :

-dJd
'dx 'T-

(27)

(1) Saks. Théorie de l'intégrale (p. 102 de l'édition anglaise).
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En outre de (25) et du fait que <T , l_oo, + ooi>-= 1 on déduit que

/+ 0Odp(x) = 1, ce qui achève de démontrer le théorème puisque u est déter-
ttUné ^ une constante addit’ive près.

Sâj de l'espace à n dimensions

Slgorème XIV.- F (x) = F(x,, x2, .. ., xn) étant une certaine fonction de
répartition, la "dérivée" . .. —à— de la distribution F(x) est une
,, ' ôx dx, ôx2 dxn
latribution de probabilité dans Rn.

,, _ Réciproquement, toute distribution de probabilité T dans Rn est la
dérivée" d'une certaine fonction de répartition.

Ce théorème se démontre exactement de la même manière que le
Précédent.

Ceci posé, nous avons maintenant les éléments de base nécessaires
Pour traiter les applications que nous avons en vue. A cet effet, nous
^codifierons un peu nos notations et appellerons désormais F(x,y) la fonc-
l°n de répartition du couple aléatoire XY.

S- - ÉTUDE DES COUPLES ALÉATOIRES DONT LES DISTRIBUTIONS
MARGINALES SONT CONNUES

. Considérons donc un couple aléatoire XY dont la distribution TXyest
oonnue, mais dont on connait les distributions marginales Rx et Sy .

Divers problèmes se posent à propos de ce couple.

Qdelle relation y a-t-il entre Rx, Sv et R» ?

On a évidemment

^Slème XV.- Rx=<Txy, l-oa.+oo^ (28)
En effet, la fonction de répartition F(x,y) du couple XY est donnée par :

F(x,y) - < T^, l(_oo,+ oo),(x,y)>
a ^onction de répartition marginale de la v.a. X vaut donc :

E (XJ°°)= <Tç^, 1 (_oo,+Oo), (x, + oo)>
Tç 1 — oo, + Oo^> 1 .

a aussi

(29)

(30)

(31)

F (x, oo) = <Rç » l-oo,x>-
Ce lui démontre (28).
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b) Distributions TXy remarquables
Ceci posé Maurice Fréchet (') remarque que d'une part on a toujours •

F(x,y) < Min j F(x,oo), F(oo,y) j
et d'autre part :

F(x,y) Si Max j 0 , 1- [l - F(x,oo)] - [ 1 - F(oo,y)] j
Max | 0 , F(x,oo) + F(oo,y) - 1 |

et il a montré que les fonctions :

F(1> (x,y) = Min j F(x,oo), F(oo,y) J
F<2) (x,y) = Max J 0, F(x,oo) + F( OOj y) - i}

étaient effectivement des fonctions de répartition et définissaient dans
cas où X est une v.a. discrète et dans le cas où les fonctions de répartiti
marginales sont continues, ce qu'on peut appeler des liaisons statistique
ment non décroissantes et statistiquement non croissantes. Nous n
proposons ici de donner une autre démonstration des théorèmes de Frecn ’
démonstration qui a le mérite de préciser ce qu'il faut entendre par lial
statistiquementcroissante (décroissante) dans lecas général. Consider
donc la fonction F^1^ (x,y) définie par (3) et cherchons s'il existe une
tribution de probabilité telle que :

(32)

(33)

(34)

(35)

,0)
»= F^1*—l(-oo,-w), xy

la démonstration comprend 3 points.

1*) Il existe une distribution vérifiant (36) :

(x.y) (36)

c'est T<1>_ à F 111 (x,y)
d x à y

2°) Cette distribution est positive, en effet :

a*F(1)
àx ôy if >-=<F (D

* ’S x éylÿ';>
d) (x.y)' àx Ôy

dx dy

Or F W étant à variation bornée, on peut appliquer le théorème
Saks , il vient :

de

¥ôT’ f>=/TdFl,|(x.y)
et sous cette forme, on voit que siij>6c£> est positive by~ est P°sitl ^
puisque l'élément d'intégration d F(1) l'est (comme on levérifie sans P

( 1) Maurice Fréchet. Sur les tableaux de corrélation dont les marges sont donn
Ann. Univ. Lyon, 9» 1951, p. 53-7.

itiVe
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3”) On a : <T^', 1 co+my^ f(1)
= Min | F(oo, oo) , F(oo, oo) |
= ]

Nous avons donc démontré que Txy est bien une distribution de proba-
Milité. Nous nous proposons maintenant de chercher le support de cette
distribution.

A cet effet, remarquons que le plan peut être séparé en 2 régions Et
et E2 telles que l'on ait :

Pour E, F(x,co) 3sF(oo,y)
Pour E2 F(x,») <F(oo,y)
Soient EL, et E'2 les plus grands ouverts contenus dans E, et E2, leur
frontière. Nous nous proposons de montrer que le support de Tyy est tout
entier contenu dans (g,. Pour cela, il suffit de montrer que quelle que soit
9^2) et ayant son support dans E't ou dans E'2on a -<TXy, <f>= 0. Suppo-
aons d'abord que a son support dans Eÿ, alors on a :

<T
(1)

xy ‘ (f>=
ô2F <1>

:ô3TS7’ H*
dp** dtp

"^ôx ’ ôy

ô F(1)
à x

au sens des fonctionsmais sur E;, F w (x,y) = F( oo ,y) la dérivée
Existe donc et est nulle, la distribution pourra donc être identifiée à la
fonction nulle, donc -<rTXy , tp >= 0. On verrait de même que si a son
Apport sur E', _

F(’) (x,y) = F(x,oo)
et

,3F(1)
■

ôy ôx
0

Ce qui démontre le théorème.

H est aisé par ailleurs de voir que la courbe'B, peut être représentée
Par une fonction non décroissante de x.

Pour le prouver, il suffit de montrer que si x0y0 est un point de Et,
* Yq est aussi un point de Et pour tout x>x0 autrement dit que si on a :

F(x0,°o) SsF(oo,y0)
°n a aussi F(x,co) ^F(oo,y0) pour tout x>-x0
Ce qui est évident.

Généralement d'ailleurs le support de TÏy ne coincide pas avec LE?,. Si
Par exemple les v.a. marginales sont discontinues et susceptibles de pren-

re seulement les valeurs xj yj on aura :

Rx = ? $xi P;

SY = Ç Syi Pi
Xxy = SS Sxi>j Pij
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où les pj- représentent les sauts aux points x1 yj de la fonction :
F (1) (x,y) = Min j F(x, »), F( oo ,y) |

Dans ces conditions, le support de TXy est évidemment constitué par
les seuls points x‘ yj de pour lesquels p- ^ 0.

Cette dernière remarque nous conduit à essayer de déterminer exac-
tement quel est le support de reconnaissant R* et Sy. Soient A le supportde Rx et B le support de Sy, on peut démontrer le lemme suivant :

Lemme. - Le support de Te est constitué par l'ensemble des points de Ci
qui appartiennent à l'ensemble AxB.

Par ailleurs, il est aise de voir qu'il existe une distribution de proba-
bilite TÇy telle que (35) soit vérifiée et que cette distribution a son supp°r^
tout entier contenu sur la courbe <ël définie par une certaine fonction non
croissante (Pour le voir on peut, soit reprendre pas à pas la démonstration
précédente, soit plus simplement se ramener au cas précédent en reniar-
quant que (35) peut s'écrire :

F(oo,y) - F(x,y) = Min j F(oo,y), 1 - F(x,<») j
ou Pr | X >x, Y-gy j = Min j Pr(y .^Y), Pr(X >x) j
évidemment on ne pourra avoir TXy = TXy que si ou bien il existe une valeur
xQde x telle que Rx = <S^0 ou bien il existe une valeur y0 de y telle (ïxlG
Sy = <Sy0 , c'e st-à-dire si l'une des variables aléatoires XY est presque
sûrement constante.

Les résultats de ce paragraphe sont résumés dans le théorème suivant*
Théorème XVI. -

1°- Il existe en général une infinité de couples aléatoires XY de distribution
de probabilité Txy, admettant des distributions marginales Rx, Sy connue9
(Il n'en serait autrement que si on peut trouver x0ou y„ telles que l'on ait
ou bien Rx = SXo ou bien Sy = 6y0).
2°- Si nous ordonnons l'ensemble E des Txy en convenant de dire que
T'Xy<^TXy si F'(x,y)^F"(x,y) quels que soient x et y l'ensemble E a unélément maximum Txy et un élément minimum T™.
3 - Le support de TXy est tout entier contenu sur une courbe <^1 qui PeL^être représentée par une fonction non décroissante et de même le supp°J
de TXy est tout entier contenu sur une courbe ^ qui peut être représente0
par une fonction non croissante.

6. - APPLICATION AU PROBLÈME DE BERTAUT

Dans une note aux Comptes Rendus (*) J. Bertaut dit ceci (textuelle
ment aux notations près) :

"Définitions : Soient n variables stochastiques X1(..., Xn et s0*dx = dx1 dx2 dxn la probabilité élémentaire définie de telle sorte que :

/‘dx- /TTdx = dx.

(l) J. Bertaut. Sur la probabilité de valeurs de fonctions,
lographie. C.R. 10 janvier 1955, p. 152, t. 240.

Applications à la c ristal'
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Soit ô (z-a) la fonction de Dirac nulle pour a infinie pour z = a et telle
'Lue f à (z-a) dz = 1 (37)

Soit enfin une fonction <|'(x1,..., x„) prenant toutes ses valeurs dans
l'intervalle 0 <Xj <1 (j = 1,... n), elle peut être zéro à l'extérieur de
l'intervalle ou encore être périodique.

Théorème. - La probabilité P (y) dy pour que la fonction c(> (X„...,Xn) des n
variables indépendantes X: prenne des valeurs comprises entre y et y + dy
est telle que :

P(y) =, à (i)y-y) JT dxj (38)

Outre que nous n'admettons pas l'existence de la fonction de Dirac
1 intégrale (37) étant évidemment nulle. Nous voyons mal comment on peut
en appliquant (38) trouver une évaluation correcte de la densité de proba-
hilité P (y). Monsieur Bertaut ne dit pas comment il s'y est pris pour
démontrer son soi-disant théorème. Ilest probable qu'il a remarqué que :
si le couple aléatoire XY a une densité de probabilité, si de plus X est
Uniformément réparti sur le pavé 0 1, et si enfin Y est en corrélation dure
' ) par rapport à X, la densité de probabilité liée f*(y) est de la forme
a[y - v|> (x) 1 et la densité de probabilité de y est :

f(y) = “-[y - (x)] TT dxj (39)
et il est probable que de (39) il a inféré (38).

Il est aisé de mettre (38) sous une forme rigoureuse. On a :

î^dorème XVII.- La distribution T , delà variable aléatoire: Y = ^(X,. . .Xn)
®st telle que <Ty,tp (y)> = <^C Sa-.'Hy)> 1 o/l > oîl 10,1 désigne la fonction1 entique à 1 sur le pavé (0, ...,0),(l,. .. 1).

, On peut démontrer ce théorème, soit en passant par les fonctions de
rePartition en utilisant la formule :

F(°° ,y) F*(y) dx

s°h plus simplement en utilisant le théorème de Schwartz sur la conver-
Sence d'une suite de distributions f; (y) vers la distribution S.

^ (l) Pour la définition de la notion de corrélation dure, voir S. Bernstein. Fonde-
3 géométriques de la théorie des corrélations. Metron 1928.


