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INTRODUCTION

Tay Laplace en &tudiant les lois de probabilité discontinues définies par
im:rsﬂ-’r}ble des p, (probabilité positive finie d'avoir X =x entier positif) a

°‘%u1t la "fonction génératrice des p ' (1) Laplace (1), Livre I, chapitre
premler, p-.’)‘ x

G (z) =p, + P, e N T W e

[ g r Tea
di“t-h—thre l'espérance mathématique de (z"). Le titre treés significatif in-
que upe propriété essentielle de G (z) relativement a 1'ensemble des p,.

Il a également donné a cette fonction la forme moderne plus souple en
T ;
Prenant pour variable t = Tl- Log z soit z = e'® .

Il donne (p.83, ouvrage cité) le couple de formules :

oo +X
F (t) :/ P*eitx P = z_li/ F (t) e-itx gt

(-] -X

. Cette notion est également utilisée par Poisson (1. chap. IV, p.246.. .)
Par Cauchy (voir 1. page 87).

Jf\‘-‘guﬂtiu Cauchy pour étudier la loi des erreurs, avait considéré la
moitm“ caractéristique de variables aléatoires quelconques comme en té-
thérﬁne- une braéve note aux Comptes -rendus c’lu 8 Aofit 1853. 1_1'111}15“’6 ma-
pas a't}flh‘:'n donne les formules de réciprocité, Cette communication n'avait

attiré 1'attention et resta dans l'oubli jusqu'a une époque trés récente,

o C'est 3 Poincaré que l'on doit la dénomination actuelle (Poincaré-1,

damp°XI.p.206) et la premidre démonstration explicite de la propx.-lété fon-

= entale touchant la somme de variables indépendantes. Prétcmons que

ignoncaré utilisa 1a fonction caractéristique sous la forme E (e™™ ) et qu'il
ra certainement la note de Cauchy sur ce sujet.

fone

L'emploi des fonctions caractéristiques est devenu systématique dans

riablrec}'e“heﬂ modernes ; spécialement pour 1'étude des sommes de va-

ver es aléatoires indépendantes, des lois limites et dans le probleme in-

vigos, : la décomposition d'une loi de probabilité. Toutes ces questions
Sent 3 édifier une théorie de 1'arithmétique des lois de probabilité.

C'est tout d'abord M. Paul Lévy qui utilisa systématiquement et dans

les

(1) se référer a la bibliographie en dernidres pages,
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cet esprit la fonction caractéristique dans son cours i 1'Ecole POlYte‘::;
nique en 1920, Ses principaux résultats font l'objet d'une note aux ComP

s
rendus en 1922 : "Sur la détermination des lois de probabilité par lel:f_
fonctions caractéristiques'. L'auteur apprit un peu plus tard que Ceéette

sultats avaient déja été présentés a 1'Académie par Cauchy en 1853. e
fois, les mathématiciens saisissent toute l'importance de cette notion €
utilisation devient courante,

L'intérét de la fonction caractéristique réside d'une part dansl'éqf?_:
valence des données, y compris 1'équivalence des limites sous des condi i_
ons trés générales ; et d'autre part dans la traduction simple de la COmPoe
sition des lois de probabilité. Il convient de préciser que la dé]?'eﬂda':cll
des variables que l'on additionne entraine des complications telles_"l"les
fait les fonctions caractéristiques ne sont utilisables que pour des variable
aléatoires indépendantes,

Signalons les applications suivantes :

L'étude de la loi des erreurs par P. Lévy et sa théorie des lois infi-
niment divisibles,

La démonstration du théoréme de Lévy-Cramer par H, Cramer toi":
d'abord en 1936, puis par Marcienkiewicz et D, Dugué d'une maniére 2
fois plus simple et plus étendue,

Les travaux de M. G. Darmois (voir bibliggraphie) et de son éfole !
Melles E. Mourier et C. Rotschild, C-R Ac. Sc. 10 Déc, 1947 - Féron
et Fourgeaud - Publication I.S,U.P. Paris 1952 vol. I, fasc, II, 2 la fois
sur l'analyse factorielle linéaire et surles propriétés caractéristiques des
lois de Laplace-Gauss,

Dans une autre voie, les travaux de Mathias (1923) puis de S. BochneT
ont dégagé une classe de fonctions, dites définies positives tres voisine €€
celle des fonctions caractéristiques et réalisant les inégalités qui serven
de définition :

Z Z f (u; - UJ) a; a; réel positif
i 3

S. Bochner a démontré en 1932 1'identité entre les fonctions continues dé;
finies positives égales a1 & l'origine et les fonctions caractéristiques, €
qui permettrait d'étudier les fonctions caractéristiques d'une autre ma-
niére,

Le moment était donc venu de présenter une synthése des propriétés
des fonctions caractéristiques. Une premigre mise au point a &té faite eP
1937 par M. Geza Kunetz dans sa these de doctorat de 1'Université de P“_"
ris, L'auteur s'est proposé de '"donner un apercu systématique des CO“df'
tions auxquelles doit satisfaire une fonction donnée pour pouvoir &tre consi=
dérée comme la caractéristique d'une loi de probabilité'' ., Depuis, une
importante contribution a été apportée a cette question par M,D, Dugué qu!
a montré comment certaines propriétés des fonctions caractéristiques 5€
rattachent 4 des théoremes généraux de la théorie des fonctions analytique$
et en particulier au résultat de M, Hadamard connu sous le nom de ''théo-
réme des trois cercles', D, Dugué a de plus publié de nombreux rénsulti}tB
sur le difficile probléeme de 1'Arithmétique des lois de probabilité et cecl
1'aide des fonctions caractéristiques (voir bibliographie). Les premieres
communications soulignent bien la difficulté du probléme. Une synthese de
ces travaux doit paraitre prochainement au Mémorial des Sciences Mathé-
matiques,
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Paralltlement aux études précédentes, les fonctions définies positives
€ sont introduites dans la théorie des fonctions aléatoires du second or-
;e. Cette théorie commencée par A. Khintchine en 1934 a pris depuis un

Veloppement considérable avec Slutsky (1937), Kolmogorov (1941), H.
1 rame.r (1941), M. Loeve, A. Blanc-Lapierre, R. Fortet pour ne citer que
Ce: Principaux auteurs. C'est dire que l'instrument mathe_matliq‘ue a sous
on aspect &té beaucoup plus étudié ; il n'en sera pas question ici sauf une

Urte allusion (chapitre VI).

Le présent travail vise d'une part a préciser les propriétés descrip-
e S des fonctions caractéristiques ; en particulier a indiquer ce qui dis~
T e .1?8 fonctions caractéristiques qui correspondent aux tro}s types de
l‘Partm.ons simples possibles (chap. I et 1I) ; d'autre part 5 e_tud1er des
*0sformations fermées sur la classe des fonctions caractéristiques.Cela
Permet de transformer des fonctions caractéristiques en sachant le com-
Pi!:)rtement correspondant des distributions ; de pouvoir fabriquer Eies |i"onc:-
T s caractéristiques sans partir des distributions de probabilité qu elles
®Présentent et enfin de trouver des conditions nécessaires et su.fflsan-tes
CeU: qu'une fonction soit la caractéristique fl'un? distribution de probabilité.
78/ transformations s'appliquent a d?s catégories plus larges que les: fonc~
dia £ caractéristiques : fonctions définies positives (chap.V) ; fonctions et
tributions de type non négatif (chap.VI).

tive

thEBQuatre transformations sont étudiées ici et qui‘ (s’ous certaines hypo-
ticuﬁs d'f'l'xiatt.ann::e) sont fermées sur les classes précédentes dqnc en par-
e 1er sur les fonctions caractéristiques; elles _permettent aussi de ‘trans—
t Mer en fonctions caractéristiques des fonctions ou des distributions de
YPe non négatif,

De plus,ces transformations sontdeux 2 deux homologues par la trans-
Mmation de Laplace, ce sont :

- d'une part : le produit de composition et le produit multiplicatif
(chap. IV et VI) ;

- d'autre part : les transformations J¢ et H (chap. III et VI).

for

1 Le produit de composition et la transformation ZK.’. sfappliquel}t norma-=
‘ment 3 des distributions et leurs fonctions caractéristiques subss.sent les
Tansformations homologues ; mais on peut avec quelques précautions ap-
Pliquer ceg opérations i certaines catégories de fonctions. La notion de

Mesure d'une distribution par uné fonction met beaucoup d'unité dans ces
Questionsg,

Le dernier chapitre traite des fonctions caractéristiques convexes en
Partant de 1a définition de Polya. Les conditions suffisantes de Ptilya sont
4 Peu élargies et la famille des lois est caractérisée en elle-mé&me par
d?s Produits de variables aléatoires indépendantes, Enfin des ”d1s:tr1but1ons

'SContinues convexes' sont envisagées, qui permettent _d‘obtemr de nou-
®lles fonctions caractéristiques par produit de composition.

E 3

Je tiens 3 témoigner ma reconnaissance toute particuligre A mon Mai-
.Georges Darmois qui m'a guidé dans tous ces travaux. Par les ndorn-
Teuses conversations que nous avons eues ensemble, j'ai pu profiter de sa

8rande expérience dans de nombreux domaines. M D. Dugué a suivi le dé-

Veloppement de ce travail ; je lui dois des conseils, des suggestions e;t des

enc°uragements précieux ; qu'il regoive ici le témoignage de ma gratitude.

le Temercie aussi M. Lechnerowicz qui a bien voulu guider mon étude sur
€8 questions qui ont fait 1'objet de la these secondaire.
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CHAPITRE PREMIER

DEFINITION ET PROPRIETES DES FONCTIONS
CARACTERISTIQUES

1.
DEFINITION D’'UNE LOI DE PROBABILITE D'UNE SEULE VARIABLE

Une loi de probabilité est définie par sa fonction de répartition (f. r.)
F (x) = Prob 1 R e }

Sl C'est une fonction monotone non décroissante variant de 0 & 1, Il ré-

hmte_des travaux de Lebesgue (1) sur la dérivation et l'intégration des

me:i:mns monotones, qu'une telle fonction est décomposable en trois élé-
83

de 1 1° - Une fonction de sauts, qui groupe l'ensemble des discontinuités

a fonction F. L'ensemble de ces discontinuités est au plus dénombrable.

BS 2° - Une fonction absolument continue qui admet une dérivée f(x) pres-
"de Partout et qui est 1'intégrale indéfinie de cette dérivée. f(x) définit une
ensité" de probabilité : c'est une fonction sommable jamais négative.

cet 3° . Une fonction continue admettant une dérivée nulle presque partout;
o te densité devient infinie sur un ensemble demesure nulle ayant la puis-
ance du continu.

On peut donc écrire :
F(x)=p,F, (x) +p, F, (x) +p, Fy (%)

:1‘?‘ P, p, p, sont positifs et de somme unité ; les fonctions F (x) sont des
0is types précédents,elles correspondent a trois types de répartition :

1 F, (x) est une ''fonction de sauts' ou fonction en escalier ; elle carac-
rise une distribution complétement discontinue ou du type 1F

= F, (x) fonction absolument continue définit une distribution absolu-
ent continue' ou du type IL.

q F, (x) et la distribution correspondante seront dites "singulieres' ou
© type III.

(1) Voir H. Lebesgue : Legons sur l'intégration (1928) pp. 158-183-188.
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2. - VALEUR PROBABLE D'UNE FONCTION DE VARIABLE ALEATOIRE

Soit une variable aléatoire de f.r. F(x) et soit y = g (x) une fon?t::l?:
continue bornée de X. On peut considérer Y = g(x) comme une varia g
aléatoire ayant une fonction de répartition bien définie G (y) et la vale
probable de Y sera par définition :

G/ (Y)=/Wydc(y) (¢

oc

Si g(x) est une fonction monotone, cette expression équivaut 1'inté-
grale de Stieltjes :

/ e (x) dF (x) (2)

M.de Finetti 2 montré que ces deux définitions sont équivalentes 1078~

que 1'intégrale (2) est absolument convergente et 1'on note E [g(x) ] le ré-
sultat de l'une ou l'autre de ces opérations,

(Consulter Fréchet, Recherches modernes sur le Calcul des Probabi-
lités, volume I, p.47).

3. DEFINITION D’UNE FONCTION CARACTERISTIQUE

La fonction caractéristique associ€e 3 une variable aléatoire de f.T-
F (x) est :

P (t) = E (e'*) =/e"' dF (x) (1)

intégrale de Lebesgue-Stieltjes, absolument convergente quel que soit t et
uniformément convergente par rapport at : c'est une fonction continue de ts
de module inférieur ou égal a 1,

Si t est une variable réelle, la fonction ¢ est en général complexe @

¢ (t) =/ cos tx dF (x) + i/ sin tx dF (x)

=A(t) +iB(t)

A (t) est une fonction paire de t
B (t) est une fonction impaire de t,

On résume ces propriétés en disant que ¢ (t) est "hermitienne" :

P (-t) = & (z)

3.a. Signification de A (t) et de B (t)

Il est parfois plus commode, et ce sera le cas ici, de choisir pour f.r.
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Non
Pas F (x) = Prob l ) GRT < Te S l mais cette fonction augmentée de

2P 2%131'013 l = ] soit :

F (x)_F(x-\-O);F(x—O_)_

Cc? = : :
est encore une fonction monotone non décroissante mais ses dis-

conti 3
tinuités sont de premikre espece.

las dF (x).Et F, (x) different sur un ensemble de mesure nulle, et par suite
eux intégrales :

/ei" dF (x) et/ e'™ dF, (x) sont égales

lec
F, (-x) est une f.r. du méme type, ainsi que :

cw=t[R@+1-7 (=) |

et
G(-x) =1 - G (x)
dG (-x) = dG (x)
Posons de plus :
H(x):-%—[]?1 (x) + F, (-x) - 1]
H (-x) = H (x) donc dH (-x) = - dH (x)
o F, (x) =G (x) + H (%)
d'gh :
Aft) = cos tx dG (x) +/cos t%ﬂ-{ (x) =/cos tx dG (x)
=8 (2)
B (t) =/ sin t)%iCi (x) +/ain tx dH (x) =/ sin tx dH (x)
=0
Or G(x) est la f.r. de la répartition "gymétrique moyenne'' et H(x) est

1
a "pgeudo f.r.'" qu'il faut ajouter 2 G (x) pour obtenir F, .

mé A(t) est donc une fonction caractéristique : celle de la distribution ''sy-
trique moyenne'' de la distribution donnée.

iB (t) n'est pas une fonction caractéristique mais la transformée de

Laplace de la pseudo répartition H (x).
d'une distribution admettant partout une densité

Dans le cas particulier
écédentes se simplifient ainsi que la significa-

contj :
ti““tmue f(x) les notations pr
on des calculs :

e
(1) Pour simplifier les notation?/‘indiquera dans ce qui suit 'intégrale de - ool +oo,
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La densité "symétrique moyenne' est g(x) =—f-(5¥('_xl fonction pairé

(x) - £(-x) ion impaire
La densité complémentaire est : h(x) = f(x 5 f(-x) fonction

A (t) estlaf.c. dela distribution de densité g(x),
iB (t) est la p.f.c. de la pseudo distribution de densité h(x).

4. - FORMULES DE RECIPROCITE

On sait que ¢ (t) est bien caractéristique de la répartition 2 ;aquelll;
elle est associée, Cet énoncé résulte de la formule générale (1) maintena
classique :

F, (b) - F, (a) = 1lim —2—1,: q;(t)LTL dt (1)
T<—ecs 2

en particulier :

R oy AL ET Lo @
T —wog P

Pour n'introduire que des fonctions réelles, on peut écrire ces for-
mules sous la forme suivante :

[ +T g - -
F (a)-F, (0) = 51 / [L; et e(), 1 —ces 2t 9(t)- o) ]dt \
lim T—woc "

Les remarques précédentes précisent la signification des deux termes
de l'intégrale : le premier se rapporte a G (x) et le second 2 H (x).

Dans le cas particulier d'une répartition absolument continue et pour-
vue d'une densité f(x) celle-ci est définie par -

T
-f_(x+0);'{(x-0)= i 2:!11:. /‘?(t) et gt (3)
T ——so0c &

Au contraire dans le cas d'une répartition absolument discontinue, 12
formule suivante sera plus utile :

p(x) = lim ?l-f/ ¢ (t) e'i“ dt (4)
T—scc =

semeda TN i
(1) P, Levy : Calcul des Probabilités, Paris (1925) p. 166,
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- ADDITION DE VARIABLES ALEATOIRES

Les résultats relatifs 2 1'addition de variables aléatgirefa indédpendaln-

: & i s
Sont clagsiques et justifient l'emploi systématique les .c. dans e
Problemes ge gompositjion ou d'analyse de lois de probabilité. En général,
°Tl Tattache la f.c. d'une somme de variables 2 l'espérance_ mathema'thge
d'un Produit (e it* P;al' e apres avoir montré que ces fonctions sont indé-
Pendantes o, méme temps que X et Y). Il nous semhle pll,:s intéressant 1de
fa_ttacher ici cette question au produit de composition qu'on utilisera plus
%n d'une manis re systématique.

Soit donc :

teg

X de f.r. F(x) et de f.c. g, (t) et dF (x)
Y de f.r. G(x) et de f.c. ¢, (t) e'"™ dG (x)
Z=X+Ydef.r. H(x) et de f.c. ¢ (t)

n

H(x) = F (x)* G(x) c'est-a-dire H(x) =/ F(x -y)dG(x) (1)

Cette relation est équivalente 2 :
¢ 1) = @lt) ) (2)

Démonstration

Supposons (1) réalisée et formons :

% P = // et aF (x) dG (y)

EEYaYe absclamient convergente quel que soit t.

@ (t) @, (t) =// et dF, (u - y) dG(y)

pa dFu désigne la différentielle de F par rapport a la variable u

/F(u - y) 4G (y) I

o ¢, = ¢ (t)

Six'l-y:u

En intégrant en y il vient :

@, (t) @, (t) =/ e ity d,

#0it en tenant compte de (1) :

RéCiProquement :

Soit H

@ (t) = ¢ (t) @, (V)
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ou : @ (t) =/e““ dH (u)
/e'w dH (u) =// e™ dF (x) e’ dG (y)
/ e"l“‘ dH (u) =// e d F(u - y) dG (y)
=/e‘=" q, I/F(u-y)dctyil ()

et en vertu des propriétés de détermination des fix.parilaf. cuis

H(w) =/F(u - y) 4G (y)

Conclusion relative aux variables indépendantes.

Si X et Y sont indépendantes leur somme a pour f.c, le produit des
f.c. des variables X et Y.

6. - REPARTITION A PLUSIEURS DIMENSIONS

Soit un ensemble de deux variables aléatoires X et Y. La répartiti"n

: e
est définie par la donnée F (x,y) =Prob X < x } fonction non décroissant
(< oy
de x et de y et de variation totale j
Les f.r. marginales sont : F(x.) =F (x,cc)

F(y) = F (cc,y)

6.a. Lois liées

Soit x appartenant A un domaine D : X e tel qué’
A, F(x,.)=F(x,+h.) - F (x, .) soit strictement positif,

La fonction de y Ahg—fi"lz‘est une f.r. :c'estla f.r. de Y lié paf
X € D, A - SRR

6.b. Fonction caractéristique d’'un ensemble aléatoire 2 plusieurs dimensions

Au couple XY on associe les variables auxiliaires r,s et 1'on forme *

] (r.s) = E [ei(rXon‘r) ] =//‘.ei(rx¢ﬂ') d‘ d_yF(xy')
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b.c, Somme de v.a. liges

En particulier la variable U = X+Y a pour f.r. H(u) =// d, dJ. F(x,y)

inté
& g:zle éten'due au domaine x+y < uet ¢ = g, (t) n'est plus, en général,
et F(-Y)Produu: %, = ¢, (t) par @, = @, (t). Les f.r. marginales sont F(x.)

I peut arriver pourtant que :

H(u) =F (x.)* F(.y)et ¢ =, 9,

bien
que les variables composantes soient liées.
A " :
Ralysons comment peut se présenter cette éventualité :

mettggit une répartition en (x,y) de variables aléatoires indépendantes ad-
laf , F (x) et G (y) pour fonctions de répartition marginales et soit H (u)
*T. de u =x + y.

avecﬂjoutons une "pseudo-répartition“ de masses positives et négatives
€8 conditions suivantes :
masse nulle sur tout intervalle A x
masse nulle sur tout intervalle A y (1)

masse nulle sur tout intervalle A (x+y)

de uL; 'Elouvelle répartition admet encore F, G, Hpour f.r. de x, de y et

& e ()

don -
€9 () = cpss (£} Py (t) bien que X et Y soient liés en probabilité.

Part (On imposera évidemment 2 la nouvelle répartition d'avoir des masses
Out positives),

€ IProquement :

Soit ]_es f.c d — =
5 seR e U, X, Y avec = ol U=X+Yet X, Y
mdéPeﬂdante;‘j P P2 W= P

e On a donc : H=F*G
o
F et G sont les f.r. marginales de X et de Y.

Nonp

Formons 1a combinaison indépendante de ces deux répartitidns :on ob-

tie
tit;::nu“e nouvelle répartition en (x,y) qui a les mémes fonctions de répar-
que la distribution donnée : en X seul
en Y seul
en X+ Y
La différence des deux distributions réalise donc les conditions (1).

arque

Bifdwr- o - : & _
1 tla f.c. d le (X,Y); t 1 est nécessaire et
Suffisant d('a:ro)ifs: a f.c. du couple ( ) ; on sait qu'il es

$ (r,s)= & (r,0) . & (0,s)

Po
YT que X et Y soient indépendants.
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i 2 g ite
Il suffit pour ce qui nous intéresse ici que cette relation soit satisfa
sur la droite r = s,

(1) . (2) gans
Des exemples ont été donnés par H, Cramer et H, Robbins * "»
lesquels les conditions (1) sont réalisées de maniéres trés simples.

. le'
Ajoutons que les relations (5.1) ou (5.2) appliquées a deS‘Varfa::e
composantes soumises séparément A une méme loi (donc F = G) l_m.P}‘qs
l'indépendance dans le seul cas d'une loi discontinue 4 deux possibilites:

Dans ce cas en effet il est impossible d'associer des masses| a I:'l

non toutes nulles réalisant : % d
b+d=0 at+b=0 b=0
at+c=0 c+d=0 at+d=0
c =0

X : ; 2 a=
Par contre, des qu'il y a aumoins trois valeurs possibles pour les ::a'
riables composantes on peut associer une pseudo-répartition non identiq
ment nulle,

8
Exemple : Cas de trois Valel"::_
possibles. Aux probabilités de €

> ¢ es
Fig. 1 cun des neuf points on ajoute
vE g quantités indiquées sur la figure:
a, ~ ' 15
R e Dans le cas de plus de trO;r
S valéurs possibles, on extrait Pouo
I X et pour Y trois valeurs partic
Ay lidres :
=& a ~ At
a, 5 N e e
Sl N X=y=a, x=y=a, x =Y iEaa
\\ ‘\

o 7 e =& 2 Ii'
et & cet ensemble partiel on apP
que latransformationde lafigure **

g 4 L/ 4 L Pour des distributions cont!

nues, les neuf points sont reﬂ}Pla'
cés par des domaines élémentaires:

Si les lois marginales de X et de Y sont différentes et (:cnm]?aléte"“e“t
discontinues, il faut qu'il existe trois valeurs possibles de X et trois dé 3
admettant deux 4 deux les mé&mes différences. Dans ces conditions et
seulement, on retrouve la figure (1) et 1'on peut avoir une répartition en *’
y non indépendante pour laquelle :

(P(xdy)(t) i (t) Py (t)

(1) H. Cramer Mathematical Methods of Statistics, 1946, Exercice p,317, n"2.

(2)H. Robbins, Annals of Math, Stat, sept, 1948,



CHAPITRE 1l

LES TROIS TYPES DE FONCTIONS
CARACTERISTIQUES

{
INTRODUCTION - PROPRIETES GENERALES

de rél‘eﬂ fonctions caractéristiques transformées de Laplace de fonctions
on v Partition ne sont pas des fonctions arbitraires. D'aprés leur définition
oit immédiatement qu'elles réalisent les conditions suivantes :
@ (t) continue
lo ®) [< 1
¢ (-t) = 3 (t)
Ces conditions ne sont pas suffisantes et avant d'aller plus loin nous

no
aa:B Proposons de préciser les caracteres qui différencient les fonctions
ociées aux trois types de répartition.

A. - FONCTION CARACTERISTIQUE D'UNE REPARTITION
DISCONTINUE

8 . FONCTIONS CARACTERISTIQUES DE TYPE |
OU PRESQUE PERIODIQUES

"fonsqit une distribution dont la fonction de répartition se réduit a une

Doi ction de sauts', on peut la définir par l'ensemble des sauts p, aux
nts x d'un ensemble au plus infini dénombrable.

g ¢ Dans ce cas la fonction caractéristique se présente comme une série
ermes en p; e’ 4. ctegt une fonction presque périodique (f.p.p.)-

Rappelons la définition donnée par H. Bohr(l)

X PS\Oit une fonction f(x) continue. On dit que [ est une pseudo-période 2
res si

If(x+?.)-f(x)l< g quel que soit x
.

1951(1) Harald Bohr - Almost Periodic Functions, Chelsea Publishing Company. New-York,
» P.31,
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La fonction f(x) est dite "presque périodique si quel que soit E gil
existe une amplitude A telle que tout intervalle (v, y + A) contient au moins
une pseudo-période

y lc Mz déyit A
C'est dire en particulier qu'il existe des pseudo-périodes aussi gran-

des qu'on le veut.

Bohr démontre que la somme d'un nombre fini de f.p.p. est une f.p.P-
(p. 36 a 38).

Or p;e** fonction périodique est aussi presque périodique, donc ég2-
lement :

: itaj
p; e
Cette propriété s'étend au cas d'une infinité de points a; a4 masse Po-
sitive.
On peut choisir n assez grand pour que > T —4£
i=

f . .
La fonctionF (t) = p;e'*® est une f.p.p. Soit d une pseudo-période
2 £ /2 pres ; elle est pour ¢ une pseudo-période & € pres,

En effet :
I‘P(t-bs)- <p(t)]<lF(t+6)-F(t)|+§_

8.a. Conséquences de cette propriété fondamentale

1° - ¢ (t) a pour plus grande limite 1.

Soit T arbitrairement grand et ¢ arbitrairement petit, Il existe uné
pseudo-période > T &4 £ prés : soit [
ot lo (1) -q, |< ¢
soit : Icp(!)|>l-—e

C'est dire que le maximum de | ¢ (t) lpour t > T est+ 1y
2° - Formule de réciprocité - expression des Pj -
D'une mani2re générale :
puaie €% 1 & ~itaj
P; = lim == @ (t) e dt
T—scc =
Or ici ¢ est presque périodique, de méme que ¢ (t) e " ot d'apres le

théor®me de la valeur moyenne forte (cf, Bohr p.44) cette limite est obté~
nue d'une manitre plus générale par :

54T
lim ?l?/cp(t) o N aE
T—scc Lk
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e : : . :
ni‘lj est atteinte uniformément par rapport 2 s. On peut donc écrire la for-
e de réciprocité sous la forme suivante :

1 s+T ‘Lal
5T @ (t) e Y dt (1)

8-T

P = lim

T—~cc
3° - Comportement de ¢ (t) pour les grandes valeurs de't.

Soit une loi discontinue pouvant prendre la valeur 0 avec la probabi-

B
1 a+T
p, = limite T[ @ (t) dt

T—socc

litg

e ; d T 3
t ceci est'réalisé si grand que soit a.
Remarque

A La valeur p, a une influence tres particulizre sur ¢ (t) et différente

eura-utr?s valeurs p;. Laf.c. aen effet pour valeur moyenne p, et les va-

c‘eE: qu fﬂle peut prendre sont dans un intervalle symétrique autour del Pos

n,eat"i-du'e comprises entre 2 p, - 1 et 1. Cette borne inférieure possible
pas toujours atteinte., Exemple :

Loi -
©1 de Poisson pour m = 1

IL-|J

o =et de module P = e % '""
d'argument = sin t
Le maximum du module obtenu pour t =2 K x vaut 1 Ce sant les

seules valeurs
Le minimum du module obtenu pour t = x +2K= =25 réelles de ¢ .
Enfin P, o
e
Iei la valeur moyenne de la fonction est moyenne géométrique des va-

ley
TS réelles extrémes prises par ¢ .

(a8
FONCTIONS CARACTERISTIQUES PERIODIQUES

On congidere les fonctions & de la variable réelle t.

{

D'autre part un ensemble de points d'abscisses x = a + kl ou — est

ir i 4 3
ea:atlonnel et k prend toutes les valeurs entizdres (positif, négatif, ou nul)
Teprésenté par T (a,f).

Une distribution de probabilité ol les seules valeurs possibles appar-
Nent 3 T est dite "distribution de treillis' T (a,l).

Un cas particulier important est celui o a =0 ; onle désignera par
(). si
egt a

Un sous-ensemble de T (d).

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une f.c. admette la pé-

Tig = e
na,n%e I€elle § est qu'elle soitla f.c. d'une distribution de treillis conte =
Lorigine.

tien

est rationnel, ! et a admettant pour commun diviseur d, Tiz,l)
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C'est-a-dire que les valeurs possibles de x sont de la forme :
x €T (2—:—)

Condition nécessaire :

¢ (@) = ¢ (0) = 0 et la masse (+ 1) est sur I'ensemble des valeurs X
telles que :

Ox=2hmx h entier > 0
"
Condition suffisante
Si : x € T (2%
6
S itk 2
@ (t) = Z P, € A "“e—
k=-o0c

(p(t‘l‘e):Zpkei(“”kle& =(Zpk)2pkej“ =‘P(t)

Remarque : I1 suffit, pour que les conditions précédentes soient réalisée®
que ¢ (t) = 1 pour une valeur de t différente de zéro.

Formule de réciprocité
Si ¢ (t) admet la période 8 ; la formule (4.4) se simplifie sous la for~

me suivante :
t+8
1
Py = ?3'/ ¢ () du (1)
t

ol t est une valeur arbitraire,
Développement de Fourier de 1a f.c.
La f.c. d'une distribution de treillis T (£) est de 1a forme :

‘P(t) p, + P, e”t+...+pkei“‘l+...

+pl et L. tple-it g,

P, +(p, +p!) costf *...+(p, +p!)costkt +...

+i(p, -p!)eintl + ... +i(p, - p}) sintk{ +...

Réciproquement, en vertu du théoreme de Cantor sur 1'unicité d“ d:t;
veloppement en série de Fourier, on déduit immédiatement des coeffici€
(a,, b,) du développement,les valeurs P, et p! :

K?

1
Py (a b
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Théorime

Sil(p(tu) | =] pourto# 0
La distribution est une distribution de treillis T (a,¢). En effet :

t, x=2hx +a sicP(t°)=ei°'
x=2‘.1! =
td to
Bl as— s on voit que x € T (a,f)
& t,

et dans ce cas :

P (2 t),= e ¢’ (to)
(P(n tn) = e "ix = "Pn(to)

) La fonction est presque périodique,mais les valeurs qui donnent a o (t)
€ module 1 ont exactement la période t,

10. . PERIODICITE DES FONCTIONS CARACTERISTIQUES

o I_\fuus allons montrer qu'une f.c. ne peut avoir de période complexe ni
5 :gllnaire pure. La propriété de convexité des f.c. suffit pour établir ce
ultat,

T
héol‘éme I de convexité

Etudions ¢ (t) pour t = iz ol z est réel

¢ (iz) =/e"'" dF (x)

Quand cette intégrale est convergente, elle définit une fonction réelle

et Positive de z.
Donnons & z trois valeurs en progression arithmétique :
pour z -hona : %, =/e"“ e™ dF (x)
pour‘iiz ‘onma ¥, =/ e-** dF (x)
pour z + hona : P, =/e-z" e-"™ dF (x)
-(L;i =/e“" ch. (hx) dF (x) >/ e-* dF (x) = o,
You , ) ; P > @

Onlya égalité que si dF = | pour x = 0 auquel cas ¢ = 1.
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Théoréme II : Une f.c. ne peut avoir de période imaginaire pure.
Si ¢ (t) avait pour période ih on aurait :
) (ih) = ;P(—ih) Facpl=al
Ceci, en vertu du théoréme I est impossible, sauf si ¢ = 1.
Théoregme III : Une f.c. ne peut avoir de période complexe(l).
Supposons que a + ib soit une période de ¢ (t).
On aura alors :
¢ (-a) = ¢(ib)
¢ (+a) = ¢ (-ib)

or ¢ (ib) et ¢ (-ib) sont réels ; ¢ (a) et ¢ (-a) le seraient aussi, mais a°
lors ils seraient €gaux d'ol les inégalités :

0 < ¢(ib) = ¢ (-ib) < 1

ce qui est en contradiction avec la relation de convexité :

¢ (ib) + @ (-ib) _

B. - FONCTIONS CARACTERISTIQUES DE REPARTITIONS
ABSOLUMENT CONTINUES

11.- La f.r. F (x) est absolument continue ; il y a donc presque partout uné
densité f (x), cette derniére étant une fonction sommable,

Théoréme

Si la répartition est absolument continue, ¢p_(t) tend en module VEZ= vers
zéro avec ti .

5 : 2 ; . s
Ce théoreéme est 1'équivalent d'un résultat classique de la théorie dee
séries de Fourier, connu sous le nom de lemme de Riemann-Lebesgu€
qui s'énonce ainsi :
; s
Les coefficients (a, et b,) des séries de Fourier tendent toujours Ver

zéro quand 1'indice augmente indéfiniment(z).

Voici une démonstration adaptée & notre propos :

: the:
(1) Voir E. Lukacs - Oncertain periodic characteristic functions - Proceedings of
International congress of Mathematicians - Amsterdam 1954, Vol. 2 - p. 296.

seure
(2) H. Lebesgue :Sur les séries trigonométriques, Annales Ecole Normale Supéri€
3&me Série - Tome 20, année 1903 - p,471.
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) Démonstration pour les fonctions f (x) intégrables au sens de Riemann.

Pour calculer :

% (t) ‘—'/e“‘ £(x) dx .2

t étant donné, décom-
POsons le champ de va-
Tation de x en inter-
Valles d'amplitude Z_tI
4 partir de l'origine. 0 ¢ 2x (ko) 2%
TN ¢

—

P .
Ber Fig. 2

2x
k“?- <x < (k+1) ZT“
Oul pose f(x) =m, + €, (x) ot m, = min. f(x) dans l'intervalle. :
L'intégrale des quantités e’™ m, est nulle ; celle des €, (x) tend vers

2€r0 avec %par définition méme del'intégrale de Riemann :donc |¢p (t) I—-O 3

+hA
lim /ei“ f (x) dx
t——eocc Joa

t < - "
®nd aussi vers 0 en module et pour les mémes raisons.

Remarquons que :

b) Extension au cas de fonctions sommables (au sens de Lebesgue).

Nous nous appuierons sur le théorgme suivant (1)

5i f (x) est une fonction sommable, on peut construire une foncti.on ab-
Solument continue g (x) telle que, n étant préalablement donné, on ait :

b
/lf(x) -glx) | dx < n

a

Considérons tout d'abord l'intervalle (-A,+A) tel que :
£
F(-A)+1-F(A) < 3

Remplacons alors dans (-A, +A) f(x) par g(x) absolument continue telle .

ﬂf(x) - g(x)] dx < %

On peut choisir T assez grand tel que, pour t > T :

A
I/g(x) iy e ;

c(tl') Voir : Titchmarsh : The theory of Functions p.376, ou Hobson I : The theory of
ons of real variables, p.632.

Que
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On aura donc :

A

¢ (t) =/+/f(x) e dx +/(£ﬁ(x) -g (x)) e't* dx +/g(x) o 62

lewl<« §+ % - %

donc ](p(t)'—" 0.

il.a. - THEOREME -

Les f.c. du type II a densité finie sont des fonctions de carré somma-
ble :

La différence u des deux échantillons X indépendants d'une méme loi
a pour f.c, :

20 = o0

La densité en u pour u = 0 est :

/f’(::)d;::ﬁ/[ep(t)]?dt

L'intégrale & gauche & un sens puisque f (x) est positive, finie somma-
ble et dans ces conditions celle de droite a aussi une limite, Les f.c. de c€
type appartiennent 2 la classe £, (-oc+oc) de Lebesgue.

11.b. Formules de réciprocité

La densité en un point est donnée par :
+T
f(x) = 2—11? lim/cp (t) e’ dt  limite prise pour T —oc
-T

et ol :
£(x) = [f(x +0) FE0EL o)]
Or ¢ (t) e-™** est une f.c. soit A (t) + ib (t).

w3

T T
x) = lim 5= [ A(t) dt + lim 25— / B(t) at
g 2% 2
-T

Ces intégrales ont un sens dans la mesure oﬁ/A (t) dt est convergent.
o

=T

[+]

En effet/B(t) dt qui représente x h(0) est en module inférieur A/A(t) d

Dans le cas contraire f(x) devient infini,




LES TROIS TYPES DE FONCTIONS CARACTERISTIQUES 243

f(x) =El:!? / ¢ (t) a-'txdt

5i 1'on pose f(x) = g(x) + h(x)
avec : g(x) = f(x) ;f!—x! hich= f(x Ef -x

On a :

Z/g(x) cos tx dx g(x) = %/A (t) cos tx dt
(] (]

et

2/ g(x) sin tx dx h(x) = %/ B (t) sin tx dt
0 o

12. . CLASSE (A) DES F.C. ABSOLUMENT SOMMABLES

On peut donc écrire :

A(t)

]

n

B(t)

Parmi les f.c. de distributions absolument continues, celles qui sont
3bsolument sommables jouent un rdle important dans de nombreuses dé-
Monstrations ou leurs propriétés simples les font utiliser comme inst::u-
Ments de calcul.Ajoutons que les f.c.de cette classe sontles plus utilisées
N pratique,

Nous désignerons donc par (A) la classe des fonctions . (t) satisfaisant
3ux conditions suivantes :

p(t) =/ei“ m(x) dx ou m(x) > 0

/m(x) dx =1
et .
ﬁy. (t)| dt fini

N(x) est une densité de probabilité, fonction sommable sur (-oc,+oc) et
1 (t) laf, ¢, correspondante, supposée absolument intégrable.

Réciproquement :

I +0c
=i==k fise = itEmuit) adt
m(x) = 5 k(1)
=0c
n’:\a‘.is Cette derniere intégrale est absolument convergente quel que soit x et
Hormément convergente par rapport 4 x : c'est donc une fonction conti-
€, bornée de x.

E
=Xemples de telles fonctions :

—,—, e

-lel

!J.(t)=e';; pit) =e
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La plus intéressante est :

?(t)=l'|£a| pour [tl<a
nous la noterons k (%)

=0 pour |t|>a

sin =
=ltx t - —._..2
/e k(—a) dt = a =
2

Par extension, nous désignerons également par (A) les lois de proba-
bilité admettant pour f.c. une fonction de la classe (A).

Théoréme : Pour que la somme de deux valeurs aléatoires indépendantes
ait une loi du type A il suffit que 1'une des variables soit de ce type.

En effet, si ¢ (t) est f.c. quelconque

¢ (t) p (t) est en module inférieur 2 ] B (t) | et par suite de
la classe (A).

Application a 1'étude de la convergence en loi

Toute loi £ peut &tre limite d'une famille des lois du type A. On sait
que l'ensemble des f.r. est comgact. On peut définir une loi quelconque
comme limite des lois £ . et % (t) est limite de &_ (t) (limite atteinte

n
uniformément dans tout intervalle fini de t).

Soit p (t) une f.c. de la classe (A).

Formons les suites de f.c.

t
Bn (t) = Qn (t) l" (E)
elles appartiennent & (A) et définissent des lois £, dutype A,

Sin——wocc gr—® et cette limite est atteinte uniformément dans

tout intervalle fini de t donc £ —— £ .

C. - FONCTIONS CARACTERISTIQUES DE DISTRIBUTIONS
SINGULIERES

13. -Les distributions singuliéres ont une structure plus compliquée que

les autres types de distributions dont elles sont un intermédiaire.
Leurs f.c. ont également des propriétés intermédiaires entre celles indi-
quées aux deux chapitres précédents, leurs caractéres sont donc plus "ins-
tables' et ne peuvent se formuler d'une manitre aussi précise que ceux des
f.c. déja étudiées.

Nous nous bornerons & étudier quelques cas concrets de distributions
sur l'ensemble triadique de Cantor et d'autres ensembles généralisés; nous
verrons que le comportement & 1'infini peut &tre variable.



LES TROIS TYPES DE FONCTIONS CARACTERISTIQUES 245

13.a. Premier exemple

On considere une suite de variables aléatoires :

2.1/3 proba 1/2

X, = saf.c. ¢, (t)=cos—23—t
-2.1/3 proba 1/2

2.1/3" proba 1/2 '3

X, = s saf.c. r.pl(t)=cos-3—z
-2.1/3" proba 1/2

2.1/3" proba 1/2 P%

X, = saf.c. ¢, (t) = cos 33
-2.1/3" proba 1/2

On étudie 1a limite pour n infini de X, + X, + ... + X, + ..

ma“‘:'eat une répartition sur le segment (-1, +1) qui ne contient aucune

‘egme sur la ‘partie (-1/3 + 1/3), sauf aux bornes et la structure sur les

Pa-rti:nts l?xt?emea est analogue a celle sur (-1, +1) ; c'est dire que la ré-

e ion limite est sur l'ensemble triadique de Cantor, ensemble de me-
€ nulle, mais ayant la puissance du continu.

La f.c. de cette distribution est obtenue par limite d'un produit infini :

(t) = lim cos =L cos e ok
¥ 3 T LS £ S

n—=0Cc

R‘---__elati‘m fonctionnelle :

La f.c, précédente réalise :
[ (3t) = cos 2t ¢ (t)

-E-t-u-ﬁl_e__POur les grandes valeurs de la variable.

raj On choisit pour cela des valeurs de ten progression géométrique de
son 3,

e - TP tealt e etel fo
q’ (tn) =cos 2 tn-1 ‘P (tn-t)

comr(3™".2t,) ¢ (tay)

1° - Le rapport %’- est irrationnel. Dans la suite des ¢ (t,) lorsque n
dugmente, il s'introduit chaque fois un facteur tel que cos (3"7'.2¢,). Il y
aura aytant de facteurs compris entre (-1 +o) et (1 -a) qu'on le veut et
Par suite ¢ (t,) tend vers 0 avec 1/n.

2° - Valeur initiale t, =l;— r ou ™ est une fraction réduite, le dénomi-

?&teur p contenant d'autres facteurs que 3.2 (k entier quelconque). Les
acteurs nouveaux qui s'introduisent en t&éte du produit infini , pour la suite

des valeurs considérées de t sont :

cos 2 t, cos (2.3 t,) ... cos (2.3"t,) etc ¥,
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donc si p = 3" .2, p', on obtient & partir d'un certain rang :

- 3 By
cosiﬂ,x pulscos—p,mx...cos p:n:l: eLe T,

toutes ces valeurs sont en module inférieures ou égales A cos %; et par sul
: 2 1
suite ¢ (t ) tend vers zéro avec =

3° - Valeur initiale t, = 2_1113_"_ m entier positif ainsi que h

@ (t,,,) =cos m::ip(th) avect, =m %
et par suite :

- - P
o0 =l )| =le(m 5]
toutes ces valeurs absolues sont égales, si grand que soit n,

Etude de l'ensemble des maxima relatifs

Ce sont les valeurs ¢ (m % ) ou m est un entier positif, qu'on suppf”

Ssera ne pas contenir de facteur 3 dans son développement en produit gf
nombres premiers (ces cas €liminés Se rameénent 4 ceux étudiés apres d
calage des indices)

cp(m%)=cosm% cosm f ...coom%y ...

<]

Le premier facteur ne Peut pas €tre en module supérieur i cos 13"

Le second facteur ne pPeut pas étre en module supérieur A cos %r

Le nidme facteur ne peut pas étre en module supérieur & cos %
le maximum absolu pour les grandes valeurs de t est donc:

) (%) = cos %5 cos % cos%
X = JT - 0

valeur obtenue exactement pour t, = 3 t, =3, F .. ty=3 5 etc ...
CONCLUSION

¢(t) a une plus grande limite lorsque t ——~oc égale en module 2
P (%) = cos —;5 cos —73% e COR %t“_ Ce premier exemple montre

qu'une f.c. de répartition singulitre a une plus grande limite comprise en-
tre zéro et un. Deux autres exemples vont montrer que cette plus grande
limite peut étre zéro et peut étre aussi voisine de 1 que l'on veut,

13.b. Deuxiéme exemple
’ X, =+ 3/5 proba 1/2

} ¢, (t) = cos 3/5 ¢
=3 (5 proban_'l/z
j Xn = +3/5(2/5)"" proba 1/2 ] %, (t)

=-3/5(2/5)"" proba 1/2

= cos 3/5 (2/5)""t
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et 11 : 3
on étudie 1a répartition limite de Z X, .

1

!upps-lest une répartition singuliere, obtenue par le procédé de Cantor en
Imant chaque fois le 1/5 de 1'intervalle restant.

La
fc. de cette répartition est :
¢ (t) = cos 3/5¢t. cos 3/5.2/5t ... cos 3/5(2.5)"¢t ...

Elle réalige 1a relation fonctionnelle :

¢ (31 =cos3/2t )

raig On fera croitre t suivant les termes d'une progression géométrique de
°n 5/2 3 partir de t, .

¢ (t,) = cos 3/2 t, ¢ (t;)
¢ (t,) = cos el a3 e ¢ (ty)

'ehtll_es facteurs supplémentaires du développement infini qui s'introdui-
OTsque n augmente sont :

cos 3/2 t, cos 3/2.5/2t; ... cos 3 (iRE(Re 2 Ek T

e S % = 2o

P I;l:odult infini ne peut &tre convergent (limite pour n—eoc de @ (t,) # 0)

'un 1, & partir d'un certain rang tous les angles sont voisins de kx . Or si
eux réalise cette condition, les angles suivants sont voisins de :

%k‘.ﬂ: fuis (5/2)* kx etc ...

Ce 3 3
Sin?,l fait nécessairement aboutir 3 un multiple impair de x/2 dont le co-
3lliv ;—'lﬁ-'t nul. Donc dans la suite des facteurs, chague terme voisin de 1 est

un terme voisin de zéro.

Conclusion ; Quel que soit t; la limite pour n infini de ¢ (t,) est nulle.

13,
3¢ TROISIEME EXEMPLE -

La plus grande limite peut &tre aussi voisine de 1 qu'on le veut.

On considere la suite infinie des variables aléatoires.

X, = aidvees) probabilité 1/2 6
rl‘ npt(t) = cos t
s (== probabilité 1/2
e babilité 1/2
Pel -E !—]-5 pro abllil = 1
1 1 chn(t) = CcOoS 57 i
= probabilité 1/2

La répartition limite de la somme de ces variables est singuliére
OC
ot | X. | S
2 n
i=2

n
N'y aura aucune masse dans l'intervalle (-1 + 2

= <k -%)et dans la
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: e
partie analogue des intervalles qui subsistent. Cette répartition peut e::’_‘“
obtenue par le procédé de Cantor en supprimant les masses sur uné P
tion égale aux 2= 2

de chaque segment.

Cette répartition a pour f.c.

tp(t)=cos(1;%)t cos%(l-%)t...cosal,(l-%)t..-

¢ (t) réalise la relation fonctionnelle :

¢(nt) = cos (n - 1)t ¢ (t)

Une étude analogue i celle du premier exemple montre que le maximum
absolu de ¢ (t) pour les grandes valeurs de t est obtenu & partir de :

@it,)i=cosn ;" “coxn* tx., . cosmx  Cop* ¢ (t,)

Toutes les valeurs ¢ (t,) pour s variable, sont égales en module €t
représentent la plus grande limite.

Celle-ci vaut :

4 g x x x
P=¢(t) = cos a C°8 73 ...cos Ao

Pour n assez grand :

2

x? n? x? ? s X

p>(l"rﬁ)(l'?‘i -"(I'n:m)--- > (1"%!'%:'? -—[-l-ﬁ
Pids ey

On peut donc rendre P aussi voisin de 1 qu'on le veut.
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op
E“A'I'IQN‘.R SUR LES FONCTIONS CARACTERISTIQUES

ssld:ea fonct'ic_ans que nous étudions sont ”c-flr?.c_téristiques de distribu-

B o Probabilité'" , elles sont par contre d}fflcxles a caracté riser pour

p""ticuliémes' comme nous le verrons au chapitre V.' C'est pourquoi il est

Certain rement intéressant de connaitre des opérations qui transforment
es classes de fonctions en fonctions caractéristiques.

tion.

fOnct?:us nous intéressons ici A des opérations fermées sur la classe des
NS caractéristiques. Tel est le cas de la moyenne pondérée :

Si
q > B‘Pu et ¢  sont f.c. il_en est de méme de p, + qe¢, O P > 0
P+q =1 et du produit de f.c.

Nous développerons deux exemples moins classiques :

La transformation H qui 2 f (x) fait correspondre :

t
H. £.(t) =tl/ £(x) dx

et
le Broduit de composition.



. : X
I . .
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CHAPITRE 1l

TRANSFORMATION H ET DISTRIBUTIONS
UNIMODALES

14, .

La premidre de ces transformations est souvent utilisée dans des dé-

Par veloppements mathématiques du Calcul des Probabilités : M. Logve 1)
exemple est amené 2 introduire la f.c. intégrale d'une répartition :

f (u) =/ @ (t) dt

Khj :

::::ihmﬂl a méme utilisé plus explicitement cette transformation en étu-
°°urb:s d1sEr1butions unimodales (2) (Exactement celles pour lesquelles la
X représentant la f.r. de X est convexe pour X < 0 et concave pour

0). Khintchine énonce que la condition nécessaire et suffisante pour

u .
{ue £(t) soit f.c. de distribution unimodale est que :

-
f(t):lT/ v (u) du ot v (u) est aussi f.c.

&
;a_ nous allons voir que quelle que soit la f.c.v(u) 1a fonction f(u) est elle
81 caractéristique.
s E‘-n'fi_n on a déja signalé dans la théorie des intégrales de Fourier la
Position suivante (3) :
3 LSi f(x) et F (x) appartiennent a la classe £* et sont des transform ées
aplace il en est de méme de :

;lc-/xf(t) dt et /Ft—(t) dt

Hey g‘«“-'tte transformation (H) est particulierement intéressante en Calcul
robabilités, comme il résulte du théoreme 15,

P-]su(;l) Michel Loeve. Probability theory - D. Van Nostrand Company. New-York, 1955-

TOmS‘) Khintchine, On unimodal distributions - lzv. Nauchno Issled, Inst. Math, Meh,

» Gos, Univ, 2, n® 2 - 1,7 (1938).

2em (3) ?a!' exemple E.C. Titchmarsh, Introduction to the theory of Fourier Integrals
¢ édition - p.93.
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15. - THEOREME FONDAMENTAL

Si ¢ (t) est f.c. il en est de méme de :

& (t) =%/=p(u) s (m

2
o

Démonstration

Soit une f.r. quelconque F (x) de la variable aléatoire X, On for
partir d'elle une répartition dans le plan xoy telle que la f.r. K (xV
couple aléatoire (X,Y) soit définie par :

dK (xy) = dF (x) % pour 0 < y < x
oupour x < y < 0
= 0 ailleurs

La f.c. de cette répartition est :

P (r,s) ’-'//ei" e'™ dF (x) I%Il
=/e““ d—fﬁl /ei’-* dy
Cette derniére intégrale vaut : 0, x|
pour x > 0 ei‘:; 1

isx
pour x < 0 I;i:'—
d'on :

‘P:y(rva) =/ s

Xx= -0

5 isx _
Py (r29) =§/e'" S AP ()

etlaf.c. de y seul est :

oeiﬂ e's* .1 dF ix! o :ir:( (b 1 dF‘x)
i x is x
o

B(e) = gy0.0) =3 /. S <L

- oc

dF (x)

or la variable X a pour f.c. :

e, (t) =/e“‘ dF (x)
~ S itx
e

“Lar() = ¢ @

C.Q.F.D.




TRANSFORMATION H ET DISTRIBUTIONS UNIMODALES 253

15.a,

Notons quelques propriétés des distributions ainsi obtenues pour Y a
PATtir d'une distribution des X :

Y admet partout, sauf peut &tre a l'origine, une densité finie g (y)

. xdF!x! s 0
g (y) —/ = pour y
3 (15-1)

¥
y(v)=/%(ﬁ poury < 0
-0
La fonction de répartition G (y) est :

. °F(x) d
Pour y 5 1-Gly) =/£.;—de(!) soit G(V)=Y/—(—’;lr—x
Y Y

g F (x
“Poury < g G(y) T/%XGF (x)  soit = - /—é,—)-dx
-0 =0c

Si la distribution initiale contient une masse finie 2 1'origine, celle-ci
est conservée,

Relation fonctionnelle entre & (t) et cp(t)

t
$i= 1y P =%/;(u) du soit, en posant /(P (u) du = 5(t)

g o t o (t) - S(t)

t2
U0} finalement : ¢ (t) = t & +& (¢) (15-3)

®t pour les fonctions de répartition :

xq;‘+F(x+0 G (x) pour x > 0

F(x - 0) pour x <0

x G' +G(x)
-X

15.b. Premiare extension

Si h et k sont deux nombres positifs et ¢ une f.c. la fonction @ est

dussi caractéristique, avec :

kt
& () = F:TW/ ¢ (1) du (15-4)
~ht
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b-
11 suffit pour le justifier de faire une somme pondérée de deux f.¢-©
tenues précédemment,

En particulier pour h =k = 1, on obtient :

1 +t
¢ =2‘E-/ ¢ (u) c du
Tt

o=
f.c. d'une distribution symétrique, celle de variables Y par exempi'?-.""I:'t
nue en étalant de - x| a + | x| la distribution de X. Les masses ﬁmesr y
l'origine sont encore conservées, ailleurs la densité est finie donnée P2

L =
S(Y)*é‘/ /i?ﬂ
-0c .Y

d
Si 1'on appligue indéfiniment cette transformation & une f,c. on tem
vers la fonction ¢ =1 d'une distribution condensée 3 l'origine,

Soit, en effet F, la f.r. initiale et 1'intervalle (-A+A) tel que :

15.c. Itération

B lA) e o) % 1o ¢

Cette portion (1 - £) de la distribution initiale entre -A et +A par les t'l'a"::
formations successives donne des distributions toutes limitées i cet inté

valle. Soit F; F' ... E' (x) les pseudo f.r. successives obtenues pou’
x > 0 par exemple :

E@-Rw < X @) -5 )]

EAW-E @ <EZX[R - @]

qui tend vers zéro quel que soit x et F' (A) > E° (A) > 1 - g peut étre
rendu arbitrairement voisin de 1. La relation fonctionnelle (15-3) mont¥®
bien que ¢ =1 est la seule fonction limite possible.

15.d. Formules de réciprocité

La formule de réciprocité (4-4) donnant les probabilités finies p est
une conséquence des propriétés précédentes.

Soit ¢ (t) 1a f.c. initiale d'une distribution admettant en x la probabilité
positive p .

epi(t) = @ (t) eilb satulal f.c. de cette distribution aprés changemedt
d'origine, celle-ci étant amenée en x,

@, (T) =§L.F/ @, () dt

est la f.c. d'une distribution comprenant comme seule masse finie p, al'o”
rigine, donc sa limite pour T infini est p,,

T
P, = lim ZI—T/?(t)e‘itx at
T—so0c Ly
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16, .
6. CARACTERISATION D’UNE DISTRIBUTION PAR LA FONCTION & a2

Etant donnée une loi de probabilité définie par la f.r. F(x) on peut lui
€ correspondre 1a f.c.

Q(t)=H.cp=/—%~(-—l-dF(x) (1)

Cette fonction est bien caractéristique de la distribution puisque, réci-

ToQuement :
lim = & 5 Vo Sl B
M. 2 PN it
T—scc T

1 Lk
A 1 CELSE |
e ﬁf ——d[te]
-7

Si'la-variable aléatoire X admet des moments & tous les ordres, $ est

fair

F, (0) - F, (a)

déVelc'l)lmble en série :
q! fex: ¥
aprés (16-1) . 3 (t) T/eTttx_l ar (x)
. & 2 : n=1
L (t)=/[1+112t—"1+%)- e e ;"‘ e ] dF (x)

i ML ge(It) ety A
1+lt‘2—+2! 3 +...+-(;1‘} n+l+...

onM

» €St le moment d'ordre p de X.

X
On remarque que M, ()= %PT(I_L

La fonction & est plus simple que ¢ puisque c'estd une constante pres

L
e f.c. du type 1I,

.. CLASSE ¢ DES F.C. ET DISTRIBUTIONS UNIMODALES

D §°it ‘Y la classe des f.c. # obtenues & partir d'une f.c. quelconque
802.16°Pératiorr H. Il résulte de la rélation (15-1) que les distributions as-
ré ®es 3 3 ont une densité finie en dehors de 1'origine et, de plus, sont
Bulidtrement décroissantes & partir de l'origine : les f.r. sont continues
?{‘;;lr X =0 ; sont convexes pour x > 0 ; concaves pour x < 0. Disons avec
Mtchine qu'elles sont unimodales (en adoptant cette définition restreinte).

B-és_ip_l'_gquement : Toute distribution unimodale & une f.c, de la clas-

ﬁ. Soit G(y) la f.r. d'une variable aléatoire Y de distribution unimoc}ale
Y) est continue pour Y = 0 et admet en chaque point une dérivée a droite,

dérivée i gauche :

(1) Voir en liaison avec cette étude lanote de Hans Loeffel : Intégration d'un ensemble
onctions caractéristiques par rapport i un parametre - C,R.A.C. Sc 16-5-55.

Une

de
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i, : jyant 12
On définit comme suit la distribution en X dont elle provient (suivan
transformation du théoréme 15).

Sieny =x la dérivée g(y) a une discontinuité A g(y) on aura :
AF(x) = -x Ag(x)
au contraire si g est continue, la différentielle de F sera :
dF (x) = - x dg (x)

. c
La distribution de (Y) en dehors de sa masse finie & l'origine est don
du type II.

¢, S =X
Une masse finie de (X) en x entraine pour Y une discontinuité en ¥ ~

g i e
de la densité. Une densité infinie de (X) entraine pour Y une dérivée infinl
de sa densité,

17.a. Caractérisation des lois de probabilité de type unimodal

Soit X la variable aléatoire initiale de f.c. ¢ et Z une variable aléas
toire indépendante de X uniformément répartie de 0 a4 1. La variable
introduite en (15) n'est autre que Y = XZ dont la f.c. est -

t
(] (t)=-i—/c,o (u) du

donc les lois de probabilité de type unimodal sont les lois du produit d'“‘i‘:
variable aléatoire quelconque par une autre variable, indépendante de
premigre et uniformément répartie entre 0 et 1.

18. - NOUVELLE EXTENSION

La relation (15-1) s'étend au cas ou -h et k sont de méme signe et dé-
finit encore une f.c.

s = e
Le théoréme de base et sa démonstration peuvent &tre étendus comm™
suits-

Soit A (x) une f.r. arbitraire de la variable X. Considérons dans 1€
domaine [R ] limité aux droites : b e = Sl 1 ey e b

la répartition de la loi élémentaire :

dF (x,y) = (—{—b_: =T 9A (%)

Cette répartition en (X.Y) a pour f.c. :

Y2
£ irx isy dA (x) d e irx dA (x isy 4
Py (T18) /e e _(‘_(T)_xb—a x| /e .(_LLb-aJIXI o y
Y1
b 1% eiabx i eiux
pour x > 0 e'™ dy=—-iﬂ——-
¥

y
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& pour x < 0

i
i . i
/ei“ d _elsax_enshx
% i is
o s Sy = bx
‘Pg‘y(!‘,a)/eim (opsl dA(x)
A is(b-a) -x el

oc 3 ;
+/-ei.-x st _eitax gA (x) Ty o
W Q

is(b-a x

isbx isax

i | 58 = :
?(b\ar/e IR L %
~oc

Laf.c, de y seul :

i,y (s) = T eisbx = eiuac [f]

m T dA (x)

BEcelle de x seul est :

@ (t) =/ e dA(x)
dOnc :
S *‘xl‘lbx isax
/cp(t)dt=/e ——=——"dA(«]

2, (s) =s_1&:-_a)-[ ¢ (t) at (18-1)

°Ua et p sont deux constantes arbitraires, d'ol le théoreme :

%9% 1Sig (t) est une f.c. la fonction  définie par la relation (18-1)
8si une f,c.

Fig. 3

d'oqy .

v _La variable aléatoire Y est de la forme Y =aX + (b-a) XZ ot X estla
ATriable aléatoire initiale de Z uniformément répartie entre 0 et 1.

d Relation entre les densités : Si ¢ (t) est du type II et correspond 2 une
ensité f(x) ; 3 ny (s) correspond la densité g(y) définie par :

: f(x
gly) =[ —(F:(_;g_xdx
x:h

g x> 0,
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18.a. Propriétés des f.c, de classe ¢
Soit & =H. P

8, (t) = b ¢ (bl:)-_aa ? (at)

est d'apres (18) une f.¢. donc pour toute fonction d de classe ©° et queld
que soient a et b (avec b > a) :

b & (bt) -a é (at) estf.d.p.

18.b. Comportement A P'infini des f.c.

a - Fonctions caractéristiques réelles de classe @"

+t
soit ¢ = z_lt'/‘f’ (u) ol pcorrespond & la f.r, F(x) densité f(x)
s o ® correspond 4 la f.r. G(y) densité g(x)

On suppose A F(0)=0 et la densité au voisinage de l'origine continue et fi-
nie £(0).

D'apres les formules de réciprocité :

lim 3 (1)

|

£(0) =

P
c'est dire que & (t) est pour t— .oc un infiniment petit équivalent a + £(0)
(donc en particulier régulidrement décroissante 3 partir d'une
certaine valeur).

Or f(x) = - xg'(x) est continue.

£(0) =1i)r‘['q= 0 [-x g'(x) ] est lavaleur de la sous-tangente 4 la courbe Y=3(x)
comptée sur l'axe Oy,

Si xg' a une limite, c'est dire que

g(x) v £(0) Log% = - £(0) Log (x)
et par suite :

x lim ggx!
$ (t)wt— R Log x

b - Fonctions caractéristiques réelles du type II ; c'est-a-dire admet'n
tant partout une densité f(x), celle-ci étant de plus & variation bornée €
dehors de tout intervalle contenant l'origine,

Une telle distribution est la différence de deux distributions du tyPe
précédent ; on a donc encore, pour t— .oc

& (t) v E ii:% (-ri(g_");)




CHAPITRE IV

LUAPPLICATION DU PRODUIT DE COMPOSITION
AUX EONCTIONS CARACTERISTIQUES

19,5,

de fLeS,fonctions caractéristiques constituent une catégorie N
try onctions qu'on a souvent intérét a élargir. Elles ne sont ici qu'un ins-
ramem servant 3 étudier des fonctions de répartition dont elles sont les
?sfnrmées de Laplace. Or la transformation de Laplace est linéaire : Si
» (x) et F, (x) sont des f.r. admettant ¢, (t) et ¢p,(t) pour f.c.
aF, (x) + bF, (x) a pour transformée a ¢, +b e,
o Nt?us dirons qu'une forme linéaire de f.r. est une pseudo-fonction de
Partition (p.f,r.).

Exemple :
F(x) =2, F, (x)+a,F (x)+... +2, F, (x)
et la transformée sera dite pseudo-fonction caractéristique p.f.c.)

& (t)=a, @ft)+a, g t) +...+a. (t)

cla Si tous les coefficients a; sont positifs, la fonction ¢ est dite de la
e Sse ¢ , C'est une fonction caractéristique multipliée par une constante
Sitive et toute p.f.c. est la différence de deux fonctions de la classe.(%)

ordi Le produit de composition de deux fonctions est transmué en un produit
tat inaire par la transformationde Laplace. Nous allons préciser les résul-
8 qu'on obtient par produit de composition de fonctions caractéristiques.

A. - LOIS PUREMENT DISCONTINUES

20. . THEOREME

40 Si deux lois sont définies par les probabilités finies p, (x) et p, (x) et
Mettent pour f.c. ¢, (t) et ¢, (t) 'expression (1) :
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+U
@ (t) = lim ﬁ/ @ (t+u) @, (u) du (20-1)
U—‘-Oc -u

'S '
est la p.f.c. qui correspond 2 la '""répartition" discontinue de p:l'Oli’a'blllté
finies

P, () = p, (x) p, (x)

Démonstration
Soit une valeur x i probabilité positive ala fois pour les 2 lois données:

Formons :

: l +T 3
Py () = lim T/ e '™ g, () dt
“r

T—soc

+T =+
= lim 5% g ﬁ//e*““"”‘ ¢ (t+u) e’ o, (-u) dt du
T—DOC U-—-oo T~y

Ces intégrales ont un sens quels que soient T et U et, en remarquant qué ’

/ i ¢ (-u) du =/ gy ¢ (u) du

+U +T
—Z.IU/G-'.U: ¢, (1) du EI_T'/ by @, (t+u) d(t +u)
Zu &

La seconde intégrale a pour toute valeur donnée de u une limite lom=
que T —= oo, c'est en effet §

il vient :

T+u

] 1 ~itx
llmﬁ e '™ o (t)dt

= T+u

et ¢, (t) étant presque périodique, nous avons vu que cette expression con-
verge vers p, (x).

Faisant tendre ensuite U vers l'infini, la premiegre intégrale tend vers
P, (x) d'oun :

P, (x) = p, (x) p, (x)
On peut remarquer que ¢, (t) est une f.p.p. (Bohr, p.45-46 avec extension
immédiate au cas de fonctions ¢, et ¢, différentes) et P, (x) =valeur moyen-

ne z R Bl S R e quantité est nulle quel que soit x, la fonctioP

¢ (t) est identiquement nulle (Bohr p.60). Donc si les ensembles de va-
leurs de x 3 probabilités positives pour les deux lois initiales, sont des en-
sembles disjoints ¢, 0.

Ce résultat pourrait &tre &tabli aussifacilement par décomposition des
fonctions caractéristiques

:F - 2 pj eitaj




APPLICATION DU PRODUIT DE COMPOSITION piel

Ah . Conséquences

L - 51 ¢, et ¢, sont des f.c. du type I, le quotient :

/ ¢ (tr) @, (w) du
-7
/ ¢ (u)  (v) du

est { ;
Une fonction caractéristique.

soit %“ - Théordme : Une condition nécessaire et suffisante pour que ¢ (t)
. d'une loi compléetement discontinue est que :

%—% = lim T—cc

+T
() = lim 21—,1/ h(t+u) h(u) du (20-2)
T—cc =
[}
Bt: h est une fonction presque périodique au sens de Besicovitch de classe
(1) réalisant :

+T
; 1 2 17
lim ﬁ/'h(t)ldt—l
T‘—"OC A
Démonstration

R 1 s'introduit ici une fonction h (t) qui peut ne pas &tre continue, c'est
qu:rql-'lm il faut introduire la notion plus large de fonction presque périodi-
donnée par Besicovitch.

a - Condition nécessaire :la''répartition" V p, = A _enx est telle que
EIAI: | ' < oc donc (théoreme de Riesz-Fischer-Besicovitch),

2 Ak e't* k dé&finit une fonction presque périodique de classe B’, soit

B(t) et 3 ¢ (t) (20-2) correspond la répartition (p,) en (x.).
b - Condition suffisante :

Soit h(t) € B? elle est décomposable en série de Fourier :

E Akei"l k avec
[3

M } | h(t) |2] = 2 ‘A.‘ 3 (théoreme de Parseval-Besicovitch
USSR | " " " " [ | (par hypothese)
done tp(t) est la f.c. de la répartition ( | A P) en (x,).
3° - Si A p(x) correspond ¢ (t) : i
2P (x) correspond la p.f.c. ¢, (t) = T_lln; ZI_T p(t+8) ¢ (6) dO et :
=T

+T
£.(0) = 2 pi(x)= lim -;—T/|tp (t)‘2 dt on retrouve l'indice de concentration.
2 T—+cc Lt

(1) A.S. Besicovitch - Almost periodic functions - p. 109-110.
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B. - LOIS ABSOLUMENT CONTINUES

)
21. - QUELQUES PROPRIETES DES FONCTIONS DE LA CLASSE L'(-0o*®

Soit L' la classe des fonctions f (x) mesurables et telles que :

/|f(x)l1 dx < .o
ment

Théoreme : Si f(x) et g(x) appartiennent 3 £’ le produit fg est absolumé&=
sommable,

Soit , f (x) ] =f et supposons par exemple f, < g =f, +h
. = pour une valeur ar bitraire de x.
8@ | =g,

2|fg | = 2f,g,=2£ +2£nh
fi+g] =2f'+2fh+n

o6
d'oﬁ:ZIfsldx < (ff+g|')dx donc/Z [fgldxq/{f dx*/gf dx <

On a de plus 1'inégalité de Schwarz :

Vf(x)g(x)dxl < lf(x)r dx/,g(x)'! dx :

Corollaire.
Si f(x) et g (x) appartiennent 2 la classe [ » la quantité f (x) g (u-x) est

absolument intégrable en x sur (-oc, +o0) quel que soit u,
21.a. Transformation de Laplace des fonctions de classe L*
Lathéorie a été faite par Plancherel dont voici le principal théoréme :

Théoréme de Plancherel (1)
Soit f(x) une fonction réelle ou complexe de classe [ et soit

+a
% (t,a) =/ f(x) e'** dx
a

lorsque a tend vers l'infini, & (t,a) converge en moyenne sur (-oc, +0%)
vers une fonction ¢ (t) de classe L. Cela signifie que :

lim /lcp(t) - &% (t,a)| dt=0
a—soc
Réciproquement :

f(x,a) =2—ln'/tp(t) e=e T ar

converge en moyenne vers f(x) quand a —+ oo |,

(1) Voir par exemple :E,C, Titchmarch :Introduction to the theory of Fourier Integrals:
p.69.




APPLICATION DU PRODUIT DE COMPOSITION

2, -THEOREME

o (tS)Oient deux lois de densités f, (x) et f, (x) de classe L* et de f.c. t.‘),_(ﬂ_
2____- et .

Ps(t) = é—;{/ﬁ(ﬁu) ¢p,(u) du

La fonction @,est la p.f.c. qui correspond a la densité" fa(x) = f4(x) £5(x)
D

D€monstration e
Formons fa(x) = ﬁﬁ—ﬂ:l (Pa (t) dt
- Z—;ﬁh'txd—t /(F‘l (t+u) P2(u) du
2n
pré Cette intégrale est absolument convergente, d'aprés les remarques
cédentes scar

d et sont de carré sommable, on peut intervertir 1l'or-
Te d'intg : A
ntégration et écrire :

f( 1 +0c 1 +0c
e = i—,;/ e-!¥ ¢, (-u) du 2_11/ o
t=cc

U=0c
£, (=) = 2_1;/ e=iux r,pz(u) du . Z_IE/ e-i[“”)"cP(Hu) d(t+u)

(e

" intégre pour u = C* par rapport & t puis en u. Il vient :
f,(x) = foi(x)se s (x)

2a. CONSEQUENCES -

Si ¢, et ¢, sont des f.c. de classe £? ; le quotient :

Py (t) /‘P. (t+u) t?z (u) du

¢, (0) /q:, (u) &, () du

d'une loiabsolument continue.

€st la f-C.

2° - Une candition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction (t)

soi . b 35
g:“ la caracté ristique d'une répartition absolument continue est qu'on puis-
Mettre ¢ sous la forme :

@ (t) = / g (t+u) g (u) du

Ei\g (t) est une fonction de la variable réelle t réalisant :
DEMONSTRATION

a-c
"dengipgn

ondition nécessaire : Soit ¢ (t) correspondant a la densité f(x). La

un, f(x) est une fonction de classe L? 3 laquelle on peut associer
€ transformée de Laplace.
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hit) = \/27{ g(t) = 11m \/f(x Pl o
-x

@(t) = E'IE/ h(t+u) h(u) du =/g (t+u) g (u) du

avecelp(l)):/fgfzdt=l.

c
b - Condition suffisante : Soit g(t) réalisant | g(t) [2dt =1 c'est dos

une fonction de carré sommable ; elle admet uné transformée de Laplace

Ea
a(x) = lim g(t) e-itx gt
T—ecc
T +T

et sih(t) =\/ 2x g(t) , ona : a(x) = Z_I:? lim e-'t™ h(t) dt
T“‘—'-OG ST

et : Pl(t) = -—-/h (t+u) b (u) du

¢ (t) est la f.c. qui correspond 2 la "densité' a* (x) toujours positive,

plua:
cp(0)=/f g(t)|* at =1

C'est donc bien une véritable fonction caractéristique.

et de

C. - LOIS MIXTES

23. - LOI DU TYPE | ET LOI DU TYPE I

Soit ¢p, f.c. du type I correspondant aux masses pP; en (xi)
¢, f.c. du type II correspondant i la densité f(x) bornée
[ la densité doit &tre bornée au moins sur l'ensemble (xi)]
et formons :

+U

ep,(t) = 2—11: lim @ (t+u) P, (u) du

—_—C

Théoréme : ¢, est la p.f.c. qui correspond a la ''répartition' discontinu€
de masses p, en x;,

avec :
P;(xi) = pif (xi)
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En effet .

Py(x;) = 1lim —/ e-itxl dt/‘cpl (t+u) @, (u) du
llm—/ e-""*i ¢, (u) du 5 / e-!(t+u)N oo (t+u) dt

p £ (x;)

24
% - LOI MIXTE ET LOI CONTINUE

Soit ¢ S , du type I masses p; en (x;)
() = pe(t) +a ¢, (t) avec i e ,du type II densité f, (x)

g =0 qi e ptq=1
Bilt) du type II - densité f, (x)
On forme :
1 v
9, (t) = e ki ? (t+u) ¢, (u) du
U—scoc .ty
1 +U
w0 =gk um p. [ G0 a
U——scc -u

+U

+5—= q. lim ¢, (t+u) ¢, (u) du
U—occ L

=p D et q g,

‘P“est la p.f.c. d'une distribution mixte comprenant d'une part les mas-

°€S finjes pif,(x;) en x, et d'autre part la densité f (x) e (x).

2 X
4a, Loi mixte et loi discontinue

%, ( A la fonction & (t) précédente. (masses p! + densité f, (x)), associons
1(t) du type I (masses P, en x;).

+U
: A 1 s
Soit ¢, (t) = 4 lim —Z—U/U ® (t+u) ¢, (u) du

—=CC
+u

= p lim zl_U/ ¢, (t+u) @, (u) du +gq . lim ﬁ ¢p,(t+u) o, (u) du
-u

=-u
+u

L
% Seconde intégrale, inférieure A lim “Z-I—U/ ¢, (u) du = 0 est nulle.

=uU

I La premiere donne une p.f.c. correspondant aux masses p': pi sur
fNsemble (x;).
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24.b. Deux lois mixtes |

: ui
L'opération précédente appliquée 3 deux lois mixtes élimine c€ &
n'est pas la masse finie.

Si ¢, correspond a (p, . p") +q,f (x)

et & correspond a By PL) + g M )

+U
¢, (t) = lim 2_16/ &, (t + u) 62 (u) du
“u

@, (t) correspond 2 p, p, p () p,0) sur l'ensemble & probabilité stricté”
ment positive i la fois pour la loi ?(1) et 1a loi (2).

24.c. Conclusion

Deux formes du produit de composition sont intéressantes :

+U

D'une part : ¢ Y¢,= lim _ZI_U/ ¢ (t+u) @, (u) du
U—eoc 4

5 ; e
Le résultat est une p.f.c. du type I si ¢, et ¢, sont toutes deux dé s
type, la limite est nulle dans le cas contraire .

U—soc

+U
D'autre part : @™ ¢, = lim 2—13—1_—/ @, (t+u) P, (u) du
-u

applicable si l'une au moins des f.c. initiales est du type II (¢, par exem”
ple et le résultat est du méme type que T

D. - FILTRAGE DE DISTRIBUTION ’
OU LOIS CONDITIONNELLES (
|

Soit une variable aléatoire X définie sur (-oc, +oc) et supposons qu'v?
phénomene extérieur empéche d'observer les valeurs de X extérieure8 ¢
un certain ensemble E. Deux cas sont i distinguer selon que E est discre‘
ou continu. Nous supposerons d'abord E fini (nombre fini de points ou €®
semble continu de mesure finie).

25. - ENSEMBLES DE TYPE Il - FILTRAGE PAR BANDES
E est caractérisé par sa "fonction de distribution' M (x)

e o
M (x) = mesure de (X) avec
XesE ,
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Ok /: aM ()

Cle
5t une fonction définie positive (une f.c. de type II multipliée par la me-

et formons :

fure de E) elle sera dite ''noyau de E''.
T(o) = mesure de (E)
B Gonnie de v (t) détermine (E) & un ensemble de mesure nulle prés.
2

5.2, Fi
% Filtrage par (E) d’une répartition mixte (ou type I ou type II)

La répartition de f.c. o, (t) filtrée par E a pour piiece

¢, (t) = ,_P1* X =2_l:c/ ¢, (tu) ¥ (u) du
2y

Ep .
Particulier : la somme des masses de la loi (1) intérieures 3 (E) est :

CPz(O) = 2_1‘.': lim/ P, (v) ¥ (u) du

2
S.b, Application

]—"—Qi_.t_l‘.gl_quée . Si E est l'intervalle (a,b), son noyau est :

ith it
i =3—-.1t;€£ : soitc,P(t) laf.edes X
La loi tronquée de X € E a pour f.c.
V wh d
| lim ¢ (t +u)(e-v® - e-iua) 1—3
U—’OC -U
d (t) = = =
lim gP(u) (e-'ub - e-'u2) -1%

‘ U—occ.ty

La
| Masse intérieure 2 E est :
L ith

F, (b) - F, (a) = 2_1,; : lim ¢ (1) S
i

-ita
2 dt

| e
ENSEMBLE DE TYPE | - FILTRAGE PAR RAIES
tion E comprend un nombre fini de points x; et est caractérisé par sa ''fonc-
de distribution'" M (x)
% £ 5

1

M (x) = nombre de x; tels que
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Son noyau est :
L] N
Teh=\2F 8y 1
i=1
C'est une fonction définie positive (f.c.de type I multipliée par 7 (0) = n)-

Filtrage d'une loi mixte ( £, - ¢, ) par E.

Seules les masses finies de L, sur E sont conservées.,

La p.f.c. de la répartition filtrée est :

@, (t) = lim Zl_U/ ¢, (t+u) § (u) du

U—sec

s
La "mesure de distribution de probabilité L, , par E" (somme de
masses de [, appartenant & E) est :

¢, (0) = lim %ﬁ/ ¢, (1) ¥ (u) du

U—ecc

27. - EXTENSION A DES DOMAINES INFINIS

a
Le filtrage peut s'étendre 3 des domaines infinis par passage 2l
limite, d
Par exemple, pour obtenir la loi des valeurs positives de X, on pre™

le noyau de l'intervalle (0 - N) soit :

SCIALETED e s B SR
) == ST ot

laf.c. de X > 0 est (2 un coefficient pres) :
lim x
| sy ey R
D'une maniere analogue on peut obtenir la loi des valeurs absolues 4€

X sachant que lel (t) = A(t) + iB(t). On applique la noyau 27, a Alth
d'ol :

+U +u - |
&, (t) = lim [ lim A(t+u) 3"1‘1—“N du +%/ A(t+u) °—°§Jr—q-‘v‘:l d“]
N—ooc, U—-—oc AT} ~u
i +u
=At) + 2 1i [ lim A(ura) SoslNu.~l. . J
X N—eocc U—scc A4 b




CHAPITRE V

LA CLASSE DES FONCTIONS DEFINIES POSITIVES

A. - CLASSE (€) DE FONCTIONS

2. . DEFINITION

On désigne par € la classe des fonctions ¢ (u) définies par :

?(u) =/ei“" dF(x)

o
11:&() est une fonction monotone croissan_te, a variation to.talle fi.nie - c)p (0)
on dirm des f.c. multipliées par un coefficient constant positif. Si ¢ (0) =1
2 que la fonction est réduite.
et 1e81{e’<iSFe une correspondance biunivoque, entre les fonctions ¢ (B
e onctions de répartition F (x). Rappelons les propriétés topologiques
et Fes deux familles de fonctions. (On supposera les fonctions ¢ réduites
() variant de 0 2 1) ..

Th
Sordme de Helly-Montel

1il_m.tLes fonctions de répartition forment un ensemble compact ; mais la
T e d'une suite infinie de f.r. peut ne pas étre elle-m&me une f.r. Nous
08 qu'il y a convergence stricte d'une suite F, (x) si

F(-cc) =0

| a8 U avec

F(+oc) =1

i tSi une suite F, converge strictement, la suite associée @, (u) a une
mit € ¢ (u) atteinte uniformément dans tout intervalle fini de u et cette li-
x ® est la fonction de @ associée 2 la limite F (x) des F, (x).

h <

~M€oreme réciproque
Si une suite infinie ©n (u) de fonctions de la classe ‘Y tend vers une
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: tit
limite g(u) atteinte uniformément dans un intervalle arbitrairement Pee!
autour de l'origine ; g(u) est la fonction € de la répartition F(x) limiteé
F, (x)

29. -

st 7 i e us-
Pour définir et étudier les fonctions € on peut se limiter & une s'cnt 2
classe de 6 dense dans 6 . Deux sous-classes sont particulie rement 1
ressantes :

. inues
1® - La classe ¥, des f.c. de répartitions completement discontib

(et ces fonctions multipliées par une constante positive)

¢, () = > p, e k P> 10 > p, borné
k

' : et
2° - La classe ¢, des f.c. de répartitions absolument continues$ (
ces fonctions multipliées par une constante positive)

¢, (u) =/ei”" f(x) dx f(x) > 0 sommable sur (-oc,+oc)

: ipli=
Deux opérations sont fermées sur la classe Y- la produit mulnze
catif et le produit de composition (ce dernier pouvant prendre deux for
différentes comme nous 1'avons vu; elles se ramenent & l'expression :
+U
¢, (t+u) @, (u) du
~u

¢, (t) = im u—cc ol ¢, et ¢ €

/q.a'(u) @, (u) du

< N : ; es
Il est intéressant de donner des conditions nécessaires et suffisant
d'appartenance & ¢, exprimées par ces opérations,

30. - CONDITION NECESSAIRE ET SUFFISANTE PAR PRODUIT
Soit ¢ (u) € @

1l est nécessaire et suffisant, pour que f(u) & ‘€ que :

f(u)(p(e ul €% pour 0 < e < n

positif arbitrairement petit(1)

I1 est évident que la condition est nécessaire,

’ : g ’ jon
Réciproquement, si cette condition est remplie f(u) est une foncti®
continue

et soit @9, (1) = £(u) ¥ (& u)
Pour une suite infinie de & tendant vers 0, la suite P, tend vers uné

(1) Cet énoncé généralise un th, donné par H. Cramer : Transactions of th¢

American Math, Society, vol 46 - 1939, p 9l.
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limj
egtl;e f (u) atteinte uniformément au voisinage de l'origine : cette limite
onc elle-mé&me une fonction € .

i,.
PRODUIT DE COMPOSITION ET CARRE DE COMPOSITION

d.apNOl-ls avons vu au chapitre IV des conditions nécessaires et suffisantes
Partenance 3 ¢, (n° 20.b) ou 2 %, (n° 22.a). On peut faire la synthese

de
ce 7 =~ :
S énoncés de la maniére suivante :

miné—“‘le loi quelconque L peut toujours étre définie comme limite d'une fa-
(P € (]é‘n de lois absolument continues ; donc , f.c. de L est limite de
» , et cette limite est atteinte uniformément dans tout intervalle fini.

Or . s
v n =/g(t+s) g(s) ds avec |g(t) " dt = 1

d'oy 112
U 1'énoncé suivant :

i,
2. Théoréme de Khintchine

£ Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction cP(t) soit
E’Q"‘-—-e—‘?l_q'.l'elle soit limite atteinte uniformément dans tout intervalle fini
~EXpressions:

/g(t+s) g(s) ds avec /| g(t) |1 dt = 1

parti]i“dd'autres termes on peut atteindre les fonctions de la classe € a

Com .e‘fonctions de carré sommable : R(t) € L?. On forme les carrés de

r_urep‘)s‘tlon des fonctions R(t) et on complete cet ensemble par sa ferme-
Par rapport i la convergence uniforme dans tout intervalle fini de t.

Aut ;
—=Ie condition par produit de composition
Soit g(u) € ¢

et =gt =——>2E€C

¥ P (u) € €,
onc en particulier & (0) = ¢ (u) g(u) du est réel positif.

Réciproquement : Soit ¢ (u) fonction continue de carré s ommable telle

e, quel que soit g(u) € ¢ on ait :

+T

lim T—+oc ¢ (u) g (u) du réel positif

d
308 ces conditions
+T
1 -1
T ¢ (u) e du
-T

Con - e g o
Verge en moyenne vers une fonction f(x). Cette limite ne saurait etre
ux

&t =1
e négative d'apres 1'hypothése pour g(u) = e
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Réciproquement :
+X

¢ (u) = lim e f(x) dx avec f(x) > 0
X—+=00 .ty

QP(O) =/(x) dx est borné

31.b. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction continue ;
de carré sommable appartienne 3 ¢ (donc 3 %, ) est que pour tout
fonction g (u) € 6 on ait :

s +U
u]—lToc / ¢ (u) g(u) du réel positif
“u

d'oli 1'énoncé :

B. - DISTRIBUTIONS FINIES

32. -

Une distribution sur la droite d(-os,+cc) sera caractérisée par s2 me;
sure sur tout ensemble appartenant 2 d. Cette "mesure de la distribution ‘sl;
E" ou D (E) sera une fonction réelle ou complexe, complétement additive:
Enfin la distribution sera finie si | D (E) | < oc pour tout E,

BT s
Il nous sera suffisant de connaitre la mesure d'une distribution dap
I'ensemble des intervalles (aiByiaeg e & ipilet pour cela de se donnerf
"fonction marginale de distribution' :

G(u) =D(x < u)

Si la distribution est finie, la fonction G (u) est & variation bornée s
tout l'intervalle de variation ; on peut donc poser :

G(-cc) =0

32.a. Transformée de Laplace d’une distribution

A toute distribution finie, donnée par G(u) on peut associer la fonctio®*

g(x) =/ei"* dG(u)

. - el 1 ion
intégrale absolument convergente quel que soit x, qui définit une fonf?tla
g(x) continue et bornée. On note g = L(G) et g est dit noyau de distribution:

32.b. Produit de composition de deux distributions

Soit deux distributions de fonctions marginales : G, (u) et Gz (u). On
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a
PPelle produit de composition H = G, f G, la distribution de fonction mar-

§inale H(“) avec :
g H(u) =/ G, (u+t) 4G, (t)
S0it g
dH(u) = dG, (u+t) dG, (t)
aVQC

t
dG, (u+t) =D [t+u.g X< t+u+du]

Ce produit n'est pas, en général, commutatif, ni associatif.

Noyay g un produit

Soit H(u) = G, * G, son noyau est :

h(x) =/e‘”‘ dH(u)

:/e"“‘/dG, (u+t) /e'it‘ dG, (t)

=g, (x) g,(x)
Carré de composition : si H = G*G h(x) = | g(x) lz

3
3. DISTRIBUTIONS ABSOLUMENT CONTINUES

Cont-on entend par 1 le cas ol la fonction marginale G (u) est absolument
utimue ; elle admet alors une densité G'(u). Le carré d'une telle distri-
On est de méme nature, sa fonction de distribution est dérivable :

H'(u) =/G'(u+t) G'(t) dt

|g(x)|z=/ei“" HY, du
gl o sl
et H

u est une fonction de la classe © .

th
Noyau est :

do s
¢ réciproquement :

3
4. DISTRIBUTIONS COMPLETEMENT DISCONTINUES

dist (_:‘es.t le cas od G(u) se réduit & une fonction de sauts. La mesure de
x 1.lb'-ltfcm est nulle en dehors d'un ensemble dénombrable ( % ) de points
he On dit que % est le support de la distribution.

Pour yp =
h

AG(x,) = D(x,) = a,
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: . : , o - A" A est
Soit A une telle distribution. Son carré de composition P =
une distribution de méme nature définie par :

AP = 51 AAxRAA (x)

X-X=u
soit : hEsK
e
- AP(x, -x) =ala, si la différence x, - x, n'est obten®
AP(x,-x)=a & que d'une seule manitre dans ( ® )-
et AP(0) = Zhl a,|*

ut
Le support E de P ne dépend de % qu'i une translation pres. On P®

ramener l'origine a la plus petite valeur de t et dans ce cas :
(EC S

le
A P(u) = P(uto) - P(u-0) définit une fonction discréte hermitienne, nul
presque partout ; les valeurs non nulles sont prises pour :

:+ i U
u _'xh xk' ot x,, x, € b

. poibtion
Nous dirons que la fonction discréte A P "dérive de la distribut®
carréde!! A A = A1Y
Exemples g
n
1° - Soit A défini sur l'ensemble 0,1,2,3,...(n-1) ot les sauts 80
égaux a 1.
tn

Le carré de composition est défini sur 1'ensemble 0, t 1, ¥ 2 ...
avec A P(tk)=n -k, =
(1 dtion
Nous désignerons par T, cette fonction caractérisant une ”W
discontinue triangulaire' .
2° - Soit A défini sur 9 1

ol AA =1 1
A AP = A* A réalise :
pour : u =-1 0 1

AARIe ] 2 1

. kv : -1) on
Si l'on forme les puissances successives i gauche : A = A* A", ©

vérifie facilement que les différences finies A [A‘")] sont les (n+1) coef”

. Litar
ficients C; pour n+1 valeurs entizres consécutives de u. En particuli€
pour un degré pair ;:

A(‘Zn) - A(p}tA(pJ
ona:
t2p) - p+u
A aifioa ]u =G
pour u entier de -p a +p,

Nous désignerons par C,, cette fonction.
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<L
MESURE D'UNE DISTRIBUTION PAR UNE FONCTION DE LA CLASSE ©

Soit une distribution H(t) de noyau h(x)

h(x) =/ei“‘ dH(t)

et goi :
S0it d'autre part ¢ (t)/e't" dF(x) une fonction de la classe %
On appelle mesure de H par p la quantité :

S =/:P (t) dH(t)

On peut exprimer autrement cette mesure :

Formons K ] (u) :/C,P (u-l-t) dH(t)

=//e“““** dF(x) dH(t)
:/ei“‘ dF(x/ei“ dH(t)
& (u) =/ei"" h(x) dF(x) (35-1)

Cette relation entraine les deux énoncés suivants :

Théorame

Soit ¢ € € et Hune distribution finie A noyau réel positif
3 (u) '—'/‘F (u+t) dH(t) appartient 2 h HaS

Ly
"‘-——.__hé"l'éme de Parseval généralisé

Sius= 0, on obtient :

S =/(P (t) dH(t) =/h(x) dF(x)

pa Cette mesure est aussi la mesure de la distribution de probabilité F
T le noyau de H.

3
S.a, Application : transformation de fonctions de la classe €

H(t) §°it ‘g(t) € % et H(t) la fonction marginale d'une distribution carrée
=G*G. Onforme @ =¢*H. & appartient 2 6 .

En effet : ¢ (t) =/ei|'.x dF(x)
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et si g(x) est le noyau de G on.a.-

lg(x) l! =/e+iux dH(L‘I.)

dans ce cas (35-1) devient :

® (u) %cp (utt) dH(t) ='/eiux ,g(x) lz dF(x)

ce qui démontre le théoreme.,

35. b. Exemples

Si H est 1'une des distribu
haut (n°34) et ¢ (u) une f.c., le

% =ng @+ 5 (-p) [¢(atp) + g (ump) |

P

2

40

2

pP=-n

tions carrées discontinues indiquées
expressions suivantes appartiennent

GiLER ¢ (u+p)

plus

2 ®




CHAPITRE VI

FONCTIONS DE TYPE NON NEGATIF
A UNE OU PLUSIEURS VARIABLES

A. - FONCTIONS D'UNE VARIABLE

36 . DEFINITION

‘Iuenune fonction complexe bornée f(u) est dite de ''type non négatif" si,
€ que soit la distribution carrée H(u) la mesure S de H par f est réel-

e S
Non négative.

S = M, (£) =/f(u) dH(u) réel > 0 (36+1)
ay i =
mer dH (u) =/dG(u+t) d G(t)
t
fing Si H est le carré d'une distribution A complétement discontinue et dé-
€ par les valeurs (a,) sur l'ensemble (u,) avec h=1,2,...n;0na :
n n 15
o= hzl kE] f(x, - x)a a (36+2)

Si, au contraire A est continue, définie pour 0 < u < U et admet la

densité g(u)
S =// f(r-s) g(r) g(s) dr ds (36+3)

36.a, Exemples de fonction de type non négatif

le thl° - Toute fonction ¢ (t) € % est du type non négatif. En effet d'apres
€ortme de Parseval généralisé (35) :
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S =/¢p (t) dH(t) =/h(X) dF(x)

avec : h(x) = | g(x)|?

S / | g(x) [* dF(x) est bien réel > 0
st
2° - Tout carré de composition de fonction bornée de la classe L° €
de type non négatif -

Soit  f(t) € £ et ® (u) =/f(uv+t) f(t) at
et d'autre part :
H(u) =/G(u+9) dG(e)

S =/Q (u) dH(u) =/‘//-f(u-i-t) (t) dt dG(u+6) dG(e)
u't g

S T/‘dt/f(t) df;(a)/f(u+t) dG(u+8§)
sil'on poset= 6 + g s =/ds/‘f(8+s) dé(e)/f(u+e +s) dG(“"'a)

S f/y-f(ﬁu) dG(u)|*ds réel » 0

3° - S étant linéaire par rapport a2 H : les .&mg_lw

cients positifs de fonctions de type nonnégatif sont aussi de type non négatd'

36.b. Théoréme de Bochner

e [
La classe des fonctions de type non négatif continues au voisinage 9
l'origine, coincide avec la classe .

C'est 12 un théoréme classique dont on peut en utilisant les résultat?
du chapitre V simplifier la démonstration :

Nous savons (36.a) que toute fonction de classe © est de type non né-
gatif.

Soit £(t) de type non négatif, elle réalise en particulier :
£(0) (a a + b b) + £(t) ab + £(-t) ab réel > 0
d'on : £(-t) = £(t) |[t®)] < £(0)

Si l'on applique la relation de définition 3 une distribution discoﬂti“u:
réduite 2 trois sauts en t t+h t+2h et si £(0) =1, on obtient u®
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forme quadratique définie non négative de discriminant :
1 f (h) f(t + h) '
f (n) 1 £(t) réel > 0
f(t+h) f 1
don apres développement :
l£(t + 1) - £(0) |* < 1 - [£m)|* + (E(w) - 1) £(t) £(t+])

dSi h— .0 1'hypothese de continuité & l'origine entraine (fN -1)——=0il
Onc continuité partout.

D'autre part, soit g(t) € © et p (t) une fonction de % absolument
mable. On peut choisir :

Ya

Som

dH(t) = p (e t) g(t) dt

et §
o0 doit avoir, quels que soient e et g :

/i(t) e (= t) g(t) dt réel positif

Ce o -
QUi implique (31.b) que :

L =

i e (t) = £(t) p (et) appartient a % et cela quel que soit € . Si e—01la

mj : ; P & 5 o i :
& ite f(t) atteinte uniformément auvoisinage de 1'origine est aussi fonction
claESe % .

B. - DISTRIBUTIONS DE TYPE NON NEGATIF

3. . DERINITION

cont.s':'it H(u) la fonction marginale d'une distribution et g(u) une fonction
inue (réelle ou complexe) absolument sommable. On dit que la distri-

uti
tion (H) est de type non négatif si, quel que soit g, on a :

S i//g(r) g(s) dH(r - s) dr réel positif ou nul
r 5

S
€8t la mesure de la distribution H par la distribution continue carrée de

ensitg .
o) = / glu+v) EW) dv

Les distributions finies de type non négatif ont un noyau réel non né-

3
T.a, Propriétés

Batif
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Si, dans la définition (37), on fait glu). = elx
u u
Sis e'™ &% JdH(r-s) dr réel > 0
"D vE

0
u u
' l_/dr/e'”' dH(u)
U -U

r=0

posons r-s=u

: e
est aussi réel jamais négatif ainsi que sa limite pour U—ocqui est!
noyau de (H).

Conséquence

Soit (H) une distributionfinie de type non négatif, de fonction margi!::;
le H(u) et une fonction ¢ declasse € ;il résulte des propriétés précéden
et de (35) que ¢ = ¢ *H est de classe ¢ .

38. - EXEMPLES DE DISTRIBUTIONS DE TYPE NON NEGATIF

1° - Tout carré de composition d'une distribution finie (A) est de tyP®

non négatif,
Soit H = A*A
5 ﬂg(r) g(s) dA(r) dA(s)
=/g(r) dA(r)/é(s) di(s)
=y;(r) dA(r) |* donc réel > 0

2° - Les distributions finies & n yau réel > 0 sont de type non néga”
tif. Soit (H) une telle distribution de noyauh (x) et soit :

7(x) = z—lx-/e-““‘ g(u) du
S =/dH(u/g(u+s) g(s) ds
=/.h(x)|1(x) [* ax

(en vertu du théoréme de Parseval généralisé : 35),

Cette quantité est toujours réelle non négative,
Conclusion
! : ¥ = L s 55 de
I1 y a identité entre troisclasses de distributions finies ; les carrés d

composition de distributions finies ; celles 2 noyau réel > 0 et les dis”
tributions de type non négatif.
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3. .
”. TRANSFORMATIONS DE DISTRIBUTIONS DE TYPE NON NEGATIF

néga:‘n - Le produit de composition de deux distributions finies de type non
if est une distribution de méme type.
Une distribution finie est une forme linéaire de distributions de proba-

bil ;
en::,ée ; on déduit tres facilement de 1a que le produit de composition est
Te une distribution finie, celle-ci est & noyau réel non négatif :c'ést

o p
NC une distribution de ce type.

linéaz-n - La relation de définition étant lindaire en H les transformations

=Afaires i coefficients positifs conservent le type fini non négatif.

3.2, Les transformations H et %

La transformation H fait correspondre & f(u) continue la fonction g(u)

H.£(u) = g(u) =i—/f(s) ds (chap.III)
0

diat La transformation 3% fait correspondre a la distribution finie (A) 1a
ribution continue (sauf peut-&tre  l'origine) et de densité :

oc
k(u) =/§-I-;I:(£)- pouru > 0
u

u
k(u) =/-_5i—ﬂx(’—()- pour u < 0

! - Théoreme fondamental -

La mesure de (A) par Hf est la mesure de 3 A par f.

Soit : § = M (HE) -t"/-diu(—)-u/‘ f(x) dx

=//‘gl—%(g) f(x) dx étendue au domaine 0 <x<u et u<x< 0

en j £
n Intégrant en u pour x constant :

Syf(x)d:/g%(giff(x)&/%gl

S =/f(x) k(x) dx = o, , (£)
G ECDS

atif il en est de

_ 2" -8i (A) est une distribution finie de type non nég
Méme de 1a distribution (% .A).
Il est évident que (¥.A) est finie en méme temps que (A) (mémes
Masses réparties d'une autre manidre).
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X
éel
Si ¢ (x) est le noyau de A ; (% .A) a pour noyau ;lc-./'{ (s)ds T
positif , (] 1
on négatif

3° - Si f(u) est une fonction absolument intégrable de type n forme

-

(une f.c. absolument intégrable par exemple) 1'opération H la trans
en fonction de type non négatif,

1 ¥ a-
f(u) est la densité d'une distribution (A) finie de type non négatif al
quelle on applique la transformation J .
. ion
4° - 5i f(u) est une fonction intégrable de type non négatif ; 1a fonctl
H.f(u) est aussi de ce type.

Soit une distribution carrée quelconque A(u) on doit avoir :

S =/H.f(u) dA(u) réel > 0

opeEhS =/f(u) d( ¥ .A), qui est bien réel > 0 d'apres les hypotheses.

40. - DISTRIBUTIONS DISCONTINUES DE TYPE NON NEGATIF

Le cas des distributions complétement discontinues mérite d'étre €¥
plicité, La fonction de sauts C(u) qui en dérive est définie par un ensem g
discontinu & . Cette distribution est de type non négatif si quel que 5¢
l'ensemble des valeurs a; en x; i 1EvE i ey

Z 2 Clx; - x;) a; a; est réel > 0
| J

cette définition équivaut i la définition (37). i
On montre facilement que l'ensemble & est symétrique et compre”
1'origine ; la fonction C(u) réalise :
C(-u) = C(u;)
C(u;) € C(0) réel positif
40.a.

Les fonctions discretes telles que T, et C,, dérivant de carrés de ',:H;;
tributions et les formes linéaires A coefficients positifs de ces foncti®
sont de type non négatif,

En particulier : soit R, une distribution de deux masses positives éga”
les et symétriques :

A R(u) = A R(-uh) = p,
On considere un ensemble R réunion de distributions (R, ) avec Zan= ;
et soit I la distribution de masse 1 & l'origine. L
La distribution R + rI est de type non négatif. En effet :

R+ ¥li= 3 (R-F AT
h

ou R, +2 p, I est triangulaire donc de type non négatif,
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Par suite : si ¢ (t) est f.c. @ (t) est fonction de classe G .

R (1) = @ (t) + D) ph[tp(t+th)+cp(t-th)]

aVe
i P> 0 phs—é—

a“.. EXTENSION A DES DISTRIBUTIONS INFINIES

deg d(?“ Peut étendre les résultats précédents et transformer des f.c. par
istributions infinies, mais restant finies sur tout domaine fini.

Soit A(u) 1a fonction marginale (on lui donne une valeur finie pour u=0)

2
tAn (u) telle que :

d A (u) = £, (u) dA(u)

o
r?eé';_g“) appartient a2 la famille des fonf:tions f absolument rf:o:'mti-nues infé -
e"trais ou égales & 1 en module et qui tendent vers 0 a 1'infini. On peut
____‘*re de 1a famille des fonctions f une suite f; tendant vers 1 lorsque
cc et telle que les distributions A, restent finies.

Soit alors ¢ une £ o

o (t) =/:f (t + u) dA_ (u) est de classe !

pOriSf ® converge vers une limite atteinte uniformément au voisinage de
gine, cette limite est elle aussi une fonction de classe '®

4
La . ExEMPLE -

Soit une distribution (J) telle que :
A J (u) = 1 pour x entier, positif, négatif ou nul

AJ (u) =0 ailleurs

Nous appellerons noyau de  (J) la fonction :

+U

7(x) = lim "z—lﬁ/ei"x dJ(u)
U—soc 2y

;-‘u(x? s'identifie A la fonction de saut A Jmais répartie sur le treillis (0,2x)
liey de i)

absg Soit ¢ (t) une f.c. décroissant plus vite que % (donc d'une répartition
olument continue de densité f(x).).

q’(t)=tp*J=g?(:)+;P(t+1)+gP(t -1)+...+rf(t+n)+c,(;(t-n)+..

est , ; ¥ : i
= une fonction de la classe € et ‘g é est la f.c. d'une distribution com-
P

tement discontinue comprenant les masses proportionnelles a f(x) en

X =
X h h entier %0.



284 M. GIRAULT : LES FONCTIONS CARACTERISTIQUES ET LEURS TRANSFORMATIONS

C. - FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

L'extension des définitions et pPropriétés précédentes peut s'étendre g:
deux manitres différentes. Avant la généralisation proprement dite (q“ln_
rattache aux f.c. d'éléments aléatoires d'un espace E,) voyons une exte
sion tres importante dans la pPratique et qui s'applique 3 des fonctions
d'un espace carré E x E donc i 2 (ou a 2n) dimensions.

42. - MATRICES DE TYPE NON NEGATIF

% x ux
Si l'ensemble E est discret, réduit 3 n valeurs et dans le cas de de
variables, le tableau des valeurs de I' est une matrice carrée de rang N-

La matrice de terme général A¥=a g h=1,2,...nest dI:;'.
"matrice produit élémentaire' . Une telle surface est carrée, hermitien
gme
On peut définir la mesure d'une matrice A par une matrice de mém
rang B comme suit :
Sige
A= [ A: B = BY

mesure S = [A.B ] = gZA: B}
Définition
Une matrice A de rang n est dite de "type non négatif'' si, quelle qu¢

soit la matrice produit élémentaire AT

S = [AAn] est réel > 0

Exemples
1® - Toute matrice produit élémentaire est de type non négatif

A=Ibh5k} et A,=a, a

Z;bhskah;k 2]2 a; by ]1
h

h
2° - Les formes linéaires 3 coefficients positifs de matrices de tyPe
non négatif sont du méme type,

S

. . . . z inies
3° - Les matrices de moments 1liés de variables aléatoires définié
sur une méme catégorie d'épreuves sont de type non négatif :

Soit : A= J }.Lhkz = zE(Xh X,) ]
et SN { a, a,

SrZZPhkanisz lzahxhll
h k h
Si A est une matrice de type non négatif, la fonction discrete :
f(u) = Z A} est de type non négatif.

h-k=u
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4 .
La, Fonctions définies sur un ensemble continu

Soit T' (t,t') définie sur un ensemble carré continu : t, < 3

: < t, elle
dite de type non négatif si, quelle que soit la distribution H on a

esgt

T (r,s) dH(r) df(s) réel =0
Exemples
- T (r,s) = f(r) f(s) est de type non négatif
oty
f(t) est une fonction continue pour :t, < t < .
80 2° - Les formes linéaires & coefficients positifs de telles fonctions
nt dy méme type.

et fas Le moment mutuel d'une famille continue de variables aléatf)ires

qué’ar Suite la covariance d'une fonction aléatoire est de ce type. Récipro-

alg me_nt toute fonction de type non négatif est la covariance d'une fonction
atoire du 22me ordre.

42p, Transformations

ét Le produit multiplicatif et le produit de composition (convenablement
®fdu dans sa définition) sont fermés sur la classe des fonctions de type

o :
BNEoatif 2y sens de (42.a).
1° - On sait que le produit de deux covariances est une covariance.

gin 2° - Soit T (t,t') continue, définie sur (-os, +oc) et A(6) la fonction mar-
ale d'une distribution finie od 0 < 8 < T.

011 forme .
G(t,t') = /1‘ (t+6,t +6') dA(6) dA(e")
=0 8'=0

Slest encore une fonction de type non négatif.
En effet T s'identifie a la covariance d'une fonction X(t) et
T
Y(t) = X(t +0) dA(e)
o8t yp 3 it = g : .
e fonction aléatoire qui admet précisément pour covariance Gt th

Pa SiT ntest pas continue, elle peut étre approchée autant qu'on le veut
der des covariances et le résultat des opérations est encore une fonction
tYpe non négatif,

8. FONCTIONS DE TYPE NON NEGATIF DE PLUSIEURS VARIABLES

ay La généralisation a un nombre quelconque de variables se fait d'une
tre maniere,

£o Une distribution finie dans un espace a n dimensions est définie par sa
fction marginale H(u' u® ...u") a variations bornées.
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Son noyau est :h(v' v, "'Vn) =//e U Voot UP vy dnH(}ll Ve, un)
n

Le produit de composition de Fu' 950" ‘par 'Glay % u") est H(u'.. )

avec :
Hiu'., .u") //F(u‘ +r!l L, u" el WGyt L, )

soit : diE(utis ne) “—'/d"F(u' e Tl pme s U dnzl) A2 Gl . xl)
n

dont le noyau est le produit du noyau de (F) par le conjugué du noyau de <
u

Pour F =G se trouve définie une "distribution carrée' avec un noy#®
réel positif,
u')

La mesure d'une distribution H(u' ...u") par une fonction f(u' -

wm, (f) = /f(u‘. o) d"H(u' ... 0"

ce qui entraine les définitions de fonctions et distributions de type non né-
gatif,

Enfin la relation de Parseval (35) s'étend sans difficulté :

Soit F(x, ...x,) et H(u'...u") deux distributions finies de noyaux ref~
pectifs ¢ (u'...u") et L{E TR

8 ilyt v =//<to V' +u'...v"+ u") d"H(u'...u")
n
(1) f//e~a'(vi><‘+ "'*"""n}d“F(xl...xn)h(x,..-xn)
soit, si tous les vi = 0

(2) //;a(u'...u“) d"H(u',,.u") = /h(x‘...xn) d"F(x,.--"n)

Les théorémes de convergence des suites de fonctions de répartition®
et de fonctions caractéristiques s'appliquent sans aucune modification a‘;
fonctions de répartitions marginales et aux valeurs de sur les axes ; ‘
également aux répartitions marginales des formes lin€aires homogeéne
des variables dont les f.c, sont les valeurs de sur des droites issu.esl %
l'origine. La condition de convergence uniforme de ¢ (t) dans un petl‘i'?z_
tervalle entourant 1'origine subsiste pour ¢ (u'...u") en remplacant ''i
tervalle'" par "domaine'' .

Ainsi le théoréme de M.P.Lévy qui déduit de la convergence de ‘Fn"':re
celle de F, F s'applique immédiatement aux valeurs de sur wu-
droite issue de l'origine donc partout. On voit ainsi que tous les déveloP
pements précédents s'étendent.

- t

Signalons en particulier 1'extension du théoréme de Khintchine. 11 e:-
nécessaire et suffisant pour que ¢ (u’...u") soit f.c. d'un ensemble al &
toire & n dimensions qu'elle soit limite, atteinte uniformément dans to
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domaj; e,
alne finj d'expressions de la forme :

(it et uh rerteg (el R et d et dnd
aVec:

Mg(u‘.._u") Mdalesdnesl

n

De méme les transformations H et 3 peuvent s'appliquer successi-

Vem
ﬂub;zz: Par rapport i chacune des variables et les résultats du chapitre III
ent,

Voici 3 titre d'exemple la généralisation du théoreme (15) pour deux

Varia
tiOna)bles (deux seulement afin de ne pas compliquer inutilement les nota -

Sgit une distribution de probabilité en (xy) de f.r. F(x,y) et ¢ (u,v) sa
N forme la répartition a trois dimensions de loi élémentaire :

&
d*F(xy) -?Tzl pour |z | < |x|et nulle ailleurs

(ol
€8t en (Zy) la transforméé par %, de la distribution en (xy).
? (xvw) est aprés réduction .

1_ i(ux + vy) el 2
Lff oo St o

on déduit que :

WL /:Pw(uv) du = ¢, (w,v) = H,. ¢ (u,v)

Done s piluliinks, sutliest fic,

d'ou 1

uk

® =Hgx ¢ :%/ t,f;(u’...u"...u.") du*
o

st :
¢ neaus-‘n f.c. et la transformation peut se faire successivement pour cha-
des variables.



HEE S




CHAPITRE VI

LOIS CONVEXES

.. FONCTIONS CARACTERISTIQUES CONVEXES

1_3013(3-(1) a mis en évidence une condition suffisante simple pour qu'une

Tactfsm-n soit la cara.ctéristique d'une loi de probab%lité. Les fonctions ca-

S rlrﬂtIQues sont dites "convexes'_’; et, par extension nous dirons que les
qu'elles représentent s ont aussi des '""1ois convexes''.

fohc

La définition des f.c. convexes résulte du théoréme suivant.

Lhéortme de Polya

ble Une fonction ;lp_(t) définie pour toutes les valeurs réelles dela varia-
es

=£ t et réalisant les propriétés suivantes :
Sonditions |
a) ¢ (t) est réelle continue
¢(0) = 1
¢ (-t) = ¢ (t)
b) lim ¢(t) =0
t—e0Cc

est <) T(t) est convexe pour t > 0 (c'est-—h-d}re A = 0D'et Alig = 0

"é"—_‘-"—'{—E_-.Q.qui correspond  une fonction de répartition F(x) admettant une
Fivée F! réguliere et continue sauf peut-&tre en x = 0 et admettant une

ensité f(x). On s'assure facilement grice 2 la condition (C) que f(x) = 0.

b:u.s avons donné (2) une démonstration plus intu}tive que cellfz de Polya,

CaBEG Sur des considérations géométriques et qui montre le lien entre le
factére de convexité de ¢ et le signe de £(x).

44.a, Extension

On peut donner des conditions suffisantes aussi simples et un peu plus

(1) Folya - Remarks on characteristic functions - Proceedings of the Berkeley

S ;

YMposium - Université of Californie Press.

fage (lz) D. Dugué et M. Girault : Fonctions convexes de Polya - I.8.U.P, vol 1V,
1955

5«
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larges en modifiant la condition (b) comme suit :
Conditions IT
Si ¢ (t) réalise les conditions (a) (c) et (b")
{b')-: ¢ (t) jamais négatif : c'est une f.c.
En effet, soit ¢ (t) convexe du type Polya (condition I) et it 1
On forme :
Q(t)=pqp+qulavecp30 qg.20 ptq=1
C'est une f.c. et elle satisfait aux conditions II.
Réciproquement : Soit ® satisfaisant aux conditions II. Sa limite Pour
t ——0oc est positive ou nulle : soit q.
 =py +qe,

ol ¢ est une caractéristique de Polya et ® est bien une f.c.

44.b. Exemple

Un exemple important est la fonction :

g t
(it e s ]
Bl .0
k(£)=0 our Jt[} a
I P
= ax
La répartition correspondante a pour densité :f(x) = ‘:,IE l_ac,:c_c:?—'_.

Nous noterons K(a) cette loi, dite '"loi de Khintchine" .

45. - PROPRIETES DE LA CLASSE DES LOIS CONVEXES
1° - La classe des f.c.convexes est fermée sur 1'ensemble des trans-
formations linéaires i coefficients positifs,

Bic#iBinte o8 mels ¢, sont convexes et p, > 0 avec Z Pi =1
®=p o +...+ P, ¢, est aussi une f.c. convexe. :

b - Par passage A la limite, & partir d'une famille de f,c, convexes
¢ (t,c) on aura de méme :

¢ (t) = ¢ (t,c) dF(c)
ol F(c) est monotone non décroissante et & variation totale unité.

2° - La classe des f.c. convexes est fermée sur la multiplication.

En effet : si ¢, (t) et ¢, (t) sont convexes, il en est de méme de :
s (t) = “h (t) ¢, (t)

On voit facilement que A R L S e T




LOIS CONVEXES 291

. 3° - La transformation de B.de Finetti peut s'appliquer :
i
P (t) est caractéristique convexe :

o, = 1 _%+-E cf(t) est du méme type,

et n 3 A i . : 3 ({3
¥ ainsi que sa limite pour n infini, soit e?{* "

Con
E . .
“'---_é.quEnces relatives aux lois convexes

°
1* - Tout mélange de lois convexes est une loi convexe.
o
g ~Ta somme de deux v, a, convexes est une variable convexe,
On peut préciser un théorégme central limite pour les lois convexes :

Cext lféme : Soit X une variable aléatoire convexe (qui ne soit pas presque
dinement nulle) : la moyenne d'un échantillon de n variables converge

e -
1 loj vers la loi de Cauchy.

Soit © (t) la f.c. de X ; la moyenne de n échantillons indépendants a
Pour f . [r.p (Ln)]" . Or ¢ (t) a une dérivée 2 droite pour t > 0, égale et

e
€ Signe contraire a sa dérivée A gauche pour t < 0 et définie pour t =0 :
Soit ¢ '(0) = lim ¢ '(t) pour t > 0 tendant vers zéro.

Dans un intervalle assez petit autour de l'origine :

@ (t) =1+ |t (! t2)

[LP(-'—:-)]n-'-'[I + ILnI (et t+e) "]

do i :
intr:: la limite pour n——=oc est e!t®  limite atteinte uniformément dans un
Tvalle assez petit entourant 1'origine.

reBtE-&t.sL@m : Le théoréme peut s'étendre au cas ot les variables tout en
£ a'}t indépendantes et convexes ne suivent pas nécessairement la méme
L Si les dérivées a droite a l'origine : ¢, ont’une moyenne qui converge
ers - = io
une limite :
n

RIS s B (L
n—-soc =1 s

la
Moyenne des variables aléatoires a pour f.c. limite : e lHls

Que13, - Le produit d'une variable convexe pour une variable aléatoire
conque (indépendante de la premiere) est une variable convexe.

E
R effet : Soit X variable aléatoire convexe de f.c. ¢ (t)
Y variable aléatoire quelconque de f.r. F(f)

le :
Produit XY = Z a pour fonction caractéristique :

2, (t) = / ¢ (ty) dF(y)

cle
St donc aussi une f.c. convexe.

En particulier (pour Y ayant une répartition uniforme de 0al)onen
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déduit que si .

Q(t):%/cp(u)du

et ¢ (t) est convexe lorsque ¢ l'est aussi.
4° - Le quotient d'une variable convexe par une loi quelconque (pres~
que certainement non nulle) est une variable convexe,

Avec les notations précédentes : % =iZca pourtic,

%0 = /¢ (5) axly)

46. - LOlI CONVEXE ELEMENTAIRE

La loi de Khintchine K(a) joue le réle de loi convexe élémentaire, 2%
a partir d'elle on peut obtenir toute autre loi convexe par produit (ou ‘1‘_30-
tient) d'une variable aléatoire soumise i cette loi par une variable aléa.tolr"f
indépendante d'elle. Ce résultat a été donné par D, Dugué (1) avec 1'énof
cé suivant :

Si ¢ (t) est une f.c. convexe : c'est la f.c. du quotient de deux Va_”a;
bles aléatoires indépendantes, la variable numérateur étant une varia
de Khintchine.C'est donc une condition nécessaire et suffisante pour qu'un®
variable ait une loi convexe.

La loi de Khintchine est la seule qui jouisse de cette propriété.
Soit en effet : X de f.c. ¢ (t) avec @' > 0 non identiquement nul
et " Yide i T "Fly)

Z = XY aura une f.c. & avec &) (t) =/‘<p " (ty) y* dF(y) strictement

positif, donc k(t) en particulier ne peut pas &tre obtenu par cette méthode-

47. - DISTRIBUTIONS DISCONTINUES CONVEXES

Soit une distribution finie, complétement discontinue V : la fonction de
sauts A V(t) étant définie pour les valeurs entidres symétriques :

t=0 N R e

avec : AV(0)= e e AN (Y= D
AV(-n) = AV(n)
AV(n-2) - AV(n-1) > AV(n-1) - AV(n)

une telle distribution sera dite "convexe''

1
(1) D. Dugué et M, Girault : Fonctions convexes de Polya, 1.5,U,P. vol IV. fasc.

L9558
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hé‘)réme : Toute distribution convexe est de type non négatif.
Soit tout d'abord une distribution de support fini (-n+1) a (+n-1)

e Av@m) =0

AV(n-1) = a,
AV(n-2) =2 a +ta,

AV(0)=na,+ (n-1)a, +...+2a _,+a, a, > 0
L'ensemble des a, forme la distribution triangulaire a, T,
L'ensemble des a, forme la distribution triangulaire a, T, , etc...

iy Aot : : A
ti €5t une somme finie de distributions triangulaires :c'est une distribu-
on de type non négatif.

it On étend le résultat au cas de distributions a supports infinis par li-
€ de distributions précédentes.

8. . EXEMPLES DE TRANSFORMATIONS DE F.C. CONVEXES

1° - Soit une f.c. convexe nulle en dehors d'un intervalle (-a,+a) telle
t
Gue k(;) par exemple et la distribution J du (n° 41.a) avec la raison du
SUpport égale & 2 a.

t
; k(;)*J est une fonction définie pour toutes les valeurs de t : c'est une
g Périodique représentée par k(%) dans 1l'intervalle (-a,+a). Elle carac-
tépy
*ise la distribution compleétement discontinue de treillis (0,%), or la

Masse enie=k Tiagti:
a

P = .kTZ;cT pour k impair positif ou négatif
Po= 1,

St Cette distribution est elle-méme de type non négatif puisque sa f.c.
=0
it 2° _ De méme e |t * J définit 1a f.c. d'une distribution de treillis quel-
Que soit la raison donnée au support de (J).

'actéri = _Le produit k(t)* C,, (voir n°34) une fois réduit est une fonction ca-

Seg . Stique : c'est un contour polygonal dont les sommets ont des abscis-

a+;)’§'t)le res et des ordonnées proportionnelles aux coefficients du bindme
. La limite pour p—+oc est la f.c. des lois de Laplace-Gauss.



- &5 : oW~ giie. s 1s1ls

H & .“?ri( SlIOre€ - 4
X "5"“-3 OB Bap e
. ST aBhUe i B Grviede ol

‘
| ;
|}
|
1




BIBLIOGRAPHIE

A.S. BEsICOVITCH

1

H. Bonr
112

S. BOCHNER

1.

A. caucuy
1.

H, CRAMER
1

B

Almost periodic functions
Dover Publications 1954

Almost periodic functions
Trad. H. Cohn - New-Tork - 1951

Vorlesungen dber Fouriersche integrale
Leipzig - 1932

Ceuvres - tome XII

Ueber eine Eigenschaft der normalen Verteilungs funktion
Math. Zeitschrift - 41 - 1936, P.405-414

. On the representation of a functions by certain Fourier Inte-

grals
Trans. Amer. Math. Soc. 46, 1939

Mathematical Methods of Statistics - 1946

. Sur la théorie des deux facteurs

C.R. Ac.Sc. Paris, 1934 - p.1176 et 1358

. Sur l'indétermination du facteur général dans la théorie de

Spearman
Mathematica - Vol. XII - 1936

. Sur les régressions linéaires et paraboliques

Conférence au Congres de la Victoire - Oct.1945
Intermédiaire des Recherches Math. -Janvier 1947

. Analyse des liaisons de probabilité

Intern. Stat. Inst, Vol.I[I-1947, p.231-240

. Sur certaines formes de liaisons de probabilité

Colloque Lyon 1948

Sur une propriété caractéristique de la Loi de Laplace-Gauss
C.R.Ac.Sc. 28 Mai 1951

. Analyse générale des liaisons stochastiques. Etude particu-

litre de 1'analyse factorielle linéaire
Conf. Calcutta 1952

Sur quelques propriétés de la loi de Laplace-Gauss
Conf. New-Delhi - 1952



296 M. GIRAULT : LES FONCTIONS CARACTERISTIQUES ET LEURS TRANSFORMATIONS

D.DUGUE

1. Sur quelques propriétés analytiques des fonctions caracteris®

tiques
C.R. Ac.Sc. 5 Juin 1939

2. Sur certaines composantes des lois de Cauchy
C.R. Ac.Sc. 24 Novembre 1941

3. Un résultat assez inattendu d'arithmétique des lois de probd"
bilité (en collaboration avec R.A. Fisher)
C.R. Ac.Sc. 8 Décembre 1948

4. Sur certaines propriétés des lois indéfiniment divisibles
C.R. Ac.Sc. 9 Janvier 1950

5. Sur certains exemples de décomposition en arithmétique de8
lois de probabilité
Annales Inst. Pcincaré, T.XII - 1951

6. Analycité et convexité des fonctions caractéristiques
Annales Inst. Poincaré, T,XIII - 1951
KY FAN

e s : nt
1. Les fonctions définies positives et les fonctions completem®
monotones

Mémorial Sc. Math, Fasc.CXIV - 1950
M. FRECHET
1. Recherches modernes sur le calcul des probabilités

GNEDENKO et KOLMOGOROV

! ]
1. Limit distributions for sums of independant random variable
Trad. K.L. Chung, Cambridge

HOBSON ;
1. The theory of functions of real variables

A.KHINTCHINE

1. On unimodal distributions
Inst. Math. Meh. Toms - 1938

G. KUNETZ

1. Sur quelques propriétés des fonctions caractéristiques
These - Paris - 1937

P.S. LAPLACE
1. Théorie analytique des probabilités

LAGRANGE
1. Qeuvres ré-
Sur 1'utilité de la méthode de prendre le milieu entre 1€8
sultats de plusieurs observations
Paris - 1868 - Tome 1I, p.171 & 234




BIBLIOGRAPHIE 297

LEBESGUE

1. Legons sur l'intégration

2. Sur les séries trigonométriques
Annales Ec. Norm. Sup. Tome 20 - 1903

P, LEvy

1. Sur la détermination des lois de probabilité par leurs fonc-

tions caractéristiques
C.R. Ac.Sc. 1922*="p.85%

2. Calcul des Probabilités
Paris - 1925

H, LOEFFEL

1. Intégration d'un ensemble de fonctions caractéristiques par
rapport & un parametre

C.R.%Ac.Sc. 16:Mai 1955

M. LoEvE

1. Probability Theory
New-York - 1955

E. LUKACS

1. On certain periodic charactéristics functions
Proceedings Int. Congress Amsterdam -
1954 - p. 296

M. MATHIAS

1. Ueber positive Fourier Integrale
Math, Zeits,, 16 - 1923

H. POINCARE

1. Calcul des Probabilités
(2eme Edition)

POISson

1. Recherche sur la probabilité des jugements

G. PoLvYA

1. Remarks on characteristic functions
Proc. Berkeley Symposium

M. RUBBINS

1. Mixture of distributions

Annals of Math. Stat.
Vol. XIX - n° 3, Sept. 1948



298 M. GIRAULT : LES FONCTIONS CARACTERISTIQUES ET LEURS TRANSFORMATIONS

E.C. TITCHMARSH

1. The theory of functions
2eme éd. Oxford - 1948

2. Introduction to the theory of Fourier Integrals - 2
2éme éd. Oxford - 1948

D.V. WIDDER

1. The Laplace transform
Princeton - 1941




INTRODUCTION

TABLE DES MATIERES

CHAPITRE PREMIER, - Définition et propriétés des fonctions

caractéristiques

I N ]

CHAPITRE II. - Les trois types de fonctions caractéristiques ...
CHAPITRE III, - Transformation H et distributions unimodales .,
CHAPITRE IV. - L'application du produit de composition aux

fonctions caractéristiques

CI-u'u:'-T.’I‘R.]E: V.- La classe des fonctions définies positives .......

C'HAPITRE VI, - Fonctions de type non négatif a une ou plusieurs

variables s e

3
HAPITRE VII, - Lois convexes .....

BIBLIOGRA PHIE

223

227
235
251

259
269

PALL
289

295



ACLIPIAEEY 2 Y

5 -
= SO RS B 14
I O F 3 B wmaddactn 2o el
8 moj Sudorver %
3 3 = » "\!. §
&Q5 3 Fhd EOTBITERO RSP 5 eI
3 i
Harr - } CICERE &t i -8t
"
. . . w RS R TR T N R e
: I i ' e
»
i - -
!
¢




TABLE DES MATIERES

Volume IV
Année 1955

FASCICULE 1

Pages
D. DUGUE et M. GIRAULT. - Fonctions convexes de Polya .... 1-10
M. FRECHET. - Courbes aléatoires .......... AR e e 11-20
E, HALPHEN. - Les fonctions factorielles ........ S Bretegis 21-39
E, HALPHEN, - La notion de vraisemblance ............... . 41-71
J'I-'- SOULE., - Energie cinétique moyenne d'une particule en
mouvement brownien dans un fluide réel ..... 93-104
FASCICULES 2 et 3 REUNIS
I ViLLE S R Bt e o N 105-220
FASCICULE 4
M
* GIRAULT, - Les fonctions caractéristiques et leurs
221

transformations e e T T O o e A s it




