
HAL Id: hal-04095248
https://hal.science/hal-04095248

Submitted on 11 May 2023

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Distributed under a Creative Commons Attribution 4.0 International License

Principes d’analyse matricielle
M. J. Ville

To cite this version:
M. J. Ville. Principes d’analyse matricielle. Annales de l’ISUP, 1955, IV (2-3), pp.141-218. �hal-
04095248�

https://hal.science/hal-04095248
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
https://hal.archives-ouvertes.fr


PRINCIPES DANALYSE MATRICIELLE

par

M. J. VILLE
Professeur

CHAPITRE PREMIER

INTRODUCTION ALGÉBRIQUE

1* N°TION de nombre

^ufur et à mesure du développement des mathématiques, on a observé
8anteV°^U^0nt^e no'd°n de nombre, dans un sens de généralisation crois-
troig u début, nous trouvons les nombres dits "naturels", qui sont un, deux,
Padri'* CtC sans le zéro. Pour de pareils nombres, on sait définir
aug8jl lon et la multiplication, opérations toujours possibles. On sait définir
*0n. la soustraction et la division, avec ou sans reste, opérations qui ne
donc ^aS- -u^our6 possibles. Etant donnés deux nombres a et b, il existe°ujours des nombres x et y tels que :

a + b = x

ab = y
triais il I11 n existe pas toujours un nombre z tel que

a = b + z

Si un tel nombre existe, on a a y b, et on écrit conventionnellement
z = a -b.

a ) b, il existe toujours un nombre q tel que
bq < a < b (q + l)
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g jce nombre, qui est Le quotient avec reste, n'est appelé quotient exact 1ue
a = bq

et on écrit alors conventionnellement

a

2.- NOMBRES ENTIERS

Les généralisations delà notion de nombre sont intervenues pour rendre possibles des opérations qui ne l'étaient pas . Dans l'algèbre des entier >qui sont les nombres formant la suite, infinie dans les deux sens :

-2, -1, 0, 1, 2,
0ur9on sait définir l'addition, la multiplication; la soustraction est toujou

^possible, puisque, quels que soient a et b, il existe toujours un nombretel que

L'écriture

a donc toujours un sens .

= b + x

a -b

La division sans reste continue à ne pas être toujours possible; ce n equ'exceptionnellement que à a et b on peut associer un nombre q tel <lue
a = bq

3.- NOMBRES RATIONNELS

Pour donner à l'écriture ^ un sens quels que soient a et b, on paS
des entiers aux nombres rationnels, ou fractionnaires, -r- a alors toujoub
un sens , sauf si b = 0 . Les quatres opérations sont alors toujours possibleS

se

Les opérations impossibles dans l'algèbre des nombres rationnelsles résolutions d'équations algébriques. Par exemple, l'équation
2

_

s oflt

n'est satisfaite par aucun nombre rationnel, et le symbole VZ est àon°dépourvu de sens dans l'algèbre des nombres rationnels. Seules ont un seIlS
ses valeurs approchées.

4.- NOMBRES RÉELS

On est alors conduit à faire une théorie générale des valeurs appr°chées, qui peut se résumer comme suit :

Savoir calculer une valeur approchée d'un symbole, c'est savoir dé'
terminer, pour un nombre rationnel quelconque, s'il est valeur approche^par défaut, ou par excès . C'est donc savoir associer à tout nombre rationne
r, sauf peut-être un, une valeur f (r), égale à 0 si r est une valeur app1-0’chée par défaut, à 1 si r est une valeur approchée par excès . f (r) est ainS*fonction, de valeur égale à 0 ou à 1, telle que si r' < r" on a forcérr>en
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< f (r"), puisque toute valeur plus petite qu'une valeur approchée par^faut est elle-même par défaut, et toute valeur plus grande qu une valeur
aPprochée par excès est elle-même par excès, f (r) doit etre définie pour
't>U8 les nombres rationnels sauf peut-être un parce que si le symbole définit
Un nombre rationnel r0 , r0 lui-même n'est approché ni par défaut, ni par
®Xc^s , puisque c' est la valeur exacte . Si f (r) est définie pour tous les nom-br*s rationnels, le symbole dont f (r) définit les valeurs approchées ne
Peut être un nombre rationnel. On dit alors qu'il représente un nombre
irrationnel. Les nombres rationnels et irrationnels, dont 1 ensemble cons-
*dtte les nombres réels, ne sont donc autres du point de vue théorique quedes séparations entre valeurs approchées par défaut et par excès.

s- Nombres complexes

Les nombres réels permettent les quatre opérations fondamentales;
Permettent l'extraction d'une racine carrée, ou d'une racine d'ordre
tiple . Dans l'algèbre des nombres réels, toute équation de la forme :

f (x) = 0
ontinue , admet une racine dès que l'on a pu trouver
lue f (a) . f (b) ( 0 . En particulier , toute équation
• admet au moins une racine réelle. Mais il existe
s, telles que

x2 + 1 = 0

n'admettent pas de racine . On est amené alors à introduire pour la
* néralité des énoncés la notion de nombre complexe, c'est-à-dire de
ombres x + yi, sur lesquels les opérations sont les mêmes que sur les
ombres réels, avec la restriction que i2 = -1 . Dans ces conditions, toute
HUation algébrique de degré n admet exactement n racines .

f (x) est une fonction c<
deux nombres a et b tels c

algébrique de degré impairdes équations très simple

6- nombres hypercomplexes

La généralisation se poursuit maintenant en observant qu'un nombre
c°nnplexe x + yi avec la règle

i2 = -1

aPparait comme un cas particulier d'une expression
q

• • . . , x_ étant des nombres réels , et les im étant des symboles obéissant^ de s règles d'opération de la forme
= E* (m>i

(») st m («-M réelsj
De telles exprèssions sont appelées nombres hypercomplexes. On peut

montrer alors que si on considère les deux règles :
R, Commutativité de la multiplication :

xy = yx

R2 Inexistence de diviseurs de zéro :
Si xy = 0, alors x = 0 ou y = 0
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mises à part parmi les règles bien connues de l'algèbre des nombres com'
plexes ordinaires , on obtient, selon la ou les règles auxquelles on renoue®’
les généralisations qui suivent.

7.- QUATERNIONS

Si on renonce à R, et à R, seulement, on montre que les nombres
hypercomplexes ont forcément quatre unités hypercomplexes , c'est-à-dir®
sont de la forme :

q = x, i, + x2 lj; + x3 i3 + x4 i4
et que l'on peut, par des changements d'unités convenables n'affectant PaS
la généralité, les mettre sous la forme :

q = a + xi + yj + zk
a, x, y, z, étant réels, i, j, k obéissant aux règles

ijk = i2 = j2 = k2 = - 1

Ces nombres sont les quaternions de Hamilton; leur emploi est assez
limité .

Dans les opérations sur quaternions , on a en général : q q / q2 Qfmais si

q, q2 = 0
on a forcément soit = 0, soit q2 = 0 .

8.- MATRICES

Pour augmenter au delà de quatre le nombre des unités hypercomplexes ,il faut renoncer à R2. Onmontre alors que les unités hypercomplexes peu-
vent se mettre sous la forme ist, c'est-à-dire qu'on peut les affecter dedeux indices, de manière que les règles d'opération soient :

ist ^uv ” **„ ‘ *sv
5±u étant l'indice de Kronecker, c'est-à-dire un nombre égal à 1 si t = u, à
0, si t / u. Un nombre hypercomplexe est alors une expression de la form®

q = it ast ist
On voit que si on procède au produit de (5) et d'un nombre

q' = § St ^ • on obtient qq' = E irt
avec

cst = ç bht
Au lieu d'écrire q sous la forme (5), on peut l'écrire sous la forme

a a,„ . . a
11 12 in

a„„ . . a21 22 2 n

a a . a
mi m2 mnj
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qui se prête mieux aux applications . Un tel tableau est “hîïer-'Algèbre hypercomplexe la plus générale (à un nombre fmr d umtés hyperComplexes) est ainsi l'alebbre de ces tableaux, que 1 on appelle 1 a gè.ÏÏW» d. l'algfebre matricielle ™dea expressions telles que ( 5), avec les règles (4), on parle alors d algèbre■matricielle totale .



CHAPITRE II

NOTATIONS VECTORIELLES ET MATRICIELLES

Nous aurons à manipuler des symboles mathématiques disposés en
tableaux rectangulaires, le plus souvent carrés . Les symboles d'un table®11
rectangulaires à m lignes et n colonnes seront affectés de deux indices,
premier indiquant le rang de la ligne, le second le rang de la colonne dans
laquelle figure le symbole considéré . Le tableau lui-même sera appelé nne
matrice à m lignes et n colonnes , ou, plus brièvement, une matrice (m, n' ‘
Un pareil tableau sera encadré de crochets, conformément au schén®3
suivant :

0)

au atz ain

azi a22 • a2n

ami am2 mn

Un pareil tableau sera souvent représenté par une seule lettre maju9'
cule; pour rappeler la nature des éléments qui y figurent, nous écrivon8
l'élément général entre deux crochets, comme suit :

(2) A

(m, n)
Les deux indices figurant en bas à droite rappellent qu'il s'agit de n®lignes et n colonnes. Quand aucune confusion ne sera possible, ces deu*

indices seront omis.

Il nous arrivera souvent de considérer des tableaux réduits à une seule
ligne ou à une seule colonne, tels que les tableaux suivants :

(3) X =

Dans ce cas nous affecterons chaque élément d'un seul indice. N°uS
utiliserons alors les notations abrégées :

X . [x,] U . {*,)
Nous aurons à considérer des sommes et des produits de tableaux,

justification des définitions apparaissant par la suite.
La somme de deux tableaux A et B n'a de sens que si ces tableaux

même nombre de lignes et même nombre de colonnes; c'est le tableau obtenu

U [ ui • • • un ]
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en faisant la somme des éléments occupant les mêmes emplacements dans
A et B . Par conséquent, si

B = [ bij 3 , C = £cijJJ (m, n)
A = Cau] , 1J (m, n)
l'équation

(m, n)

(4) A + B

8ignifie que

■'j aU +bU
Pour toutes les valeurs de indices i et j.

Le produit de deux tableaux A et B pris dans cet ordre n'a de sens que
le nombre de colonnes de A est égal au nombre de lignes de B.

Cette condition est facile à se mettre en mémoire si l'on observe qu'en
écrivant que A est une matrice (m, n) et B une matrice (n, p), on voit
aPParaitre la suite

(m, n) X (n, p)
0u Ie Second nombre de la première parenthèse est égal au premier nombre
de la seconde . Cette condition préliminaire étant supposée respectée, le
Produit AB est une matrice (m, p) dont l'élément général Cjj a pour
oxpression

(6) O; ; 2. aih bhjh = i J

La formule (6) est tout à fait fondamentale, et doit être tout à fait
familière. On observera que Cy s'obtient en faisant la somme de tous les
Produits aih bh- , le premier indice de a,), étant le premier indice de Cÿ , le
second indiceJ de bhj étant le second indice de Cÿ , le second indice de ajh
étant le premier indice de bhi ; c'est par rapport à ce troisième indice que
n°us opérons la sommation. On observera également que la formule (bj
suppose essentiellement que le second indice de ay peut prendre autant de
valeurs que le premier indice de bij , ce qui revient à dire que A a autant

colonnes que B a de lignes. On dit quelquefois que Cy est le produit de
a ième ligne de A par la j ième colonne de B .

Le produit de deux matrices dépend essentiellement de leur ordre.
AB est en général différent de BA; il se peut que AB existe et que BA n'existe
Pas.

Il est bon de se familiariser avec les produits de matri
oient par exemple les deux matrices :

particuliè res ,

(7) X = [*i] U = [ui u2 ••• un] = {uij
qui sont des matrices (n, l) et (1, n).
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UX et XU ont toutes deux un sens, mais sont tout à fait différentes»
UX est une matrice (l, l), réduite par conséquent à un seul élément :

(8) UX = x, + u2 x2 + ... +unu„
Au contraire, XU est une matrice (n, n), donc une matrice carrée

(9)

Nous voyons que les conventions précédentes nous obligent à certaines
précautions lorsque nous avons à faire l'opération pourtant simple de mul"
tiplier tous les éléments d'une matrice par un même nombre. Soit en effet
X ce nombre . En ce qui concerne les matrices (7), nous pourrons considérer
X comme une matrice (1, l), ce qui nous conduira à :

(10) XX =

x, X

x2X

xnX
U = |xu, Xu2 ... Xunj

On observera l'emplacement du facteur X , qui se met à droite de X, et
à gauche de U. Cette conventionn' est pas essentielle ; on ne doit s'y astrein-
dre que dans les recherches tout à fait théoriques.

En ce qui concerne une matrice (m, n), il est impossible de multipüer
tous les éléments de cette matrice par X en respectant les règles posées
ci-dessus. Pour pouvoir faire cette opération correctement, il faut fait®
intervenir l'indice de Kronecker, qui est un nombre 5y , à deux indices, qul
a pour valeur 0 lorsque les indices sont différents, et 1 lorsque les indices
sont égaux. Une matrice dont les éléments sont des indices de Kronecker
sera dite une matrice unité , et représentée par la lettre E.

Une matrice rectangulaire unité sera donc telle que

(m, n)

Une telle matrice jouit, lorsqu'elle est carrée , de la propriété de laisser
toute matrice inchangée par multiplication . Soit en effet, une matrice A (m, n)»’
formons le produit

B
(m, n)

A
(m, n) E (n, n)

Nous aurons

bü = ÇaiiAj
Dans la sommation par rapport à h, seul intervient le 8(,j à indiceségaux, donc&jj ; il en résulte que

bü *ih
On arriverait à la même conclusion en considérant le produit :

E
(m , m) A (m , n)
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On voit facilement que pour changer A = ay en A ay , il faut
Multiplie,. Apar lamatrice TX£y 1 , à droite ou à gauche indifféremment.Quand nous écrivons donc L

XA = AX = [Xaij] (m, n)
^ ne faudra pas perdre de vue que dans ces équations, X est une notation
a*Jrégée pour la matrice [X&J (m>m) ou [X^] (n> n). selon que X est^ Bouche ou à droite de A.

Si cette convention est bien comprise, la notation abrégée ne présente
aUcun inconvénient .



CHAPITRE III

RÉDUCTION DES MATRICES - RANG

1.- RAPPEL DES RÈGLES D’OPÉRATIONS RELATIVES AUX MATRICES

Nous rappelons qu'étant données deux matrices (m, n), soient A et B,
on sait définir leur somme A + B, et qu'étant données deux matrices,
(m, n) (n, p), on sait définir leur produit AB, qui est une matrice (m, p) •
On sait par ailleurs définir le produit d'une matrice par un scalaire.

On vérifie sans peine les règles suivantes :

{X (A + B)C (A + B)
(A + B) C

(A B) C

X A + X B

C A + C B

A C + B C

A (B C)

Nous retrouverons les règles usuelles de l'algèbre, sauf la commutâ'
tivité du produit.

On peut se demander quels sont les éléments qui jouent le rôle du zér0
et de l'unité. Une matrice N (m, n) sera dite nulle si, quelle que soit A
(m, n), on a

(2) A+N = N + A = A

Une telle matrice N a forcément tous ses éléments égaux à zéro.
De même, nous définirons une matrice unité E par la condition que

multipliée par A, elle donne encore A comme résultat de la multiplication-
Si E est une matrice (m, n), nous devrons avoir, quelle que soit la matrice
A (n, p)

(3) E A = A
Mais le produit EA est une matrice (m , p). Ilne peut être égal à A que

si m = n. Une matrice unité est donc forcément une matrice carrée . L'équa-
tion (3), si nous posons

E

n

E «
h = 1

ih ahj

s'écrit

(4)
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Les équations (4) devant avoir lieu identiquement par rapport aux aj: ,
n°Us en déduisons

(5) 6 y = 5|j (indice de Kronecker)
Quelles que soient les matrices A et B, nous aurons alors :

EA = A BE = B
L'introduction de la matrice unité (l) va nous permettre de définir

inverse d'une matrice A, comme étant une matrice qui, multipliée par A,
°nne une matrice unité .

2- PROPRIÉTÉS générales des matrices inverses

Soit donnée une matrice A (m , n). Comme le produit n'est pas commu-
llf, nous serons amenés à distinguer une inverse droite B et une inverse

SàUche C telles que

(6) AB (m, m)
CA (n, n)

Supposons que B et C existent toutes deux, B ne peut être qu'une ma-
driCe (n, m), C une matrice (n, m). D'après la propriété d'associativitéproduit nous voyons que

(CA) B = C (AB)
En comparant à (6), nous obtenons

d'oîi
(n, n)

B C
(n, m) E (m, m)(n, m)

B = C .

Un .^ apparait ainsi que lorsqu'une matrice admet une inverse droite et
g_auche , ces deux inverses sont identiques. Il en résulte évidem-

nt que la matrice inverse est unique.

Un ]^ous donnerons une place particulière à ces matrices qui admettentinverse droite et une inverse gauche, cette inverse étant d'ailleurs la
. lï'e et unique; nous les appellerons matrices non singulières. Unema-
1Ce singulière, conformément à cette définition :

°u bien n'admettra pas d'inverse droite
°u bien n'admettra pas d'inverse gauche
ou bien n'admettra pas d'inverse du tout.

nnf L'inverse d'une mat’-ice non singulière A sera représentée par la
tation A'1

.

g Supposons que A, et A2 admettent chacune une inverse droite, soient
1 et ces inverses . Nous constatons que

A, A2 B? B, = E
Eonc le produit Af A2 admet comme inverse droite le produit B2 B, .

a^ A, et A2 admettaient les inverses gauches C, et C2 , le produit A, A?
^^sttrait C2 C, comme inverse gauche.
toute ^ Nous avions déjà vu que toute matrice carrée de la forme (5) laissait invariante
récitéJ*re Patrice par multiplication; il restait à montrer, ce que nous avons fait, la

pr°que .
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D'une manière générale, on voit que si A,, Az, . .. An admettent Ie8
inverses droites B,, B2, . . . Bn, le p roduit A, A2 . . . An admettra l'inverse
droite Bn Bn 1 . . . B, ; une proposition analogue aura lieu pour les inverses
gauches.

Il résulte de ce qui précède que la condition nécessaire et suffisante
pour que le produit de n matrices A,, Az . . ., Ap soit une matrice singu'
lière est que l'une au moins des matrices A,, A2, .... An soit singulière.
Cette proposition est la correspondante de la proposition : La condition
nécessaire et • suffisante pour qu'un produit de nombres soit nul est que
l'un au moins des facteurs du produit soit nul.

La proposition :"Siun produit de matrices est nul, l'une au moins des
matrices constituant le produit est nulle", est une proposition fausse.

Nous allons maintenant démontrer la proposition fondamentale :

Une matrice non singulière est forcément une matrice carrée . La dé-
monstration sera basée sur la remarque évidente : si on multiplie une
matrice A par une matrice B non singulière, on obtient une matrice Ar>
qui est de même nature que A, c'est-à-dire singulière si A est singulihre’
non singulière si A est non singulière . Cette remarque s'applique égaleme»
à BA.

3.- OPÉRATIONS ÉLÉMENTAIRES SUR LES MATRICES

Etant donnée une matrice A, on appelle opérations élémentaires les op^
rations qui consistent à :

a) Multiplier une ligne ou une colonne de A par un scalaire non nul-
b) Intervertir deux lignes ou deux colonnes .

c) Ajouter aux éléments d'une ligne (ou d'une colonne) les élément8
d'une autre ligne (ou d'une autre colonne) multipliés par un même
scalaire .

Nous allons montrer que chacune de ces opérations revient à mult1
plier A par une matrice d'un type particulier, non singulière, que non8
appellerons matrice élémentaire .

La matrice déduite de A en y remplaçant a^ par X a^ est le produitde A par la matrice

X

0

0

0

0

0

1

0

à droite

La matrice X admet l'inverse

iA
o

0

0

1

0
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de
Soit maintenant A la matrice déduite de A en y intervertissant les lignes

rang s et t, de sorte que

A = [aü] ; A lü]! ay (i / A . t),

a»j atj
Mettons Â sous la forme

^ étant une matrice «]
A = X A

à déterminer. Nous aurons

U
= 2 x|h ahj

h J

OU r i / J , t, nous aurons ainsi x» = 5,^ (indice de Kronecker) .

°Ur i = 41 nous aurons

xsh

et pour i = t

st

xth

x4

pour h / t

pour h /

La matrice X est ainsi déterminée par les conditions suivantes :

Dans chaque ligne figure un élément non nul et un seul. Cet élément
^ Pour valeur 1 . Il a pour rang, d'une manière générale i dans la i° ligne,

exception des deux lignes de rang i et t.

Dans la ligne de rang i , il a pour rang t, et dans la ligne de rang t, il4 P°or rang 6 .

La matrice X est non singulière, puisqu'elle est sa propre inverse,
est évident en effet que

X2 = XX = E

tj .. Dn voit sans peine que pour intervertir deux colonnes, il suffit de mul-
ler A à droite par une matrice analogue à X.

Considérons maintenant la matrice carrée

1 k 0

dont tc°us les éléments sont nuis, sauf ceux de la diagonale principale, et
rnent (i, 2), qui est égal à k. Nous avons ainsi

■

= k
'j

A
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Dans ces conditions, si B

b:;

b:„

= AP, nous voyons que :

£ aih Phj = aij 0 t 2)

Ç aih Ph2 = k ai, + ai2h

B se déduit de A en ajoutant à la deuxième colonne (ai2 ) les éléments
de la première colonne (aj( ) multipliés par k. P est une matrice non singU'
lière, puisque son inverse est évidemment la matrice

ri -k o

-1

p =

0 1 0

0 0 1

Pour ajouter aux éléments de la deuxième ligne les éléments de la
première ligne multipliés par k, il suffira de multiplier A à gauche par la
matrice P déduite de P en intervertissant lignes et colonnes :

P1

1 0 0

k 1 0

0 0 1

Pour ajouter à une ligne quelconque les éléments d'une autre lign®
multipliés par k, soit, pour fixer les idées, les éléments de la 3° ligne’
multipliés par k, à ceux de la 5°ligne, nous pourrons intervertir les ligne8
1 et 3, puis les lignes 2 et 5, multiplier à gauche par k, puis intervertir ^
nouveaules lignes 1 et 3, puis les lignes 2 et 5. Ces opérations successive»
sont toujours des opérations pouvant s'exprimer en multipliant A par de»
matrices des types X et P; on multiplie ainsi A par une matrice non singU"
lière .

Ces principes étant posés, nous voyons qu'étant donnée A absolument
quelconque, on peut, par des opérations élémentaires :

changer an en 1.
annuler a>2 , a13 , . . . , aln , a?] , aJt , . . ., am) .

changer a£2 en 1.
annuler a23, a24 , . . . , a2„ , a^ , a42 amf,

et ainsi de suite .

Cette suite d'opérations sera arrêtée seulement lorsque A aura pris
forme suivante

la

(m; r; n)



PRINCIPES D'ANALYSE MATRICIELLE 155

matrice unité tronquée, où tous les éléments situés en dehors de la
Première diagonale seront nuis, et où, dans cette première diagonale, tous
es éléments seront nuis à l'exception des r premiers qui sont égaux à 1.

On peut ainsi, à toute matrice A , \, associer deux matrices carrées,
_ j ^
-SSjettant des inverses, soient B et C, telles que

E
(m. m) ^ (m, n) ® (n, n) E (m; r; n)

La détermination de C et de B peut se faire d'un grand nombre de ma-
reres : les opérations élémentaires que nous venons de décrire permettent
°btenir C et B par des calculs rationnels . En multipliant l'égalité trouvée

Par C à gauche et B1 à droite, nous obtenons :

À = C1 E / , B"’
(m; r; n;

4" MATRICES unités tronquées

étant comme nous l'avons vu,Une matrice unité tronquée E , \^ (m; r; nj

dg6 rnatrice rectangulaire (m , n) dont tous les éléments sont nuis, sauf ceuxe la diagonale principale, lesquels sont égaux à 1 pour les r premiers, et
s en ce qui concerne les autres, nous pouvons chercher la forme du

°duit de deux pareilles matrices. Soit donc le produit
E (m; r; n) ' E (n; r'; p)

éjg Le produit est une matrice rectangulaire à m lignes et p colonnes. Les
j. rnents qui sont situés sur la diagonale principale sont nuis sauf si leur

8 est inférieur ou égal à r et à r1. Nous en déduisons que l

(i)

La
(m; r ; n) ‘ (n r' ; p) (m; p ; p) p = Min | r ,

,,a ^ùgle de multiplication (l) peut s'interpréter simplement en examinant
°Pération

(2)
où x

On

E , v X
(m; r; n)

est une matrice (n, l), et Y une matrice (m, l).

élé VOit C*Ue Passa6e de X (qui contient n éléments) à Y (qui contient m^j-rnents) se fait en prenant pour r premiers éléments de Y les r premiers
aj rnents de X, et en complétant à m avec m - r zéros . La formule ( l) estr® évidente.

On peut, à partir de la formule (l), établir les formules

E
(m; r; r) ' E (r; r ; n) E (m; r; n)

(r; r; m) E (m; r; n) E (n; r; r) (r; r; r)
dan s lesquelles il ne faut pas perdre de vue que r ^ m, r < n.

, L'intérêt de la matrice unité tronquée est qu'elle représente, à des
tnMgements de variables près , la matrice singulière la plus générale. Uneelation telle que (2) s'écrit en effet •

2 •
••• = ym=0
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On voit que Y ne dépend que de x, , x2 , xp, et que ym , . . . , ym sont
nuis . Il en résulte que si on veut calculer X à partir de Y supposé donné,
ce sera en général impossible, puisque xr+1,
Si n = r, nous avons évidemment

x„ restent indéterminés

X E , \ Y
(n; n; m;

ce qui correspond à l'égalité :

E / \ E / \ = E / \

(n; n; m) (m; n; n; (n; n; n)
Donc E , , admet l'inverse gauche E ,

(m; n; n; (n, n, m,)

De même E , \ admet l'inverse droite E , x.
(m; m; n) (n; m; m;

Ces inverses ne sont pas forcément uniques.
Il est bon, pour étudier complètement la nature des matrices E r. n)
de former les produits de E
B = B / \. On trouve(P, m)

, s avec des matrices A = A , \ et
(m; r; n) (n, p;

1

E
(m; r; n) A (n, p) = 1

0

n ip

0 a„. . . . . . a„„
_ [_ ni nPj

a„ a,2 .... a'P
a2, a22 .... a2p
an ar2 .... arp
0 0 .... 0

0 0 0

(m lignes)

B (p , m) E (m , r , n) =

b,2 • • • bim

b22 • * * b2m

bpz • •* bpm
î; r; n) ne f

b b .. b 0 . . 0
il 12 ir

b b,, . . b, 0 . . 021 22 2T

b b . . b 0 . . 0
pi p2 pr

= m, et que sont alors inverses droite toutes les matrices de la forme

E (r, r, r)

a (n -r, r)
A (n, r)

c'est-à-dire les matrices obtenues en ajoutant au dessous de la matrice
E (r, r, r) (matrice unité d'ordre r) n-r lignes comprenant r élément3
arbitraires .
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5- UNE PROPRIÉTÉ DES MATRICES RECTANGULAIRES

Soit A une matrice rectangulaire "large", c'est à dire possédant plus
colonnes que de lignes

A = A , ,

j. (m. n)u existe alors des matrices à une colonne

m < n

X X
(n, 1)

telles que AX soit nulle, sans que X le soit. Pour montrer ceci, commen-
Çons par examiner le cas d'une matrice E (m, r, n).

Si X aies éléments x, , x2, . . . , xn, la matrice E (m, r, n) X aies
composantes x, , x2-, xr, 0, 0, . . ., 0. Il suffit donc de prendre pour X la
Patrice dont -les r premiers éléments sont 0, les n-r autres 1, que nous
Notons

Pour obtenir l'égalité

X

E , , X(m, r, n)
Soit maintenant A. Nous pouvons mettre cette matrice sous la forme

A = B E , , C(m, r, n)
B B

(m, m)’ (n, n)
C étant non singulières . Pour obtenir AX = 0, il suffit de choisir pour

* matrice

X

quelle n'est pas nulle, puisque si elle était nulle on obtiendrait en multi-PUant par C à gauche

^ vérifie bien que

A X = B E , , C X = B E , n

(m, r, n) (m, r , n)
= B . 0 = 0

La proposition :

fg L'équation AX = 0 admet toujours, si m K. n, des solutions en X dif-erentes de zéro",
autre que la proposition bien connue :

8- 'Un système de m équations homogènes à n inconnues admet toujours111 ^ n, des solutions différentes de zéro".
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On peut, à l'aide des résultats ci-dessus, traiter des problèmes tels
que le suivant.
Problème I

Montrer qu'il est impossible de mettre une matrice unité E n> n)
sous la forme

E = BC B = B C = C (p < n)
Tl, P P » Tl

c'est-à-dire sous la forme d'un produit de deux matrices rectangulaire
dont la première est "haute" (davantage de lignes que de colonnes) et la
seconde "large".

Il suffit pour montrer cela de faire intervenir une matrice X telle que
X C X

Nous savons que de telles matrices existent. De l'égalité

EX = B C X

on déduit alors

X = 0

ce qui est contradictoire .

6.- RANG D’UNE MATRICE

Nous sommes maintenant en mesure de définir le rang d'une matrice-
Ce sera , pour une matrice A ^ le plus petit entier r tel que l'011
puisse mettre A sous la forme

A = BC B = B C = C
m, r r , n

La première chose à faire est de vérifier que le rang de E r> n)
est r. Soit r ce rang. Nous voyons tout d'abord que

E / \ = E / \ E / \

(m, r, n) (m, r, r) (r, r, n)
ce qui montre que r -4 r . Supposons maintenant que l'on ait mis E r> n)
sous la forme

(m, r , n)
B/ — \ C/— \

(m, r) (r, n)
Nous aurons alors

E
(r, r, m) E (m, r, n) E (n, r, r) " E(r, r, r) E (r, r,

(m, r) J [C (r, n) E (n, r, r) J “ K (r, r) ' H (r, r)
D'après les résultats trouvés à propos du problèmel, nous voyons que r ^
Donc r = r.

Pour déterminer le rang d'une matrice quelconque A, il suffit de pr°c
der à sa réduction par les opérations élémentaires.

é-



PRINCIPES D'ANALYSE MATRICIELLE 159

Par de telles opérations, on peut en effet mettre A (m, n) sous la
forme

(3) A = B E (m; r; n) C

B et C étant non singulières. Le nombre r qui figure dans (3) est le rang
de A. D'une part en effet, la formule (3) peut s'écrire :

(4)

où

A = B (m, m) E (m; r; r) E (r; r; n) C (n; n)
nous voyons apparaitre une décomposition de A montrant que le rang

ae A est au plus égal à r.

D'autre part, si l'on a mis A sous la forme

A = B, (m; r) C, (r, n) ? 4 r
°n en déduit

E (m, r, n) = (B B, ) (C, C )
d'où r = r

rang est donc bien jr.

H résulte de la définition même du rang que le rang d'un produit est au
Plus égal au rang de celui des facteurs qui a le plus petit rang. En effet,toute décomposition d'un facteur en un produit de deux matrices conduit à
une décomposition du produit tout entier en un produit de deux matrices.

7" RELATION ENTRE LE RANG ET L’EXISTENCE DES INVERSES

Toute matrice A admettant un rang bien déterminé, nous appellerons
rice (m; r; n) une matrice à m lignes, n colonnes, de rang r.

et h ^ne matrice (m; r; n) admet une inverse droite unique ou non si r = m
Ver anS ce cas seulement. Soit en effet A une telle matrice, et A 1 son in-
vr Se droite (ou une de ses inverses droite). A-' est une matrice (n, r, m) .

Us avons alors

(5) E (m; m ; m) A (m; r; n) A"1 (n; r; m)

rang de E est m. Donc le rang de A et de A”' doit être au moins mÇ°mme il ne peut dépasser m, nous avons r = r' = m. Seules les matricesA(m;m;n) (n > m) peuvent donc admettre une inverse droite. Recherchons
telle inverse, et mettons A sous la forme

A (m; m; n) B (m, m) E (m; m; n) C (n; n)
o et r a

aVon etant non singulières. Cette transformation peut toujours se faire,
inve 8 nous vu* à l'aide de transformations élémentaires. Cherchons unese droite de E (m; m; n). Ce sera une matrice (n; m; m); soit

|C - J cette matrice. Comme
E (m; m; n) = 5Ü

(m, n)
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le produit de E (m;m;n) par la matrice cherchée aura pour terme général

S ^ih e hj e ijh = 1 J J

i 4. i 4 m

H j 4 m

Nous aurons ainsi

e U «ü 14 i 4 m, 1 4 j 4 m

p arbitraire pour m + 1 4 i 4 nK 'J

Il existe donc une infinité d'inverses droite de E (m, m, n), dépendant
de m (n-m) paramètres arbitraires. Soit £ une quelconque de ces inverses
droite. La matrice

C'1 £ B-’

sera alors une inverse droite de A.

On montrerait de même que la condition nécessaire et suffisante pont
que A admette des inverses gauche est que r = n. Dans ce cas, A adme
une infinité d1 inverses gauche , dépendant de n (n - m) paramètres arbitrait6*'

13En ce qui concerne les matrices carrées, nous constatons alors que
condition nécessaire et suffisante pour qu'une matrice carrée (n, n) admette
une inverse est que r = n. L'inverse est alors à la fois droite et gauche«
elle est unique .

8.- DISCUSSION D’UN SYSTÈME D’ÉQUATIONS LINÉAIRES

Soit A (m; r; n) une matrice. Nous pouvons lui associer le système
d'équations linéaires

(6) A X = Y

aux inconnues x( , xz, . . ., xn; y, » y2 . . . . , ym sont les secondsdes équations (6). Sous forme explicite, nous obtenons :

(6') a1, x, + ai2 X2 + ... + am xn =

y,

a21 x, + a22 X2 + ... + a2n xn =

y2

am. x. + a x„ + . . . + a X
_

vrrn 1 m2 2 mn n ym

membres

Décomposons A, par des opérations élémentaires, sous la forme
A \ = B E (m; r; n) C

et posons

X = C X Ÿ = B'1 Y

Le système (6) prend la forme

(7) E (m; r; n) X = Ÿ
qui est équivalente à (6), puisque la correspondance entre X et X et entre
Y et Y, est biunivoque . Le système (7):n'est:autre que:

(7‘ ) X, = Ÿ, = Ÿ2 • • • xr = ÿr
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[7 ) Yr+i YT+2 • • • ~ Ym ®
(7’") *rti*5r+2> •• ^arbitraires.

Le système (6) n'admet donc de solution que si Y satisfait à m-r con-
1tions;ces conditions étant satisfaites, lasolution X contient n-r paramè-

tres arbitraires .

9- matrices de permutations

On appelle matrice de permutations une matrice produit de matrices
inventaires du type X (l). Si on multiplie à droite une matrice A par une

Patrice de permutation, on opère une permutation des colonnes : si on la
Multiplie à gauche, on opère une permutation de lignes. Les matrices de
Pe «nutation sont non singulières. Elles sont carrées. Dans chaque ligne
1gure un élément, et un seul, égal à 1, les autres éléments étant nuis; il

®n est de même pour les colonnes .

Soit une matrice quelconque A. Nous pouvons par des permutations
P°rtant sur les lignes et les colonnes, et par des additions portant unique-
j—SSLsur les lignes, annuler tous les éléments se trouvant au-dessous dea Première diagonale, et faire en sorte que les r premiers éléments delà
Première diagonale soient non nuis, tandis que les éléments des lignes de

ng plus grands que r sont tous nuis .

Nous mettons ainsi A sous la forme

(8) A = B Â P

°U P est une matrice de permutation, B une matrice non singulière, et A
rrratrice telle que

Â = M *ü = 0 pour i 4 j

a 0, a„ . ...
= P et a- = 0

SS ~ * S+1,S+t SJ
(j = 1. 2, .... n)

La matrice A peut évidemment se mettre sous la forme

A = E (m; r; n) C

jusque par des opérations sur les colonnes on peut y annuler tous les élé-nts situés en dehors de la diagonale principale, r est donc le rang de laa rice primitive A.

1°- SYSTÈMES HOMOGÈNES

hom d®cornposition (8) permet de discuter commodément un système°gène . Soit en effet le système :

(9) A X = 0
qm ^est équivalent au système
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qui s'écrit

(11) a„ X, + a<2 X2 + + a x„ + a. X„ . + . . . + a.„ir r r+1 in

+ âon x„ + â, X + ... + a2r r 2,r+i rti 2n

arr xr + ar,m Xr+1 + • • • + ar, n

Les m-r dernières équations sont omises, les coefficients âj: corres-
pondants étant tous nuis . J

Dans les équations ( 11), tous les Sjj sont différents de zéro. Il en résulte
que Xm , X , . .., Xn peuvent être pris arbitrairement, et que Xt , X , .. • >
sont alors déterminés d'une manière unique. Si nous remarquons que X °e
diffère de X par la numérotation des inconnues, nous concluons :

Dans le système homogène (8), ou A est une matrice (m; r; n); il existe
n-r inconnues que l'on peut se donner arbitrairement. Les r autres s'e°
déduisent d'une manière univoque.

Revenons maintenant au système (6). Ce système n'a de solutions <ïue
si les équations (7") sont satisfaites; or ces équations (7") constituent en
système, homogène, de m-r équations à m inconnues. Ce système a une
matrice de rang m-r, qui n'est autre que

B“' (m; m; m) - E (m; r; m) J = P-1 Q, E (m; m-r; m) Qg
où Q, et Q2 sont des matrices de permutation.

Il existe donc, parmi les y,, r nombres yj qui peuvent être pris arbi'
trairement, les m-r autres s'en déduisant d'une manière univoque.

Nous voyons ainsi que nous pouvons, par une permutation convenab e
desxjet des xj faire en sorte que les r premiers y: et les n-r derniers *1
soient arbitraires .

Supposons cette permutation faite, et considérons les équations (6) 0
nous supposons que les Xj sont des variables indépendantes . Quels que soig—-
les Xj , les ym , yn2 , . . ., ym s'exprimeront linéairement en fonction de yi ’
y2, . . ., yr. Il en résulte que les m-r dernières lignes de A s'expriment
fonction des r premières .

Si donc une matrice A est de rang r, il existe r lignes en fonction des
quelles on peut exprimer toutes les autres par combinaison linéaire.

Nous verrons plus tard que le rang d'une matrice n'est pas affecté Pa^
l'interversion du rôle des lignes et des colonnes. Il en résulte que la PrC.
position ci-dessus a son équivalente (avec la même valeur de r) en ce <1
concerne les colonnes.



CHAPITRE IV

ALGÈBRE DES MATRICES CARRÉES

p'" L'algèbre matricielle est surtout attachée aux matrices carrées , parceque seules de pareilles matrices peuvent être élevées à des puissances, et
Mettent donc de généraliser la notion de polynôme .

sions
Nous aurons principalement dans ce qui suit à nous occuper d'expres-

ayant l'une des formes suivantes :

ci 0 Des polynômes à variable numérique et à coefficients matriciels,
st-à-dire des expressions telles que

(1) A0X. A,Xm” + Am - f (X.)

Am des matrices carrées de même°fdreeSt Un nombre » Ao> Ai • Aj>
c, 2) Des polynômes à coefficients numériques et à variable matricielle,

8t-à-dire des expressions de la forme

(2) ao A a, A E = g (A)
oîi

lo* a, am sont des nombres, et A une matrice.
de

On sait qu'en général le produit de deux matrices dépend de l'ordre
<je ^acteurs. Ceci est une gêne considérable dans des calculs portant sur
,j0 exPressions telles que (l) ou (2). Dans ce chapitre, nous supposerons
rt.l2c ’ 8auf mention contraire, que nous avons affaire à des matrices per-
~~~'Tâbles, c'est-à-dire telles queque

A B B A

gg Les calculs que l'on peut faire sur de pareilles matrices sont assez
raux, d'après les propositions suivantes :

Ë£ant donnée une matrice A, les matrices Am et An sont permutables.

AA
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Si A et B sont permutables, et si f (A), g (B) sont deux polvnomes_gg
A et B à coefficients numériques, f (A) et g (Bl~sont permatabies. La de-
monstration résulte du fait que le produit f (A) g (B) ne fait intervenir que
des monomes de la forme

qui peuvent s'écrire

A ... A.B ... B

et dans lesquels, par permutation répétée de deux facteurs consécutifs. °n
peut, sans changer le produit, placer les facteur s dans un ordre quelconque-

Si A et B sont permutables, et si B admet une inverse B'1 . A et_B^
sont permutables . Partons en effet de l'égalité

AB = B A

Multiplions à droite et à gauche par B'1 , nous obtenons

B"1 A = A B-'

D'une manière tout à fait générale, on peut considérer des polynomeSà plusieurs variables matricielles f (A, B, C) et même des expressions

f (A, B, C)
(3)

g (A, B, C)

représentant le produitde lamatrice f (A, B, C) par l'inver se de la matr^g (A, B, C). Si A, B, C sont permutables, toutes les expressions de
forme (3) sont définies sans ambiguité (si g"' existe), c'est-à-dire peuvent
s'écrire indifféremment f g"’ou g"’f. De plus toutes ces expressions de la form®
(3) sont permutables , avec À, B, C et entre elles , et peuvent par conséquen
entrer dans la formation de nouvelles expressions rationnelles.

Nous allons montrer, sur un exemple, la nature des problèmes <luel'on peut ainsi traiter. Considérons la matrice du 2e ordre

Elevons-le au carré; nous obtenons

a b a b a2 + bc b (a + d)
c d c d c (a + d) bc + d2)

Nous voyons apparaitre les éléments b (a + d), qui sont les élérnen^correspondants de A multipliés par a + d. Ceci nous conduit à former
différence

a2 + bc - a (a + d) 0

0 bc + d2 - d (a + d)
A2 - (a + d) A (bc -ad) E
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La matrice A est donc racine de l'équation

(4) A2 - (a + d) A + (ad -bc) E = 0

°btenue en formant le polynôme

f (X ) = X -X (a + d) + ad - bc

Y remplaçant X par A, et en égalant à zéro. On remarque que l'équation
q ' Permet immédiatement de former l'inverse de A, puisque, si ad - bc f

d1 °u il apparait que

a + d A

E
ad - bc ad - bc

E

1

(a + d) E - A
ad - bc

1 a + d 0 a b
= -

ad - bc 0 a + d c d

1
= d -b

ad - bc
-c a

dét dénominateur ad - bc, terme constant de f (X), n'est autre que le
n, ®rrtùnant de la matrice A, et f (X) lui-même n'est autre que le détermi-11 de la matrice

a - X b

c d -X
A - X E

le Nous avons ainsi montré
^terminant de A - X E

pour une matrice d'ordre 2,‘que si on forme

f (X) = f" A - X E 1
et si r L Jon remplace X par A, on obtient une matrice nulle .

J" ’NvERSE D’UNE MATRICE CARRÉE

|^l Rappelons un résultat classique sur les déterminants . Nous appelleronse déterminant formé avec les éléments d'une matrice carrée

A = [aü]
c'eStN°USaPPeller°ns ây le cofacteur de ay dans le développement de |A| ,
que dire le coefficient de a:: dans l'expression du déterminant; on saitCe cofacteur est J
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en appelant A ij le déterminant du tableau obtenu en supprimant, dans le

tableau des éléments de A, la ie

2a. â-
j 'J U

= |A|

Sa- â-
i 'J U

= |A|

?au = 0

?aü S* = 0

La matrice

Â

est la matrice adjointe de A.

V
Considérons la matrice transposée de A, que nous désignerons p^r

c'est à dire la matrice déduite de A par échange des lignes et colonnes-
Elle sera de la forme

(4) Â
On vérifie alors que

a'j (-1)'^ A ji

AA AA A . E

c'est à dire que le produit d'une matrice par son adjointe transposée est une
matrice dont tous les éléments sont nuis, sauf ceux de la diagonale princ1
pale, qui sont égaux à |A| .

Si donc |a| t 0, nous avons l'expression de l'inverse de A (dontnou6
savons que si elle existe elle est unique) :

(5) A'1 = j£| .
Si |A| = 0, A ne peut pas avoir d'inverse. En effet, les règles de mult1
plication des déterminants montrent que

B

d'où

Si |a| =0, cette dernière égalité est impossible. Donc la condit10^
A / 0 est nécessaire et suffisante pour l'existence de l'inverse, ÇU1

toujours, quand elle existe, la forme (5).

3.- INVERSE D’UNE MATRICE A -\E

Considérons une matrice A, d'ordre n, et la famille des matrices A
XE, dépendant du paramètre numérique X . Le déterminant de A - ^ ® e
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Un Polynôme de degré n, que nous notons

f (X) = | A - XE |
La matrice adjointe transposée de A - X E est une matrice dont chacun

es éléments est un polynôme de degré n-1 au plus, puisque chaque élément
leSt ^Lmême le déterminant d'un tableau à n-1 lignes et n-1 colonnes, dansetîoel X figure au premier degré .

Si nous ordonnons en X cette adjointe transposée, nous obtenons un
Polynôme enX à coefficients matriciels

g (X) B,Xn-’ b2X"-z + B„

produit de g (X), matrice adjointe de A - X E, par A - XE est égal à'A) E, puisque f (X) est le déterminant de A - Xe . D'où

(A - X E) [ Bt X""' B2 X ,] f (X) E

1} "
oveloppons le membre de gauche en respectant l'ordre des facteurs,

(je®cauti°n nécessaire puisque nous ne connaissons pas la nature exactes matrices B, et ordonnons en X

(6) -B, X" + (A B, -BZ)X"" + (A B2 B3)Xn-2 + + A B = f (X) E

otte égalitématricielle , d'après la définition de l'égalité de deux matrices,
?uivaut à n2 égalités entre nombres . Considérons l'élément occupant la
ac® (eij ) dans la matrice située à gauche du signe égale; et l'élément oc-
Pant la même place dans la matrice de droite. Ils sont égaux; ce sont deux
bornes en X ; l'égalité a lieu quel que soit X ; donc les coefficients des

j^l1®sailces semblables de X sont égaux. Cette égalité des puissances sem-
a 'esde X avant lieu dans chaque élément, il en résulte évidemment qu'il

leu si on considère les coefficients de X dans (6). Explicitons f (X) :

f(X) = (-1)"
N.°Us obtenons

[>■ 'f1. Xir
. <-»>.]

N.

xsiîtst B",

A B,

B«, B~

B,

B,

= (-D

A B, - B2 = (-1) Jt, E
/ xn'1

'3 = (-D h
_

. _ ... sont des polynômes en A, de degrés res -

Co “ > i, c., ... et que par conséquent le polynôme matriciel g (X) ne
qoe des coefficients permutables entre eux et avec A. Nous sommes

fact le cas favorable où nous n'avons pas à nous préoccuper de l'ordre des

n0u °nsidérons maintenant le polynôme f (X); si nous y remplaçons par A,
c°nst ten°ns la matrice f (A). E (le facteur E intervenant pour que le terme
s'gc fn*: f (X), s'il y en a un, prenne forme matricielle), f (X) E peutlre sous la forme (6). Nous en déduisons que ;

f (A) . E = -B, A" + (A B, - E^) a"'’ + ... + AB,
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et par conséquent, puisque nous pouvons intervertir l'ordre des facteur!’
nous avons f (A) = 0. *

Le polynôme f (X) s'appelle polynôme caractéristique de A. Nous
avons donc montré que si

f (X) = | A - XE j
on a

f (A) = 0

et que la matrice inverse de A - X E est de la forme

+ B2Xn'2 + ... + B„
(7) (A-XE )■' =

fW
où B,, B,, . . ., Bn sont des matrices pouvant s'exprimer par des poly*
nomes en A, et qui sont donc permutables avec A et entre elles.

Si f (0) ^ 0, c'est-à-dire si |A| / 0, A admet une inverse, qui slob~
g

tient en faisant simplement X = 0 dans (7), d'où A’1 = ^ ^ .

Nous voyons par conséquent que des opérations rationnelles sur ufiê
matrice nous conduisent à des matrices permutables, et que par conse'
quent nous pouvons dans beaucoup de cas opérer comme en algèbre ordi'
naire . Proposons nous par exemple le problème suivant, cù nous prenons
délibérément les notations de l'algèbre ordinaire .

4.- PROBLÈME II

A étant une matrice, et X un nombre, est-il correct d'écrire

L_ JL = X ,
A -X ‘ A A (A -X) ’

Nous n'insistons pas sur le fait que — est écrit au lieu de A* , A - ^ aü
lieu de A - X E.

La formule est correcte .

Posons en effet

A - X = B''
A = C-'

A (A - X E) = D''
La formule signifie que

B - C = \D

ou encore que

BD-' - C D'’ = XE
* Il est d'usage d'omettre le facteur E dans f (A). E, aucune confusion n'etan

possible .
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Or,

BD"' = B A (A - X E)
B aPrès la définition de B, nous avons

B A = E + XB

d1 ou

B D ' = (E+XB) (A-Xe) = A - XE + XB A - X2B = A
De même

CD"' = C A (A - XE) = A - XE
Ba formule est bien correcte.

Nous pouvons, dans le même esprit, tirer de (7) les valeurs de B,,
:

s" problème mi

Exprimer B, , B2 , ... Bn en fonction de A ' (en utilisant la formule (7).
Ea formule (7) peut s'écrire

B, X" ' + B2X"'2 + ...+B„
f (X)
A -X

En faisant X = 0, nous obtenons

d'oii

f (0)
A

f (X) f (0)
A -X " A

_ , n-2 , n-3 1
B, X + B2X + . . . + Bn_, - ^

lson.s X = 0 dans cette expression. Nous avons à chercher la limite de

Af ( X ) - f (0) (A - X )

Quelle est

XA(A-X)

f (0) + Af' (0)

d' oîi

f (0) + Af' (0)

5
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Continuons ce processus

_ . n-3 _ _ n-4
B, A + B2 X + . . . Bn.z

1

X 2

f ( X ) f (0)

A -X

f (0) + Af (°)
XA

Nous sommes conduits, en faisant X = 0, à
1

B„ f (0) + Af' (0) + f” (0)
1 . 2

et par conséquent

n-p

1
f (0) + Af' (0) + f” (0) + ... +— f(p) (0)

1.2 pi
— | 1g #

Tous les B sont ainsi des polynômes en A , de forme relativement simP1
B. est alors de la forme

A2 A
f (0) + A f' (0) + f” (0) + ... + f<n ,)(0)

1.2 n - 1 !
B) =An

On peut remarquer alors que

f ( x ) = f (o) + Xf (o) + f" (o) + ... +— f(n) (o)
1.2 n !

et que par conséquent, puisque f (A) = 0

B, = ~ f'"’ (°) = (-1)"'1 E
A n !

conformément à ce qui a déjà été vu.

6.- RELATION ENTRE LE DEGRÉ DU POLYNOME CARACTÉRISTIQUE
ET LE RANG D’UNE MATRICE CARRÉE

Une matrice carrée de rang r peut se mettre sous la forme
-1 -1 -1 -1

A = B E , ,C =BeC
(n; r; n)

où e est une matrice unité tronquée, B et C deux matrices non singulièreS’
et admettant par conséquent des inverses. Considérons maintenant le po^Ÿ
nome caractéristique de A :

f ( X ) = | A -XE |
Nous pouvons l'écrire

f ( X ) = | B'' eC ’ - XE |
ou encore

f ( X ) = I B'' (e - X BC) C''
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d’oïi n°us tirons

e - X. BC c . f (X. )

fie
Nou s savons que | B | et |cj sont deux quantités non nulle s . Lescoef-6nts nuis de f ( X ) sont donc ceux de

M «tant
f, (X ) e - X M

une matrice non singulière. Posant JX= — , nous voyons que
f, ( X ) = x" I U, e - M I

car e déterminant |m — [X e| est un déterminant analogue à un polynôme
Par Cteristique, avec la différence que la matrice unité E y est remplacéeUne matrice unité tronquée .

6n f Polynôme est manifestement de degré r. Donc f (X ) contientXActeur. Donc :

Les rnatrices carrées de rang r sont caractérisées par le fait que lePolynom o caractéristique a n-r racines nulles .

°lAGONALISATION D’UNE MATRICE CARRÉ QUAND f (X) a n
Racines distinctes

d Supposons que le polynôme caractéristique f ( X ) de A ait n racinesstinctes X,,.,X . Pour chacune de ces racines, nous avons :

.| A - XjE | = 0
Xe système d'équations linéaires

(A - VE) X = 0

donc au moins une solution non nulle . Soit X: une de ces solutions .
^0u8 Iavons par conséquent

AX Xi Xi (i = 1, 2 , . . . , n)
Xe vecteur X( est un vecteur colonne. En juxtaposant ces colonnes,

s obtenons une matrice

B =

'lüi
[X'’ X* X»]

r . est non singulière . Si en effet elle était singulière son déterminant se-
nul, et il existerait entre les colonnes une relation linéaire de la forme

k, X, + k2 x2 + . . . + k„ xn
°ü f'on déduirait par multiplication par A.

k, X, X, + k2 X2 X2 + ... + kn Xn X, 0
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et par nouvelle multiplication

k, X2, X, + k2 X22 x2 + ... + k„ X„ xn = o
et ainsi de suite. En éliminant les coordonnées de X, , X2, .... X„ entr
ces équations, on obtiendrait

Il 1 ... l|

x;-
0

ce qui est impossible, puisque ce déterminant, qui est de Vandermonde >
ne peut s'annuler pour des X.j distincts. La matrice B admet donc une f13
trice inverse B" , qui peut s'écrire sous la forme

B'' = ju,,U2 U„)
c'est à dire d'une juxtaposition de n vecteurs ligne, tels que

U: X:

Si nous formons le produit

B"' AB

nous voyons alors qu'il prend la forme

D N «ij
d'une matrice dans laquelle tous les éléments sont nuis sauf ceux de
diagonale principale qui sont les Xj . A peut donc se mettre sous la f°rtr'

A = B D B'

D étant une matrice diagonale . L'opération qui a consisté à chercher B
manière à mettre A sous la forme ci-dessus s'appelle diagonalisation de ‘Cette opération est particulièrement simple quand f (X ) a des racine
distinctes.

Lorsque f ( X ) a des racines multiples, la situation est plus cornp11
quée, comme lennontre le problème:

8.- PROBLÈME IV

Mettre sous forme diagonale la matrice

b

d

en supposant que f ( X ) a une racine double .

f ( X ) a ici la forme

X? - (a + d) X + ad - bc .
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y a une racine double

(a + d) - 4 ad + 4 bc

®8t~à-dire si

(a - d/ + 4 bc = 0
Soit \ i

o la racine double . Nous avons alors

a + d = 2 A-0

ad - bc = k0

Supp080ns a / d, auquel cas b et c sont tous deux différents de zéro.N°us Pouvons poser

\ + k

Ni

= [t
°Us avons alors

\E +k

\ -k
- k

P*

. - 1

j Soit B une matrice quelconque non singulière, que nous supposerons
^ déterminant égal à 1, ce qui ne reu® aurons ainsi

B =

01 P" B ’ =

8 ‘P"
_ Y 8 _-Y a

-o

streint évidemment pas lagénéralité .

Oc 5 -|3 T = 1

= \E+K
oc p _1 P-"

1

1

09 TD
1

1

«Oy-
1

-1
L H _-r <* J

\E ♦

a8 -Pt -(“ru < ‘m P(«-£)‘
Y (T“ ) M). ocâ-pr

t* réduction à la forme diagonale est impossible, puisqu'il faudrait avoirâ la fois

p = [x oc (5 = p-T
Ce *lui est incompatible avec oc<? - ^Y _ ^ j5_°» ne peut annuler qu'un élément dans la matrice réduite, soit le te 1 ^Posons par conséquent :

= n8
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Nous avons alors

B A B''

x„ 1

P2

Si |X ) 0, nous pouvons prendre f =

B A B '

, ce qui

K
conduit à la forme réduite
il

0 X
0

Si a = d, un des éléments b ou c est nul. la réduction est encore impossible’
sauf si b = c = 0, auquel cas elle est déjà faite.

9.- RÉDUCTION D’UNE MATRICE SYMÉTRIQUE
Une matrice symétrique est une matrice telle que

aij aj'
. BPour étudier commodément de telles matrices, on utilise l'opérati

de transposition, qui associe à toute matrice

a = [*g]
la matrice

A' ' [*'ü]
avec

a'ij = ajiJ J
qhLa transposition est simplement l'échange des lignes et des colonnes.

vérifie que

(A')"’ = (A’)'
et que

(AB)' = B' A', (ABC)' = C'B' A', ...

Il faut prendre garde que A', quoique étroitement liée à A, n'est en géner
pas commutable avec A, c'est à dire que AA' £ A'A .

Pour en revenir aux matrices symétrique, elles satisfont à lacond1
tion (nécessaire et suffisante) :

A = A'

Soit donc A une matrice symétrique, dont nous supposons d'abord <lu
le polynôme caractéristique f (X) a toutes ses racines distinctes .

Soit X un vecteur propre associé à la racine X0

A X = X0 X

Nous pouvons supposer que la somme des carrés des éléments de A
égale à 1 ce qui s'exprime par

X'X 1
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^ Si X est réel, cela revient à multiplier tous les éléments par un
erne nombre, ce qui ne change rien à la propriété d'être un vecteur
°pre, non nul associé à X„. Nous allons voir que l'on peut supposer X
eL. Si en effet X„ ou X étaient complexes (A étant réelle), nous aurions

Gri même temps

AX = X. X

AX* = X„* X*

^astérisque désignant la substitution du nombre complexe conjugué à toutornbre complexe figurant dans l'expression.

Nous déduisons des égalités ci-dessus

X'* A X = X„ X* X

X' A X* = X„* X' X*

Les expressions figurant au premier membre sont transposées l'une de
autre; ce sont des matrices (1, l). Elles sont donc égales. De même

X'* X = X' X*

sont égales, comme transposées, puisque ce sont des matrices (1, 1),
est-à-dire des nombres . Il en résulte que X0 = X* 0 toutes les racines

sont réelles . Comme X est une solution du système homogène.

(A - X» E) X = 0

a.Coefficients réels, nous pouvons supposer que X est réel. Nous pouvons
ain®i, à la matrice symétrique A, associer n racines réelles X,, X?, . . . ,

nique nous supposerons distinctes) de f (X.) = 0, et n vecteurs propres
Xj satisfaisant à

AXj = Xj Xj XLXj = 1

^°us allons évaluer X' Xj . Nous avons

AXj XXj

AXj = Xjxj
d'oè

x; a x, - x; a x.J J ^Xj X, - y! XJ
^°Us voyons, par transposition (A étant symétrique), que

Xj A Xj = x; A Xj (égalités entre nombres)
X! Xj = Xj X-,

^ °U il résulte, puisque Xj / Xj , que

X| Xj = 0 si i / j
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Nous avons donc d'une manière générale

Si donc nous posons

B

x! xj ■ *!)

x„. x21, .... x„
la matrice inverse de B n'est autre que sa transposée :

b- = jx;. xj. ... x'} = b"
Une matrice symétrique A peut donc être mise sous forme diagonale à l'aided'une matrice B qui est identique à son inverse transposée.

B'' A B
Xl 0

0 X.
n

(BB' = E)

Nous avons vérifié cette propriété lorsque tous les X.j sont distincts. EUe
reste vraie même s'ils ne sont pas distincts, comme nous le verrons pluS
bas .

Les matrices B satisfaisant à BB' = E jouent un rôle particulièrement
important dans les applications du calcul matriciel. On les appelle matri££j
orthogonales .

10.- GÉNÉRALISATION DES NOTATIONS MATRICIELLES

Pour traiter des questions théoriques un peu compliquées, comme
celles qui sont relatives à la diagonalisation d'une matrice quand le polyn0'
me caractéristique admet des racines multiples, on peut être amené à con-
sidérer des matrices dont les éléments sont eux-mêmes des matrices , telle
que des matrices de la forme

A ’ M
ay étant lui-même une matrice. Cette matrice ay pourra être une matricede nombres, ou une matrice de matrices. Examinons le cas où ay est nnematrice de nombres. Considérons une autre mafrice B, de même nature
que A

B = M
Le produit de A par B aura pour élément général la matrice

C‘j = b a'h bhj
ce qui exige que :1)- ay, soit multipliable par b^ ;2)- que toutes les matrices a^ b^j aient mêmes dimensions

Appelons
m (i, j), n (i, j)
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les dimensions (nombres de lignes et colonnes) de , et
m1 (i, j), n1 (i, j)

les dimensions de by . Nous devrons avoir
1) - n (i, h) = m1 (h; j)
2) - m (i, h) indépendant de h

n1 (h, j) indépendant de h.
Pour que la notation généralisée soit utilisable, nous voyons donc que
sommes amenés à astreindre les a.; à avoir des dimensions de la

forme J

m (i, j) = m (i)
n (i, j) = n (j)

Ce qui revient à dire que les éléments a,j sont obtenus en découpant dansUtle matrice A écrite in extenso les rectangles

m,

Ûans ces conditions, étant donnée une matrice A formée de nombres

®1 on pose

°n Pourra écrire

si on pose

0n Pourra écrire

et

b] (m, n)

X2S

A = [ X, X2 . . . X„

ut = [ atz • • • atn J

A =

U,

U„

( U, U2 ... Um)
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On remarquera que dans ces conditions , si on considère deux matrices
mises sous la forme

A = | U, U2 ... U„}
B = [ Y, Y, ... Y, ]

le produit AB se met sous la forme

AB

U,

U2
Y, Y, U| Yj"

|_U"_
En particulier, l'inverse de A (mise sous la forme d'une superposition de
vecteurs lignes Uj ) est une matrice B (mise sous la forme de juxtapositi°n
de vecteurs colonnes Y,) tels que

Ui Yj *U (indice de Kronecker)

11.- MULTIPLICATION ET DIVISION DES POLYNOMES DE MATRICES

Toute formule relative à des polynômes à variable scalaire qui serédui-
à une identité algébrique reste vraie pour des polynômes de matrices.

En effet, les règles de calcul sont les mêmes dans les deux cas, sauf
les exceptions suivantes, qu'il faut toujours avoir présentes à l'esprit :

Le produit n'est pas commutatif
Un produit peut être nul sans qu'aucun de ses facteurs le soit.
La non commutativité du produit, dans le cas d'une seule varia®1

matricielle, ne nous gênera pas, pour la raison évidente que le produi
de deux monomes est indépendant de l'ordre des termes :

(4) aAP . bA*1 = ba1* . aAP = ab Aptl*
Le produit de deux polynômes f (A) et g(A) se fera d'après les règle®

usuelles . De même , nous pourrons diviser deux polynômes suivant Ie
puissances ascendantes ou descendantes puisque les identités

(5) f (K) = g (X) q (X) + r (X)

f (X) = g (X) q (X) + X" r (X)
restent des identités si l'on substitue à X une matrice carrée quelconque
A. De même la formule de Taylor :

. m N
f (X + h) = f (h) + X f' (h) + ... +£■, f (m) (h) +...+■£, f (N) (h) relative
à un polynôme, qui est une identité en X et h, , reste une identité lorsqu'011
remplace soit h, soit X par une matrice A. Nous obtenons ainsi :

.m
f (A + h) = Ef (h) + A f' (h) +

(6)'
N!

N

f (X E + A) = f (A)
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(N)
Remarquons que dans la deuxième formule, f' ' (A) est un polynôme de

degré 0 en A, c'est-à-dire un scalaire multiplié par E .

Si dans les formules (6) nous faisons h = A, nous obtenons l'identité :

f (A) + X f' (A) + . . . +^, f(m) (A) + . .. (A)
(9)

= E f (X) + A f' (X) + + ^f(m) (X)+ ... +A-f(N)(X) = f(A+XE)

12.POLYNOME TYPIQUE D’UN VECTEUR DANS UNE MATRICE

Soit A une matrice, et X un vecteur. Considérons la suite de vecteurs

X, A X A" X

Dans cette suite figurent n+1 vecteurs qui ne peuvent donc être indé-
Pendants . Il existe entre eux une combinaison linéaire

a0 X + a, AX + . . . + an A X = 0
Ce qui peut s'écrire

(1) g (A) X = 0

8 (A) étant le résultat de la substitution de A à X dans le polynôme g ÇK).
parmi tous les polynômes g, (X) satisfaisant à (l), considérons celui, soit
§1 (X.), qui est de plus bas degré. Pour l'uniformité, nous supposerons e^gal
âüin le coefficient du terme en plus haut degré enX . Ce polynôme g, (X.)
Sera appelé polynôme typique du vecteur X dans la matrice A. Ce polynôme
est unique. Si en effet g, (X.), g2 (X) satisfaisaient à (1), gi J[M - ëz (M Ysatisferait aussi, de sorte que g, (X) et g2 (X) ne pourraient être tous deuxde degré minimum .

Tout polynôme f (X) tel que

f (A) X = 0

est un multiple du polynôme typique de X dans A. Il suffit pour le voir de
Procéder à la divi sion

d'où

f (M g (X) q (X.) + r (X)

r (A) X = 0

8 (X.) ne peut être de degré minimum que si r (X) = 0

13>- POLYNOME TYPIQUE D’UNE MATRICE

Soit une matrice A, n vecteurs indépendants X, , X2, .... Xn, et leursPolynômes typiques respectifs g,, g2, ... gn.
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Comme tout vecteur est de la forme

X = lai Xj
il en résulte que pour tout X :

(2) g, (A) g2 (A) ... gn (A) X = 0
En effet, les facteurs du premier membre de (2) peuvent être écritsdans un ordre quelconque .

Parmi tous les polynômes g (X) tels que

(3) g (A) X = 0

quel que soit X, c'est-à-dire tels que

(4) g (A) = 0

considérons celui de degré minimum- astreignons le à avoir pour la pluShaute puissance de X le coefficient 1. Ce polynôme sera appelé polynorne
typique de A. Par les mêmes raisonnements que dans le paragraphe préce-dent, on montre qu'il est unique, et que tout polynorne satisfaisant à (’/
est un multiple du polynorne typique. On constate de même que puisque»
pour un vecteur quelconque X, le polynorne caractéristique de A satisfaità (3), c'est un multiple du polynorne typique de X dans A. Le polynornecaractéristique défini plus haut est donc un multiple du polynorne typir}11®de A, et de tous les polynômes typiques de vecteurs dans A.

14.- POLYNOME TYPIQUE D’UNE MATRICE NON SINGULIÈRE

Si A est non singulière, g(0) / 0, et réciproquement. Si en effet A est
non singulière, si l'on avait g(0) = 0 on en déduirait que

g (A) A"' = 0

g (X.) : X étant un polynorne f, (X) tel que f, (A) = 0. f(X) ne serait pas dedegré minimum.

Réciproquement, si g(0) / 0, le polynorne.

(5) «,00 - g-(0)e[;,f 1X)
définit une matrice B = g, (A) inverse de A, A est par conséquent non sin-gulière .

15.- RÉDUCTION D’UNE MATRICE

Soit une matrice non singulière A, de polynorne typique

(6) g(x) = (X- K,)* (X-Xj)*2 ... (X- \)“k = g, (X)g2 (X) ... gk (x)
en posant gj (X) = (X - X|) '
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s,f- ^®signons d'une manière générale par S-. l'ensemble des vecteurs X;Sati8faiaant à l'équation '
(7) g. (A) X = (A - Xj E)“' X = 0

f0j es systèmes de vecteurs sont disjoints; en effet si l'on avait à la

g. (A) X = (A - ^ E)** X = 0

gj (A) X = (A - Xj E)^ X = 0
écr^°Urra^t ’ Puisque g| (X), g: (X) sont des polynômes premiers entre eux,lre une identité de la forme :

1

J'0* l’on réduiraitX = o.

= P (X) g, (X) + Q (X) gj (X)
en remplaçant X par A, puis multipliant à droite par X,

^ Par ailleurs si X appartient à Sjet gj (A) sont commutables .

il en est de même de AX, puisque

Soit maintenant un vecteur X quelconque . Il existe deux polynômes“
e‘ Q, tels que :

P, (X) g, (X) + Q, (X) g2 (X) ... gk (X) = 1(1)
à'où

X = P, (A) g, (A) X + Q, (A) g2 (A) ... gk (A) X
et Par conséquent

g, (A) [ X - P, (A) g, (A) xj = 0
sorte que nous pouvons mettre X sous la forme

X = X, + Y2
y

i aPpartenant à S,, Y2 étant de la forme

Y* = g, (A) Z2 (Z2 = P, (A) X)
Nous pouvons continuer ainsi, en considérant une identité

P2 (X) g2 (X) + q2 (X) g3 (X) ... gk (X) = 1
d'où

Y2 = P2 (A) g2 (A) Yj + Q, (A) ... gk (A) Y,
e* Par conséquent

g2 (A) £ Y2 - P2 (A) g2 (A) Y2] =0
Ce qui nous conduit à

Y* = X2 + Y,

(1) Nous utilisons encore le fait que f, (X) d'une part, le produit f, (X) fj (X), . . .fk (K) d'autre part, sont premiers entre eux.
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X2 appartenant à S2 , Y3 étant de la forme

Y3 = g, (A) gz (A) Z3
et ainsi de suite .

En continuant ainsi, on voit que tout vecteur X est de la forme

X = X, + X2 + . . . + xk
X, , X2 , . . . Xk appartenant à S, , S2 , ..., Sk respectivement.

IL ne peut exister aucune relation Linéaire entre des vecteurs X,, X2>
.... X^. Soit en effet, si de pareilles relations existaient,

Xt + . . . + Xh = 0 (t < h)
la plus courte d'entre elles (h minimum). En multipliant par (A), nous endéduirions une relation de la forme

X! + + X!
h-s

0 ‘s > 1

d'où contradiction.

Si X0 est un vecteur propre attaché à une racine ^du polynôme carat-téristique f (X.), nous pourrons mettre ce vecteur sous la forme

x0 = X, +x2+...xk
Nous aurons donc

g (A) X„ = 0
ce qui montre que le polynôme typique de X„ divise g (X.). Or ce polynometypique est X - Xr Donc X- X0divise g (X).

Nous concluons que :

f (X) est un multiple de g (X), mais ne contient pas d'autres facteurs
binômes que g (X). En d'autres termes, g (X) étant de la forme (6)>f (X) est de la forme (au signe près)

f (X) = (x-x,)T' ...(x-xk)Yk
V V ••• +\ - n

YiXxi
Revenons maintenant à la représentation d'un vecteur quelconque :

Si nous appelons p, ,p2, . .., pk les nombres de vecteurs indépendantsfigurant dans S,, S2, ..., Sk respectivement, nous aurons

Pi + Pz + * • • PK = n
et nous pourrons former une matrice P, non singulière

N
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tell,
Co. ^ue ses jî, premières colonnes représentant des vecteurs X,, lesp2

îs suivantes des vecteurs X2 et ainsi de suite.
p-. Les n vecteurs colonnes de P étant indépendants, P admet une inverse

• Si on forme la matrice P"1 AP, on voit qu'elle est de la forme :

t,ns ^quelle S, est une matrice (n.p, ) composée de Pi coiomies . chacunedfs colonnes représentant un vecteur propre associé a . T représenteal°rs une matrice ( (3- n), à B, lignes. La matrice I S, S2 ... »kj est^trice cadrée obtenue en juxtaposant, de gauche Ht droite les matrices®i > la matrice [TT Tk~l inver se de la précédente , s obtient en pP°sant, du haut vers le bas, les matrices Tj . Le produit

jT, T2 T, ...Tk) .A [s, S2 ...sk_

est
{T, T2...Tk} [S, S2...Sk] = [TiSj_

Une matrice unité. Nous avons alors

fi,
Ti SJ

étant l'indice de Kronecker, et ej une matrice unité carrée d'ordre
matrice D peut alors s'écrire

D

D

| T,, T2, .... Tr J [ AS,, AS2 ASk
[ T a5j ]

0r> d'après la définition des Si, ASjest une matrice (n, p, ) dont toutes lec°lonnes appartiennent au système Sj .
p°Ur i / j, nous aurons

T| (ASj) 0

Puis
Colo;

“Cteur du système S: , Jet par conséquent une combinaison linéaire des
ol°nnes H#» §• . J

^ Tue T, Sj = 0 . En effet, Tj Sj = 0 signifie que le produit par_T; d'une
^onne quelconque de Sj est nul. Or chacune des colonnes de ASj est un
ecteur du r *N ~ J - - <•_ *- l-•— i^—^~-— j—

unes de

D prend donc la forme

D

avec
6jj A;

A

Prend alors la for

T| A Sj

0 .

0 A,

. 0

• A,

daits laquelle les A représentent des matrices ( (3j, (3-, ), et les zéros desMatrices de zéros.
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La réduction que nous venons de faire s'appelle première réduction àla forme canonique .

Cette réduction ne modifie pas le polynôme caractéristique . En effet :
f (M = | A - X E | = | P |V A P - X Ej P"’ | = | D - X E

puisque

I PHP I = |E| - »•
On remarque par ailleurs que

f (X) = | D - XE | = | A, - Xe, | | A2- Xe2
d'après une règle bien connue du calcul des déterminants.

Nous avons donc

Ak - Xek

f (X) = f, (X)f2(X) ...fk(X)

f, . fj. . . . , ffc étant les polynômes caractéristiques de A,, A2, ..•> ^krespectivement.

A, , A?, .... Ak sont tels que

g| (Aj ) = 0
En effet :

gj (A,) = g, (T, AS,) = T| g| (A) S, = 0
g| (X) divise donc f| (X).
Comme fj (X) ne peut contenir d'autres facteurs que ceux de gj (X)»n°uSaurons ainsi (au signe près) :

fj (X) = (X-X,)Pi
En résumé :

Une matrice A ayant un polynôme caractéristique de la forme (au signeprès ) :

f(X) = JT(X-Xj)Pi
son polynôme typique est de la forme

g (X) = TT ( X - Xj )*' 06j < f,
Si on considère les familles de vecteurs Sj définies par

(A - Xj E)tti X = 0

il existe dans chacune de ces familles (3j vecteurs indépendants . Ces familleS
sont indépendantes entre elles.
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On peut mettre A sous la f°r

r
A,
0

0

A,
P-'

I 0 U “K J
*.

i

â c'A a.pour polynôme typique (X- K) ' et
es A-, étant des matrices carrées, iPour polynôme caractéristique ( i

. s

forme canonique .
réduction a

a, elles-

les Aj étant des matrices ecmy . rj
P°ur polynôme caractéristique ( \) ■

tinn à u forme canonique.
Cette réduction s'appelle P-||rriffa réduction des matrices Aj elles-

Pour aller plus loin, il faut procéder à la reaumêrr,o=
ne ferons pas ici;.



CHAPITRE V

MATRICES CARRÉES PARTICULIÈRES

1.- TRANSFORMATIONS DE MATRICES

Etant donnée une matrice A, une matrice de la forme :

(l) B = P A Q (P, Q non singulières)
est dite équivalente à A.

Nous rappelons qu'on appelle transposée de A la matrice obtenueen
échangeant dans A les lignes et les colonnes; on représente cette matrice
par A1 , de sorte que :

A • [.„] A ■ [,■„] „■ . .j,
On montre sans peine que la règle de transposition d'un produit est •

(A) Aj .. . A„)' = A- A'n | . .. A-,
d'où l'on déduit que ;

(A-’)' = (AT’
Lorsque dans ( 1) on a P Q = E, la transformation est une similitude

A et B sont dites transformées l'une de l'autre. Nous avons ainsi :

(2) B = P"' A P A PBP"'
La transformée d'un produit est égale au produit des transformées i

P'' A, A;P = (P-' A, P) . (P'1 A2 P)
Si dans ( l) on a P = Q' , on dit que la transformation est congruente ■

Nous avons alors :

(3) B = Q' A Q

de sorte que

A (Q'’)' B Q'1
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£ Une transformation à la fois congruente et de similitude est une trans-
orthogonale .

Quand on a affaire à des éléments complexes, on définit les matrices
A et A+ par :

‘•J nombre conjugué de a^
A+ = (A )'

Une transformation telle que .

B = Q+ A Q

> ...OU •“ “•“
2- matrices particulières

Nous donnons ci-dessous une liste de matrices
reviennent souvent dans les applications .

Symétrie A = A'

de formes particulières

A

Symétrie gauche A

Pseudosymétrique A + A
Réelle

Imaginaire pure

Hermitienne
Hermitienne gauche
Pseudohermitienne
Orthogonale
Unitaire

. - A'
t

= 2 E

A = A*

A + A* = 0

A = A+ (= A'* )
A = - A+
A + A+ = 2 E

* -1

+.-1
A'

A = (A ,

Dans le domaine réel, les matrices hermitiennes et unitaires devien-nent syrnétriques et orthogonales.

3- forme générale d’une matrice unitaire

Etant donné un vecteur complexe :

°n définit X+ comme le transposé et conjugué

x+ =[<x*‘
et le carré de la "longueur" de X comme

lx|* x+ X Ex,



188 M. J. VILLE

Ceci posé, on appelle transformation unitaire (de vecteurs) une trans
formation conservant les longueurs, c'est-à-dire telle que

si Y = A X |Y|Z = X2
ou en utilisant les transpositions

(4) Y+ Y = X+X.
Nous déduisons de (4) que :

X+ A+ A X = X+ X

quel que soit X; c'est-à-dire en explicitant

(5) E a* ahj = Æjj , ou A+ A = E = A A+
ce qui est conforme à une terminologie déjà introduite.

Nous allons montrer que toute matrice unitaire A est de la forme :

(6) A = K+ K~'
et réciproquement.

Soit donc A unitaire, satisfaisant par conséquent à :

(7) AA+ = E

Cherchons à résoudre le système

(8) A = K+ K*'
K + K+ = 2 E

Nous résolvons (8) en tirant K+ de la deuxième équation, et portant dans la
première, ce qui donne

A = (2E - K) K"' = 2 K-' • E

d'où

(9) K = 2 (A + E)'
La solution du système (8), si elle existe, est donc (9). Il reste à

vérifier que (9) satisfait à (8).
Nous supposerons A + E non singulière . K et K+ sont donc non singU'

lières. Le système (8) est alors équivalent à :

(8’)
(K+) ‘'A = K*'

E + A = 2 K*'
tandis que (9) donne :

K-’ = j(A + E)

(K+)"' = ^ ( A+ + E)
(9')
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sati f°usv forme (81) et (91), la vérification que K, déterminé par (91),8 ait à (81), est évidente, tenu compte de (7).

9Ue ^uPPosJns mâliitencint Adéfini par (8). La deuxième équation (8) montreR et K sont permutables, puisque K s'exprime sous la forme :

K+ = 2 E - K

Les inverses de K et K+ sont également permutables entre elles et
clv^c , _ _ -f-^ et K , On voit alors immédiatement que :

A+ A = (K~')+ K K+ K'1 = (K'')+K+KK'' = E

Le raisonnement est en défaut si A + E est une matrice singulière.
La forme

+ -1
K K K" K +

la est une matrice pseudohermitienne complètement arbitraire , est donc
~—générale des matrices unitaires .

c ^ar exemple, la matrice unitaire d'ordre 2 la plus générale s'obtientrr'rne suit :

K'
1 + al'

+ -1
K K

-2a

2a’ 1-aa* 1 + ar

i—
_

Elle dépend d'un paramètre complexe arbitraire a.

L'une façon générale, la matrice unitaire d'ordre n dépend de ^
Paramètres arbitraires (complexes).

, Dans le domaine réel, la théorie s'applique aux matrices orthogonales,0rit la forme générale est :

K' K avec K + K' 2 E (pseudo-symétrique)

doit
A doit satisfaire à AA' = E, parce qu'une transformation orthogonale
conserver les distances. La transformation orthogonale la plus géné-—— * —

wfc> X O -
le entre les vecteurs (x, y, z) et (X.Y.Z) peut donc se définir par :

x = u - rv + qw X = u + rv - qw

y = ru + v - pw Y = - ru + v + pw

z = -qu+pv+w Z = qu-pv+w

611 éliminant u, v, w (p, q, r sont des paramètres arbitraires).



CHAPITRE VI

DES PROBABILITÉS CONDITIONNELLES

Nous indiquerons dans ce chapitre les principes de Calcul des Pr0habilités conditionnelles, de manière que le lecteur puisse s'y repotà propos de la théorie des matrices de corrélation.

1. - PROBABILITÉ CONDITIONNELLE D’UN ÉVÈNEMENT
Toute probabilité peut être considérée comme conditionnelle ensens qu'elle est calculée sous la condition que certaines hypothèses ssatisfaites ; cela a été mis en évidence dans l'écriture :

ce

Pr. . E/H

, Mais il arrive souvent que dans le problème, on pose des hypothèsesgenerales, que nous représenterons par exemple par la lettre H, et quel'on examine ce qui se passe lorsque ces hypothèses se trouvent modifiéeS'Si nous ne considérons que les hypothèses H d'une part, et les différentsévènements susceptibles de se produire E,, E2 .... d'autre part, la seulemodification à H que nous pouvons faire intervenir est de supposer que l'u°des évènements E), Ej s'est produit. Supposons par exemple que Ëise soit produit ; l'information que nous possédons sur E2 par exemple con-siste en H et la connaissance de l'apparition de E, ; nous noterons cetteinformation par :

H et Et, ou plus brièvement HE1t (1)
et nous déduirons de cette nouvelle information, une nouvelle valeur de laprobabilité de E2, que nous noterons :

Pr. | E 2 / H E, j
Cette valeur sera en général différente de la valeur ancienne :

Pr. | E2/'H |
et sera appelée probabilité conditionnelle de E2si E-| s'est produit.

(2)

(3)
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de démontre dans les Traités de Calcul des Probabilités, la formules Probabilités composées :

Pr. | E, E2/H | = Pr. j E,/H j x Pr. | E2/HE, J (4)
u E2 est une abréviation pour "l’évènement E, et E2".

qu- ^-a formule (3) permet de calculer l’une quelconque des probabilitésY figurent connaissant les deux autres.

(31 Pr°bakilité (2) est beaucoup plus voisine de (1) que la probabilité
cju’ °n peut être tenté de conclure que E2 est une cause de E, ; cette con-Sl°n nia pag fondement ; en effet, la probabilité de (2) fait intervenir

Pparition de E,, qui peut être ne décèle que l’existence d’une cause com-
q I?e a E, et E2 ; nous allons d’ailleurs procéder à un calcul qui montre

symétrie on peut introduire entre E, et E2.

(4), Faisons le quotient de (2) par (3), nous obtenons, en tenant compte de
et en échangeant ensuite E,et E2.

e2/he,il Fr. i E,/HE2] Pr. | | E, e,/h| :
Pr. j E,/h] Pr. j e,/h] t "Pr- { E, ji • PM Et}

= A(5)

Ne'ious voyons que l’apparition de E, modifie la probabilité de E2 dans la
propn-rtîr>n que l'apparition de E2 modifie la probabilité de Ei. Il n y*d°nc pas lieu, même si A est grand, de considérer E, comme cause de*** Plutôt que E2 comme cause de E, , à moins naturellement que d'autres

c°nsidérations ne viennent appuyer cette affirmation.
Si A > 1, comme l'apparition d'un des évènements E, ou E2 favorise

aPparition de l'autre, nous dirons qu'il existe entre E, et E2 une corréla-tl0r* positive ; si A <1, l'apparition d'un évènement défavorise 1 appa-rition de l'autre, nous dirons que la corrélation est négative.

Si A =0, les évènements sont indépendants, et la corrélation est dite
^Ulle. Il ne faut pas perdre de vue que la grandeur et le signe de la corre-^•tion peuvent dépendre essentiellement de H.

i'

■ ÉVÈNEMENTS INDÉPENDANTS

Fans le cas d'indépendance de E1 et E2, la formule (4) se réduit à :

Pr. [ E, E2/H | = Pr. | E,/ H J x Pr. | E2/H (6)

On peut envisager l'indépendance de deux points de vue ; d'un point de
e abstrait et formel, où elle s'exprime par la formule (6), ou d'un point
ncret : deux évènements sont indépendants quand il n'existe aucune
Use commune ou aucune liaison matérielle entre eux. Ces deux points de
e coincident quand les probabilités sont suposées déterminées ; ils

" uvent diverger quand ce n'est pas le cas, comme le montre 1' exemple
Vivant.

Soit une pièce de monnaie telle que l'apparition de face, si on jette la
P^ce, ait une probabilité p, qui puisse prendre les valeurs p, et p2avec
es Probabilités respectives u, etu2.
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La probabilité d'obtenir face après un premier jet est :

U), P? + W2 p2 (?)
La probabilité d'obtenir face deux deux jets successifs est :

u, pî + u>2 p| f (w, p, + w2 p2)2
Nous voyons que les deux coups ne peuvent être considérés comme

dépendants. La probabilité d'obtenir face au deuxième coup est en eégale à (7) si l'on ne sait pas le résultat du premier coup, et à :

in-
ffet

ui pî + pi
co, p, + to2 p2

si le premier coup a donné face. Il existe une corrélation entre les éven^ments, bien qu'il n'existe entre eux aucune liaison matérielle, et enc°
^moins de relation de cause à effet. Cette corrélation tient à ce que le

sultat du premier jet nous apporte une information nouvelle avant de p°r
des jugements de causalité.

3. - DISTRIBUTIONS CONDITIONNELLES DE VARIABLES ALÉATOIRES
i ■* JgSConsidérons maintenant des variables aléatoires, c'est-à-dire

grandeurs numériques X,, X2, .... Xn, telles que, quelles que soient ivaleurs X,, X2, .... Xn, l'évènement E qui a lieu si les inégalités :

X, < 1, X2 < X2, .... X„ < Xn (8*
ont lieu a une probabilité bien déterminée :

Pr. [ E J = Pr. J X, < X, J = p (x„ x2 x„) <9)
Cette probabilité est une fonction des variables x2 elle n'est naturel^'

ment définie que dans un champ d'hypothèses H, que nous sous-entendons >
mais n'inscrivons pas dans nos formules pour ne pas surcharger l'écritnre'La fonction P s'appelle fonction de distribution cumulative des variables Xj •
Si cette fonction peut se mettre sous la forme :

P = dÇ„ (10)

la fonction p sera appelée fonction de distribution différentielle. Cette f°nC
tion s'interprète par l'inégalité :

Pr. | x , < X, < x, + dx, . . . . | = p (x, . . . . ) dx, . . . . dx„ 0
Nous omettrons par la suite les épithètes cumulative et différentielle ’

pour éviter toute confusion, nous ferons suivre quand le doute sera possi
ble les fonctions de distribution différentielle du signe différentiel.

4. - DISTRIBUTIONS RELATIVES A DEUX VARIABLES CONTINUES

Dans le cas de deux variables continues, nous aurions, à partir de la
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fotu

Pr

«ion de distribution :

‘ | x i < X, < x, + dx , x2 < Xj x + dx2 = p,j (xt,xj) dx, dx2
* - les fonctions de distribution marginales :

| = dx, x J p,2 dxj

(12)

Pr. I* , < X, < x, + dx,
= p, (x,) dx.

(13)

Pr. |x2 <X2 <x2+dx2|= dx2 x / P12 ^2
= P2 (x2) dx,

2 - les fonctions de distribution conditionnelles :

Pr . | x, < X, <x, + dx,/ X2 = x2 | = -^- dx,
= P,.2 (x, ;x2) dx,

(14)

Pr. | x2 < X2 <. x2 + dx2/X, = x, | dx2
= P2.i (x2;x,) dx2

La corrélation entre deux valeurs x, et x2 est indiquée par le rapport :

A , i p’2 - Pj-’ _ P,JZA (x,, x2) = =' ’ 1 Pi P* Pi P2
(15)

Les variables sont indépendantes si A - 1 quelles que soient les va-
eurs x, et x2 ; p,2 s'exprime alors en fonction des seules distributions

rr'arginales ;

Piî = Pi P2
(16)

s- - DISTRIBUTIONS relatives a trois variables

c Pour plus de deux variables, les formules se compliquent un peu ;
1) ,. ençons par le cas de trois variables, que nous supposerons à distri-l°n continue (les formules relatives à des distributions discontinues se
®duisent jes formules que nous allons obtenir en remplaçant les f par

des Z ). J
Appelant p,23 dx, dx2 dx3la fonction de distribution de X,, X2, X3;

Pr. | x, < X, < x, + dx, .... j = p,23 dx, dx2 dx3
n°us obtiendrons :

1° - La distribution marginale de X,:

Pr- | x, < X, < x, + dx, | = dx, JJ p,23 dx2 dx3 = p, (x,) dx,

(17)

(18)
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2° - La distribution marginale de X, et X; :

Pr. J x 1 <1 X 1 <T x1 + dx,, x2 < X2 < x2 + dx2 j
(19)

= dx,dx2 J p,23 dx, = p,j (x,,x2) dx, d*2
3° - La distribution conditionnelle de X, connaissant X2 :

Pi.î (x, ! xî) dx, =-E^-dx, ^
(où p2 est la distribution marginale de X2).

4° - La distribution conditionnelle de X, connaissant X2 et X3 :

Pi.2î(*i I x2, x3) dx, =-£-^-dx, ^r*23

où p23 est la distribution marginale de X2 et X3.
5° - La distribution conditionnelle de X, et X2 connaissant X3 :

P123 l?Z)P,2.3 (x,. x2> x3) dx, dx 2 = dx, dx 2 '

où p3 est la distribution marginale de X3.
Les cinq catégories de distributions pour chacune desquelles nousvenons de donner un exemple, comprennent chacune un certain nombre 0

cas, à savoir :

1° - trois distributions marginales à une variable (X,, X2, X3).
2° - trois distributions marginales à deux variables :

(X2 X3 ; X3X, ; X, X2) .

3° - six distributions conditionnelles à une variable supposant connue
une autre variable.

4° - trois distributions conditionnelles à une variable supposant leSdeux autres connues.

5° - trois distributions conditionnelles à deux variables supposant latroisième connue.

Cela fait en tout six distributions marginales et douze distributions
conditionnelles.

Pour distinguer ces différentes distributions nous conviendrons d'a'
dopter les conventions suivantes :

- une distribution marginale est affectée des indices des variables
qui y figurent.

- une distribution conditionnelle est affectée de deux groupes d'in'dices, séparés par un point ; les indices du premier groupe sont ceux desvariables auxquelles la distribution est relative ; les indices du deuxième
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8roupe sont ceux des variables dont la valeur est supposée connue.

obti
La distribution relative aux trois variables X,, X2, X3 étant p,23, nous

etions les distributions marginales par intégration :

Pi = l P123 ^2 dx3
' P123 dx3 d x,

P12 = 1( p,23 dx3 P 23 = j( P123 dx, . . .

1 les distributions conditionnelles par formation de quotients

P« r,.. = P’3
Pi2 =-

Pt

P 1.23
P 23

P 2.31
_ P123

P 31

P 1.3

P 12.3

P3

_ P 123

P3

(23)

(24)

6- * DISTRIBUTIONS relatives a un nombre quelconque
°e variables

c Nous sommes maintenant préparés à traiter le cas d'un nombre quel-'lue n de variables aléatoires.

Soient X,, X2 .... X„ ces variables et :

P |i (x,, x2, .... x„) dx,, . . . dx„ )* = 5123 . . . n) (25)
^onction de distribution, U étant une abréviation pour l'exemple des

lndices 1 à n. ^
Soit CL une combinaison quelconque d'indices pris parmi l'ensemble :

91 = (ii i-a • • • i m )
La distribution marginale des variables correspondantes sera :

Pa (dx)a = (dx)a J Pp dxjj ) Of ( (27)
^x) représentant le produit des différentielles :

dxi( dx^ .... dxlm (28)
(dx) )a( représentant le produit des différentielles de celles parmi les

nables dont l'indice ne figure pas dans la combinaison Oi .

Quant aux distributions conditionnelles, voici comment on les obtient.

de oi et (3 deux combinaisons d'indices pris dans l'ensemble ; cesUx combinaisons sont supposées ne présenter aucun indice commun.
La fonction de distribution marginale des variables affectées d'indices

'Surant dans <x ou (3 est :

p«iî = J pn dxn)«e (29)
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* Kl 6 SSi nous appelons pa.(b (dx)a la distribution conditionnelle des varia
dont les indices appartiennent à ûi , quand les variables dont les int1'10.appartiennent à (3, sont supposées connues .nous obtiendrons , d'après Le 1rème des probalités composées :

Poe,B
Pgfl
Pli

et par conséquent p<x|}
Po<(i

PB
(30)

Telle est la formule généraie donnant les distributions conditionnel!®3-
Les formules (32) fournissent des exemples d'application de cette formul®générale. Donnons encore un exemple pour fixer les idées : soient les
variables X,, X2, X3, X4, X3, et soit à trouver la distribution conditionnel ®de X2et X4 connaissant X3et X5 . Partant de la fonction de distribution .

P (xi> ..... X5) dx, .... dxs

(nous omettons u = 12345 pour simplifier l'écriture), nous aurons d'ap(29) :

rè s

P 2345

et d'après (31)

7 P dx, P 35 7 p dx, dx2 dx4

P 24.35

P 24.35 ayant pour signification :

Pr. | Xj < X2 < x2 + dx2, x4 <X4 <x4+dx/X3 = xJt X5 = x3
= P 24.35 dx2 dx4

Les indications précédemment données suffisent à déterminer les dis
tributions conditionnelles dans le cas d'un nombre quelconque de variable3-Considérons maintenant la question de la corrélation ; d'une manière ge
nérale, soient n variables ; dans l'ensemble des indices, considérons deu
groupes distincts a et (1 :nous nous proposons d'étudier la corrélation e°
tre les variables dont les indices appartiennent à 01 , que nous appeller°°Sbrièvement les variables du groupe a , ou plus brièvement encore, les variables de et et les variables du groupe (3 .

a Formons le rapport de la distribution conditionnelle des variables du
groupe Ci (quand les variables du groupe (3 sont connues) à leur distributi°°
marginale. Nous obtenons ainsi :

k<*,6 ="
Pot,(J Pctlî

Pli
(32)

Aa^caractérisera la corrélation multiple entre les deux groupes de varia'blés Ot et (i . Aa.(iest une fonction des groupes des variables (x)aet (x)|3 •

Considérons maintenant les variables n'appartenant ni au groupe nl
au groupe (3 ; elles forment un groupe y (qui peut ne comprendre aucune
variable si se partage en a et (3 ). Si nous formons le quotient de la dis 'tribution conditionnelle des variables du groupe ot (connaissant les valeur3
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(i^ g

^ variables (5 et y ) à leur distribution conditionnelle connaissant seule-n la valeur des variables y , nous obtenons le rapport :
Pa.(Vf Py py

Pot,y POy PotY
(33)

*" caractérise la corrélation partielle entre les groupes d et (3 .

, Nous remarquerons que dans (41) comme dans (40) on peut permuterlea groupes d'indices a et (3 , par suite de la symétrie de ces expressions.

7- - (ndépendance marginale, indépendance partielle
De deux groupes de variables

gj Neux groupes de variables d et (3 sont considérés comme indépendants
^■quelles que soient les valeurs supposées connues des variables du grou-
(y p^Paplémentaire y . il n'existe aucune corrélation entre les deux groupes
P • L'indépendance s'exprime donc en égalant à 1 le quotient ô , ce quiv-°nduit = •

Py =’
PpY P«Y_
"PŸ py P(î>y p“>y (34)

* I

le distribution py est alors de la forme d'un produit de deux fonctions
pe variables du groupe ot figurant dans la première, les variables du grou-dans la seconde.dans la seconde.

.. Remarquons que le fait d'égaler à 1 le quotient A conduit à un résultatdifférent . H

paft= Pa PP
(35)

rap r ~ * »-

^ l'exprime l'indépendance des groupes ex et (3 que dans la distribution^dlgiriale de cet ensemble de variables.

„ Nous pourrons dire que (34) caractérise l'indépendance partielle des
poupes a et (3 (dans le groupe qui les comprend tous deux) tandis que (35;Caractérise l'indépendance marginale.

. L'indépendance marginale et l'indépendance partielle correspondent àdeux formes différentes de pu. La formule (34) nous fournit déjà la dé-
imposition :

Py = Py Pp,xPot,Y(indéPendance Partielle>
Quant à la formule (35), elle nous conduit à la décomposition :

Py = P* P(i pY,a,(^indépendance marginale) (37)
Or, de toute manière, nous pourrons écrire pour py les décompositions

8uivantes ;

Py = Py py.yPo.NY

Py = Pa P y,O PY' “il5

(38)
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Comparant (36), (37), (38), nous obtenons des conditions nécessaireet suffisantes d'indépendance :

(39)Indépendance partielle : Pa,y = Pa.fly(ou P fl,y = Pfl.oty)
Indépendance marginale : p<j = Pfl,a

(ou pa = pa0)
(40)

Si l'on cherche à reconnaître sur la forme de p s'il y a indépendantmarginale ou partielle, on peut utiliser les propositions suivantes :
La condition nécessaire et suffisante pour que les variables od et ^soient indépendantes partiellement est que la fonction de distributionJtgL-de la, forme :

}p = fc<YS0r v
où les variables a ne figurent que dans fqy, les variables (3 ne difurent_JlÜ5?dans gpy.

La condition nécessaire et suffisante pour que les variables o£ SÎ. Psoient indépendantes marginalement est que la fonction de distributionde la forme :
,

P = fa gp hapY (4
où fa ne dépend que des variables ot , g fl ne dépend que des variables P SÎoù h est une fonction telle que son intégrale prise par rapport aux variablej-Ysoit une constante (indépendante des variables Ot et P ).

/Que les conditions ci-dessus énoncées soient nécessaires, ceci estvident au seul examen de (36) et (37). Nous allons démontrer qu'elles s°nsuffisantes dans le cas de trois variables ;

Le cas de plus de trois variables se traite de la même manière, ensubstituant le cas échéant des intégrations multiples aux intégrales simple3'
Soient donc trois variables telles que :

p (x,, x2, x3) = f (x,,xj) g (x2,x3)
Nous avons :

Pu = f J 1 dx2 Pîj = g J f àx, p5=^ f xi J g dx2
L'inégalité (34) est vérifiée. Il y a bien indépendance partielle de Xi et

(43)

Soient maintenant trois variables telles que :

P (x,,Xj,Xj) = f (X,) g (X2) h (x,,Xj,Xj)
avec : />

I h dxj = K (K constante indépendante de x, et x2).
Nous voyons immédiatement que :

p, = K { J i àxt Pt = K g y" f dx,
P12 = K f g JJJ P dx, dx2 dxj = K J f dx, J g dx, = 1

d'où l'égalité (35).

(44)
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C • -i »

onsicJérons pour fixer les idées, une distribution de la forme :

P ' A exp. | - (x2 + x| + x\ - 2 a, x2 x3 - 2 a2 x3 x, - 2 a3 x, x2) (45)
nousC*te distribution appartient à une classe de distribution à laquelle
n0r consacrerons une étude particulière, sous le nom de distributions

es. A est une constante dont la valeur est choisie de manière que :

/ p dx, dx2 dx3 = 1

, La forme quadratique entre crochets est positive quelles que soient^valeurs de x,. x.. x,(ce oui imoose à a., a,, a, des conditions sur les-<lueli
e x1( x2, Xj(ce qui impose à a,, a2, a3 des conditions sur les-

es nous reviendrons plus tard).
j Nous voyons sur (45) que la condition pour que X, et X2 soient partiel-~^Sjent indépendantes est :

a3 = 0 (4É>)
P est alors de la forme (43).

Si nous intégrons (45) en x3, nous obtenons, comme distribution mar-8l^le de x, et x2 :

P12 = B exp. | - £ x2 + x* - 2 a3x, x2 - (a, x2+ a2x, )2]
nù p
r , est une nouvelle constante. Nous avons là une expression de la forme

(x>) g (*,) si :

a, a2 + a3 = 0 (47)
Telle est la condition d’indépendance marginale, qui est tout à fait dif-

j. ,re*Ue de ja condition (46). Nous vérifions facilement que si (47) est véri-ee* P peut s'écrire :

P+A exp. | _ (1 -a2 ) x2 J exp | -(1-a2) x2 | exp |- £(xj- (a,x2 + a2x,)J2 |
^composition qui est bien de la forme (44).

8 • INDÉPENDANCE complète

v. Etant donnés les deux groupes de variables ot et (3 , nous pourrons en-
sager une troisième sorte d'indépendance caractérisée par le fait que pu

la forme :

P(i - P« PU Py
Nous dirons alors qu'il y a indépendance complète entre les variables

?Let les variables (3 . L'indépendance complète entraine naturellement l'in-
®P®ndance partielle et l'indépendance marginale. Il est a remarquer que

*^ya indépendance partielle entre les groupes a et (3 , les groupes (3 et
Y» et les groupes y et a , il y a indépendance complète entre ces trois grou-Pes- Nous ne ferons la démonstration que dans le cas de trois variables.
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Supposons donc que X, et X2 soient partiellement indépendantes, ainsi 9U
X2 et X3 d'une part et X, et X3 d'autre part, nous aurons ainsi :

(48)P - Pj Pi.j P2.3 - Pt P2.1 P3.1

Intégrons en x2 nous obtenons :

P3 P1.3 = Pi P3.1 = P13

et par conséquent :

(49)P2.3 ~ P2.1 - P2.31

L'égalité (49) montre que p2 31 ne dépend ni de x, , ni de x3 ; nous avons
ainsi :

P = P13 P 2.31 (xa)
et en intégrant en x, et x3 :

P2.31 = P2 (x2) = P2.3

les égalités (48) deviennent alors :

(53)P - P2 P3 Pi.3 - Pi P2 P3.1

Tenons compte maintenant de l'indépendance partielle entre X, et
Nous en déduisons les égalités dérivées de (49) par permutation circulaire
des indices, en particulier :

P 3.1 “ P 3

ce qui, nous reportant à (50), nous conduit à l'égalité cherchée.
Dans le cas de la distribution normale, la remarque que nous venons

de faire est évidente ; si a, = a2 = a3 = 0, les trois variables sont indépo0
dantes. Dans le cas particulier de la distribution normale, on vérifie 9ue
l'indépendance marginale des trois couples : X, X2, X2 X3, X3 X, assuï®
l'indépendance complète (par suite des restrictions | a, | < 1, | a2 || a3 | <1 imposées à a,, a2, a3.



CHAPITRE VII

notions sur la théorie de l'information

des <^ons^®rons un système E qui peut prendre n états E,, E2, . . . E„ avecProbabilités p,, p2 . . . pn. Si ces probabilités sont égales, et ont par
Sür equent pour valeur commune l/n, les n états sont placés exactementmême plan, et on peut donc considérer que E peut prendre effective-
(j- 1 ces n états. Si les probabilités sont inégales, on est amené à consi-
pe^er^que E ne prend effectivement qu'un nombre moindre drétat&, que l'on
p evaluer de la manière suivante. Supposons que n = 2 pour simplifier
P et^°S^' sy®tème ^ peut ainsi prendre deux états avec les probabilitésq > supposons p > q, et cherchons à définir le nombre effectifs d'état,

E que peut prendre E. Pour cela procédons à N expériences.
, Les résultats des expériences peuvent prendre 2 M formes différentes

p n I* effectivement prises. Pour déterminer ce nombre |i supposons que
hife11 n^®^8e> parmi les 2M formes possibles, les moins probables, de ma-
j-.,re que les probabilités cumulées sur ces formes soient E . La probabi-
p e que dans N épreuves, il y en ait r où E prend la forme E, et N - r où

Prend la forme E, est :

N
N •prqN'r

e
Si nous négligeons les évènements les moins probables, de probabilité

Uous déterminons une limite inférieure pour r, soit R, par la condition :

R

E N !
r ! N - r !

r„N-r =P q = e (1)

Le nombre des cas sur lesquels se trouvent accumulés les probabilités
estantes, de somme 1 - £. , est donc donné par la formule :

i" = E
r -R*i

N
N - r

(2)

7
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Pour N grand, on peut montrer que log L* a la valeur asymptotique :

log p = P log-^ + q log ~~
La même théorie peut s'appliquer à n > 2, auquel cas, si n éventua

lités sont possibles avec probabilités :

Pl> Pî> • • • • Pn

le nombre effectif d'éventualités réalisables est Ji , défini asymptotl
quement par :

H = log |t = - £ Pi log pi

La quantité H est appelée entropie du système considéré, ou quantit®
d'information (*) nécessaire pour connaître l'état du système. Le nom
quantité d'information est choisi à partir des considérations suivantes :

Pour connaître l'état d'un système qui peut prendre deux états egale
ment probables, il faut une information.

Pour connaître l'état d'un système qui peut prendre quatre états éga^
lement probables, il faut deux informations, dont la première choisit etit
(1 ou 2) et (3 ou 4), la seconde achevant la détermination.

Pour connaître l'état d'un système qui peut prendre trois états de Pr°
habilités , -j- , -j-, il faut une information et demie : la première chois'
entre (1) et (2 ou 3), la seconde entre (2 ou 3) ; comme la seconde inforr^.a_tion est inutile une fois sur deux en moyenne, cela fait bien 1,5 unité d
formation.

On constate, pour les cas simple examinés, que le nombre d'uniteS
d'information nécessaires est donné par la formule :

I = - E pilog2 pi

On montre dans le développement de la théorie que ce résultat est ge
néral.

La notion d'entropie permet de définir d'une manière simple la ttéP®
dance entre deux systèmes. Soient deux systèmes tels qu'il y ait la pr°^ jbilité pij pour que le premier soit dans l'état i et le second dans l'eta gLa probabilité pour le premier système, considéré isolément, d'être °
l'état i est :

Pii= S Pii

La probabilité pour le second d'être dans l'état j est, s'il est c
déré isolément :

on®1'

i= E Pij

(*) Dans la théorie de l’information, on adopte généralement la base 2 pour le9rithmes.

log9'
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Le nombre d'états effectivement pris par le premier système a pour
J°garithme ;

h, = - S pi log pi

En ce qui concerne le second système, ce logarithme est :

h2 = - E qi log qi

En ce qui concerne les deux systèmes considérés simultanément, le
aombre de couples d'états effectivement réalisable a pour logarithme :

H = - E Pijlog Pij

On montre que, quels que soient les Pij

H < h, + hj
et que l'on a ;

H = h, + hj

uniquement si pjj est de la forme :

pii = Pi qj
c est-à-dire si les deux systèmes sont indépendants.

L'indépendance étant caractérisée par :

h, + hj - H = 0
011 est amené à caractériser la dépendance par la quantité positive :

h, + h-, - H

Appliquée à deux variables aléatoires X, , X2 on est ainsi amené à con-
rer l'intégrale :

/ p12 log _EiL_ dx, dx2 = 91b log A12
Pi Pî

A,2 ayant la signification donnée à la page 7 .

même on sera amené à associer à des groupes de variables les
Efficients •

9Tb log Aa,(î , 9Tb log Sa.ft (Y)

E sont des coefficients de corrélation multiple et partielle.
^ents sont essentiellement positifs, et s'annulent uniquementindépendance marginale ou partielle.

Ces coeffi-
dans les cas

7»



CHAPITRE VIII

MATRICES ET CORRÉLATION

1. - CORRÉLATION SIMPLE

Soient deux variables aléatoires X, et X2;nous supposerons l'existencedes valeurs moyennes :

art, Xi = ai

OIL Xj Xj =

Si nous substituons à X( , X2 ïes variables centrées :

X{ = Xj - a;

nous obtenons, au lieu de rrijj quatre moments centrés.

P-ij = X[ x Xj
que nous pouvons ranger dans une matrice carrée symétrique :

(1)

(2)

M 12

P- u R-iz

K 21 H 22

(3)

Cette matrice est dite matrice des moments attachés aux variables Xt
X2; la forme quadratique :

Q|2 (u, , u2) u( + 2 pi|2 Uj u2 + (t22 u2
est la valeur moyenne du carré :

(u, x; + u2 xj )2 (4)
elle est donc essentiellement positive. Elle ne peut s'annuler que si, P°urcertaines valeurs u,, u2 l'expression (4) est nulle, ce qui entraine l'eXlS .tence d'une relation linéaire entre les variables XJ et Xj . Il s'agit ainsid'une matrice définie positive.
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Pour interpréter cette matrice, supposons donnée une origine dans un
Plan, et un système de référence constitué par deux vecteurs e] e2 , ortho-
ëonaux, de longueur égale a l’unité. Le vecteur :

3T= i7 x; +

a Pour extrémité un point aléatoire dans le plan. Soit x un vecteur non aléa-
tQire, de composantes x, , x2.

Lui associer le vecteur y :

T = "ej Yi + ^ Yi

s à x, , x2 par :

Y, = Hnxi + hzx2

Vz = Hzt xi + (I22XZ

La transformation ainsi définie, qui change x
en y, reste invariante par rotation des axes e, , e2

s°it en effet un troisième vecteur z*I

+ e,

Formons le produit scalaire y x z, Nous obtenons :

y X z = y, z, = fttl x, z, + ft|2 (x, Z2 + z, X2) + (X22 X2 z

= DR,

= Dît,

[le;2 x, z, + X', X'2 (x, Z2 + z, x2) + X'I x2 z2]
Tx't x,+ X2 x2) (X', z, + X'2 z2[]

d'or,ou l'équation indépendante de e, et e2 :

y X z = DR, j (X .^) (X . 1)} (5)

La relation (5) quand x est donné, doit avoir lieu quel que soit z. Elle
®finit ainsi "y en fonction de x\ ce qui conduit à la transformation :

~y - X. (6)

Rui ne dépend pas du système e, , e2 choisi, à condition que ce système soit
constitué par des vecteurs orthogonaux et de longueur unité (*).

La forme quadratique Q peut également être définie comme fonction du
Vecteur "ST, puisque :

Q (x , x ) = x *£ x (7)

(*) Il est bien connu que c’est dans de pareils systèmes de référence que la propriété,
r une matrice, d'être symétrique, est invariante.
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Considérons maintenant la matrice :

"l r.

h*

\/ H-11 F-2
Cette matrice se confond avec la matrice M lorsqu'on devise par

(-*-h \j |a12 les éléments de la première ligne et de la deuxième ligne
respectivement, ce qui conduit à :

fit
puisque l'on fait subir la même opération aux colonnes. On voit ainsi que •

Vn 0 \/pu 0

Mt2 = S«
0 \J P” 22 0 ^ P-22

La matrice S,2 , dite matrice de corrélation entre X, et X2 ne se rattaj:che pas à une transformation indépendante de e, et e. . Si nous posons eneffet :

üJ = co, + "e^ u>2

avec tü. = X, + r.,

Cd2- r12 x, + x2

Nous voyons que :

Cü = x + u

U = e. U1

ut = r12 X.

U2 = r12 X

Si la relation entre 3T et tu était indépendante des axes, il en seralettemême de la relation entre 3T et TT. Cherchons les vecteurs propres de cdernière transformation. Ils sonr définis par :

d'où :

_ +

Les vecteurs propres ST sont bissectrices des axes, donc üeS a
axes

.



PRINCIPES D'ANALYSE MATRICIELLE 207

*• - CORRÉLATIONS A n DIMENSIONS

Soient maintenant n variables aléatoires X,, X2, ... Xn que nous re-
Présentons par un vecteur 5T

X = e1X1 + e2X2 + ... + enXn
dans un espace à n dimensions rapporté à n vecteurs de référence orthogo-
naux et de longueur 1. Si nous supposons que :

916 XL = 0
ce qui peut toujours être obtenu par un changement d'origine, nous pou-
votis associer à un vecteur aléatoire X la matrice des moments :

M„...n= [Hü] = »xixj <10)
Cette matrice peut également s'écrire :

M„...n= 9lfc[XiXj] (H)
6,1 introduisant la notion de valeur moyenne d'une matrice (matricë for- -
rtl®e en prenant les valeurs moyennes des éléments d'une matrice aléa-foire).

La matrice aléatoire :

M = [XiXj]
définit une transformation linéaire aléatoire, qui à tout vecteur x (x1, x2. .xn)associe le vecteur aléatoire Y (Y,, Y2, ... Yn) tel que :

N

Yi = E Xi Xhxh= Xi (X . x)
h

ous voyons ainsi apparaitre la transformation :

Y = Y [R . x) (12)

j]111 ass°cie à un vecteur certain 5T un vecteur aléatoire Y, colinéaire à X.
Ve a.l>l3ara-ll: clairement sur (12) que la transformation est indépendante des

eurs e2 choisis comme système de référence. Ces vecteurs ëî inter-
vu ne,nt slmplement pour donner un sens précis au produit scalaire; pour-
Con^u Hs soient orthogonaux et de longueur 1, peu importe,, en ce qui
y Cerne (12),leur position dans l'espace. Si nous prenons la valeur mo-ntle de (12), nous obtenons une transformation, non aléatoire ;

y" = 3TèrX(X.x)l = '5x’ (12')
dç —
la fornication indépendante des axes. Cette transformation s'exprime par
Pouratr^Ce des moments. La forme de l'équation (12) montre qu'il suffit,
laire^6 cette transformation ait un sens, que l'on ait défini le produit sca-ce deux vecteurs . La matrice des corrélations SI2 n se définit comme

^ 12... n = [rü] Hij

ii [1 ij
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d'où l'on tire :

Mu...n=diag. [_]JVÏï] S 12... n -diag- ? ü

| ^ 12 ... n | — H il H 22 ••'H nn | ^ 12 ... n

La forme quadratique :

Q (x) = EijfüjXiXj
est définie positive, comme ayant pour valeur :

Q (x) = x % x = 9T2> (X . x)2

(14)

(15)

3. - VARIABLES NORMALES

On appelle variable normale toute variable X dont la distribution à la
forme de la loi de Laplace-Gauss :

.

1 exp. )dx (16)
y 2 n I 2CT2 )

Nous appellerons variables normales X,, X2 ... Xn tout système de
variables aléatoires telles que toute combinaison linéaire de ces variablgi
soit elle-même une variable normale.

Nous pourrons supposer, sans diminuer la généralité de la question»
que les variables considérées ont pour valeur moyenne zéro ; si ce n'eta
pas le cas, il suffirait de leur substituer les variables :

X[ = Xj - 9T£> Xi

Rappelons que si une variable normale Xa pour distribution

f (x) dx =
cr y 2n

sa fonction caractéristique est :

exp —1:ct2 )
dx

f (t) = me
itx

= exp i-2^)

(17)

(18)

(19)

et que, réciproquement, toute variable qui a pour fonction caractéristi9u
la fonction (20) a pour distribution la fonction (19).

i ’ oXSoient maintenant les variables Xi, centrées, supposées normale»
soit leur fonction caractéristique :

(20)(p (t,, t2 . . . tn) = 9Tb exp
= 91L exp

Introduisons une variable auxiliaire^

<p (X t) = 9Tî> exp |iX (t,X, + ...tn X„)

i (t, X, + ... +_tnX„)
i T . X | = (p (t)
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SiTreste fixe, u> ( X”t) considérée comme fonction de X n'est autre quela. fonction caractéristique de la variable tj + . . . + tn Xn). Ceute variable
combinaison linéaire des Xi, est par hypothèse une variable normale :donc <^> ( X t) est de la forme (20) :

(X~t) = exp | -
X2 CP2 (t,, t,, ..... tn). (22)

G2 n'est autre que la variance de S ti Xi. Or :

5Il> (E tiXj2 = (T. X)2 = E (tij ti t j
Faisons X = 1, nous obtenons sans peine :

<f (t) = exp | £ H i i t i t j (23)

Procédons à une rotation des axes de manière que la matrice des va-
nces devienne diagonale. Le vecteur t aura les composantes ti le vec-
r x les composantes Xi, nous obtiendrons :

-2 -2

f (t) = exp | - E 2ti ■ |
re fonction caractéristique étant le produit de p fonctions de t,, t2. . .tn
^Pectivement, les variables X2 sont indépendantes ; Xi a pour distribu-

exp. l-if-l dxi
Gif-™ '

1^- fonction de distribution des X^ peut s'ecrire ( ) .

I ! exp. \ - j xV’x, j dx, .... dxnc 1 (T2 .. .crn ( ^~2n) ‘
en effet la transformation % de la formule (12') s'écrit ici :

-2

y = “S x yi - CTi xi

transformation inverse % ' est xi = yi/CT i .

(24)

4. . DISTRIBUTION NORMALE - CORRÉLATION NORMALE
c-

• wi a v x xn, comme % et X ont desSl nous revenons aux variables x1# 2 ’ V
n .Unifications invariantes, nous obtenons la distribution .

dxn (25)
ai . . . . an (

J_ exp. I -y-x %~'x 1 dx, . .

ï

de-j F) Par ~x V! nous entendons le produit scalaire du vecteur x par le vecteur H ' x déduitr la transformationinverse de *6 .
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Il ne nous reste qu'à exprimer d'une manière invariante les aq . Con-
sidérons le déterminant de “5; il a pour expression :

I “5 1= ( S, CT2 ... CTn ) Z
nous obtenons donc comme type de la distribution normale :

- -L _ n

| % | (2 71 ) exp. j~2^t51x'jdxl....dxrl (26)
où “5 est la transformation dont la matrice a pour élément général 3Tï>Xi Xj •

Quant à la fonction caractéristique, elle s'écrit :

<p (t) = exp. | --^7 <5 7 j (2?)
Nous avons trouvé en (26) la forme nécessaire d'une distribution nor'

male. Il est aisé de démontrer réciproquement que toute combinaison
linéaire :

Y - a, X, + ajXj + ... + anXn

est une variable normale. La fonction caractéristique de Y est en effet :

tp (t) = 9IkeitY = (ta) = exp j - a % a j
ce qui est bien la forme (20).

Quand des variables ont une distribution normale, on dit aussi qu'elleS
sont en corrélation normale.

5. - DISTRIBUTION NORMALE A DEUX OU TROIS PARAMÈTRES

Nous allons donner deux applications des formules précédentes. Soient
d'abord deux variables X, et X2 que nous supposons centrées et normee
Soit :

3Tt> X, X2 = r12

La matrice des [i est ici :

M12 =

La matrice inverse est :

r 12

1

N = —iN 12 1 _ r 2

i

r12

r12

L
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1_
2 H

D'où la distribution :

1
exp l- 2 (1 - *?, )

X, - 2 r12 x, x2+ x| dx, dx2 (28)

Soient maintenant trois variables X,, X2, X3 centrées et normées; pour
airnPÜfier l'écriture, nous adopterons les notations :

rz3 = SÎÙXj X3 = p, 9TZ>X3X, = pz r n = STI, X, X j = p j

La matrice des moments est ici :

"I

S 123 = M123 Pî

.92

P>
1

Pi

Pz

Pi

1

tandi

1

s que la matrice inverse est :

l~Pi » Ri P z ~ P 3 * Pi P 3 ~ P 2

PiPz -P3; ’-Pz^Pt P^- Pi

PiPî'Pî’Pz P 3 “ P 1 '» 1~Pî

(Pî + Pl + p|) + 2 pip2p3

1 .

Par conséquent le vecteur ‘5*1 x a pour composantes :

(1 - pl) X, + ( p1pî-p3)X2 ï ( p, p3-pa) x3

(PîTpnpT)+2plP|p, | (P,p2-P3)X1+(l-pi)x2 + (plp3-p,)X3
(Plp3"Pî)X1 + ( P*P3-Pl)X2 + C 1-p|)X3

distribution est de la forme :

^2n) ^ [l-(p?+pî +p î)+ 2 p, pt p,]"i

exp _ ;] (1-pî)Xî + (1-pl) xl +[2 1 ~( pl + pl + pl)+ 2 p,p2 p,]-
+ (1~P1) x* +2( p2 p 3 - p, ) x2 x3+ 2 ( p3 p, - p2)x3x, + 2(p, p2-p3)x,x3 |

sont
on désire obtenir les distributions relatives à des variables qui ne

centrées ni normées, il suffira de substituer à x2 l'expression;

(xi - ai) oq
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6. - DISTRIBUTIONS CONDITIONNELLES ATTACHÉES A UNE
DISTRIBUTION NORMALE A DEUX OU TROIS VARIABLES

Nous avons exploité p12 et p,2j , par les formules (28) et (29) danscas d'une corrélation normale. Il nous est possible d'expliciter les distr1butions conditionnelles. Nous trouvons ainsi :

P1.2 -

P12 1 1
exp | -

(x,-r12 x2)a (30)
2IX y1 - 4 2 H ' r* )

P123 1 1 (xi ~ b12.3 x 1 “ b 13.2 x’)2 1 m)P 1.23 " P23 2n OY 23 2 cra23 j

(TJ 31 -

1 - (r23 + r2t r31 + r,2, ) + 2 r12 r 13 r31
(32)u 1. 23

1 - r 2r23

bV23
f 12 - r23 r31

1 r
2
23

et enfin :

r12.3
Ps

(33)

exp (-
(1 - r|3 ) (x, - r,3 x3)2 + (1 - r 13 ) (Xj - r„ x3)a

2<43
” 2 (r 12 “ r 13 r23) (X1 “ r12 Xî) (X2 " r23 X3^

7. - NOTION DE VARIANCE COLLECTIVE D’UN SYSTÈME
DE VARIABLES

Nous sommes amenés par comparaison des formules (31) (32), (33)avec une distribution normale à une variable, à considérer les dénoriU 'nateurs tels que CT 12J comme des variances de système de variables. Soitd'une manière générale un système de n variables normales, centrées,indépendantes :

X, , X2 . . . Xn

et soit X le vecteur représentatif. Considérons n vecteurs indépendants a-yant même distribution que X :

x<’> x<2>....ir<n)
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du déf6 ParaH®lépipède construit sur ces vecteurs a pourern-iinant des coordonnées des c'est-à-dire :

v = E + x[° x‘J) .... x("’i, i2 *11

volume la valeur

Le

.., Prenons la valeur moyenne de V*. Seuls auront une valeur moyennetrente de 0, les termes (35) ou j = lh (k = 1.2, ... n) par conséquent .

carre de ce volume est la somme de (n ')2 termes de la forme :

X (O v(î)• ; y V * J y(^ y Y V
i i • • • i A • A • • • • A :
11 l2 Ln 31 3 2 3 n

(n) (3 5)

3R> V2J = E 9H, [ xV5 x[*’ ... x^> ]2k- n ' (CT, CT, ...CTn)
Si

X ja~' nous convenons donc de considérer comme variance collective desJels~—^âlgur moyenne du carré du volume du parallélépipède construit sur
iT: jeteurs XP). divisée par n ! nous obtiendrons pour cette variance

exPression ; —
CT 12... n - CT, CT, ...CTn - M |’/2

12 ... n

Cas effet, on peut toujours par un changement d'axes se ramener au0u les composantes de x sont indépendantes).
•

, représente le déterminant de la matrice des moments. Comme
eur de | M | reste invariante par rotation d'axes, nous obtiendrons la

me expression :

M

= M
11/2 (36)

tïlerne dans le cas où les variables ne sont pas indépendantes (*).

n

• - variances collectives conditionnelles

ro Suan6 nous aurons affaire à des distributions conditionnelles, nous fe-s intervenir des variances collectives conditionnelles :

Par exemple nous tirons de (33)
= CT,

dan
neli
Pie •

8 le cas particulier où CT3 = 1. Remarquons qu'une variance condition-
e est toujours plus petite qu'une variance non conditionnelle. Par exem-

12.3 CT,

CTir-v
-ï

1 - 4- r2 4- t* 21 'r 12 23 31
+ 2 r„ r23 r3,

1 - r (37)

j r?3 + r23 ~ 2 ri2 r23 r31 ^
1 - r21 r12

( ) Il s'agit d'indépendance marginale.
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Ceci peut s'expliquer en disant que toute information nouvelle digli-^-la variance. Nous reviendrons plus longuement sur ce point quand noustudierons les corrélations multiples et partielles.

9. - CALCUL DES VARIANCES COLLECTIVES A PARTIR DE LA MATRlcE
DES MOMENTS

JLa variance collective de n variables apparait en dénominateurla distribution des variables ; qui est de la forme (en supposant les vablés centrées) :

P n r"-!— exp . . . dx n
(38)

Soit 01 un certain groupe de variables d'indices i, ,i2 , ...in. La variance collective c£ de ces variables est donnée par :

_l_
2

La matrice M'a se déduisant de la matrice M des moments en n'y c°nservant que les lignes et les colonnes relatives aux indices <x .

i IgSComme la distribution conditionnelle des variables « connaissantvariables (i est :

Pa.(3
P a 13

Pli

nous voyons que la variance collective conditionnelle est donnée par :

a 13 = jCTafi. , iMaftl 2
G M 0 | \

Mali représentant la matrice obtenue en conservant dans M 12 n les ligneSet colonnes relatives aux indices a et (i .

Nous voyons ainsi que toutes les variances collectives s'expriment sQ^Sforme de déterminants ou de quotients de déterminants extraits de la glâ
trice des moments du deuxième ordre.

10. - INDÉPENDANCES DE VARIABLES ET DE GROUPES
DE VARIABLES

Supposons que les variables X2 ne soient pas centrées ; posant :

X> = Xi - 3tèXi = Xi - ai

H ij =3TC>(Xi “ ai) (Xj - aj)
nous reconnaissons en :

r _ Hil Kij
j

®i CTJ ^Hii H jj
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ÏJ—£S£jEicients de corrélation des X2 prises deux à deux. Dans le cas de
Corrélation normale, la distribution est entièrement définie quand on se

a°ntie 1ps a.a ai> . rXJ .

ngc ' nous considérons les deux variables X, et X2, la condition r ,2 = 0
({je essa.ire pour que les variables soient indépendantes, est ici suffisante
Ces Par la forme d'une distribution normale). De même, la condition né-
ind'Saire et suffisante pour que deux groupes de variables oi et (3 soient
qUeePen<lants (*) est que l'on ait r^j = 0 pour tout couple d'indices i et j tels1 aPPartienne à ot et j à (3 . Dans ces conditions en effet la matrice Ma(i

end la forme :

Ma(i =

Ma

0

6t la loi de distribution prend la forme :

0

M|j

P te^ x
i

exp l" 2 x’d Z* exp | - :û (39)

qüe nous considérons trois groupes de variables oi , (3 , y , il se peut
tiue i6S §roupes Ot et |3 soient indépendants quand les variables y sont con-
X, °U lnversement. Précisons cela dans le cas de trois variables X,,v2. X 3- La condition nécessaire et suffisante pour que X, et X2 soient indé-V. J — VWUUillUll V L>

antes est, quand X3 n^est pas connue :

r,, = 0
et

’ Siiand Xj est connue (distribution p12 3) •

r 12 = r 13 r 23

(40)

(41)

Ce sont là deux conditions différentes. Dans le premier cas la loi de
lstribution est de la forme :

P, (x,) Pi(xj) p 3 21 (x3, x,, xs) (42)
atls le deuxième cas, elle est de la forme :

Pî (X3) P1.3 (x,. x3) p2 3 (x2, x3) (43)
qu, ^-a seconde forme est la plus facile à déceler ; il suffit en effet pour1le se présente, que p123puisse s'écrire :

Pi23= f (x,. Xj) g (x2, x3) (44)
On dit alors que X, et X2ne sont liés que par l'intermédiaire de X3.

( ) Il s'agit d'indépendance marginale.
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11. - CONDITIONS D’INDÉPENDANCE EXPRIMÉES PAR LES VARIANCES

Quand X, et X2 sont indépendantes, la connaissance de X3ne doit Pamodifier la variance de X, ; donc la condition (40) est équivalente à :

= o\ (45)
C'est ce que l'on constate sans peine.

✓
p jeSi X, et X2 sont indépendantes quand X3 est connue, la connaissance

X2 ne doit pas modifier la variance de X,, X3 étant connue ; c'est-à-d1
que :

°"l.23 = 1.3 (46)
Or (46) s'écrit :

1 -

r?1 + rM - 2 r12 r23 r31
1 * r?3

= 1

ce qui, toutes réductions faites, est bien équivalent à (41).
De même, la condition nécessaire et suffisante pour que le gronpeX, Xj soit indépendant de X3 est que :

(47)
»r 1»

(48)

r
13 = r23 = 0

13.Or, si tel est le cas, la connaissance de X3 ne doit pas modifiervariance collective de X, et X2 :

T’iî.î = °"i:
Et nous reportant à (37), (48) conduit à :

r,3 + r23 - 2 r12 r23 r31 = 0
ce qui équivaut bien à (47) en tenant compte de la conditic

12. - GÉNÉRALISATIONS DE LA NOTION DE COEFFICIENT
DE CORRÉLATION

Nous voyons ainsi par ces confrontations de formules, l'importanCefondamentale de la variance collective, grâce à laquelle on peut exprimertoutes les relations d'indépendance entre groupes de variables. Nous pou'
vons dès maintenant poser les principes de la théorie des corrélations
multiples et partielles. Nous avons vu que le coefficient de corrélation o*'
dinaire r12 est en relation avec la diminution de variance :

g2l-2 , 2 _ 0~212
CT 2 ~ 1 " ri2 “ 0-2 CT| (49)

D'une manière générale, quand la connaissance des valeurs des va'
riables d'un groupe (5 diminuera la variance collective d'un groupe ot ,nons
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coefficient de corrélation généralisantassocierons à ces deux groupes un coefla formule (49), et poserons :

3oili
(51)

<j* |lvlct I I - o\ ' - • ■

, nitinle Si la formule (59)Rofd sera un coefficient de .i" ^d'untroisieme’groupe sont supposées
est relative au cas où les variables d unconnues, nous poserons

a*a,(îï
"a2

5 oiOY
1 - R:

a.lMYl (51)

?5lf<**fl<Y>sera coefficient de corrélation partielle. Les formules (50) et
q ■ 8rSce à la notion de variance collective montrent l'unité de conception1 existe entre les définitions des différents coefficients de corrélation.

De (50) et (51) on peut déduire :

1 - R;
&Y.a

1 - RttY.ft _-1 .R*1 * R2ai,|i(Y)" ! _ R2YtCt 1 " RV& '0,a(Y) (52)

I
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