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PRINCIPES D’ANALYSE MATRICIELLE

par

M. J. VILLE

Professeur

CHAPITRE PREMIER

INTRODUCTION ALGEBRIQUE

- NoTioN DE NOMBRE

\Une GA“fl-lr et 3 mesure du développement des mathématiques, on a observé
.amevﬂlutinn de la notion de nombre, dans un sens de généralisation crois-

: Au début, nous trouvons les nombres dits''naturels', qui sont un, deux,
'.‘ etc ... sans le zéro. Pour de pareils nombres, on sait définir
“iltionet la multiplication, opérations toujours possibles . On sait déf'?nir

a soustraction et la division, avec ou sans reste, opérations qui ne
Pas toujours possibles, Etant donnés deux nombres a et b, il existe

o :
¢ toujours des nombres x et y tels que :
a+bh = x
) T S

als i) n'existe pas toujours un nombre z tel que
al izm bYFE
5i un tel nombre existe, ona a » b, eton écrit conventionnellement
£ . .2 ..a.=b,
Si a ) b, il existe toujours un nombre g tel que
bq { a { b(g+1)
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i
cenombre, quiestle quotient avec reste, n'est appelé quotient exact qu€ 5
a = bgqg

et on écrit alors conventionnellement

o|w

q —

2.- NOMBRES ENTIERS

Les généralisations dela notion de nombre sont intervenues pouf_rel:-
dre possibles des opérations quine 1'étaient pas. Dans 1'algébre des entier®’
qui sont les nombres formant la suite, infinie dans les deux sens :

s s roner el O SRS 2 L S
i ol i : : iour#
on sait définir l'addition, la multiplication; la soustraction est toujour
possible, puisque, quels que soient a et b, il existe toujours un nombT€
tel que

a = b4
L'écriture
A =gy
a donc toujours un sens,
Ladivision sans reste continue 2 ne pas étre toujours possible;ce n'est
qu'exceptionnellement que 3 a et b on peut associer un nombre q tel que

a . =" ‘hqg

3.- NOMBRES RATIONNELS

3 : e
Pour donner a l'écriture -g- un sens quels que soient a et b, on pas®

P = 3 ¥ : 8
des entiers aux nombres rationnels, ou fractionnaires. % a alors touJ‘-"“r
un sens, sauf si b=0. Les quatres opérations sont alors toujours possibled*

Les opérations impossibles dans l'algébre des nombres rationnels sont
les résolutions d'équations algébriques. Par exemple, 1'équation
Al
n'est satisfaite par aucun nombre rationnel, et le symbole VZ est don®
dépourvude sens dans 1'algebre des nombres rationnels . Seules ont un sen
ses valeurs approchées,

4.- NOMBRES REELS

On est alors conduit & faire une théorie générale des valeurs appr?”
chées, qui peut se résumer comme suit :

Savoir calculer une valeur approchée d'un symbole, c'est savoir dé-
terminer, pour un nombre rationnel quelconque, s'il est valeur approc
par défaut, ou par exces. C'estdonc savoir associer & tout nombre rationn?
r, sauf peut-étre un, une valeur f (r), égale & 0 si r est une valeur appr?;
chée par défaut, a1 si r est une valeur approchée par excds.f (r) est ains}
fonction, de valeur égale 3 0 ou a 1, telle que si r' { r'" on a forcéme?

el
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1
ié;a?;f fi(T1Y) ; pliisque toute valeur plus petite qu'une valeur approchée par
appro ESt elle-méme par défaut, et toute valeur plus grande qu'une valeur
Ouslc ée par exces est elle-méme par exces. f (r) doit étre définie pour
i noeﬁ nombres rationnels sauf peut-é&tre un parce que si le symbole définit
Excésmbr-e rationnel r,, r, lui-méme n'est approché ni par défaut, ni par
i Puisque c'est la valeur exacte . Si f (r) est définie pour tous les nom-
b Tationnels, le symbole dont f (r) définit les valeurs approchées ne
irrat'etre un nombre rationnel. On dit alors qu'il représente un nombre
‘;E;-‘T".Ef_le_l. Les nombres rationnels et irrationnels, dont 1'ensemble cons-
R sées nor_nbrea réels, ne sont donc autres du point de vue théorique que
parations entre valeurs approchées par défaut et par exces.

5- NOMBRES COMPLEXES

ils Les nombres réels permettent les quatre opérations fondamentales;
muhl?_Ermettent l'extraction d'une racine carrée, ou d'une racine d'ordre
iple. Dans 1'algébre des nombres réels, toute équation de la forme :

file) =200

A
ozui(x) est une fonction continue, admetune racinedés quel'ona pu trouver
algébnf)rnbres a et b telsque f (a) . f(b) { 0,Enparticulier, toute équation
o é“qu? de degré impair admet aumoins une racine réelle. Mais il existe
quations tres simples, telles que
&t +=1 = p0

gléllén'aqmettent pas de racine. On est amené alors 2 introduire pour la
non ralité des énoncés la notion de nombre complexe, c'est-a-dire de
nombres x + yi, sur lesquels les opérations sont les mémes que sur les
P mb}‘es réels, avec la restriction que i’ = -1. Dans ces conditions, toute
Quation algebrique de degré n admet exactement n racines.

6- NOMBRES HYPERCOMPLEXES

= La généralisation se poursuit maintenant en observant qu'un nombre
Omplexe x + yi avec la regle

ke e |
2Pparait comme un cas particulier d'une expression
q = x, i, +x, ip # cuese X, 3
zw -+., x, étant des nombres réels, et les i, étant des symboles obéissant
des ragles d'opération de la forme
= L% (m) i (“- (m) réels)
(m) st m st

De telles expressions sont appelées nombres hypercomplexes. On peut
Montrer alors que si on considere les deux regles :

13 1'.

R, Commutativité de la multiplication :
XY-g=l  YE

R, Inexistence de diviseurs de zéro :

2
Sixy = 0, alors xw™ = 0on P
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mises a partparmi les regles bien connues de l'algébre des nombres com”
plexes ordinaires, on obtient, selon la oules régles auxquelles on renonce:
les généralisations qui suivent.

7.- QUATERNIONS

Si on renonce 2 R, et & R, seulement, on montre que les nombres
hypercomplexes ont forcément quatre unités hypercomplexes, c'est-a-dire
sont de la forme :

q = x 1 +x 1z+xa13+x41*

et que l'on peut, par des changements d'unités convenables n'affectant Pas
la généralité, les mettre sous la forme :

Qo =e g iy o it ok
a, x, y, z, étant réels, i, j, k obéissant aux reégles
Tjk’- TSR TR R s Sadsals
Ces nombres sont les gquaternions de Hamilton; leur emploi est asse?
limité .

Dans les opérations sur quaternions, on a en général : q, q, # g, 9
mais si

gridy =8 S0
on a forcément soit q = 0, soit q, = 0.

8.- MATRICES

Pour augmenter au dela de quatre lenombre des unités hypercomplexes,
il faut renoncer 4 R,. Onmontre alors que les unités hypercomplexes peu-
vent se mettre sous la forme iy, c'est-a-dire qu'on peut les affecter de
deux indices, de manigre que les regles d'opération soient :
(4) st Luy = atu S tay
&y étant l'indice de Kronecker, c'est-2-dire un nombre égalalsit=u, 2
0,s8it# u.Un nombre hypercomplexe est alors une expression de la forme

(5) < Syay g ag ig
On voit que si on prociéde au produit de (5) et d'un nombre
gl = § €y i 0 on obtientqq' = ¥ cy ig

st
avec

g = kAl

Au lieu d'écrire q sous la forme (5), on peut 1'écrire sous la forme
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qul;llgsebpl‘éte mieux aux applications. Untel tableau est appelé une matrice;
comp] re hypercomplexe la plus générale (2 un nombre fini d'unités hyper-
matr-e-xea) est ainsi 1'algdbre de ces tableaux, que l'on appelle l'algebre

icielle. Lorsque l'on traite de l'algeébre matricielle directement sur

€Xpressions
o telles que (5), avec les régles (4), on parle alors d'al ebre
matncmlle totale ., s ) g (#) 5 .

—_—



CHAPITRE I

NOTATIONS VECTORIELLES ET MATRICIELLES

Nous aurons & manipuler des symboles mathématiques disposés -
tableaux rectangulaires, le plus souvent carrés. Les symboles d'un tablea
rectangulaires 2 m lignes et n colonnes seront affectés de deux indices:
premier indiquant le rang de la ligne, le second le rang de la colonne dan®
laquelle figure le symbole considéré. Le tableau lui-méme sera appelé un€
matrice & m lignes et n colonnes, ou, plus bridvement, une matrice (m, n).
Un pareil tableau sera encadré de crochets, conformément au schém2
suivant :

" 12 . n

ay 22 2n

(1) s .
2m me2 * 2mn

Un pareil tableau sera souvent représenté par une seule lettre maju8”
cule; pour rappeler la nature des &léments qui y figurent, nous écrivon®
l'élément général entre deux crochets, comme suit :

i P [aij] (m, n)

Les deux indices figurant en bas a droite rappellent qu'il s'agit de s
lignes et n colonnes. Quand aucune confusion ne sera possible, ces de
indices seront omis,

Ilnous arrivera souventde considérer des tableaux réduits A une seulé
ligne ou a une seule colonne, tels que les tableaux suivants :

2

(3) X

x, = [uluz...un]

*m

Dans ce cas nous affecterons chaque élément d'un seul indice, Nou#
utiliserons alors les notations abrégées :

X = [x] v = [{a
Nous aurons a considérer des sommes et des produits de tableaux, !2

justification des définitions apparaissant par la suite .

La somme de deux tableaux A et B n'a de sens que si ces tableaux onf
méme nombre de lignes et méme nombrede colonnes; c'est le tableau obtent
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en faigant la somme des éléments occupant les mémes emplacements dans
et B, Par conséquent, si

A = = = et
& [ay] o Bx = [bij] e c [C'J] )
'équation
(4) G = cA+iB
Signifie que
Cij = ai‘j + bij

Pour toutes les valeurs de indices i et j.

~ Le produitde deux tableaux A et B pris dans cet ordre n'a de sens que
8i le nombre de colonnes de A est égal au nombre de lignes de B.

_Cette conditionest facile 2 se mettre en mémoire si l'on observe qu'en
€crivant que A est une matrice (m, n) et B une matrice (n, p), on voit
apparaitre la suite

(m, n) x (n, p)

OUle gecond nombre de la premigre parenthese est égal au premier nombre
de 1a seconde . Cette condition préliminaire étant supposée respectée, le
Produit AB est une matrice (m, p) dont 1'élément général c;; a pour
€Xpression

n
6 Ci i = Z P
(6) ij Laid ih ~hj
La formule (6) est tout a fait fondamentale, et doit étre tout a fait
familidre. On observera que c; s'obtient en faisant la somme de tous les
Produits ajy, by » le premier indice de a;, étant le premier indice de cj , le
Second indice de by étant le second indice de ¢j , le second indice de aj
tant le premier indice de by ; c'est par rapport a ce troisidme indice que
Nous opérons la sommation. On observera également que la formule (6)
Suppose essentiellement que le second indice de aj peut prendre autant de
Valeurs que le premier indice de bjj , ce qui revient a dire que A a autant
?e Colonnes que B a de lignes. On dit quelquefois que cj est le produit de
a idme ligne de A par la j idme colonne de B.

Le produit de deux matrices dépend essentiellement de leur orc}re.

:B estengénéral différent de BA; il se peut que AB existe et que BA n'existe
as,

Ilestbonde se familiariser avec les produits de matrices particuligres.

oient par exemple les deux matrices :

X = = ["i] U = [u U, .ee U] T {“i}

~Qui sont des matrices (n, 1) et (1, n).
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UX et XU ont toutes deux un sens, mais sont tout a fait différentes,
UX est une matrice (1, 1), réduite par conséquent & un seul élément :
(8) TR = wgich + W xfF ., Fuug
Au contraire, XU est une matrice (n, n), donc une matrice carrée

xoo xS 3, M
(9) gty Xy Uy X%
0 A Xy

Nous voyons que les conventions précédentes nous obligent & certaines
précautions lorsque nous avons a faire 1'opération pourtant simple de mul~
tiplier tous les £léments d'une matrice par un méme nombre. Soit en efféet
A cenombre . Ence quiconcerne les matrices (7), nous pourrons considérer
A comme une matrice (1, 1), ce qui nous conduira 2 :

x, A
xz?\

(10) XN = AU
xnh

{)\u1 PASE Xun,

Onobserveral'emplacement du facteur A, qui se met 2 droite de }'(.'et
a gauche de U. Cette conventionn'est pas essentielle; on ne doit s'y astrein”
dre que dans les recherches tout 2 fait théoriques.

En ce qui concerne une matrice (m, n), il est impossible de multiplier
tous les éléments de cette matrice parAen respectant les régles posées
ci-dessus. Pour pouvoir faire cette opération correctement, il faut faire
intervenir l'indice de Kronecker, quiestunnombre si_j , & deux indices, qu!
a pour valeur 0 lorsque les indices sont différents, et 1 lorsque les indices
sont égaux. Une matrice dont les éléments sont des indices de KroneckeTl
sera dite une matrice unité, et représentée par la lettre E.

Une matrice rectangulaire unité sera donc telle que

Eiowun {su} (i )

Une telle matrice jouit, lorsqu'elle est carrée, de la propriété de laisser
toute matrice inchangée par multiplication. Soit en effet, une matrice A (m, n)i
formons le produit

D" Y D)
Nous aurons

b, = RS
ij 21;1 ih = hj

Dans la sommation par rapport i h, seul intervient le 8hJ a indice#®
égaux, doncd;; ;ilen résulte que

%
Tl L) S

On arriverait 3 la méme conclusion en considérant le produit :

B (m, m)= 2 1)
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X On voit facilement que pour changer A= a; en Aa; ,il faut
ultiplier A par la matrice }‘aij , & droite ou 2 gauche indifféremment.
Uand nous écrivons donc
XA = AN = [}\ aij] Gasen)

;1bne faudra pas perdre de vue que dans ces équations, A est une notation
régée pour la matrice ) ou [XSU] (n.5) selon que A est

4 Bauche ou a droite de A.

& Si.cette convention est bien comprise, la notation abrégée ne présente
Ucun inconvénient.

ij| (m,m



CHAPITRE Il

REDUCTION DES MATRICES - RANG

1.- RAPPEL DES REGLES D’'OPERATIONS RELATIVES AUX MATRICES

Nous rappelons qu'étant données deux matrices (m, n), soient A et Bs
on sait définir leur somme A + B, et qu'étant données deux matrices:
(m, n) (n, p), on sait définir leur produit AB, qui est une matrice (m, P)-
On sait par ailleurs définir le produit d'une matrice par un scalaire.

On vérifie sans peine les régles suivantes :

A(A+B) = ANA+AB

C(A+B) = CA4+CB
(1) (A+B)ic. = AC+BC

(AB)C = UANBG)

Nous retrouverons les régles usuelles de 1'algébre, sauf la commuta-
tivité du produit.

On peut se demander quels sont les éléments qui jouent le rdle du zér9
et de l'unité. Une matrice N (m, n) sera dite nulle si, quelle que soit
(m, n), ona

(2) AN mE N AR S A
Une telle matrice N a forcément tous ses éléments égaux 2 zéro.
De méme, nous définirons une matrice unité E par la condition qu€

multipliée par A, elle donne encore A comme résultat de la multiplication-
Si E est une matrice (m, n), nous devrons avoir, quelle que soit la matricé

A (n, P)
(3) EA = X
Mais le produit EA est une matrice (m, p). Ilne peut &tre égal 3 A que
sim = n. Unematrice unité est donc forcément une matrice carrée. L'&qua-
tion (3), si nous posons

g5, e

(9 a

s'écrit

€ ih 2y

P
n e
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@ Les équations (4) devant avoir lieu identiquement par rapport aux aj ,
Ous en déduisons

(5) e i = .SU (indice de Kronecker)
Quelles que soient les matrices A et B, nous aurons alors :
EA = A BE = B

1 L'introduction de la matrice unité (1) va nous permettre de définir
inverse d'une matrice A, comme étant une matrice qui, multipliée par A,

ONne une matrice unité.

1- PROPRIETES GENERALES DES MATRICES INVERSES

e Soit donnée une matrice A (m,n). Comme le produit n'est pas commu-
if, nous serons amenés 3 distinguer une inverse droite B et une inverse

8auche C telles que
(6) ABsvingE E s, A S = T (#™n)

tei Supposons que B et C existent toutes deux, B ne peut &tre qu'une ma-
“lce (n, m), C une matrice (n, m). D'aprés la propriété d'associativité
Produit nous voyons que

(cA)B = G (AB)
En comparant 4 (6), nous obtenons

_ Bl et Neabridstes i) amalivass)
oy Beanasio€ s

une 1l apparait ainsi que lorsqu'une matrice admet une inverse droite et
“"-e-—l'_l."_l‘;t‘_se gauche, ces deux inverses sont identiques. Il en résulte évidem-
Ot que la matrice inverse est unique.

une ?"0\18 donnerons une place particuligre 3 ces matrices qui admettent
me inverse droite et une inverse gauche, cette inverse étant d'ailleurs la
Me et unique; nous les appellerons matrices non singulieres. Unema-

tri "
Ce singulitre, conformément i cette définition :

ou bien n'admettra pas d'inverse droite
Ou bien n'admettra pas d'inverse gauche
Ou bien n'admettra pas d'inverse du tout.

ng L'inverse d'une matrice non singulizre A sera représentée par la
tation Rt

B esupposons que A, et A, admettent chacune une inverse droite, soient
1 2 ces inverses. Nous constatons que
AL AT DEER = B
Donc 1e produit A, A, admet comme inverse droite le produit B, B, .

i Si A, et A, admettaient les inverses gauches C, et C,, le produit A; A,
€ttrait Cp C, comme inverse gauche.

(1) Nous avions déja vu que toute matrice carrée de la forme (5) laissait invariante

toyg

e .

r ciprag:he matrice par multiplication; il restait 3 montrer, ce que nous avons fait, la
ue
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D'une maniére générale, on voit que si A,, A,, ... A admettent les

inverses droites B, B,, ... B, le produit At Aot An admettra 1'inverseé
droite By B, , ... B;; une proposition analogue aura lieu pour les inverses
gauches,

Il résulte de ce qui précdde que la condition nécessaire et suffisant®
pour que le produit de n matrices A, A, ..., A, soit une matrice singt~
litre est que 1'une au moins des matrices A, A,, ..., A, soit singuli2ré:
Cette proposition est la correspondante de la proposition : La conditio?
nécessaire et-suffisante pour qu'un produit de nombres soit nul est qué
1'un au moins des facteurs du produit soit nul,

La proposition :'"Siun produit de matrices est nul, 1'une au moins des
matrices constituant le produit est nulle', est une proposition fausse.

Nous allons maintenant démontrer la proposition fondamentale :

Une matrice non singulidre est forcément une matrice carrée. La daé-
monstration sera basée sur la remarque évidente : si on multiplie up®

matrice A par une matrice B non singulidre, on obtient une matrice
qui est de méme nature que A, c'est-a-dire singulidre si A est singuliere:
non singulidre si A estnonsingulitre. Cette remarque s'applique égaleme

a BA,

3.- OPERATIONS ELEMENTAIRES SUR LES MATRICES

Etant donnée une matrice A,onappelle opérations élémentaires les OPé_'
rations qui consistent a :

a) Multiplier une ligne ou une colonne de A par un scalaire non nul.

b) Intervertir deux lignes ou denx colonnes.

c) Ajouter aux &léments d'une ligne (ou d'une colonne) les &lément®
d'une autre ligne (ou d'une autre colonne) multipliés par un mém
scalaire.

Nous allons montrer que chacune de ces opérations revient 2 multi
plier A par une matrice d'un type particulier, non singulidre, que nou$
appellerons matrice £lémentaire.

La matrice déduite de A en y remplagant a;, par 7\:3‘.1-1
de A par la matrice

est le proﬁ“‘it

pN 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
a droite
La matrice [)L] admet l'inverse
1/M 0 0
0 1 0
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_ Soit maintenant A lamatricedéduitede A en y intervertissant les lignes
€ rang s et t, de sorte que

A = [aij] SRR I:E_li‘j} ; ai.j = a'ij (1#4,t)

s‘] — at:j atj as_j .
Mettons A sous la forme
A= & SOGA

X étant une matrice [xi‘j} 3 déterminer. Nous aurons

2 = ¥ xp 8
] b J

Pour ; # 4 , t, nous aurons ainsi x;; = 6, (indice de Kronecker) .

Poyr i=/4, nous aurons

s iR, L) pour h # t
Eotn = =

et Pour j = t
X =0 pour h # s
Xy - 1

La matrice X est ainsi déterminée par les conditions suivantes :

5 Dans chaque ligne figure un élément non nul et un seul. Cet élément
A Pour valeur 1. Il a pour rang, d'une manigre générale i dans la i° ligne,
€Xception des deux lignes de rang 4 et t.

Dans 1a ligne de rang 4, il a pour rang t, et dans la ligne de rang t, il
Pour rang 4 .

e La matrice X est non singuliére, puisqu'elle est sa propre inverse.
8t évident en effet que
¥ rmid® aypigerige B

On voit sans peine que pour intervertir deux colonnes, il suffit de mul-

tipl;
Plier A 3 droite par une matrice analogue a X.

Considérons maintenant la matrice carrée

1 k 0
0 1 0
P =
0 0 1 .
don
1'512 tous les &léments sont nuls, sauf ceux de la diagonale principale, et
Ment (1, 2), qui est égal 2 k. Nous avons ainsi
L S B‘J
R R



154 M. J. VILLE

Dans ces conditions, si B = AP, nous voyons que :
b;; o) B Py o= iy (i # 2)
h
Bk % ap Ppe = Kka, ta,
B se déduit de A en ajoutant & la deuxitme colonne (a;, ) les §1ément$

de la premigre colonne (a, ) multipliés par k. Pest une matrice non singi-
litre, puisque son inverse est évidemment la matrice

1 -k 0

0 1 0 .
=1 =

0 0 1

Pour ajouter aux &léments de la deuxi®me ligne les &léments de la
premiere ligne multipliés par k, il suffira de multiplier A & gauche par 4
matrice P déduite de P en intervertissant lignes et colonnes :

' 1 0 0 SR T
k 1 0 .

P! =
0 0 1 S

Pour ajouter & une ligne quelconque les éléments d'une autre ligne

multipli€s par k, soit, pour fixer les idées, les éléments de la 3° 1ign®’
multipliés par k, 3 ceuxdela 5°ligne, nous pourrons intervertirles lis.ne'
1 et 3, puis les lignes 2 et 5, multiplier & gauche par k, puis interverfir
nouveauleslignes 1 et 3, puisles lignes 2 et 5. Ces opérations successive®
sont toujours des opérations pouvant s'exprimer en multipliant A par des
matrices des types X et P;on multiplie ainsi A par une matrice non sing"’
ligre.
Ces principes étant posés, nous voyons qu'étant donnée A absolument
quelconque, on peut, par des opérations élémentaires :

changer a en 1.
annuler Q20 Aa s cver By By p By caep Ap,.
changer a,, en 1.

2

a B B L B

annuler a 2 ? v Bppa By, 2 mz2

23’
et ainsi de suite.
. : s igla

Cette suite d'opérations sera arrétée seulement lorsque A aura P“"

forme suivante
=

1 0 0

0 1 0
0 0 1 . (m; r; n)




PRINCIPES D'ANALYSE MATRICIELLE 155

dite matrice unité tronquée, ou tous les éléments situés en dehors de la
{“‘emiére diagonale seront nuls, et oll, dans cette premiere diagonale, tous
€8 €léments seront nuls 3 1'exception des r premiers qui sont égaux a 1.

On peut ainsi, 2 toute matrice A(m n)’ associer deux matrices carrées,

3

a-=-"l‘3".£=_'5ﬁnt des inverses, soient B et C, telles que

C (m. m) Ai(m.n) P (a, n) Sl i)

. La détermination de C et de B peut se faired'un grand nombre de ma-
n?érea : les opérations &lémentaires que nous venons de décrire permettent
d °bt§‘nir C et B pardes calculs rationnels. En multipliant 1'égalité trouvée
Par C' 3 gauche et B' 2 droite, nous obtenons :
=1

A = C.‘. E( B

m; r; n)

4- MATRICES UNITES TRONQUEES

Une matrice unité tronquée E ) étant comme nous l'avons vu,

(m; r;n
:LlelmaF!‘ice rectangulaire (m, n) dont tous les éléments sontnuls, sauf ceux
o a diagonale principale, lesquels sont égaux 2 1 pour les r premiers, et

® en ce qui concerne les autres, nous pouvons chercher la forme du
Produit de deux pareilles matrices. Soit donc le produit

E(m;rin) " F (mirp)

éle Ce produit est une matrice rectangulaire 3 m lignes et p colonnes. Les
kL Ments qui sont situés sur la diagonale principale sont nuls sauf si leur
Ng est inférieur ou égal & r et & r', Nous en déduisons que :

(1)

La
1

E(m;r;n)'E(n 5o} = E(m:p;p) ?= Min{r,r']

régle de multiplication (1) peut s'interpriter simplement en examinant
Opéfation

(2) T e E(m; r;n)X

OU X gt une matrice (n, 1), et Y une matrice (m, 1).
On
€1ém,
€1ém
a or

Oit que le passage de X (qui contient n éléments) 2 Y (qui contient m
ents) ge fait en prenant pour r premiers éléments de Y les r premiers
ents de X, et en complétant A m avec m - r zéros. La formule (1) est
8 évidente .

On peut, 3 partir de la formule (1), établir les formules

E(m;r;r)'E(r;r;n) T E(m;r:n)

(r; r; m) E:(m;r;n) E(n;r,'r) = E(r;r;r)

dan
S lesquelles il ne faut pas perdre de vue que r § m,r £ n.

chanL'intérét de la matrice unité tronquée est qu'elle représente, a des
Telatgemema de variables pris, lamatrice singuliére la plus générale. Une
> on telle que (2) s'écrit en effet :

1 = x] yZ - xz.... Vr + xl" Yr+| = ---=Vm=0
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On voit que! Y ne dépend que de x;, Xyo .6 o0 o E s OL AU Yy cosivistidir AR
nuls. Il en résulte que si on veut calculer X 2 partir de Y supposé donné,
ce sera en général impossible, puisque x.,,, ...., X, restent indéterminés
Sin = r, nous avons évidemment

¥ sottar B (n; n; m) %
ce qui correspond a 1'égalité :
E(n: n; m)E(m; nin) 1‘:(n;n; n)
Donc E ek admet l'inverse gauche E (Besisn e

De méme E ( ) admet 1'inverse droite E

m; m;n (n; m; m)"

Ces inverses ne sont pas forcément uniques.

Il est bon, pour étudier complétement la nature des matrices E (m; 23 n)

de former les produits de E( ) avec des matrices A = A (n, P) et

m; r;n
B =B . On trouve
(p, m)

Beanzs ot ayp
E ; A - 1
(m; r; n) (n: P) = 0
0 aRss My a anp
2y 2 24p
a21 aZZ bt v - aZP
a a A a
= 0" 0!‘2 - Orp (m lignes)
0 0 e 0
b, qu 2 b'll‘ﬂ 1 1 bu blz <o by 0..0
BN § 1 VBB, ) = b, bzz"‘bzm .0 & bzz..ber..O
: 0 ;
bP’ bpz ...bprn 0 bpl bpz"bpro"

On voit ainsique E (m; r; n) ne peut admettre d'inverse droite que iz
m, et que sont alors inverses droite toutes les matrices de la forme *

E(r, r, 1)

A (n, r)
a(n -r,r)

c'est-a-dire les matrices obtenues en ajoutant au dessous de la matrice
E (r, r, r) (matrice unité d'ordre r) n-r lignes comprenant r g1ément$s
arbitraires.
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5. UNE PROPRIETE DES MATRICES RECTANGULAIRES

Soit A une matrice rectangulaire '"large', c'est & dire possédant plus
€ colonnes que de lignes
A = A (m, n) m < n

Il existe alors des matrices 4 une colonne
X = X (n' 1)

telles que AX soit nulle, sans que X le soit. Pour montrer ceci, commen-
$ons par examiner le cas d'une matrice E (m, r, n).

Si X ales éléments x,, X,, ..., X,, la matrice E (m, r, n) X ales
Composantes X2 XX 0,0, ..., 0, 11 suffit donc de prendre pour X la

;na-trice dontles r premiers éléments sont 0, les n-r autres 1, que nous
Otons

gt 0

Pour gbtenir 1'égalité

E(m, r’n)x = 0

Soit maintenant A, Nous pouvons mettre cette matrice sous la forme

A = BE o ron)C BoE B C s e

B et C ¢tant non singulidres . Pour obtenir AX = 0, il suffit de choisir pour
4 matrice

X c

n-r

1?1“91“ n'est pas nulle, puisque si elle était nulle on obtiendrait en multi-
Pliant par ¢ 2 gauche

On Vérifie bien que

CX=BE =B.0=0

AX=BE (m, r, n)

(m, r, n)

La Proposition :
f& “L'équation AX = 0 admet toujours, si m < n, des solutions en X dif-
renteg de zéro",
n'
8t autre que la proposition bien connue :

"Un systéme de m équations homogeénes a n inconnues admet toujours

&
oy n, des solutions différentes de zéro''.
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On peut, & l'aide des résultats ci-dessus, traiter des problemes tels
que le suivant.

Probleme I
Montrer qu'il est impossible de mettre une matrice unité E (n, ns n)
sous la forme
E=BC B:Bn,p c:Cp,n (p:¢in)
laires

c'est-a-dire sous la forme d'un produit de deux matrices rectangu 1
) etl2

dont la premidre est "haute' (davantage de lignes que de colonnes

seconde ''large''.
Tl suffit pour montrer cela de faire intervenir une matrice X telle que

kW g C XreEmTy
Nous savons que de telles matrices existent. De 1'égalité

EX = BGCX

on déduit alors

ce qui est contradictoire.

6.- RANG D’UNE MATRICE
ce.

Nous sommes maintenant en mesure de définir le rang d'une matri :
Ce sera, pour une matrice A ot 6)* le_plus petit entier r tel que o

puisse mettre A sous la forme

A = BC B=B CcC=C
Mt r,n

La premikre chose a faire est de vérifier que le rang de E (m, T» n)

est r. Soit T ce rang. Nous voyons tout d'abord que

E(m. O E(m,r, r) E(r,r,n)
ce quimontre que ¥ £ r. Supposons maintenant que l'on ait mis E (m, T» n)

sous la forme
E(m,r,n) 2 B(m.f) C(F,n)

Nous aurons alors
B r.m)y Pt Tinarer)l T o rar ) [E(r,r.m’-
B(m,;)] [C(;, 2)  F(a,r, r)] = K, 8 Hz,0)

D'aprésles résultats trouvés i propos du problémel, nous voyons que T pisrs
Doncix:= iri

Pour déterminer le rang d'une matrice quelconque A, il suffit de procé”
der 4 sa réduction par les opérations élémentaires.
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¢ Par de telles opérations, on peut en effet mettre A (m, n) sous la
Orme

(3) A =B .E (m; r;n)C

B et C ¢tant non singulidres, Le nombre r qui figure dans (3) est le rang
de A. D'une part en effet, la formule (3) peut s'écrire :

(4) A = |:B(m,m) E (m; r; r):| [E(I‘;r;n) G (n; n):l

3& nous voyons apparaitre une décomposition de A montrant que le rang
® A est au plus égal d r.

D'autre part, si l'on a mis A sous la forme

A = 7B (m;¥)C, (¥, n) PG L
On en déduit
E{m, r,n) = -(BENOLE e
d'ol Ta Sper

le Tang est donc bien .r.

1 Il résulte de la définition méme du rang que le rang d'un produit est au
?0“3 €gal au rang de celui des facteurs qui a le plus petit rang. En effet,

Ute décomposition d'un facteur en un produit de deux matrices conduit 2
gor décomposition du produit tout entier en un produit de deux matrices.

(5 RELATION ENTRE LE RANG ET L’EXISTENCE DES INVERSES

" Toute matrice A admettant un rang bien déterminé, nous appellerons
atrice (m; r; n) une matrice 2 m lignes, n colonnes, de rang r.
ot 4 Une matrice (m; r; n) admet une inverse droite uniq.ue ou non si r =m
Ver::; ce cas seulement. Soit en effet. A une_itelle matrice, et A" son in-
<3 roite (ou une de ses inverses droite), A est une matrice (n, T, m).
S avons alors

(5) E(m;m;m) = A(m;r;n) A (n;F m)

L:mra“g_ de E est m. Donc le rang de A et de A”' doit étre au moins m.

A mrfne il ne peut dépasser m, nous avons r = ' = m. Seules les matrices

Une t‘m;?) (n ) m)peuvent donc admettre une inverse droite. Recherchons
elle inverse, et mettons A sous la forme

A(m;m;n) = B(m,m)E (m;m;n)C (n;n)
B
ay
inv

:;C €tant non singulidres. Cette transformation peut toujours se faire,
es nous vu, i l'aide de transformations élémentaires., Cherchons une
Tse droite de E (m; m; n). Ce sera une matrice (n; m; m); soit

|:6 ij cette matrice. Comme

E (m;m;n) = [53}
(m, n)
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le produit de E (m;m;n) par la matrice cherchée aura pour terme général

n : 1{igm
Nous aurons ainsi
=)0, 3 {1 R mi 1{ j&m

i i

eij arbitraire pour m+ 1 £ i { n
Il existe donc une infinité d'inverses droite de E (m, m, n), dépenda":

de m (n-m) parametres arbitraires. Soit £ une quelconque de ces inverse

droite. La matrice

sera alors une inverse droite de A,

On montrerait de méme que la condition nécessaire et suffisante pour
que A admette des inverses gauche est que r = n. Dans ce cas, A aflm:
une infinité d'inverses gauche , dépendantden (n -m) paramatres arbitraires

; ; a

Ence qui concerne les matrices carrées, nous constatons alors que :g
conditionnécessaire et suffisante pour qu'une matrice carrée (n, n) admete.
une inverse est que r = n. L'inverse est alors 2 la fois droite et gauch®

elle est unique.

8.- DISCUSSION D’UN SYSTEME D’EQUATIONS LINEAIRES

Soit A (m; r; n)une matrice. Nous pouvons lui associer le syst2m®
d'équations linéaires

(6) AKX @ sy
: s
aux inconnues X, ,X,, ..., XY Y, 2 «+.s Yysont les seconds membT€
des équations (6). Sous forme explicite, nous obtenons :
' -
(6') & X ta, x, t...+t3, x, Y
By Xyt Ay Xt i ta, X0 = 0y,
Ay X Fag, X, + tYamXn = Yn

Décomposons A, par des opérations élémentaires, sous la forme

A = BB (m; rn)e
et posons
Rin oo g
Le systéme (6) prend la forme
(7) Ellmyrinyx “t= Y

qui est équivalente & (6), puisque la correspondance entre X et X et entr®
Y et Y, est biunivoque. Le systdme (7):n'est:autre que :

(im) X, =, - Soel S e
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(7") ‘y-'r“ = ?NZ e e ?‘m =

(7") Rypyr Xpypr -+ 1% arbitraires.
e Le systdme (6) n'admet donc de solution que si Y satisfait 3 m-r con-
tltlona; ces conditions étant satisfaites, la solution X contient n-r parame-
Tes arbitraires.

9%~ MATRICES DE PERMUTATIONS

€1¢ On aPpelle matrice de permutationsune matrice produit de matrices
s Mentaires du type X (1). Si on multiplie a droite une matrice A parune

at"‘lce de permutation, on op&re une permutation des colonnes : sion la
Multiplie 2 gauche, on opere une permutation de lignes. Les matrices de
piermutation sont non singulieéres, Elles sont carrées. Dans chaque ligne
egul‘e un élément, et un seul, égal & 1, les autres éléments étant nuls; il
N est de mé&me pour les colonnes.

ik Soit une rna'trice quelconque A. Nogs pouvons par des permutations
men:nt sur leg lignes et les colonnes, et par des additions portant unique-
-;-.__ﬂ_u__r_lﬂgnes, annuler tous les éléments se trouvant au-dessous de
2 Premiere diagonale, et faire en sorte que les r premiers éléments dela

emitre diagonale soient non nuls, tandis que les éléments des lignes de

fang plus grands que r sont tous nuls.

Nous mettons ainsi A sous la forme
(8) A = RAL P

G &
up €st une matrice de permutation, B une matrice non singulitre, et A
€ matrice telle que

[EU:I E.U- =0 pour i £ j
0

>
11}

a = 0, a Petag

d|

41,841

(j=1,2, ..., n)

La matrice A peut évidemment se mettre sous la forme

A= e )
i
P :s:lUG par des opérations sur les colonnes on peut y annuler tous les élé-
a:l 8 situés en dehors de la diagonale principale. r est donc le rangde la
Tice primitive A,

10.
- SYSTEMES HOMOGENES

LE\I décomposition (8) permet de discuter commodément un systéme
O8ene. Soit en effet le systdme :

hom,
ui :
i et €quivalent au systéme

- (10) AN w P a0
(1) cfp. 13,
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qui s'écrit

s = S = s w A

(ll) Ay % +§|z *p tosen +Er %p +ai,rn X +o s +a’1n *n
o = - O

aZZ X, +i stk azr RP +'Ez,r" KN-I e L% +Ezn X,
Jsesisizitee las 53 a=o ;SN

App Xp ¥ 31y Xpyy + 00 13, (X,

Les m-r dernitdres équations sont omises, les coefficients E-IJ- corres”
pondants étant tous nuls,

Dans les équations (11), tous les &;; sontdifférentsde zéro. Il en résult®
queX...,%..,, ..., %, peuvent étre pris arbitrairement, et que R, » Ry ovaihSn
sont alors déterminés d'une manigre unique. Si nous remarquons que X B
différe de X par la numérotation des inconnues, nous concluons :

Dans le syst2me homogéne (8), ou A est une matrice (m; r; n); il exist®
n-r inconnues que l'on peut se donner arbitrairement. Les r autres 8'€?
déduisent d'une manigre univoque.

Revenons maintenant au systdme (6). Ce systtme n'a de solutions 94°
8i les équations (7'') sont satisfaites; or ces équations (7'') constituent
systdme, homogene, de m-r équations 2 m inconnues. Ce systéme a uné
matrice de rang m-r, qui n'est autre que

B [E (m; m; m) - E (m; r; m)] = P'Q E(m;m-r;m)Q;

ol Q, et Q, sont des matrices de permutation.

Il existe donc, parmi les y,, r nombres y; qui peuvent &tre pris arbi-
trairement, les m-r autres s'en déduisant d'une manigre univoque,

sl : e-
Nous voyons ainsi que nous pouvons, par une permutation ccuw'enilbl
desx; et des x; faire en sorte que les r premiers yj et les n-r derniers ¥j

soient arbitraires,

Supposons cette permutation faite, et considérons les équations (6')0:3

nous supposons que les x; sontdesvariables indépendantes. Quels que 80i1€=
les x;,1es8 y,, s Y2 s 2.1 ¥ 8'exprimeront linéairement en fonction de Y;’
Y+ +++» Yp.llen résulte que les m-r dernidres lignes de A s'expriment
fonction des r premigres,

Si donc une matrice A estderang r, il existe r lignes en fonction de8”
quelles on peut exprimer toutes les autres par combinaison linéaire.

Nous verrons plus tard que le rang d'une matrice n'est pas affecté Paf
l'interversion du réle des lignes et des colonnes, Il en résulte que la prOi
position ci-dessus a son équivalente (avec la méme valeur de r) en ce 9%
concerne les colonnes.



CHAPITRE IV

ALGEBRE DES MATRICES CARREES

:1‘: L'algdbre matricielle est surtout attachée aux matrices carrées, parce
e: Seules de pareilles matrices peuvent étre élevées a des puissances, et
Mettent donc de généraliser la notion de polynome.

Nous aurons principalement dans ce qui suit & nous occuper d'expres-

81 5
Ons ayant 1'une des formes suivantes :

1) Des polynomes & variable numérique et & coefficients matriciels,

c! §
€St-3-dire des expressions telles que
(1) AgAZs 4y AL gt samagEeat(N)
o
U )" €st un nombre, A, A, A!, g des matrices carrées de méme

Ordre |

2) Des polynomes a coefficients numériques et a variable matricielle,

c!
€8t-3-dire des expressions de la forme
(2) afAL + a ¥ L E = gi(A)
o
x B, ..., a, sont des nombres, et A une matrice.

On sajt qu'en général le produit de deux matrices dépend de l'ordre

N facteurs, Ceci est une géne considérable dans des calculs portant sur

dOnce"Pressions telles que fl) ou (2). Dans ce chapitre, nous supposerons

h'l'-ltaj;, sauf mention contraire, que nous avons affaire 2 des matrices per-
les, c'est-a-dire telles que

deg

AB = BA

RénéLes calculs que l'on peut faire sur de pareilles matrices sont assez
Faux, d'apres les propositions suivantes :

cec.%ﬁonnée une matrice A, les matrices A" et A" sont permutables.
L st évident; nous avons

m n n m m+n

A : A =" A : A = A
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Si A et B sont permutables, et si f (A), g (B) sont deux polynomes €8
A et B a coefficients numériques, f (A) et g (B) sont permutables, La de-
monstration résualte du fait que le produit f (A) g (B) ne fait intervenir qué
des monomes de la forme

m n

A B
qui peuvent s'écrire
AN R R

et dans lesquels, par permutation répétée de deux facteurs consécutifs, %
peut, sans changer le produit, placer lesfacteurs dans un ordre quelconqué:

A
SiAet B sont permutables, et si B admet une inverse B, A et B~
sont permutables. Partons en effet de 1'égalité

AB = B A
Multiplions & droite et & gauche par B™', nous obtenons
BIATEs P

D'une manigre tout 2 fait générale, on peut considérer des polynome®
a plusieurs variables matricielles f (A, B, C) et méme des expressions

£ (A B .C)
g (A, B, C)

représentant le produit de lamatrice £ (A, B, C) par 1'inverse de la maf—’ic:
g (A, B, C).SiA, B, C sont permutables, toutes les expressions de

forme (3) sont définies sans ambiguité (si g-! existe), c'est-a-dire peu"ent

e
s'écrire indifféremment f g-'ou g-'f. De plus toutes ces expressions de la for™
(3) sont permutables, avec A, B, C et entre elles , et peuvent par conséqué®
entrer dans la formation de nouvelles expressions rationnelles.

e
Nous allons montrer, sur un exemple, la nature des problemes g
I'on peut ainsi traiter. Considérons la matrice du 2e ordre

a b
A =
C d

Elevons-le au carré; nous obtenons

3 a b a b a® + be b(a+d)
A = =
c d c d c(a+d) be + d°)

]
Nous voyons apparaitre les éléments b (a +d), qui sont les é1ément
correspondants de A multipliés par a + d. Ceci nous conduit i formerl
différence

a2+bc-a(a.+d) 0

A’-(a+d)A = (bc -ad) E

0 bc+d®-d(a+ad)
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La Mmatrice A est donc racine de 1'équation
(4) A _(a+d)A+(ad-bc)E = 0
%tenue en formant le polynome

£(N) =N :N{(a+d) +ad - be

F:)y remplagant A par A, eten égalant & zéro. On remarque que 1'équation
o Permet immédiatement de former l'inverse de A, puisque, si ad - bc
a+d A
A E= = E
ad - bc ad - bc
=
oy il apparait que
1
A7l = —— [(a-l-d)E— A:|
ad - bc
1 a+d 0 a b
ad - bc 0 a+d c d
1
= —d -b
ad - be
-c a

dét Le.dénominateur ad - bc, terme constant de f (A), n'est autre que le
®rminant de la matrice A, et f (A) lui-méme n'est autre que le détermi-
de la matrice

A=l b
C d -A

s déN‘)uB avons ainsi montré pour une matrice d'ordre 2,'que si on forme
terminant de A - A E

O [A-xE]

e &
8 s :
' on remplace A par A, on obtient une matrice nulle.

AREN

gk
INVERSE D'UNE MATRICE CARREE

lAI RaPPEIOns un résultat classique sur les déterminants . Nous appellerons
€ déterminant formé avec les éléments d'une matrice carrée

A = [au]

c'e“‘\hu‘?appellerons a;: lecofacteurde a;; dans le développement de Al ,
a dire le coefficient de a;; dans l'expression du déterminant; on sait
€€ cofacteur est o

A = (-1Y AU
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en appelantA ij le déterminant du tableau obtenu en supprimant, dans 1€
tableau des éléments de A, la ie ligne et la je colonne. On sait de plus qu€

?ai‘j e |A| , quel que soiti.
Zi.:ai.j iiJ. = |A| , quel que soit j.
%aij ahj - 0 , quel que soiti, sih# i.
?ai_j h = 0 , quel que soit j, si h# i.

La matrice

A = [EU]

est la matrice adjointe de A. 1

Considérons la matrice tr de A, que nous désignerons par A
c'est & dire la matrice déduite de A par échange des lignes et colonnés*
Elle sera de la forme

On vérifie alors que
AR = Aaj=  |AlLE

c'est & dire quele produit d'une matrice par son adjointe transposée est ‘-‘nf
matrice dont tous les éléments sont nuls, sauf ceux de la diagonale princ?
pale, qui sont égaux & |A| .

Si donc |A] # 0, nous avons l'expression de l'inverse de A (dontﬂou’

savons que si elle existe elle est unique)
A

21 ¥ A
(5) A = A -

Si |A| = 0, A ne peut pas avoir d'inverse. En effet, les régles de multi~
plication des déterminants montrent que

L]

|4 . 5| ] . |8]

d'ol
ja] - & = =l = .
Si IA = 0, cette dernidre égalité est impossible. Donc la conditi.o:

A # 0 est nécessaire et suffisante pour l'existence de l'inverse, 99*
toujours, quand elle existe, la forme (5).

3.- INVERSE D’UNE MATRICE A - \E

Considérons une matrice A, d'ordre n, et la famille des matriceﬂAs;
AN E, dépendant du parameatre numérique A . Le déterminant de A - Ee
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U0 polynome de degré n, que nous notons
£\, = |Aa-2E

Lamatrice adjointe transposée de A - A E est une matrice dont chacun
o lél.éme‘nts estun polynome de degré n-1 au plus, puisque chaque élément
T Ui-méme le déterminant d'un tableau 2 n-1 lignes et n-1 colonnes, dans

Quel A figure au premier degré.

deg

= Si nous ordonnons en A cette adjointe transposée, nous obtenons un
Ynome en A i coefficients matriciels

gk RN SR SRR R e s E By

fLE’)\PrOduit de g (A), matrice adjointe de A - NE, par A - \E est égal 2
E, puisque f (\) est le déterminant de A - AE. D'ou

e B S S s mlees epaw

D

pfgﬂop.]mns le membre de gauche en respectant l'ordre des facteurs,

eBCautm_n nécessaire puisque nous ne connaissons pas la nature exacte
Mmatrices B, et ordonnons en A

(6) -BX' +(AB, -B)\"' +(AB,-B)N"" +...+AB =f(\)E

c‘;ﬁe égalité matricielle, d'aprés la définitionde 1'égalité de deux matrices,
Plac:aut a n? égalités entre nombres. Considérons 1'élément occupant la
Cupa (ei) c}ans la matrice située a gauche du signe égale; et 1'élément oc-
DOly:t la méme place dans lamatrice de droite. Ils sont égaux; ce sont deux
Puis;;:mes en \; 1'égalité a lieu quel que soit A ; donc les coefficients des

i) nces semblables de A sont égaux. Cette égalité des puissances sem-
ali eafie A ayantlieudans chaque élément, il en résulte évidemment qu'il

U si on considere les coefficients de A dans (6). Explicitons £ (N) :

() = (0 [N N e pa ot 0]

Nous obtenons :

B (Sl
AB, -B, = (-I'mE
AB,-B, = (-1)""92 E

No

pe;s.f"(’YOHS que B,, B,, B;, ... sont des polynomes en A, de degrés res-
c0nt; S B Y que par conséquent le polynome matriciel g ()\.) ne
d ent que des coefficients permutables entre eux et avec A, Nous sommes

ang
€ cas favorable ot nous n'avons pas i nous préoccuper de l'ordre des
Acteyrg P P P

noua?:g;lﬁdérons maintenant le polynome f (A); si nous y remplagons par A,

Congty tenons lamatrice f (A). E (lefacteur E intervenant pour que le terme

!'éCr.n de f (N), s'il y en a un, prenne forme matricielle). f (N) E peut
iTe sous la forme (6). Nous en déduisons que :

B F = -B-A -+ (AR ~RA . Hi..o ¥ AB;
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et par conséquent, puisque nous pouvons intervertir l'ordre des facteurss
nous avons f (A) = 0, *

Le polynome f (A) s'appelle polynome caractéristique de A, NouS
avons donc montré que si .

£(N) = IA—}\E’
on a
fulGA) si1=ieti0

et que la matrice inverse de A - A\ E est de la forme

R e et O

(7) (A-NE) =
£ (N)
ot B, By, ..., B, sont des matrices pouvant s'exprimer par des poly~
nomes en A, et qui sont donc permutables avec A et entre elles,
Si f(0) # 0, c'est-a-dire si |A| # 0, A admet une inverse, qui 8'0P~
tient en faisant simplement N = 0 dans (7), d'ou A™' = f_]:a“}

Nous voyons par conséquent que des opérations rationnelles sur 282
matrice nous conduisent & des matrices permutables, et que par consé”
quent nous pouvons dans beaucoup de cas opérer comme en algébre ordi~
naire . Proposons nous. par exemple le probléme suivant, cli nous preno?
délibérément les notations de l'algebre ordinaire.

4.- PROBLEME Il
A étant une matrice, et A un nombre, est-il correct d'écrire
1 1

T ek " alER
Nous n'insistons pas sur le fait que i est écrit au lieu de A , A - ad
liende A - A E.
La formule est correcte,

Posons en effet

fas=m e S
Al EErar
AR EPoss .l
La formule signifie que
Brig— = XD
ou encore que
BDYTTE swigyd cap s g

t
* Il est d'usage d'omettre le facteur E dans f (A). E, aucune confusion n'étar

possible .
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Or
BB =f  Bos(AnAEY

1
b apreés la définition de B, nous avons

B A o E + AB
d'oﬁ
P - (E+AB) (A-AE) = A - XE + ABA - NB = 4
Deméme
G D =iceas(h- AE) = A J4-XB

I
A formule est bien correcte.

Nous pouvons, dans le méme esprit, tirer de (7) les valeurs de B,,

B e B,

5~ PROBLEME III
Exprimer B,, B,, ... B, en fonction de A" (en utilisant la formule (7).

La formule (7) peut s'écrire

SR
En faisant ) = 0, nous obtenons
d'oh
Bl)\"'z 3 Bz}\H S T 5 %[%—L}\)—-i_}\m:l

Fa;
18ons A = 0 dans cette expression. Nous avons a chercher la limite de

72 o N B 1) g b e
AA(A-N)

laqueue eat

£ (0) + Af* (0)

A2

o
]

f (0) + Af' (0)

AZ
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Continuons ce processus
e 1 [£(x) t(] ¢ +AHS
B,A" +BA"" +...B,, = — f—| -——a
A2 A <X A AA
Nous sommes conduits, en faisant A = 0, 2 ;
1 A
Bl = [f (0) + Af' (0) + —— £ (0):]
A Jors 2

et par conséquent
1

Bn-p A

A? A
l:f (0) + Af' (0) + f'(0) + ... +— f"" (0)
1.2 P!

Tous les B sont ainsi des polynomes en A" , de forme relativement simple*
B, est alors de la forme

2 An—1 i
B, =4 =[£(0)+Af (0)+ L ) g e i
A T e S
On peut remarquer alors que
2 kn .
Ty e (e S T L e S L R e e S AR )
| e n

et que par conséquent, puisque f (A) = 0

n

fi s
e = e m)

1 n

A nes

I

-~
1
—

=
=1

conformément 4 ce qui a déja été vu.

6.- RELATION ENTRE LE DEGRE DU POLYNOME CARACTERISTIQUE
ET LE RANG D'UNE MATRICE CARREE

Une matrice carrée de rang r peut se mettre sous la forme
-1 =1 =1 -1
A R e g e
(n; r; n)
ol e est une matrice unité tronquée, B et C deux matrices non singuliéfe"

et admettant par conséquent des inverses. Considérons maintenant le poly~
nome caractéristique de A :

£(N) = |A-rE|
Nous pouvons l'écrire
£(RJm i f B o) < AB|
ou encore

£l ) = IB" (5 RBEYC
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dloﬁ Nous tirons
| & - Wl A = . | B[ [€]3£ 00)

ficiegtous savons que |B| et |C| sont deux quantités non nulles. Les coef-
S nuls de f (A ) sont donc ceux de

£, ()\' ) = | e-h M|
M €tant i : ] 1
Une matrice non singulidre. Posant P..: — , nous voyons que
n
f,(N) = N |pe- M‘
Le déterminant IM - eI est un déterminant analogue a un polynome

Cary L5
k :ténsthue, avec la différence que la matrice unité E y est remplacée
Ne matrice unité tronquée.

n-r
en ¢ Ce Polynome est manifestement de degré r. Donc f (N ) contient A
acteur . Donc :

Pniy:eﬂ Mmatrices carrées de rang r sont caractérisées par le fait que le
Ome caractéristique a n-r racines nulles.

1.
DIAGONALISATION D'UNE MATRICE CARRE QUAND f (A) a n
RACINES DISTINCTES

Supposons que le polynome caractéristique f (N )de A ait n racines

i ;
Nctes )\1,..}\,“ . Pour chacune de ces racines, nous avons :

Ja- ne| = o

Le systeme d'équations linéaires

(Ao NE) R0’ .0

ad :
0‘:‘:‘ donc au moins une solution non nulle. Soit X; une de ces solutions .
avons par conséquent

AX, = N X (idolig 2} )

Le vecteur X; est un vecteur colonne. En juxtaposant ces colonnes,
Obtenons une matrice

B = [x,. x5! ivy xn]

t non singuliére. Si en effet elle était singuliere son déterminant se-
ul, et ilexisterait entre les colonnes une relation linéaire de la forme

nDuE

Wi gq
l‘ait n

k‘X‘+kzXz+...+ann = 0
| PN
%0 l'on déduirait par multiplication par A.

k, N X gt mind g iy = 0
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et par nouvelle multiplication
2 z
ey Ny o My XL+ kXS -] 0
X, entré

et ainsi de suite. En éliminant les coordonnées de Xy o5 poraiets
ces équations, on obtiendrait

ce qui est impossible, puisque ce déterminant, qui est de Vandermondea:
ne peut s'annuler pour des N, distincts. La matrice B admet donc uné M
trice inverse B™', qui peut s'écrire sous la forme

- R {U,,Uz, U,,]
c'est a dire d'une juxtaposition de n vecteurs ligne, tels que
X =9
Si nous formons le produit
B' AB

nous voyons alors qu'il prend la forme

D =[xi%]

a
d'une matrice dans laquelle tous les &€léments sont nuls sauf ceux derrlﬂ
diagonale principale qui sont les Ai. A peut donc se mettre sous la for

A =  Spw

D étant une matrice diagonale. L'opération qui a consisté & chercher B de
manigre 2 mettre A sous la forme ci-dessus s'appelle diagonalisation de
Cette opération est particulidrement simple quand f (g\. ) a des racin®
distinctes. il

Lorsque f (A ) a des racines multiples, la situation est plus compli
quée, comme le*montre le probléme:

8.- PROBLEME IV
Mettre sous forme diagonale la matrice
a b
A =S
c d

en supposant que f (A ) a une racine double.

f (A )aicila forme

)f-(a+d))\+ad-bc.
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fya une racine double si
(a+d)f-4ad+4bc = 0
c’e't‘a-dire 8i
(a-daf +4bc = 0
ot )‘n la racine double. Nous avons alors
ahld = 2N
ad - bc .= 7\2“

S“PPOEOns a # d, auquel cas b et c sont tous deux différents de zéro.

No
48 pouyons poser

2 =tk d = A-Kk
b :I_[,k c ) -

N
%us ayons alors

Aw RIENEE

—E|~

de déSOit B une matrice quelconque non singuliére, que nous supposerons
terminant égal & 1, ce qui ne restreint évidemment pas lagénéralité.

o
U8 aurons ainsi

8 -
B = % F B-|= p ué-ﬁ T e
je 0 Tl
o 1 § -B
BAB' = N E+k P - b
iR - ] T o

=

' - | & + J cx-—g :
L a5+P8T2( YR %) Héa H) ‘
-P(T-F) (ur}“F)- o8- Py

a"f:uction 3 la forme diagonale est impossible, puisqu'i
is

La
al

1 faudrait avoir

T P ke Sl
an“‘ est incompatible avec a6 - PT =
ne peut annuler qu'un élément dans la matrice réduite, soit le terme Y -_5_

Po
80ns par conséquent :

6 = py
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Nous avons alors

D 1 ;
= a4
BoAE == I
0 A,
Si J& > 0, nous pouvons prendre Y = % , ce qui conduit i la forme réduit®
-1 )\'U 1
BAB =
0 N

Sia =d,undes éléments b ou c est nul;la réductionestencore impossible’
sauf si b = ¢ = 0, auquel cas elle est déja faite.

9- REDUCTION D’UNE MATRICE SYMETRIQUE

Une matrice symétrique est une matrice telle que
M. :
Pour étudier commodément de telles matrices, on utilise l'opéranon

=

de transposition, qui associe A toute matrice

At o]
4]

a'i. = a::

J J! on
La transposition est simplement 1'échange des lignes et des colonnes-
vérifie que

la matrice

Al

avec

(A')-I = (A" )1
et que
(AB)) = B'A', (ABC)) = C'B'A!',

Il faut prendre garde que A', quoique étroitement liée 2 A, n'est en gén
pas commutable avec A, c'est & dire que AA' # A'A .

gral

: : 5 : 3 di-
Pour en revenir aux matrices symétrique, elles satisfont a la com
tion (nécessaire et suffisante) :

VARG S L

e
Soit donc A une matrice symétrique, dont nous supposons d'abord g%
le polynome caractéristique f (A) a toutes ses racines distinctes.

Soit X un vecteur propre associé i la racine A,

AX = KNoX
X est
Nous pouvons supposer que la somme des carrés des éléments de
égale 4 1 ce qui s'exprime par

K- o= 1
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_ Si X est réel, cela revient 3 multiplier tous les éléments par un
Méme nombre, ce qui ne change rien a la propriété d'étre un vecteur
i’;“Pre,. non nul associé & A,. Nous allons voir que l'on peut supposer X
4 el-‘51 en effet A, ou X étaient complexes (A étant réelle), nous aurions

1 méme temps

AX g X
AX* = s v e Xt

1 .
Lastérlsque désignant la substitution du nombre complexe conjugué a tout
Ombre complexe figurant dans l'expression,

Nous déduisons des égalités ci-dessus

b W G e i 5 e
XUA X% = R X

{‘,‘es expressions figurant au premier membre sont transposées l'une de
dutre; ce sont des matrices (1, 1). Elles sont donc égales. De méme

X'* X = X! X*

Sont ¢gales, comme transposées, puisque ce sont des matrices (1, 1),

! p | .
;est-a—dire des nombres. Il en résulte que A, = AN* . toutes les racines
€€ f (\) sont réelles. Comme X est une solution du systéme homogene.

(AN RIS s =50
iF‘";’-‘fﬁcients réels, nous pouvons supposer que X est réel. Nous pouvons
N8i, 3 la matrice symétrique A, associer n racines reelleAs e N
rén que nous supposerons distinctes) de £ (A) = 0, et n vecteurs propres
ttels X; satisfaisant 2

AX, = N X, XpXpl =]

Nous allons évaluer X! XJ- . Nous avons

AX; = }\ixi
AX, = }\J.xj
d‘Oﬁ
xJ! AX - X A X.i = kixj' X - ?\J-X'i XJ-

Nous voyons, par transposition (A étant symétrique}. que
1 = 1
xj AR e G xj (égalités entre nombres)
X; X. = Xt Xi
S j J
OU il résulte, puisque A # )x‘j , que

X] XA =180 si i
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Nous avons donc d'une maniére générale

X! XJ- = éi..i

Si donc nous posons

B = [X") xZI' “s ey Xn]

la matrice inverse de B n'est autre que sa transposée :

Blios = {x;.x'z....x:,} = B

Une matrice symétrique A peutdonc étre mise sous forme diagonale 2 1'aide
d'une matrice B qui est identique A son inverse transposée.

i ¥ g
B AB (BB' = E)
0 2 8

Nous avons vérifié cette propriété lorsque tous les ;‘i sont distincts. EII:
reste vraie méme s'ils ne sont pas distincts, comme nous le verrons PI¥

bas.
Les matrices B satisfaisant &4 BB' = E jouent un réle particuliéref‘_’lent
important dans les applications du calcul matriciel. On les appelle _T.IL%EI.EF-G-!

orthogonales.

10.- GENERALISATION DES NOTATIONS MATRICIELLES

Pour traiter des questions théoriques un peu compliquées, comm®€
celles qui sont relatives 4 la diagonalisation d'une matrice quand le polyn®~
me caractéristique admet des racines multiples, on peut étre amené a con”
sidérer des matrices dont les éléments sont eux-mémes des matrices, telle®
que des matrices de la forme

A = [ av,J- ]

St : . 5 ice
a;; étant lui-méme une matrice. Cette matrice a,, pourra étre une matﬂce
de nombres, ou une matrice de matrices. Examinons le cas ol a;; est une
matrice de nombres. Considérons une autre mafrice B, de méme natuf

que A |

B = [b,}]

Le produit de A par B aura pour élément général la matrice

Sl %aih bh_i

ce qui exige que :
1)- a;, soit multipliable par bhj;
2)- que toutes les matrices a, bhj aient mémes dimensions
Appelons
m (i, j), n (i, j)
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les dimensions (nombres de lignes et colonnes) de a;; , et
m' (i, j), n' (i, J)
les dimensions de bjj . Nous devrons avoir
DEni(3; h). = m' (h;j)
2) - m (i, h) indépendant de h
n' (h, j) indépendant de h.

Pour que la notation généralisée soit utilisable, nous voyons donc que
Nous sommes amenés & astreindre les a; a avoir des dimensions de la

forme ]
m (i: J) o m (1)
n (j)
€€ qui revient A dire que les éléments ajj sont obtenus en découpant dans

Une matrice A é&crite in extenso les rectangles
n. n
!

m, |Gy

n (Ll

[ W N

Mp

Dans ces conditions, étant donnée une matrice A formée de nombres

A = [aij] L

8i on pose
245
Xy = 25
Ams
°n bourra écrire
A= [x, X rets ]
t si on pose
U I:atl o ] a‘tn]
°f pourra écrire
U,
A = ; = { U U, Um}
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On remarquera que dans ces conditions, si on considére deux matrices
mises sous la forme

A

fop veer, )

= 2@

le produit AB se met sous la forme

soox | Tawoosm] = [wy]

U.

B

En particulier, l'inverse de A (mise sous la forme d'une sm,perpn:;sil;ic.!_ﬂ‘"le X
vecteurs lignes U;) est une matrice B (mise sous la forme de juxtapositio?
de vecteurs colonnes Y, ) tels que

Yy = 6U (indice de Kronecker)

11.- MULTIPLICATION ET DIVISION DES POLYNOMES DE MATRICES

Toute formule relative 2 des polynomes i variable scalaire qui se rédui®
a une identité algébrique reste vraie pour des polynomes de matrices.

En effet, les régles de calcul sont les mémes dans les deux cas, sauf
ies exceptions suivantes, qu'il faut toujours avoir présentes i 1'esprit ¢

Le produit n'est pas commutatif

Un produit peut étre nul sans qu'aucun de ses facteurs le soit.

La non commutativité du produit, dans le cas d'une seule variabl®
matricielle, ne nous génera pas, pour la raison évidente que le produl
de deux monomes est indépendant de 1'ordre des termes :

(4) aA $bA T = bal T aAl = abaM!

Le produit de deux polynomes f (A) et g(A) se fera d'apres les regle?
usuelles. De méme, nous pourrons diviser deux polynomes suivant
puissances ascendantes ou descendantes puisque les identités

(5) £ = g(Ng(N) + r(N)
O AR P00% W e ()

restent des identités si l'on substitue 2 A une matrice carrée quelcondd®
A, De méme la formule de Taylor :

o %
fild-R) = E(R) N h . o, o f(m) (h) ... S f(N) (h) relativ®

- - e . !
4 un polynome, qui est une identité en A et h,, reste une identité lorsqu’'o®
remplace soit h, soit A par une matrice A, Nous obtenons ainsi :

m &
f(A+h) = BEM) + AP ()4 ...+ A Mgy, N0

(6) m N
f(AE+4A) = £(A) + A8 (A)+...+%!f(“"m)+...+% (™ (a)



PRINCIPES D'ANALYSE MATRICIELLE 179

Remarquons que dans la deuxieme formule, f(N) (A) est un polynome de
degré 0 en A, c'est-a-dire un scalaire multiplié par E.

Si dans les formules (6) nous faisons h = A, nous obtenons 1'identité :
X (m) X (V)
BEAT N (AL = f( (A +i i +ﬁf (A)
(9)

N
e rar )+t A @ o)s LA™ r@asan)

12.POLYNOME TYPIQUE D’'UN VECTEUR DANS UNE MATRICE

Soit A une matrice, et X un vecteur. Considérons la suite de vecteurs
X AN AL S A X

Dans cette suite figurent n+l vecteurs qui ne peuvent donc étre indé-
Péndants . 1] existe entre eux une combinaison linéaire

ag X +a, AX + ...+a.nAnX = 0
€€ qui peut s'écrire
(1) gAa)X=0

8 (A) étant le résultat de la substitution de A & N dans le polynome g (N).

armij tous les polynomes g, (A) satisfaisant 2 (1), considérons celui, soit
& (X\), qui est de plus bas degré. Pour l'uniformité, nous supposerons égal
Lun le coefficient du terme en plus haut degré en A . Ce polynome g, ()
S€ra appelé polynome typique du vecteur X dans la matrice A. Ce polynome
©8t unique. Si en effet g, (M), g, (M) satisfaisaient a (1), g (N) - g2 (M) y

;atisferait aussi, de sorte que g, (A) et g, (A) ne pourraient étre tous deux
€ degré minimum.

Tout polynome f (N) tel que
f(A)X = 0

est yn multiple du polynome typique de X dans A. Il suffit pour le voir de
Procéder 3 la division

f(N) = g\ g@) + (M)
d'oh
r (A) X = 0

& (M) ne peut &tre de degré minimum que si r (N) = 0

13- POLYNOME TYPIQUE D’UNE MATRICE

Soit une matrice A, n vecteurs indépendants X,, X,, ..., X,, et leurs

Polynomes typiques respectifs g,, g;5 ... Bp-
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Comme tout vecteur est de la forme
o W W
il en résulte que pour tout X :
(2) g (AF e (A) TS (A=l

En effet, les facteurs du premier membre de (2) peuvent &tre écrit?
dans un ordre quelconque.

Parmi tous les polynomes g (A\) tels que
(3) g(A)x = o0
quel que soit X, c'est-A-dire tels que

(4) g(A) = o0

considérons celui de degré minimum; astreignons le & avoir pour la plu#
haute puissance de A le coefficient 1. Ce polynome sera appelé polynomeé
typiquede A, Par les mémes raisonnements que dans le paragraphe précé'
dent, on montre qu'il est unique, et que tout polynome satisfaisant 2
est un multiple du polynome typique. On constate de méme que puisqués
pour un vecteur quelconque X, le polynome caractéristique de A satisfail
a (3), c'est un multiple du polynome typique de X dans A. Le polynom®€
caractéristique défini plus haut est donc un multiple du polynome typigu€
de A, et de tous les polynomes typiques de vecteurs dans A,

14.- POLYNOME TYPIQUE D’'UNE MATRICE NON SINGULIERE

Si A est non singulitre, g(0) # 0, et réciproquement. Si en effet A est
non singulidre, si l'on avait g(0) = 0 on en déduirait que

gAY K- =0

g (A) : X étant un polynome £, (N) tel que £, (A) = 0. f(A) ne serait pas de
degré minimum,

Réciproquement, si g(0) # 0, le polynome .
0) - g (A
5 g = B0 g0

définit une matrice B = g, (A) inverse de A, A est par conséquent non sin-
guliére .,

15.- REDUCTION D'UNE MATRICE
Soit une matrice non singulidre A, de polynome typique

(0 gO=On-2)%  (-N)% .. (h-2)%=¢ (g, (N ... g ()
en posant g’i ()&) =()\- -~ }\i)m
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sati DélﬂiEHOns d'une maniére générale par S; l'ensemble des vecteurs b. €}
isfaisant 3 l'équation

(7 g (A)X =
Ces systimes de vecteurs sont disjoints; en effet si 1'on avait a la

S o~ i Sl

foig
0

(A - )\iE)“‘ X
g (A)X = (A-NE)IX

[ A
N pourraijt » puisque N), g (M) sont des polynomes premiers entre eux,
Bj Bj polyn

oy i
€rire une identité de la forme :

1 Ss=20 P (X)

on réduirait en remplagant X\ par A, puis multipliant A droite par X,

g (A) X
0

s A oty g By

d'Qﬁ 1
que

Par ailleurs si X appartient 2 S;, il en est de méme de AX, puisque

A et g (A) sont commutables.
) Soit maintenant un vecteur X quelconque. Il existe deux polynomes
1 et O, tels que :
1
P, (M) g, (M) +Q, (M) g, (N) ...g (A) =11

d'oﬁ
X=F (A)g (A) X+Q, (A)g, (4) ... g (A) X

®t par ¢ onséquent
= 0

5 (4) [ X- B (a)g (A x]
i Sorte que nous pouvons mettre X sous la forme
2 S e P

x1 Appartenant a S,, Y, étant de la forme

Y, ek (A) z,

Nous pouvons continuer ainsi, en considérant une identité
1

(z, .= B (A)X)

P, (N) g, (\) +Q, (W) g (N ...g (N

d'oy
Y iaen alA] £ (AL Y 2.0, {4) 5.0 ias (A0
t par conséquent
g, (A) [Y, - B (A) g, (4) Yz] LNy
€® qui nous conduit a
Yyoamd Xy il

e
(1) Nous utilisons encore le fait que f, (A\) d'une part, le produit £, (W) £ (M),

& (\) d'autre part, sont premiers entre eux.
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X, appartenant a S,, Y, étant de la forme
Y, = g (A)g(A)z,

et ainsi de suite,

En continuant ainsi, on voit que tout vecteur X est de la forme
X 2 FKat Xy . o +Ey

Xy» X35 ... Xy appartenant a S, S,, ..., Sy respectivement,
Il ne peut exister aucune relation linéaire entre des vecteurs X, Xpr
-+.» X,. Soit en effet, si de pareilles relations existaient,

L T o nd Vo e Y (t < h)

la plus courte d'entre elles (h minimum). En multipliant par g, (A), nous e
déduirions une relation de la forme

! 1 = .
Xt tie st XLy 0 T S|

d'oll contradiction,

Si X, estunvecteur propre attaché 4 une racine A,du polynome carac:
téristique f (A), nous pourrons mettre ce vecteur sous la forme

X R R F L X,

Nous aurons donc
(AL " =10
ce qui montre que le polynome typique de X, divise g (). Or ce polynomé
typique est X - A, Donc A\ - A\, divise g (N).
Nous concluons que :
f (N) est un multiple de g (A), mais ne contient pas d'autres facteurs$

binomes que g (A). En d'autres termes, g (A) étant de la forme (6)
f (N) est de la forme (au signe pres)

EONE e -0 LR
hPE 7 o e (e i
Yo

Revenons maintenant & la représentation d'un vecteur quelconque :

Si nous appelons p, ’ FZ' +++s Py les nombres de vecteurs indépendant$s
figurant dans Sir. S5 vess Sy respectivement, nous aurons

ﬁ'+pz+"'pk =

et nous pourrons former une matrice P, non singuligre

* -
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telle
Colonque ses p, premigres colonnes représentant des vecteurs X,, lespt
Nes suivantes des vecteurs X, et ainsi de suite.

p L?a n vecteurs colonnes de P étant indépendants, P admet une inverse
1 on forme la matrice P' AP, on voit qu'elle est de la forme :

: e Sl e WD T A .A[slsz...sk]

a =

2sc(1)81.quelle S; est une matrice (n, fj; ) composée de B; colonnes, chacune

S uonnes r_eprésenta.nt un vecteur propre associé a \;. T représente

’natricne matrice (f;, n), a f; lignes. La matrice [ S, 5, ... Sx] estla
e 5 Ca_l‘rée obtenue en juxtaposant, de gauche a droite, les matrices

p:)aan:“atrlce T, T, ... T,] inversedelaprécédente, s'obtient en super-

> du haut vers le bas, les matrices T;. Le produit

{T| TZ "'Tk} [S,Sz...Sk] = [Tl SJ]
eg
t une matrice unité. Nous avons alors

Ti SJ 5 ey
ij frl‘:a.nt.l'indice de Kronecker, et e; une matrice unité carrée d'ordref; .
atrice D peut alors s'écrire

EiE= {TI,’I‘E,...,Tk] [AS,,ASZ....,ASK]
D = [ Ti ASJ :I
(0] e =
ctfl' d'aprés la définition des S; ,» ASjest une matrice (n, ﬁi ) dont toutes les
on

B Nes appartiennent au systeme S;.
°ur i # j, nous aurons
T; (As_i) =R

pl;{aq"‘e T, 5, = 0. En effet, T; §; = 0 signifie que le produit par T, d'une

_VGC‘:"“E‘- quelconque de §J- est nul, Or chacune des colonnes de AS; est un
col eur du systeme §j, et par conséquent une combinaison linéaire des
Olonnes de %’

D prend donc la forme

D :[50 Ai]
Avece

AI = T‘ K §|
BDEand alors 12 forme
A, 1 o o)
et S 0 2 e
0 O >, Ak

d
mam' laquelle les A; représentent des matrices ([31, ﬂi ), et les zéros des
Atrices de zéros.
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La réduction que nous venons de faire s'appelle premigre réduction 3
la forme canonique .

Cette réduction ne modifie pas le polynome caractéristique. En effet :
= l D - A.E

T e IA-)\E, = lP[P"AP-kE] P

puisque
|P|.|p", = |E| = 1,
On remarque par ailleurs que

£(N) = ID—A.E, B ,Al-le, ...'Ak-keul

IAZ- Ae,

d'apres une régle bien connue du calcul des déterminants .

Nous avons donc

£ = £ (ML) ... (M)
£y, £, ..., f, étant les polynomes caractéristiques de A,, Agy vand Ay

respectivement,
Ay, A, ..., A sont tels que

I
o

En effet :

T g (A)5, = o

g (&) = g (T A§)

g; (M) divise donc f; (A).

Comme f; (A) ne peut contenir d'autres facteurs que ceux de g; (A),nous
aurons ainsi (au signe prés)

G009 = ()P

En résumé :

Une matrice A ayantunpolynome caractéristique de la forme (au sign®
preés ) : :

£(A)2 = v (-0 )P
son polynome typique est de la forme
o
g(A) = T(A-A)" o < B
Si on considere les familles de vecteurs S; définies par
(A-2XE)1 X =00

il existe dans chacune de ces familles F’i vecteurs indépendants. Ces famille#
sont indépendantes entre elles.
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On peut mettre A sous la forme

A, Qe Xeng
0 Ay o 0
i Sl = 2
0 0 Ay
::ilf‘i 8tant des matrices carTien: Al a; pour polynome typique (A - }&i)“i et
! I
Polynome caractéristique (A - A;)1 .

Ounc:ltlte réduction s'appelle premigre réduction a la forme canonique ,
€T plus loin, il faut procéder a la réduction des matrices A; elles-

Mém
e g
S (ce que nous ne ferons pas ici).



CHAPITRE V

MATRICES CARREES PARTICULIERES

1.- TRANSFORMATIONS DE MATRICES

Etant donnée une matrice A, une matrice de la forme :
(1) B urms R R ) (P, Q non singulidres)

est dite équivalente a A,

Nous rappelons qu'on appelle transposée de A la matrice obtenue_’:
échangeant dans A les lignes et les colonnes; on représente cette matri€

par A', de sorte que :

R a [au] Y [a'ij:l ay = ay

On montre sans peine que la régle de transposition d'un produit est *
(A, e An)' = AR AL, ... A

d'ol l'on déduit que :
(AP

E, la transformation est une similitude:

Lorsquedans(l)ona PQ =
Nous avons ainsi :

A et B sont dites transformées 1'une de 1'autre .

(2) B o= PUAD A = ppph

La transformée d'un produit est égale au produit des transformées
P A B = ! A P).(F' A, P)
Sidans (1) ona P = Q', on dit que la transformation est congruente.

Nous avons alors :

(3) B - = taal Ao

de sorte que

A (o3 |8 - Wo



PRINCIPES D'ANALYSE MATRICIELLE 187

fOrmune transformation i la fois congruente et de similitude est une trans-

—IMmation orthogonale.
% Quand on a affaire a des éléments complexes, on définit les matrices
A et A+ par .

a;: = nombre conjugué de ajj
*
AT e A
Une transformation telle que :

Brows Ok

est 4 :
t dite Conjonctive ,

Une transformation i la fois conjonctive et de similitude est dite unitaire.

1 MATRICES PARTICULIERES

quj rNQ‘_-‘S donnons ci-dessous une liste de matrices de formes particuligres
€viennent souvent dans les applications :

Symétrie A= A
Symétrie gauche Hooo= vea Al
PSEUdosymétrique ATA S 2F
Réelle A S R
l"ﬂaginaire pure o = 0
Hermitienne X T W (= A'*)
Hermitienne gauche A - - A+
Pseudohermitienne A +A" = 2E
Orthogonale kg S A
Unitaire ¥ ey | T

ne Dans 1e domaine réel, les matrices hermitiennes et unitaires devien-
Ot symétriques et orthogonales.

3. FORME GENERALE D'UNE MATRICE UNITAIRE

Etant donné un vecteur complexe :

o ik
A définit X* comme le transposé et conjugué

+ o ~
X -[x"x',: ...xn:'

e
tle carré de 1a "longueur' de X comme

x[fale xtxml plxh
1
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Ceci posé, on appelle transformation unitaire (de vecteurs) une trans-
formation conservant les longueurs, c'est-a-dire telle que

i o gl s . g p
ou en utilisant les transpositions

(4) . 4R R

Nous déduisons de (4) que :

X AT AN s XX
quel que soit X; c'est-a-dire en explicitant
+ +
(5) Z‘.a;;ahj =5U,ouAA £ £ eBitnssoiAnd

ce qui est conforme A une terminologie déja introduite .

Nous allons montrer que toute matrice unitaire A est de la forme :
=1
(6) .ol v g

et réciproquement,

Soit donc A unitaire, satisfaisant par conséquent i :
(7) aat =g
Cherchons & résoudre le systeme

(8) A k' K

K + k' 2E

Nous résolvons (8) en tirant KT de 1a deuxidme équation, et portant dans la
premigre, ce qui donne

A= PR xhoT & Pl
d'ot
(9) RN b 0 o) i

La solution du systéme (8), si elle existe, est donc (9). Il reste a
vérifier que (9) satisfait a (8).

Nous supposerons A + E non singuligre. K et K' sont donc non singi~
litres. Le systéme (8) est alors équivalent 2 :

o ek e e
(8')
Bt 18 Siseanz il o
tandis que (9) donne :
B %(A +E)

(9')
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Soua la for 1 1 gies 2 $ ]
Nating. me (8') et (9'), la vérification que K, déterminé par (9')
18fait 3 (8'), est évidente, tenu compte de (7). ;

Que ﬁupposgns maintenant A défini par (8). La deuxiédme équation (8) montre
et K sont permutables, puisque K s'exprime sous la forme :

K DB

Les inverses de K et K' sont également permutables entre elles et
ay +
®¢ K et K", On voit alors immédiatement que :
+ = - & =
AT AV O IR EI B IIgENRKE <3ls
Le raisonnement est en défaut si A + E est une matrice singulidre.
La forme
-1 |
: Acis: SRTHC - K
[
K estune matrice pseudohermitienne complétement arbitraire, est donc

la
“ig-a-"-n_g_générale des matrices unitaires.

oo Par eéxemple, la matrice unitaire d'ordre 2 la plus générale s'obtient
Mme gyit -

1 a 1 -a
Ko -~ K 3 1
-a 1 a* 1 1+ [af
1 -aa* -2a
R kel s
2a® l-aa* ;- |a|2

Elle dépend d'un parametre complexe arbitraire a.

n!n-l!

D'une fagon générale, la matrice unitaire d'ordre n dépend de 3
Paramitres arbitraires (complexes).

Dans le domaine réel, lathéorie s'applique aux matrices orthogonales,

dont 15 forme générale est :

e R avec K +K' = 2 E (pseudo-symétrique)

* i A doit satisfaire 3 AA' = E, parce qu'une transformation orthogonale
l_°1t Conserver les distances. La transformation orthogonale la plus géné-
ale entre les vecteurs (x, y, z) et (X,Y,Z) peut donc se définir par :

X = u-rv+qw X = u+rv-qgw
Y = rutv-pw Y = -1 +V +Dw
Z = -qu+pvi+w Z = qu-pv+t+w

®R €liminant u, v, w (p, q, r sont des parametres arbitraires).



CHAPITRE VI

DES PROBABILITES CONDITIONNELLES

Nous indiquerons dans ce chapitre les principes de Calcul des Pro;
babilités conditionnelles, de manidre que le lecteur puisse s'y reporté
a propos de la théorie des matrices de corrélation.

1. - PROBABILITE CONDITIONNELLE D'UN EVENEMENT

i = Siate g o e
Toute probabilité peut &tre considérée comme conditionnelle e“f‘
sens qu'elle est calculée sous la condition que certaines hypotheses S0
satisfaites ; cela a été mis en évidence dans l'écriture :

Pr.{E/H } =p

Mais il arrive souvent que dans le probléme, on pose des h\,rpothl"-‘“se
générales, que nous représenterons par exemple par la lettre H, et Q¥
l'on examine ce qui se passe lorsque ces hypothéses se trouvent modifiées"
Si nous ne considérons que les hypotheses H d'une part, et les différent®
éveénements susceptibles de se produire E;, E,; ..., d'autre part, la 58:13
modification 4 H que nous pouvons faire intervenir est de supposer que 1 En
des événements Ey, E;, ..., s'est produit. Supposons par exemple que &1
se soit produit ; l'information que nous possédons sur E, par exemple coB”
siste en H et la connaissance de l'apparition de E, ; nous noterons cetté
information par :

H et E,, ou plus bridvement HE,, (1

et nous déduirons de cette nouvelle information, une nouvelle valeur de 12
probabilité de E,, que nous noterons :

Pr. i E,/ HE, } (2)
Cette valeur sera en général différente de la valeur ancienne :
Pr. { E,/H & 3)

et sera appelée probabilité conditionnelle de E, si Eq s'est produit.
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des On démontre dans les Traités de Calcul des Probabilités, la formule
Probabilités composées :

e 1 E,E,/H } = Pr, E,/H} % Pr. 1 Ez/HE,] (4)

o =
R E, E; est une abréviation pour ''l'événement E; et E,".

qui LE} formule (3) permet de calculer 1'une quelconque des probabilités
' ¥ figurent connaissant les deux autres.

(3) 51 la probabilité (2) est beaucoup plus voisine de (1) que la probabilité
Clu’g'on Peut &tre tenté de conclure que E, est une cause de E,; cette con-
b 0N n'a pas de fondement ; en effet, la probabilité de (2) faitintervenir
PParition de E,, qui peut &tre ne décele que l'existence d'une cause com-
s0e 3 E, et E, ; nous allons d'ailleurs procéder 2 un calcul qui montre
duelle Symétrie on peut introduire entre E, et E,.

Faisons le quotient de (2) par (3), nous obtenons, en tenant compte de

(4), et en échangeant ensuite Eet E,.
Pr., 1 EE/HEJ i By { E1/HE2‘ = Pr. ‘ E, E, /H} ___A(5)
Pr.i Ez/'Hl B [ E./H} EADYS [Ei } . Pr; { E,}

. Nous voyons que l'apparition de E, modifie la probabilité de E, dans la

;‘Bﬁ-!-“-.fl.ﬁrgp_qr_ﬁgl que l'apparition de E, modifie la probabilité de E;. Il n'y

Onc pas lieu, méme si est grand, de considérer E, comme cause de

2 Plutst que E, comme cause de E,, & moins naturellement que d'autres
OMsidérations ne viennent appuyer cette affirmation.

1 Si A > 1, comme l'apparition d'un des éveénements E, ou E; favofise

tiDPF‘arlt'ion de 1'autre, nous dirons qu'il exist:z entre E; et E, une co'rrela-

l'itfl Positive ; si < 1, l'apparition d'un événement défavorise l'appa-
on de 1'autre, nous dirons que la corrélation est négative.

u Si A =0, les évenements sont indépendants, et la corrélation est dite
lul_le. Il ne faut pas perdre de vue que la grandeur et le signe de la corré-
tion peuvent dépendre essentiellement de H.

L . EVENEMENTS INDEPENDANTS

Dans le cas d'indépendance de E4 et E;, la formule (4) se réduit a :
Pr. { E\Ey/H]| =Pr. | Ev/H ] x Pr. {E,/H} (6)

On peut envisager l'indépendance de deux points de vue ; d'un point ‘de

VUue abstrait et formel, o elle s'exprime par la formule (6), ou d'un point

COoncret : deux évenements sont indépendants quand il n'existe aucune

f3use commune ou aucune liaison matérielle entre eux. Ces deux points de

Vue coincident quand les probabilités sont suposées déterminées ; ils

]:eE'VEnt diverger quand ce n'est pas le cas, comme le montre 1' exemple
uwam_

. Soit une pidce de monnaie telle que l'apparition de face, si on jette la
Pidce, ait une probabilité p, qui puisse prendre les valeurs p, et pzavec
€8 probabilités respectives W, et W,.
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La probabilité d'obtenir face aprés un premier jet est :

(7)

wy pi+ w,p,
La probabilité d'obtenir face deux deux jets successifs est :

2
Wy pi+ Wy pj # (W py + W, py)
P e I in-
Nous voyons que les deux coups ne peuvent €tre considérés comme;fe
dépendants. La probabilité d'obtenir face au deuxieme coup est en ©
égale a (7) si 1'on ne sait pas le résultat du premier coup, et a :

w; p} + w, p?
W, Py + W, p;

: . z . - i svene”
si le premier coup a donné face. Il existe une corrélation entre les &V
ments, bien qu'il n'existe entre eux aucune liaison matérielle, et encol‘—
moins de relation de cause i effet. Cette corrélation tient & ce que le T

: ; ; er
sultat du premier jet nous apporte une information nouvelle avant de port
des jugements de causalité

3. - DISTRIBUTIONS CONDITIONNELLES DE VARIABLES ALEATOIRES

e . & : s es
Considerons maintenant des variables aléatoires, c'est-a-dire d

: ]
grandeurs numériques X;, X,, .... X, telles que, quelles que soient le
valeurs X,, X,;, .... X, I'événement E qui a lieu si les inégalités :

ynce b Mg b i 0 b neiligs Ko Xy (8)

ont lieu a une probabilité bien déterminée :
Pr.\E}=Pr.{X,<X,.....} P g v ) (9)

Cette probabilité est une fonction des variables x; elle n'est naturelle”
ment définie que dans un champ d'hypotheses H, que nous sous-entendon®’
mais n'inscrivons pas dans nos formules pour ne pas surcharger 1'écritur®
La fonction P s'appelle fonctionde distribution cumulative des variables #1°
Si cette fonction peut se mettre sous la forme -

P:/x'..../xnp(§1....)d§t AR (10)

la fonction p sera appelée fonction de distribution différentielle. Cette fon€~
tion s'interprete par 1'inégalité :

Pr.ix, oL R i, AR 5L ] =pl Bl ) adaeenn daey, (11)

Nous omettrons par la suite les épithétes cumulative et différentiellei'_
pour éviter toute confusion, nous ferons suivre quand le doute sera pos®
ble les fonctions de distribution diffé rentielle du signe différentiel,

4. - DISTRIBUTIONS RELATIVES A DEUX VARIABLES CONTINUES

: A s : a
Dans le cas de deux variables continues, nous aurions, a partir de 1
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{ \
ONction de distribution :
P
Fe \!n =i, < x, ¥ 0x.x; < Kex +dx, =Dy (x40 %,) dx, dx, (12)
1° - les fonctions de distribution marginales :

Pr.ix, < X, <x|+dx‘]=dx1xf Py dx,

=Py (x1) dx,
(13)
B \xz <X, <x2+dxl}=d.xzx Pp dx2
= pa (x,) dx,
2° - les fonctions de distribution conditionnelles :
Pr. z Ry +dx,/x,=x,} =£I§1dx1
2
= pyg (%y5%,) dx,y
(14)

Pr. i s ek x,+dxz/X1 = x,‘ =—P—%,l--—<:1x2
|
= pgy (Kaixy) dx;
La corrélation entre deux valeurs x, et x, est indiquée par le rapport :

A (xy, xz)=—p‘—=";;—=;1—p—z (15)

4y Les variables sont indépendantes si A= quelles que soient les va-
™ rs‘x‘ et x,; py s'exprime alors en fonction des seules distributions
Arginales :

Pn = P1 P2 (16)

5. - DISTRIBUTIONS RELATIVES A TROIS VARIABLES

T Pour plus de deux variables, les formules se compliquent un peu ;
u:',‘me“§0ns par le cas de trois variables, que nous supposerons a distri-
ion continue (les formules relatives a des distributions discontinues se

ded“is‘int des formules que nous allons obtenir en remplagant lesf par

des T ).
Appelant p, dx, dx, dx,la fonction de distribution de X,, Xz, Xyi
Pr.lx1<x, <x,+dx1....1 =p1z3dx|dxzdx3 (17)

Rous obtiendrons :

1° - La distribution marginale de X;:

P
& 1 Xy <X, <x t dx1} = dx, j:[ Py dxz dxy = Py (x1) 4% (18)
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2° - La distribution marginale de X, et X, :

Pr, % Xogoal 30 SRS ey bl ey MR s i e (19)

= dx, dxzf Py A%, = Py (x,%,) dxq 9%2
3° - La distribution conditionnelle de X, connaissant X, :
P (%5 x,) dx, :‘P—;,del (20)
2

(ot p, est la distribution marginale de Xs).,

4° - La distribution conditionnelle de X, connaissant X, et Xj :

: S 21)
p.,n(x‘ y Xa, xa) dx, = plllz;nd}q (

ol pg3 est la distribution marginale de X, et X,.

5° - La distribution conditionnelle de X, et X, connaissant X4
p123 Z
Pras (X1s %5, x3) dx, dx2=—p?dx, dx, (22)

ol pj est la distribution marginale de X3.

. : gl Rl s

Les cinqg catégories de distributions pour chacune desquelles noﬂe
venons de donner un exemple, comprennent chacune un certain nombre
cas, a savoir :

1° - trois distributions marginales i une variable e S L

2° - trois distributions marginales a deux variables :
(X2 X3: XaXy; X, Xa)

3% - six distributions conditionnelles i une variable supposant conni€
une autre variable.

4% - trois distributions conditionnelles & une variable supposant lé®
deux autres connues.

5° - trois distributions conditionnelles 2 deux variables supposant la
troisiéme connue.

Cela fait en tout six distributions marginales et douze distribution®
conditionnelles.

Pour distinguer ces différentes distributions nous conviendrons d'a-
dopter les conventions suivantes :

- une distributionmarginale est affectée des indices des variable®
qui y figurent,

- une distribution conditionnelle est affectée de deux groupes d'in-
dices, séparés par un point ; les indices du premier groupe sont ceux des
variables auxquelles la distribution est relative ; les indices du deuxieme
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T
8Toupe sont ceux des variables dont la valeur est supposée connue.

obt La distribution relative aux trois variables X;, X;, X; étant pys, nous
€nons les distributions marginales par intégration :

/ Pras dx, dx, P; = / Py dx;dxy ...
(23)

H13 = f P 9x3 Pa =f P 9%y ..

e . v
tles distributions conditionnelles par formation de quotients :

Py

=Pn =B e
Pu —Pz P1a Ps
(24)
-.Pmn3 - Ppm B )
P2 7 Pan P Pua Pa

8. . DISTRIBUTIONS RELATIVES A UN NOMBRE QUELCONQUE
DE VARIABLES

co Nous sommes maintenant préparés  traiter le cas d'un nombre quel-
Nque n de variables aléatoires.

Soient YA SRS €7V variables et :
Pp(x“xz.....xn)dx‘, s dxqg B ="5123 ... 0} (25)

1!!0‘1- fonction de distribution, Q étant une abréviation pour l'exemple des
Ndices 1 3 n.

Soit & une combinaison quelconque d'indices pris parmi l'ensemble :
o s=ilipbp Hehge)

La distribution marginale des variables correspondantes sera :

Pa (@x)a = (dx)u/ pdxy ) & (27)

(dx) représentant le produit des différentielles :
dxj, dxj, «o. dxjo (28)
::. (_dx)f\)u( représentant le produit des différentielles de celles parmi les
riables X; dont l'indice ne figure pas dans la combinaison o .
Quant aux distributions conditionnelles, voici comment on les obtient.

de Soient o et 3 deux combinaisons d'indices pris dans 1'ensemble ; ces
UX combinaisons sont supposées ne présenter aucun indice commun.

fi La fonction de distribution marginale des variables affectées d'indices
Burant dans ot ou 3 est :

Pap = f P'l'l dx}-‘}aﬁ (29)
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Si nous appelons pq.p (dx)a la distribution conditionnelle des Va'f"'a'!ﬂ::
dont les indices appartiennent 2 o , quand les variables dont les mdlca.
appartiennent a 8, sont supposées connues, nous obtiendrons , d'apres le
réeme des probalités composées : :

Pap et par conséquent Pl (30)
= u =
Pa,d Po g q Pap P

Telle est la formule générale donnant les distributione conditionneu“e'
Les formules (32) fournissent des exemples d'application de cette form!
générale. Donnons encore un exemple pour fixer les idées : soient le8 cluo
variables X,, X,;, X,, X,, X;, et soit A trouver la distribution conditionﬂe.
de X, et X, connaissant Xset X5 . Partant de la fonction de distribution *

o ST ) R [

5
(nous omettons p = 12345 pour simplifier 1'écriture), nous aurons a'apr®
(29) : g

qu.s:f P dx, P35=f p dx, dx,dx,

et d'apres (31)
P 345

Pau.as *‘—?3;—

P 24.35 @yant pour signification :

Pr.%xl<xz e e T i e e W b S e g i
= P .35 dxp dX4

Les indications précédemment données suffisent 3 déterminer les di8”
tributions conditionnelles dans le cas d'un nombre quelconque de variables_'
Considérons maintenant la question de la corrélation ; d'une maniere 8
nérale, soient n variables ; dans 1'ensemble des indices, considérons dé
groupes distincts & et 5 :nous nous proposons d'étudier la corrélation €%”
tre les variables dont les indices appartiennent 3 a » que nous appellero"_
britvement les variables du groupe &, ou plus briévement encore, les V2
riables de a et les variables du groupe B.

a Formons le rapport de la distribution conditionnelle des variableﬂ.‘i:
groupe d (quand les variables du groupe 3 sont connues) i leur distributi®
marginale. Nous obtenons ainsi :

AH RO | (32)

L R

Aa.bcaracté risera la corrélation multiple entre les deux groupes de varia®
bles o et (3 . Aq.pest une fonction des groupes des variables (x)qet (x)p -

Considérons maintenant les variables n'appartenant ni au groupe & =
au groupe [ ; elles forment un groupe Y (qui peut ne comprendre aqul“f
variable si p se partage en o et 3 ). Si nous formons le quotient de la dis
tribution conditionnelle des variables du groupe o (connaissant les valeurs
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d 3 :
e: Variables ) ety ) & leur distribution conditionnelle connaissant seule-
Bt la valeur des variables Y » nous obtenons le rapport :

Bo:pY | PpPY
Pu.T_ Ppy Pay

dapiy)= (33)

ul 2 2 ‘ 2 - .
qui Caractérise la corrélation partielle entre les groupes o et e

Nous remarquerons que dans (41) comme dans (40) on peut permuter

le ;
S groupes d'indices o et (3 , par suite de la symétrie de ces expressions.

T - INDEPENDANCE MARGINALE, INDEPENDANCE PARTIELLE
DE DEUX GROUPES DE VARIABLES

Deux groupes de variables o et (3 sont considérés comme indé pendants
*quelles que soient lesvaleurs supposées connues des variables du grou-
€Omplémentaire Y , il n'existe aucune corrélation entre les deux groupes

Setp L'indépendance s'exprime donc en égalant a 1 le quotient 8 , ce qui
conduit 3

81

Ppy Pay
3 Ve 1 0 G

La distribution pp est alors de la forme d'un produit de deux fonctions
Variables du groupe a figurant danslapremiere, les variables du grou -
dans la seconde.

di Remarquons que le fait d'égaler a 1 le quotient A conduit A un résultat
ifférent .

leg

Pap= PaPB (35)
:';: N'exprime 1'indépendance des groupes a et (3 que dans la distribution
&rginale de cet ensemble de variables.

Nous pourrons dire que (34) caractérise 1'indé pendance partielle des

E;Oupes o et 3 (dans le groupe qui les comprend tous deux) tandis que (35)
Tactérise 1'indé pendance marginale.

Lli'ldéper‘u:]am':e marginale et l'indépendance partielle correspondent a

S5 formes différentes de py. La formule (34) nous fournit déja la dé -
Mposition :

deu)c

Py = Py PpyPay (indépendance partielle) (36)
Quant & 1a formule (35), elle nous conduit a la décomposition :
Py = Pa P Py,a,8(indé pendance marginale) (37)

i Or, de toute manitre, nous pourrons écrire pour pyles décompositions
Uvantes -

(38)

n

Pp = Py Pp,yPa,pBy

Pp = Pa Pp,xPy,o,p
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jres
Comparant (36), (37), (38), nous obtenons des conditions nécessair®
et suffisantes d'indépendance :

Indépendance partielle ; Pa,y = Pa,p (39)
ou pﬂ,Y= pﬁ,uyf
Indépend inale : py = (40)
pendance marginale : py = pp o
(ou  pq = pyp)

4 { i T e
Si l'on cherche A reconnaitre sur la forme de p s'il y a indépendant
marginale ou partielle, on peut utiliser les propositions suivantes :

La condition nécessaire et suffisante pour que les variables o QI-ai
soient indépendantes partiellement est que la fonction de distribution 8-

de la forme : (41)

Pi= fawgﬂf
ou les variables a ne figurent que dans fay, les variables B ne difurent ue
dans gpy.

La condition nécessaire et suffisante pour que les variables o EEQ

soient indépendantes marginalement est que la fonction de distributLOP__.s.PL
de la forme :

P = fa 28 hapy (42)

ou fq ne dépend que des variables o » gp ne dépend que des variables P €t
ou h est une fonction telle que son intégrale prise par rapport aux variablesy
soit une constante (ind pendante des variables a et 3 )i

Que les conditions ci-dessus énoncées soient nécessaires, ceci est éz
vident au seul examen de (36) et (37). Nous allons démontrer qu'elles S0
suffisantes dans le cas de trois variables ;

Le cas de plus de trois variables se traite de la mé&me manidre, €9
substituant le cas échéant des intégrations multiples aux intégrales simple®:

Soient donc trois variables telles que :

P (xv X, X3) = f (xuxs) g (xz.x;,) (43)
Nous avons ;

Pn=fffdx2 pu=gffdx1 P3=ffx1f8dxz

L'inégalité (34) est vérifiée. 11 y a bien indépendance partielle de Xi et
X:.

Soient maintenant trois variables telles que :

P (x1x1,%3) = £ (x1) g (xa) b (x,,%,%,) (44)
avec :
fh dx, = K (K constante indépendante de x, et x,).

Nous voyons immédiatement que

p,=Kfffdx, pz=l*ig./.fclx1
Kfg /f/pdx,dx,th,:}(/ fdx,./ g dx, =1

d'ot 1'égalité (35).

P



PRINCIPES D'ANALYSE MATRICIELLE 199

Considérons pour fixer les idées, une distribution de la forme :
P=A exp, _(x?+xi+x§..2a‘x2x3-232x3x1-233x,x,) (45)
Cette distribution appartient 3 une classe de distribution & laquelle

‘ionSacrerons une étude particuliere, sous le nom de distributions
ales. A est une constante dont la valeur est choisie de maniére que :

nous
Norm

fpdx, dx,dx, =1

leg vLa, forine quadratique entre crochets est positive quelles que soient

queualEurs de x,, x,, x;(ce qui impose & a,, a;, aydes conditions sur les-
€8 nous reviendrons plus tard).

Nous voyons sur (45) que la condition pour que X, et X, soient partiel-

le R
~Ment indépendantes est :

ag=10 (46)

BEst alors de 1a forme (43).

s Si nous intégrons (45) en x,, nous obtenons, comme distribution mar-
ale de x, et x, :

Pi = B exp. \ - [xf + xzz -2 ay%Xy Xy~ (aq xo+ ayx,4 )3]
ot
fl;x% ES("- une nouvelle constante. Nous avons 13 une expression de la forme
Vg (x,) si :

a,a;tay=0 (47)

fér Telle est 1a condition d'indépendance marginale, qui est tout A fait dif-
.- €0te de la condition (46). Nous vérifions facilement que si (47) est véri-

€: P peut s'écrire :
PHA exp, { -(1-a}) xf}exp { -(1-a%) x:} exp 1- I:(x:,- (ayx, + a;x,)]z }

d ol
écc'mposltlon qui est bien de la forme (44).

% . INDEPENDANCE COMPLETE

i Etant donnés les deux groupes de variables o et (} , nous pourrons en-
. Sager une troisitme sorte d'indépendance caractérisée par le fait que pp
St de la forme :

Pp = Pa Pp Py

Nous dirons alors qu'il y a indépendance compléte entre les variables
:‘ et les variables 3 . L'indépendance compleéte entraine naturellement l'in-
l_Penc,lanc:e partielle et 1'indé pendance marginale. Il est a remarquer que
Silya indépendance partielle entre les groupes d et  , les groupes [} et
Yretles groupes Y et , il y aindépendance compleéte entre ces trois grou=
P€s. Nous ne ferons la démonstration que dans le cas de trois variables.
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21 qUe
Supposons donc que X, et X, soient partiellement indépendantes, ains! q¢

X, et Xyd'une part et X, et X, d'autre part, nous aurons ainsi :

‘ P = PsPia Pis = Pi P2a Paa (48)
Intégrons en x, nous obtenons :
P3yPus = Dy Pay = P
et par conséquent :
(49)

P23 = P2y = Pa.m

L'égalité (49) montre que P2, ne dépend ni de x,, ni de x,; nous avon?
ainsi :
P = P Pan (%)

et en intégrant en x, et x4 :

Pz = P2 (X2) = Pas

les égalités (48) deviennent alors :

P =P2P3Pi3 = Py P2 Pay

Tenons compte maintenant de 1'indépendance partielle entre X, et ,x’e'
Nous en déduisons les égalités dérivées de (49) par permutation circulaif
des indices, en particulier :

Pi1 = P

ce qui, nous reportant & (50), nous conduit a 1'égalité cherchée.

Dans le cas de la distribution normale, la remarque que nous venon®
de faire est évidente ; si a, = a,=a,=0, les trois variables sont indépen”
dantes, Dans le cas particulier de la distribution normale, on vérifie qQu€
l'indépendance marginale des trois couples : Xqi Koo Xy Xy, Xy X5 assuf‘l’
l'indé pendance compléte (par suite des restrictions Fay ] ‘<1, [ad| o

| a3 | <1 imposées a a,, a,, a,.




CHAPITRE VI

NOTIONS SUR LA THEORIE DE L'INFORMATION

s Considt'é'l_-o‘ns un systéme E qui peut prendre n états E,, E,,... E, avec
cOnBIgl‘Obabﬂnes Pi» P2 ... Pn. Si ces probabilités sont égales, et ont par
Sux lequePt pour valeur commune 1/n, les n états sont placés exactement
Ment méme plan, et on peut donc cfmaidérer que E peut prendre effective-
g ces n états. Si les probabilités sont inégales, on est amené a consi-
peut éque E ne prend effectivement qu'un nombre moindre d'états, que 1'on
ey Vflluer de la mani2re suivante. Supposons que n = 2 pour simplifier

etp°5_e- Le systeme E peut ainsi prendre deux états avec les probabilités
Soit 9 ; supposons p > q, et cherchons a définir le nombre effectifs d'état,

B que peut prendre E. Pour cela procédons & N expériences.

dont L“;“ﬂ résultats des expériences peuvent prendre 2" formes différentes

o P effectivement prises. Pour déterminer ce nombre { supposons que

nidy néglige, parmi les 2N formes possibles, les moins probables, de ma-

lite € que les probabilités cumulées sur ces formes soient €. La probabi-

il que dans N épreuves, il y en ait r ou E prend la forme E, et N - r ou
Prend la forme E, est :

N'! 2
‘—i-N'—"'_l'Pqu r

T -1 !
Si nous négligeons les éveénements les moins probables, de probabilité

€ < % f : i
* Nous déterminons une limite inférieure pour r, soit R, par la condition :

ZR: .N - . prql-l‘ =C (l)

re Le nombre des cas sur lesquels se trouvent accumulés les probabilités
Stantes, de somme 1 -£ , est donc donné par la formule :

N_E __N'__ (2)
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Pour N grand, on peut montrer que logh a la valeur asymptotique *
L
q

La mé&me théorie peut s'appliquer 3 n > 2, auquel cas, si n éventud”
lités sont possibles avec probabilités :

1
log p :plog3+qlog

Pi» P2» ++.. Pn

le nombre effectif d'éventualités réalisables est B, défini a.sy'mptou'
quement par :

H=logp = - X pjlogp;

f 3 ¢ A k ité

La quantité H est appelée entropie du systéme considéré, ou quantlée
d'information (*) nécessaire pour connaitre 1'état du systéme. Le nom
quantité d'information est choisi & partir des considérations suivantes :

Pour connaitre 1'état d'un systéme qui peut prendre deux états égale”
ment probables, il faut une information.

Pour connaitre 1'état d'un systéme qui peut prendre quatre états ég:;
lement probables, il faut deux informations, dont la premigre choisit ent
(1 ou 2) et (3 ou 4), la seconde achevant la détermination.

Pour connaitre 1'état d'un systéme qui peut prendre trois états de PFo”
. 't
babilités % , % s -‘1— , il faut une information et demie : la premigre chois!

entre (1) et (2 ou 3), la seconde entre (2 ou 3); comme la seconde ir_)fgl‘f{‘_:‘_
tion est inutile une fois sur deux en moyenne, cela fait bien 1,5 unite d'i
formation,

{ S ités
On constate, pour les cas simple examinés, que le nombre d'unité
d'information nécessaires est donné par la formule :

I1=- X pjlog,p;

On montre dans le développement de la théorie que ce résultat est gé
néral.

La notion d'entropie permet de définir d'une manidre simple la dépen,
dance entre deux systtmes. Soient deux systémes tels qu'il y ait la Prot i
bilit€ pjj; pour que le premier soit dans 1'état i et le second dans 1'ét2 ns
La probabilité pour le premier systdme, considéré isolément, d'étre 92
1'état i est :

Pi= X py

j-
La probabilité pour le second d'&tre dans 1'état j est, s'il est con®
déré isolément :

9= X pjj

1

S Lt P
(*) Dans la théorie de l'information, on adopte généralement la base 2 pour le log
rithmes.




PRINCIPES D'ANALYSE MATRICIELLE 203

1 Le nombre d'états effectivement pris par le premier systéme a pour
Ogarithme :

h,=- X pjlogpi
En ce qui concerne le second systeéme, ce logarithme est :
h,=- L qi log g3

. En ce qui concerne les deux systemes considérés simultanément, le
Ombre de couples d'états effectivement réalisable a pour logarithme :

H=-2] pijlog Py

On montre que, quels que soient les Pij
Bl b etk

et que 1'on a
H=h,+h,

Uniquement si pij est de la forme :
Pij = Pi 4j
1
C'est-a.dire si les deux systémes sont indépendants,

L'indépendance étant caractérisée par :
hy+h,-H=0
Onl est amené & caractériser la dépendance par la quantité positive :

sid Al:’Pliqu.ée 3 deux variables aléatoires X,, X, on est ainsi amené a con-
idérer 1'intégrale :

P2 =
1 dx. d%s = T lag N
/ P12 108 Py Pz q OX2 4 12

Au ayant la signification donnée a la page 7 .

R De mé&me on sera amené a associer i des groupes de variables les
Oefficients -

I log Au_ﬂ , T log 5&.5(7)

g:: sont des coefficients de corrélation multiple et partielle. Ces coeffi-
,i“ts sont essentiellement positifs, et s'annulent uniquement dans les cas
Rdépendance marginale ou partielle.

Ta



CHAPITRE VIII

MATRICES ET CORRELATION

1. - CORRELATION SIMPLE

Soient deux variables aléatoires X, et X, nous supposerons 1'existenc®
des valeurs moyennes :

37'(.){1 = aj

) & (1)
. X]'_ X_] = mij

Si nous substituons a X,, X, les variables centrées :
X; = Xj_ - aj

nous obtenons, -au lieu de m;; quatre moments centrés.

que nous pouvons ranger dans une matrice carrée symétrique :
Fa Mo
M, = (3)

P'ZI F' 22

Cette matrice est dite matrice des moments attachés aux variables X
X,; la forme quadratique :

Qqp (uys wp) = pyyuf +2p, U, up t+pg,ud
est la valeur moyenne du carré :
(0, X! +u, X})? (4)
elle est donc essentiellement positive. Elle ne peut s'annuler que si, P?ur
certaines valeurs u,, u, l'expression (4) est nulle, ce qui entraine 1'exi87

2 T 1 . e s Ey)
tence d'une relation linéaire entre les variables X) et X} . Il s'agit ain
d'une matrice définie positive,
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1 Pour interpréter cette matrice, supposons donnée une origine dans un
Plan, et un systéme de référence constitué par deux vecteurs €, €, , ortho-

80naux, de longueur égale a 1'unité. Le vecteur :
X =8 X, #%8; X,

| g Pour extrémité un point aléatoire dans le plan. Soit x un vecteur non aléa-
Olre, de composantes x, , X,.

e
2
X ; ;

Nous pouvons lui associer le vecteur y :

YEe&inntey
y, ety, étant liés a x, , x, par :

Yy T Bp¥ t RpX,

- Yals Py % ¥ HapX,y
1
La transformation ainsi définie, qui change x
en y, reste invariante par rotation des axes €, e,

S0it en effet un troisidme vecteur z.

-
z

=€ 2, +¢€ z,

Formons le produit scalaire y x z, Nous obtenons :

YXz =y oz =y Xzt Ry (X2, 1 2%) Py X, 5

Jn E{‘,z %, z; + XaXb (xpze + 7y x;) + Xz %, zz:|

an Ex'l X+ Xy %) (X} zy + XY zzﬂ

1

n

d'ou 1'¢quation indépendante de €, et'e, :
yx7= W{F.DE.D) (5)

. La relation (5) quand ¥ est donné, doit avoir lieu quel que soit Z. Elle
€finit ainsi ¥ en fonction de ¥, ce qui conduit 2 la transformation :

‘f:‘ﬂx (6)

Qui ne dépend pas du systéme €,, €, choisi, & condition que ce systéme soit
Constitué par des vecteurs orthogonaux et de longueur unité i)

La forme quadratique Q peut également &tre définie comme fonction du
Vecteur ¥, puisque :

0 (x,, xz) =ik 7 ok (7)

—
o (*) 11 est bien connu que c'est dans de pareils systemes de référence que la propriété,
UT une matrice, d'étre symétrique, est invariante.
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Considérons maintenant la matrice :

k 1 Tyy
Sy =
T, 1

ou : : - E p.‘z
Lipe=elagis
V B Ba

Cette matrice se confond avec la matrice M lorsqu'on dévise par

Vo V K12 les éléments de la premitre ligne et de la deuxizme ligne
respectivement, ce qui conduit 3 :

M2
JP'_‘ m
Fa

puisque l'on fait subir la méme opération aux colonnes. On voit ainsi que °

Vit 0 \[ﬁ— 0

M, = Sp

0 (a7} 0 \/Ez- -

La matrice S;,, dite matrice de corrélation entre X, et X, pi_g._e_.&—t-t—a-i
che pas 2 une transformation indépendante de e,_et e,. Si nous posons €
effet :

W =€ w t+7E,w,
avec Wy=x +r, x,
Ww,=r, X4 + X,

Nous voyons que :

: - T TTeT T A it de
Si la relation entre X et @ était indépendante des axes, il en SEfa‘ette
méme de la relation entre X et @. Cherchons les vecteurs propres de €
derniere transformation. Ils sont définis par :

d'ou : =
T

— : : - a ces
Les vecteurs propres X sont bissectrices des axes, donc liés
axes,
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L - CORRELATIONS A n DIMENSIONS

Soient maintenant n variables aléatoires X;, X;, ... X, que nous re-
Présentons par un vecteur

—

— — —.
Xo=—e @ +ey KXot s e Xy

dans un espace 2 n dimensions rapporté 2 n vecteurs de référence orthogo-
f3ux et de longueur 1. Si nous supposons que :

TN X;=0

:e qui peut toujours &tre obtenu par un changement d'origine, nous pou-
Ons associer a un vecteur aléatoire X la matrice des moments :

Miz.n= E&s] pig = T X;X; (10)
Cette matrice peut également s'écrire :
Mp..o= [ X;X;] (11)

en j - : : s ey :
% introduisant la notion de valeur moyenne d'une matrice (matrice for-

toie )en Prenant les valeurs moyennes des éléments d'une matrice aléa-
re),

La matrice aléatoire :

M = [Xin]

défin; " i o : -
aiimn-: une transformation linéaire aléatoire, qui a tout vecteur X (x,,%,. .xX,)
Ocle le vecteur aléatoire Y (Y,, Y,, ... Y,) tel que :

¥
Y; = }':\: X; Xpxp= Xi(}_(’ . %)
Nous voyons ainsi apparaitre la transformation :

Y =X 4% %) (12)

I associe 3 un vecteur certain ¥ un vecteur aléatoire Y, colinéaire 2 X.
Ve:tl;iaraii clairement sur (12) que la transformation est indépendante des
"ienner: €j choisis comme systéme de réfergnce. Ces \._'ecteurq e; inter-
vu qu'nill Slrnl?lement pour donner un sens précis au pro':iult scalaire; pour-
Conc S soient orthogonaux et de longueu-r 1, peu importe,, en ce qui

€rne (12),leur position dans 1l'espace. Si nous prenons la valeur mo-

Yenne ge (12), nous obtenons une transformation, non aléatoire :
¥ = m[?(i’.?)]:%r (121)

d: ;ig:llfication indépendante des axes. Cette transformation s'exprime par
3 Tice des moments. La forme de 1'équation (12)’“’10'1"3 qu'il suffit,
Sire %ue Cette transformationait un sens, que 1'on ait défini le produit sca-
€ deux vecteurs, La matrice des corrélations Si...q B€ définit comme

H i3
Si2..0 = [’—'n] Yy BT

V}‘iil*ij
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d'ol 1l'on tire :
M,, ,= diag. [V}ln_—l Sy 5 .diag. [Vl‘lu:l (14)
| My s | = HKuKa-Hon lsu... n I

La forme quadratique :
Q (x) = I jjpyx;x;
est définie positive, comme ayant pour valeur :

Q) =XTXT=M(X.%)° (15)

3. - VARIABLES NORMALES

On appelle variable normale toute variable X dont la distribution & 12
forme de la loi de Laplace-Gauss :

e ol sande {_ML}dx ‘ (16)
ol\2n 202

Nous appellerons variables normales X,, X, ... X, tout systeme d8
variables aléatoires telles que toute combinaison linéaire de ces variables
soit elle-mé&me une variable normale.

Nous pourrons supposer, sans diminuer la généralité de la questioflt’
que les variables considérées ont pour valeur moyenne zéro ; si ce n'étal
pas le cas, il suffirait de leur substituer les variables :

S _ 17)
X=Xy =X G %y (

Rappelons que si une variable normale Xa pour distribution :

1 x?
f (x) dx = ——— exp {-—H—} (18)
o\ 2n g 2no ) S¥
sa fonction caractéristique est ;
o) - Met™ = exp { r 0-22 t2 } (19)

At < : 2 _:otique
et que, réciproquement, toute variable qui a pour fonction caractéristig¥
la fonction (20) a pour distribution la fonction (19).

: : ; > c et
Soient maintenant les variables Xj, centrées, supposées normales
soit leur fonction caractéristique :

SNoiexp, Wil (B Meh ot Fatn Xl
= 9L exp {1_{5(.}=t?(t)
Introduisons une variable auxiliaireX:

(P(AT)= I exp 111 (t, X,+...tan)1

(20)

¢ (tys ty .o. tp)
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Y Si t reste fixe, ¢ (l_{) considérée comme fonction de A n'est autre que
onction caractéristique de la variable t; Xy + ... + t, X;). Cette variable
;"mbinaison linéaire des Xj, est par hypothése une variable normale :
onc © (X t) est de la forme (20) :

2
O%n'est autre ue la variance de 2t X=RIAT
q JE<ay

2 R ]
Mol et ) =t s ) 121 Pij tit]
Faisons X = 1, nous obtenons sans peine :

t9<t)=exp1-—’3g‘—iﬁﬁL—1 (23)

Procédons & une rotation des axes de maniére que la matrice des va-

i 3 : ;
te:ncs"s devienne diagonale. Le vecteur t aura les composantes t; le vec-
T X les composantes x;, nous obtiendrons :
-2 -2
¢ =exp| - D-Titi
i 2

tes La _fonction caractéristique étant le produit de n fonctions de 1:_1 ,qt-z. A _t-n
mnpeCtWement, les variables X; sont indépendantes ; X; a pour distribu-

-2
__"x__} dx;

b exp. { -
o\ 2m 2ol

et k = - -
13 fonction de distribution des X; peut s'écrire (*) :

1 1 exp. {-%—x%q;{b,} dx; .... dxy (24)
BRGE. on s ails)Mi23)

en
effet 1a transformation % de la formule (L2Y)is'&critiicl :
B —z
y= 5% yi=9; x;

et 1. 5 P
& transformation inverse %! est x;= Yi/O'i A

4 .
DISTRIBUTION NORMALE - CORRELATION NORMALE

Si : BT
signif; Nous revenons aux variables x,, X, ... X5 comme % et X ont des
Cations invariantes, nous obtenons la distribution :

1 1 exp. \-%—-;%—1;]‘ d¥iih . dxy (25)

515'2....5“ (‘/H)

e
de 3 (r, IPar X %% nous entendons le produit scalaire du vecteur X par le vecteur %' x déduit
@ transformation %' inverse de % .




210 M. J. VILLE

Il ne nous reste qu'a exprimer d'une maniere invariante les g; . Con-
sidérons le déterminant de %; il a pour expression :

1% |=(5, T, ... 50 )2

nous obtenons donc comme type de la distribution normale :

n

|%j-(§ﬂ)-r exp. i = éi"é“}’ }dx1 of ueil%n (26)

ou & est la transformation dont la matrice a pour élément général ToX; Xj-

Quant a la fonction caractéristique, elle s'écrit :

—

¢ (t) = exp. { -—é-t'%?] @7

Nous avons trouvé en (26) la forme nécessaire d'une distribution nor~
male. Il est aisé de démontrer réciproquement que toute combinaisoP
linéaire :

Wos e X hia ek o a
est une variable normale. La fonction caractéristique de Y est en effet :

¢ (t) = Melt =g (ta) = exp 1“%‘;% a

ce qui est bien la forme (20).

> P 3 2 : : 5
Quand des variables ont une distribution normale, on dit aussi qu'elle
sont en corrélation normale.

5. - DISTRIBUTION NORMALE A DEUX OU TROIS PARAMETRES

ot e jent
Nous allons donner deux applications des formules précédentes. 50}”
d'abord deux variables X, et X, que nous supposons centrées et normee
Soit :

M Xy Xy =1y,
La matrice des Plj eataeis;
1 Ty
My =
Ty 1 3
La matrice inverse est :
At 1 1 =)
Ny, = TP
12
2Ty 1]
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D'ou la distribution :

)[X?—Zr" x1xz+x§J} dx, dx, (28)

s SPient maintenant trois variables X,, X,, X, centrées et normées; pour
'mplifier 1'écriture, nous adopterons les notations :

T = X, Xy= p, ry = MXX, =p, rp = MX, Xy = Py

La matrice des moments est ici :

: Ps P2
Sp3 =Mpy = | Ps 1 P
P2 P 1

$andis que 1a matrice inverse est :

1-p3s P1P2=P3s Pr Py~ P2
P1P2 - P3s 1-P2i P2 Ps- P1

P1 Py~ P2iPz P3-Pis 1-P}

F -1
Par conséquent le vecteur %' X a pour composantes :

1
' (pi+pi+pi)e2p,pap,

(1=-p3) Xy +(P1Pa-P3) %28 (PyP3~P2) X3

1‘(P$ +p2 +1P§)+2P1{3293 (PrP2-Pa) X +(1-pE) X2+ (P2P3—P1) %

(Prpa-P2) X+ (Pap3=pa)X2+(1-P3) %

et R
la distribution est de la forme :

-3 3
1) [1-(p14p1epi)e2pypeps]-h

Sy : (1-p2)x2 + (1-p3) x3 +
{[2 1-(Pf+p§+p§)+zp.papa]] b A

+U~P§) X3 +2(p,p3-py) X2 “3*2([3391‘Pz)"s"u“'z(P:Pz*Pa)"N‘a]}

8111 e . 1 N
Sont nil on désire obtenir les distributions relatives & des variables qui ne
Centrées ni normées, il suffira de substituer & x; 1'expression:

(x5 - a3) oy
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6. - DISTRIBUTIONS CONDITIONNELLES ATTACHEES A UNE
DISTRIBUTION NORMALE A DEUX OU TROIS VARIABLES

e
Nous avons exploité py, et pys, par les formules (28) et (29) dans i-
cas d'une corrélation normale. Il nous est possible d'expliciter les distT
butions conditionnelles. Nous trouvons ainsi :

2
Py 1 1 (%1, x,) (30)
Poiavi= === exp o
2 Vzn V1_r32 2 (1~rt)
P 1 1 (31 = byy 4 Xg= byg x,)? 31)
B 195 = X SR (
Pas 2N Oy 207,
Sl 1 = (rifityrd, +rd Yt 2 Tip Tay Ty (32)
1.23 =
1 -~ r.}B
% Tia = Tyy Ty
o T e
=ity
et enfin :
g Py = 1 (33)

P =
e

(L=rd) (x - Ty xy)? 4 (1 - v ) (x; - r xy)?

exp { - -
204,
=2 (ry -1y ra) (x4 - Ty X3) (x, - Tp3 X,)

7. - NOTION DE VARIANCE COLLECTIVE D’'UN SYSTEME
DE VARIABLES

Nous sommes amenés par comparaison des formules (31) (32), (33)
avec une distribution normale A une variable, 3 considérer les dénomi-
nateurs tels que Oy, comme des variances de systeme de variables. Soit
d'une manikére générale un systtme de n variables normales, centrées;
indépendantes :

el 20,

et soit X le vecteur représentaif. Considérons n vecteurs indépendants a-
yant méme distribution que X :

Xnx® . X
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L

du déte pParallélépipede construit sur ces vecteurs a pour volume la valeur

€rminant des coordonnées des X(!), c'est-a-dire :

(m
in

@

j, coee X

vs T ¢xi! x

L z
€ carré de ce volume est la somme de (n )2 termes de la forme :

(N (2) (n) (N (2) (n
R4 11 e g 2 X X ise Ky (35)
di{féfrenons la valeur moyenne de V2. Seuls auront une valeur moyenne

ente de 0, les termes (35) ou j =1, (k = 1,2, ... n) par conséquent :

2k
R{V’} = Eiﬂa[}(-(n Xgn ...X-‘"’:l -n' (o, 0y "'Gn)z
1, 1, lp

. 1a31 nous convenons donc de considérer comme variance collective des
1ela valeur moyenne du carré du volume du parallélépipéde construit sur
T'e Vecteurs X (1), divisée par n ! nous obtiendrons pour cette variance

XPression :

C12.0. =0, 0, vecCp = I Muz...nlvz

cag (En effet, on peut toujours par un changement d'axes se ramener au
Ol les composantes de % sont indépendantes).

la y tM | représente le déterminant de la matrice des moments. Comme
& dleur de | M | reste invariante par rotation d'axes, nous obtiendrons la
Me expression :

O..n = | M |1I2 (36)

mée . T
€me dans le cas o les variables ne sont pas indépendantes (i

8. VARIANCES COLLECTIVES CONDITIONNELLES

To Quand nous aurons affaire & des distributions conditionnelles, nous fe-
NS intervenir des variances collectives conditionnelles :

Par exemple nous tirons de (33) :

O3 = O

ia?g le cas particulier ot oy = 1. Remarquons qu'une variance condition-
Ple le est toujours plus petitequ'une variance non conditionnelle. Par exem-
o

s O3 H 1-(r2, +x} +15)+2r, Iy Ty
O Op o8 (37)

oy TR L B i e P
23 et k).
=\f s <1
2
1—-1‘12

I T T
(*) 11 s'agit d'indépendance marginale.
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3 : - & i iminué
Ceci peut s'expliquer en disant que toute information nouvelha_g!.[’l:-'l{;
la variance. Nous reviendrons plus longuement sur ce point quand nou
tudierons les corrélations multiples et partielles.

9. - CALCUL DES VARIANCES COLLECTIVES A PARTIR DE LA MATMC!
DES MOMENTS

]
La variance collective de n variables apparait en dénominateur da.:—
la distribution des variables ; qui est de la forme (en supposant les vart
bles centrées) :

E =5 fey) . 8
ERIM— e (S FT TR L =

Ciz..n
Soit & un certain groupe de variables d'indices 10dg . 4..0n LA

riance collective o": de ces variables est donnée paTE:

=
Gu =I Mal 2
La matrice My se déduisant de 1a matrice M des moments en n'y €077
servant que les lignes et les colonnes relatives aux indices o .

Comme la distribution conditionnelle des variables o connaissant le
variables (3 est :
Pan

Pp

Pa.p =

nous voyons que la variance collective conditionnelle est donnée par :

P e
O'u.ﬂ B %75 = IMﬂI:

y : 8
Map représentant la matrice obtenue en conservant dans My ples ligne
et colonnes relatives aux indices a et B,

Shamar - " e £l
Nous voyons ainsi que toutesles variances collectives s'expriment 90:
forme de déterminants ou de quotients de déterminants extraits de la m
trice des moments du deuxiéme ordre.

10. - INDEPENDANCES DE VARIABLES ET DE GROUPES
DE VARIABLES

Supposons que les variables X ne soient pas centrées ; posant :
Xl =X -MX; =X; - a;
Hij =I(X] - aj) (X} - a;)

nous reconnaissons en ;

i Mg

A B S T
0i0j VI‘HPJJ
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t\.ﬂ Coefficients de corrélation des X; prises deux 3 deux. Dans le cas de

corrélation normale, la distribution est entidrement définie quand on se
i0e les a;, o, 1ij.
née Si nous considérons les deux variables X, et X, la cond.ition ry = 0
(dee“alre pour que les variables soient indépendantes, est ici smln'-ﬁsante
5 Pa_l' la forme d'une distribution normale). De mél_'ne. la condition Pé—
indésau.e et suffisante pour que deux groupes de variables o et _B soient
Pendants (*) est que 1'on ait rjj = 0 pour tout couple d'indices i et j tels
m_e iappartiennea o et j & B . Dans ces conditions en effet la matrice Mqyp
end la forme :

My 0
Maﬂ =
0 Mp

e :
t1a loi de distribution prend la forme :

te L 1 —~ -1 1l —» - —
C™x -&:G—ﬂexp 1-?xaga ;;1 exp i-zxﬂ ge xﬁ} (39)

i 1E'»i nous considérons trois groupes de variablesot,.ﬁ ,Y » il se peut

e es groupes o et (3 soientindépendantsquand les variables y sont con-
8, ou inversement. Précisons cela dans le cas de trois variables X,,

Pe:l.:tdxs’ La condition nécessaire et suffisante pour que X, et X, soient indé-
antes est, quand X, n’est pas connue :

=0 (40)

12
et 3 b .
» quand X, est connue (distribution Promils

(41)

Tip = Tralz

di Ce sont 1a deux conditions différentes. Dans le premier cas la loi de
Stribution est de la forme :

P, (xq) P2 (xz) Pia.21 (xgv Xy Xg) (42)

d
ans le deuxitme cas, elle est de la forme :

P3 (x,) Pi1a (x1, x_,) Paa (le xg) (43)

\ La seconde forme est la plus facile a déceler : i1 suffit en effet pour
Au'elle se présente, que pyaapuisse s'écrire :

Piaa = £ (%1s Xa) 8 (%25 x3) (44)

On dit alors que X, et X, ne sont liés que par 1'intermédiaire de X3.

—_—
(*) I1 s'agit d'indépendance marginale.
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11. - CONDITIONS D’INDEPENDANCE EXPRIMEES PAR LES VARIANCES

3 5
Quand X, et X, sont indépendantes, la connaissance de X4 ne doit S
modifier la variance de Xy i donc la condition (40) est équivalente a :

5
Oyq == O (45)

C'est ce que l'on constate sans peine.

. e : e
Si X4 et X, sont indépendantes quand X, est connue, la com'iaussa»‘-""(ei.ie
X, ne doit pas modifier la variance de Xy, X, étant connue ; c'est-a-0
que :

(46)

Tr23 = T3
Or (46) s'écrit :
-4 2 A
Th P T =21y Ty

=] - r?
- r 13
1 T

j

ce qui, toutes réductions faites, est bien équivalent a (41).

De méme, la condition nécessaire et suffisante pour que le grO“P°
Xy X3 soit indépendant de X, est que :
By EiPgge=i0 (4
Or, si tel est le cas, la connaissance de X3 ne doit pas modifier la
variance collective de X, et X,

8
Tpa = Op (48)

Et nous reportant a (37), (48) conduit i :

2 A =
Ty Ty =2 r,Try =0

ce qui équivaut bien & (47) en tenant compte de la condition ’ rﬂl el b

12. - GENERALISATIONS DE LA NOTION DE COEFFICIENT
DE CORRELATION

Nous voyons ainsi par ces confrontations de formules, 1'importanc®
fondamentale de la variance collective, grdce a laquelle on peut exprime’
toutes les relations d'indépendance entre groupes de variables. Nous pou-
vons dés maintenant poser les principes de la théorie des corrélation$
multiples et partielles. Nous avons vu que le coefficient de corrélation o~
dinaire r,, est en relation avec la diminution de variance :

0%, 2 gk
i ‘3

D'une maniére générale, quand la connaissance des valeurs des va~
riables d'un groupe 3 diminuera lavariance collective d'un groupe ¢ ,nou?
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aEB i > £ $ e P .
la fgCIerons a4 ces deux groupes un coefficient de corrélation généralisant
fmule (49), et poserons :
2
o 2 |Muf5| | San |
z = - Ra[5 = £ (5’))
o5 Mo || Ma| | Sa || Sal

Rap sera un coefficient de corrélation multiple. Si la formule (59)

est ; 2
B relative au cas on les variables d'un troisieme groupe sont supposées
MUes, nous poserons :
S S
2 I aB I Y
Lo sl (51)
S¥a,y a,By) IS“ I |SB|

et

(51?“,Blyjsera coefficient de corrélation partielle. Les formules (50) et

ui 8rdce 3 la notion de variance collective montrent 1'unité de conception
€Xiste entre les définitions des différents coefficients de corrélation.

De (50) et (51) on peut déduire :

1~ R2 IE RA
Ryt ay,Bb _ 2
JE=RE = = =1-R
a,B(y) 2 2 B,a(y)
1-R% o 1-Rig

(52)
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