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ELEMENTS DE L’ALGEBRE DE BOOLE

par .

M. J. VILLE

Professeur

{.- ALGEBRE DES CLASSES

l. 1. - INVERSES ET RECIPROQUES

Il est d'usage, au début des cours de Mathématiques, de donner quel-
Ques définitions concernant la structure des théordmes. Il est entendu par
€xemple qu'un axiome est une vérité si évidente qu'on ne la démontre pas,
qu'un postulat est une vérité indémontrable mais que l'on admet, qu'un théo-
Téme comporte une hypothése et une conclusion. Ces quelques définitions
Suffisent 2 donner de la nature du raisonnement mathématique une idée suf-
f‘sinte pour que les éleves puissent faire les premiers pas; par la suite,
lh‘3-}'-"p‘.rennenté\raisonm’sr en raisonnant sur de nombreux cas particuliers .
l arrive cependant un moment de 1'étude ot il est nécessaire de se pencher
de_ Plus pres sur la structure des raisonnements; il est impossible, sans ce
a."'e, de comprendre le sens et la portée de la phrase :le Postulatum
d'Eyuclide est indémontrable, qui ne signifie pas : Personne n'a réussi,
faute d'habileté, 2 en trouver la démonstration, mais bien : On peut démon-
trer qu'il est indémontrable. Sans nous attacher 3 une question aussi déli-
Cate que celle du Postulatum d'Euclide, revenons 3 des questions élémen-
taires, telles que celles qui se posent lorsque 1'on explique en quoi consiste
Une condition nécessaire et suffisante, ou encore, ce qui revient au méme
Mais dans un autre langage, lorsque l'on parle de la réciproque d'un théo-
T¥me, Rappelons qu'unthéorgme comporte une hypoth&se, que nous pouvons
Teprésenter par la lettre H et une conclusion que nous pouvons représenter
Parla lettre C. L'énoncé du théoreme consiste a dire :si H est vraie, alors
C l'est également . Cette relation entre H et C est appelée une implication;
:“} p)eut l'exprimer encore en disant que H (hypoth&se) implique C (conclu-
ion),

Si on représente cette implication par le signe—>, on obtient le sché-
Mma suivant :

Hypothése : H
Conclusion : C
Théoréme : H—=C

Par exemple, le théorgme : Toute fonction dérivable est continue, a
Pour hypothese :

H : f(x) admet une dérivée f'(x)
et pour conclusion :

C : f(x) est continue
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5i le théordme H——= C est vrai, H constitue une condition suffisante
de C, et C constitue une condition nécessaire de H. Dans l'exemple ci-
dessus, le théoréme indique que pour démontrer la continuité d'une fonc-
tion, il suffit de démontrer sa dérivabilité; de méme, si on veut montrer
qu'une fonction est dérivable, il est bon de s'assurer qu'elle est continue,
parce que si elle ne l'est pas, elle ne peut &tre dérivable. Portons notre
attention sur la dernidre phrase, qui peut e dire également :

Toute fonction non continue est non dérivable ,

On peut la considérer comme un théoreéme, ayant pour hypothese 12
négationde la conclusion du théoreme primitif; nous noterons cette négation
par C. Quant & la conclusion, c'est la négation, que nous noterons H, de
l'hypothese primitive. Nous sommes en présence de deux théoremes que
nous notons :

He—C
C—H
Ces deux théor®mes n'en font en réalité qu'un seul. C'est ce qu'on

exprime lorsque 1'on dit qu'un théorame quelconque et l'inverse de sa ré-
ciproque sont équivalents., Quvrons ici une parenthése pour rappeler les
significations des expressions ""inversement" et''réciproquement'’, qui sont
touta faitdistinctes. L'inverse du théorame H—=C est le théoréme H—
qui s'obtient en substituant & I'hypothese et & la conclusion leurs négations .
Le réciproque duthéordme H—= C est le théorame C—=H obtenu en échan-
geant les réles de 1'hypothiése et de la conclusion. On peut donc associer 2
chaque théoréme trois autres théoremes » par les opérations d'inversion et
de réciprocation, ce qui fournit le tableau :

1. Théorgme direct i o H=—0C
2. Y inverse : H—C
B A réciproque =]
4, L inverse de la réciproque : C—H

L'examen de ce tableau montre qu'il ne contient en réalité que deux
théorgmes distincts . Nous avons vu en effet que les théoremes figurant dans
le tableau sous les numéros 1 et 4 ne sont pas distincts. On remarque alors
que lethéoréme n° 2 se déduit du théoréme n° 3 exactement comme le théo-
rémen® 4 sedéduitduthéordmen® 1 . Donc 2 et 3 bienque d'énoncés distincts ;s
ont la méme signification. Le théor&me inverse et le théordme réciproque
sont donc ensemble tous deux vrais ou tous deux faux. Cette concordance,
que le lecteur pourra vérifier sur les exemples simples qu'il imaginera
lui-méme, explique pourquoi la distinction entre "inversement'' qui concerne
le théoreme inverse, et "réciproquement' qui concerne le théorgme réci-
proque, est si souvent méconnue. On peut se demander alors s'il y a lieu
de maintenir cette distinction puisgu'on vérifie qu'elle n'a pas d'importance
quand on en vient & la signification du théorgme; nous allons voir que la
distinction a une portée qui va plus loin qu'une simple nuance de construc-
tion grammaticale . Quand nous disons qu'il revient au méme de considérer
le théoréme direct

i =
ou l'inverse de la réciproque

C—=H
nous ne faisons autre chose que légitimer la‘gémOEeztration par l'absurde.
En effet, démontrer directement le théoreme C—s H n'estautre que démon-
trer par l'absurde H—=C., Si donc, on ne s'intéresse pas A la forme des
démonstrations, ""inversement' et "réciproquement' peuvent €tre considé-
rés comme synonymes; si au contraire on étudie la maniare dont on conduit
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la démonstration, la distinction devient importante; elle devient naturelle-
Ment capitale aux yeux des mathématiciens qui n'admettent pas la légitimité
€ la démonstration par l'absurde® pour lesquels par conséquent les pré-
Sentes considérations sont entachées de suspicion. Ces restrictions faites,
Tévenons aux deux expressions :

H—=C c—H
que nous considérons comme équivalentes. La seconde se déduit en souli-

gnant les lettres, et les échangeant. Cette opération nous rappelle celle par
aquelle on passe en algebre de 1'inégalité

i o
2 l'inégalité ey

€€ qui nous donne & penser que l'on peut définir des regles d'opération sur
€8s symboles tels que H, C, représentant des propositions, et les signes
o -, représentant l'implication et la négation, permettant de passer
d'un énoncé 4 unautre sans avoir & s'occuper de la signification des lettres,
€ méme que dans la suite des transformations algébriques intervenant
ans la solution d'un probleme, on n'a pas besoin d'avoir constamment
P""éﬂente 4 l'esprit la signification des lettres sur lesquelles on opere.
algebre qui opere sur des symboles tels que H, C, existe effectivement;
€ consiste & mettre en signes les régles de raisonnement d'Aristote. La
Création de cette algebre estdde aux efforts successifs de Leibnitz, Morgan,
Oole;ce dernier 1'ayant portée i laperfection convenant aux applications,
Cette algabre est maintenant universellement désignée du nom de Boole.

e INTERPRETATION, A L'AIDE DE CLASSES, D'UN ENONCE DE
THEOREME .

bl Suivant les regles d'Aristote, un énoncé tel que ''toute fonction dériva-
€estcontinue' n'ade sens que sionla considére comme liant les éléments
Suivants ;

1 - La classe des fonctions
2 - La classe des fonctions continues
3 - La classe des fonctions dérivables

On peut donner une représentation graphique de ces trois classes et
de leurs relations respectives de la manigére suivante : on représente une
fonction par un point appartenant 3 un carré T, lequel représente la classe
des fonctions. Parmi les points du carré T, il en existe qui représentent

s fonctions continues. Le domaine contenant ces points est représenté
Sous forme d'un cercle C; parmi les points de C, il en est qui représentent
des fonctions dérivables; le domaine contenant ces points est représenté
80us forme d'un cercle H, intérieur au cercle C. T

La relation C
H—C

;;t représentée graphiquement par le fait que
est intérieur a C.

_  Considérons maintenant les domaines H et
extérieurs aux cercles H et C. Nous voyons
Jue C est contenu dans H, ce qui concorde avec

~&Xpression : C—>I

Ete: * 1l s'agit des mathématiciens appartenant a l'école dite Intuitioniste, dont le chef
file est le mathématicien hollandais BROUWER, de 1'Université d'Amsterdam.
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D'une manitre générale, soit dans une totalité T d'éléments quelcon-
ques une classe A comprenant certains de ces &léments, conformément 2
la figure 2, Cette classe A est constituée par les éléments de T qui posse-
dent une certaine propriété caractéristique. Ceux des éléments de T qui
ne possddent pas cette propriété forment une classe A,

SiA comprendtous les élémentsde T, A est vide. Nous écrivons alors :
R i ASD Sty

Si A était vide, ce serait A qui serait iden-
tique & T. Nous écririons alors : 2
AL R A RN
N est une classe fictive, le néant, a2 laquelle
on égale une classe lorsqu'on veut exprimer
qu'elle est vide,
Considérons maintenant deux classes A et fig2

B, dont les éléments appartiennent 3 T. En
général les éléments de T se partagent en quatre classes, & savoir ceuX
qui appartiennent :

R e R A
2} A R
)l AT ST
4)-a2 A et B

Ces quatre classes sontdisjointes, c'est adire qu'un élément quelconque
de T ne peut pas appartenir alafois 2 deuxd'entre elles, Les quatre classe$
considérées sont représentées sur la figure 3,

1. 3. - OPERATIONS ELEMENTAIRES SUR LES CLASSES.

Convenons de représenter par A.B les éléments qui appartiennent 212
fois & A et B. les quatre classes considérées peuvent alors se noter, dans
l'ordre :

7. - TP o T L L

4
Le point(.) représente 1'opération d'inter- @

section. Si on considere 3 classes A,B,C, on
peut former leur intersection.

On remarque que l'on peut écrire cette
expression :

(A B C ou encore (A Gl B figd

sans changer de signification, Il revient en effet au méme, soit de considé-
rer les points communs & A et B, lesquels forment une classe D, et de
chercher ensuite les points communs 2 D et & C, ou de commencer par
chercher les points communs & A et C, et de prendre ensuite 'intersection
avec B de la classe ainsi formée. Il est donc inutile, lorsque 1'on forme
I'intersectionde plusieurs classes, de préciser l'ordre dans lequel on forme
l'intersection; s'il s'agit de trois classes, les 6 expressions

A B O A C B RS A TR AT S PR

ont exactement la méme signification. On peut également grouper deuxou
plusieurs classes et les remplacer par leur intersection, ce qui s'exprime
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Par exemple par :

A.B.CiD+ = A(B.C).D
5 On résume les considérations ci-dessus en disant que l'intersection est
Sommutative et associative.
1 _A c6té de l'intersection, il est naturel de considérer la réunion de
Plusieurs classes. Représentons par A + Blaclasse formée par les éléments

gui appartiennent & A ou B;cette classe A + B sera appelée réunion de A et
B, On peut définir la réunionde plusieurs classes, soit, pour trois classes

A+B + C

La ré,:mion jouit des mémes propriétés d'associativité et de commutativité
que l'intergection.

l. 4, . RELATION D'INCLUSION ENTRE DEUX CLASSES.

Revenons maintenant A la relation entre classes A et B qui exprime
gue la Propriété caractérisant les éléments de A implique que tout élément
© A appartient & B, ce que nous pouvons écrire :
(1) A—B
C:ette relation entre classes peut s'exprimer d'une autre fagon. On voit
9ue si A est contenu dans B, AB se confond avec A, d'ou 1'égalité :
(2)= AR ot

Ré‘:iproquement (2) entraine (1). Donc (1) et (2) sont deux fagons d'écrire
:.méme chose, ce qui nous montre que le signe —>n'est pas indispensable
! on admet 1'usage des signes . et =.

On peut exprimer (1) encore d'une autre manigre, Si A est contenu dans
2 réunion de B et A est encore B, d'ol :
(3) A+B =B

On voit facilement que (1), (2), (3) sont équivalentes, ce qui montre

2;"’ le signe— =n'est pas indispensable si on admet l'usage des signes +

B, 1

Il existe encore d'autres manidres d'exprimer (1), en exprimant que
ce_"taine classe est égale 3 T ou & N, Si en effet A est contenu dans B, tout
Point de T appartient soit & B, soit a A, D' ou :

(1) .B + A, =T

A Enfin, si A est cantenu dans B, il n'existe aucun point qui soit contenu
la fois dans A et dans B, d'ou :

(5) “AB = N

l. 5, . RELATIONS ENTRE OPERATIONS ELEMENTAIRES.

Nous avons été en présence de 5 manidres différentes d'exprimer la
Mé&me situation. Nous allons chercher s'il est possible de passer de l'une
2 l'agtre des expressions 2, 3, 4, 5; I'expression (1) restant a part parce
que ne contenant pas de signe d'égalité. Nous allons pour ce faire étudier
©8 propriétés des opérations d'union et d'intersection, combinées entre
tlles et avec l'opération de négation qui consiste & substituer AaAl

En ce qui concerne la négation, nous voyons tout de suite que la double
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négation de A ramene 2 A : =
(p)" A= -GA
Si nous cherchons a combiner 1'union et la négation, nous voyons qu'en
général :
AfFaRssctiss B + B

On peut méme donner pour A + B une expression qui montre que 12
négation n'est pas distributive par rapport & l'addition. Un point qui n'est
%a.s dans A + B n'est ni dans A ni dans B. Il se trouve donc 3 la fois dans

et B, d'ou :
(77 A +B = A.B
Si nous remarquons que les égalités
As =R Lrw B

sont équivalentes, ce qui revient & dire que 1'on peut nier les deux membres
d'une égalité sans que cette égalité cesse d'étre vraie, nous déduisons, €P
niant les deux membres de (7) et tenant compte de (6) :

A+ HBro0 SLuEATIB
ou encore, en remplacant A par A et B par B :
(8)ori B ‘e soaKay=B

La comparaisonde (7) et (8) montre la dualité entre 1'union et 1'intersection:

La négation d'une union est l'intersection des négations des termes de
1'union.

La négation d'une intersection est 1'union des négations des termes dé
l'intersection.

Ces regles sont connues sous le nom de ragle de Morgan.

Si on remarque :

Nig =2 P = 2N
nous voyons que (4) et (5) se déduisent l'une de l'autre en niant les deuX
termes. Par exemple, a partir de (4), nous obtenons successivement :

BéeAaT BFARsT. A:Br=N
En combinant les opérations d'union et d'intersection, on obtient
1'égalité ;
(9) (A+B) T CESHA N & (B. )
facile & vérifier, exprimant que 1l'intersection est distributive par rapport
a l'union. Larelation (9) est tout & fait identique i celle utilisée en algebre
ordinaire. Dans le symbolisme que nous sommes en train d'étudier, on
peutdans (9) échanger le réle de l'union et de 1'intersection, ce qui conduit 2 *
£10) ~ (A .B) +-C = (A +G) . (B +C)

qui exprime que 1'union estdistributive par rapport i 1'intersection, 1léga-

lité (10) peut se vérifier directement; on peut également la déduire de (9).

Ecrivons (9) en remplagant chaque classe par sa négation, ce qui conduit 2
[I1) SCENBFET € =(&" &) (5

Cela est légitime, puisque 1'égalité (9) est supposée vraie quelles que

soientles classes, A, B, C. Nions les deux membres de (11). Nous obtenons

Aiiks Bt :Cuiod Bre BT 0)
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%u encore

(AT B)Y+=C%= (A+C).(B+C)
e qui est bien la relation (10).

l. 6 - RESUME DES REGLES D'OPERATIONS SUR CLASSES.

Résumons les relations que nous avons obtenues :

& Nous avons définides opérations + (union) et . (intersection) entre des
classes. Ces opérations satisfont 2 :

Act. B = Bud A A.B = B.A
(12) (A+B) + C = A + (B+C) (& B)st Co=bA SHBSL &)
iy 8) G =A.C % B.C (A.B)+C=(A+C).(B+C)
Il existe deux classes particuligres, T (totalité) et N (néant) telles que :
(13) “SAY T S= T A+N = A
A St A A o Ne=sN

Il existe une opération, dite négation, qui associe 3 chaque classe 4
Une classe A telle que :

(14) A+A =T
A sAR="N
La négation d'une union et la négation d'une intersection satisfont 2
(15 A8 = K.5 AaB.mArD
Enfin les deux égalités
(16) A = B Az h

sont équivalentes .

Les ragles (12), (13), (14), (15), (16), que 1'on peut vérifier sur des
exemples, d'apres la définition intuitive des opérations +,.,=,n€ sont pas
indépendantes . L'application de la regle (16) permet, comme nous 1'avons
vu, de passer de l'une & l'autre des &galités (14) voir[(?) et (8)] . Elle
Permet également de passer de 1'une & l'autre des colonnes dans lesquelles
Sont rangées les relations ( 12) . Elle permet enfinde passer de 1'une a l'autre
des lignes (13). Enfin, appliquée 2 (14), elle montre que M= "N

1. 7. - QUELQUES PROBLEMES SUR L'ALGEBRE DES CLASSES.

Nousne chercherons pas ici & savoir quel est le nombre minimum des
r¥gles (12 - 16) suffisantes pour en déduire les autres, renvoyant pour cela
aux ouvrages spécialisés. Nous les utiliserons de la manigre qui semblera
a plus commode, et commencerons par quelques problémes simples.

Probléme I. - Démontrer 1'inégalité : AR—A
Nous commencerons par résoudre le systeme !
(L) SeAC =T
T, R O |

Ce systéme admet une solution unique . S'il admettait deux solutions
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X et Y, nous aurions :
: (18) A+Y =T
Al Y=
Multiplions la premixre équation (17) par Y. Nous obtenons s
R G R R Sy O

n

d'ol, d'apres (18) et (13)
1[5 " - e g
(19) X . w82y

S5i nous multiplions la premidre équation (18) par X, nous sommes
amenés de méme 3 :

(20I. 35 g cvse
d'ol 1'égalité de X et Y,

Nous savions, d'apres (14), que (17) admet la solution A, Nous savons
maintenant qu'elle est unique . Considérons maintenant A, qui est par défi-
nition la solution en Z de :

A+z=T ARitZiiso N
Cette solution est unique. Or A est solution. Donc & = A,
Probleme II. - Démontrer que A + A = A,

Comme dans le probléme I, nous allons procéder par le calcul. Nous
allons chercher 2 montrer que la négation de A + A est A: comme une classe
n'admet qu'une seule négation, d'apris ce qui a été vu dans la solution du
probléme I, il en résultera bien que A + A = A,

Pour que A + A ait pour négation &, il faudrait que
A+A+E =T (A+A) . E = N

Calculons donc les membres de gauche. Nous avons, par application de
(14), puis de (13) :

A+A+A = A+(A+K) = A+T = T

En ce qui concerne (A + A) . &, nous développons le produit, ce qui nous
donne

(AFR) KA " A4A X soN+N
et enfin, par application de (13) (od nous faisons A = N)

NS IN P =t s N
Il est bien montré que A est la négation de A + A, d'ou :
A¥YA = &

(20)an st A £ A
On remarquera qu'en niant les deux membres de :
A ¥R R
on obtient une relation, analogue i celle que l'on demandait de démontrer,

a savoir :
(22)= AW A (= s

Probléme III. - On a vu que les deux égalités
(I K'S B B= A¥B
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gtaient équivalentes . Peut-on le montrer par le calcul ? Ajoutons B aux
8uX membres de la premiére. Nous obtenons : :

AFBi=jA B B
Nous pouvons remplacer, dans le second membre, B par
B.T=B.(A+EK) = A.B+A.B
€€ qui nous conduit 2
. B+A . B+A.B=A.B+A.B=(A+A).B=B.T=DB
Pour déduire la premidre égalité de la seconde, il suffit de multiplier les
eux membres de la seconde par A, ce qui donne :
. A (A+B) 2 A A+AB ¥ A+A.B = A.T+A.B
sy b (1 i P e N I v
d Les problémes résolus ci-dessus montrent le parti que 1'on peut tirer
U calcul des classes. Nous n'avons pas encore étudié complatement la
Telation
A—B
Nous mettons cette étude a part, parce que, étant données A et B, les
expressions A, A + B, A . B représentent des classes, mais l'expression
—>=B ne représente pas une classe, mais bien une relation entre classes,
Ou si 1'on veut, une équation a laquelle satisfont A et B. Nous avons vu que
on pouvait mettre cette relation sous l'une des formes
A= A_. B B = A+B
Deux autres formes intéressantes sont :
(24) "A+B = T
(25 ) A B =N
la plus intéressante des deux &tant la seconde, qui se présente d'une fagon
analogue aux équations de l'algebre, f (x, y) = O, puisque A . B est une

fonction de A et B, et que N joue un réle tout 2 fait comparable a celui du
Z€ro, Pour montrer que (24) et f25) sont équivalentes 3 A—=B, remarquons
t?“t d'abord qu'elles sont équivalentes entre elles; en effet, la seconde
S'obtient en niant les deux membres de la premigre, et réciproquement.
i maintenant nous multiplions les deux membres de (24) par A, nous
obtenons :

N+A.B = A.T
clest 3 dire A . B = A
Ou encore A—=B
Supposons maintenant-que A . B = A. Nous en déduisons :
B n: - X4 BT =oE+B fAr Ky e Kb Aa PR B g i TR SleT
c'est & dire (24). Nous constatons bien 1'équivalence de (24), ou (25)avec
A—=B

Si nous réservons le signe = 4 des égalités entre classes et si nous
el_'np?oyons le signe = pour lier des relations entre classes, qui ont méme
Signification, nous obtenons par exemple :

(A—=B) = (A+B = T) = (A.B = N)

Acté des opérations fondamentales -, ., +, onintroduit souvent 1'opération
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représentée par C, définie par
(26)FANCE BRSNS

A C B est une classe, au contraire de A—=B qui est une relation entre
classes. On voit que par définition on a 1'équivalence :

(27){(AC.B)=T} 5 #A—=H

Nous allons établir, a titre d'exercice, une proposition importanté
concernant cette opération ( .,

Probléme IV. - On considire trois classes quelconques A, B, C.
Quelle est la classe définie par la formule :

(28) [_' (A CoR): (BCC)] € (ACC)
Nous nous reporterons & la définition (26); nous obtenons
LA CEB R BIE IR A R S (B ) = A BaZ . CiB N
en négligeant d'écrire le terme en B . B, qui est égal A N,
L'expression A calculer s'écrit alors :
AaB A= C B G LAY C B (A.B).(X.C).(B.C)+2 +8
(A+'B) (A4 T)(B L£8)0A #6
Nous développons les deux premidres parenthéses :
(A+B)(A+C) = A+A . T+A .B+B.CT = A+B.C
Nous avons utilisé, pour simplifier le résultat, le fait que, quel que soit X
AEA S A T AT R N i T ST R O
Multiplions par la troisigme parentheése. Il nous revient :
A BB S B AR e e e TSR hA - B R
L'expression a calculer devient ainsi :
(29) A.B+A . C+B.C+A+C

Sous cette forme, cette expression est assegz difficile & interpréter . Calcu-
lons sa négation. Nous obtenons :
(A+B)(A+C)(B+C)A . T

Le produit par A de la premi2re parenthése est A B. Le produit de AB par
la deuxidme parenthese est ABC. Le produit de ABC par C est N,

Donc 1'expression (29) est égale 2 T. Nous obtenons ainsi :
(30) [(ACB) : (BCC)] (ACC)} =T

et cela, quelles que soient les classes A B G

Pour calculer (29), nous sommes passés i 1a négation, parce que les
simplifications y sont presque autornatiques; nous aurions pu opérer direc-
tement, en observant que puisque :

A=ZX+X.C

nous pouvons ajouter A . C & (29). Nous observons alors l'existence dans
(29) des termes

EGCHR  OFCl =, (ALaE)ee Cub Gaaalig Cr o T
ce qui suffit pour montrer que (29) a pour valeur T,

Le résultat obtenu est intéressant, parce qu'il montre que certaines
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€Xpressions en A, B, C, ... ne dépendent pas en réalité des classes A,

8,C, ... bienque celane soit pas évident a premiere vue. Il est également
Intéressant si on revient a 1'équivalence
A= ER)= !l(A ¢ B)* = T}

Nous allons montrer ‘que l'égalité (30) est en relation étroite avecla
Proposition

SiA—=B et B—=C, alors A—=C

€€ qui signifie simplement que si A est contenu dans B et B dans C, alors
est contenu dans C. Ceci peut s'écrire, en utilisant le signe & pour lier

" S . .
l:a{ et deux relations entre classes, et le signe => pour indiquer qu'une
elation entre classes entraine une autre relation :

(31) (A—=B) & (B—=C) = (A—=C)

fic Onremarquera l'analogie formelle entre (28) et (31), bien que la signi-
» ation soit différente, puisque dans(31)il s'agit de relations entre "rela-
1ons entre classes'', tandis qu'en(28)il s'agit seulement d'une classe for-
Mée 3 partir de A, B, C par des opérations +, ., - (l'opération ( étant une
gléér:ition auxiliaire). Cette analogie formelle explique pourquoi on peut

duire (31) de (30). (30) est une égalité vraie quelles que soient v \pa Vi 0
:pgog;ms maintenant que A—= B et B—= C. Puisque A—>= B, nous avons

= T.

a Puisque B — C, nous avons (BCC) = T.Donc,le crochet qui figure
U premier membre de (30) est T . T = T. Nous obtenons ainsi

{T C (Acc)} =T
€€ qui signifie que
P A CiCr)

s Laclasse A CCne peut contenir T que si elle est elle-méme égale a T.
c

(ArCl=an

3: ui signifie que A— C . Nous constatons que (31) est-bien une conséquence
&t 30). Comme nous n'avons pas pour but principal de faire de la logique
noumeue , nous nous en tiendrons 12 pour la comparaison entre (30) et (31).
pasﬂ allons plutét majntenant nous occuper de techniques de calcul. Le
arti:'?g-e de (28) a (29) est assez aisé; mais le calcul de (29) peut sembler
iciel. Il serait regrettable que pour montrer que deux expressions en
l‘é’a{B‘. C, ... A, B, C, ..., écrites sous des aspects différents, sont en
ik lié identiques, onne puisse se fier qu'a la plus ou moins grande ha.-bileté
eatc aquelle onfaitdes groupements de termes . Nous allons voir qu'iln'en
ealzaﬂ ainsi, et que 1'on peut donner pour les expressions en A, B, C, ...
pri Ormes canoniques, telles que si deux expressions, quoique de formes
Ormltlves différentes, sont équivalentes, elles se ramenent toujours a des
i mes canoniques identiques . Nous expliquerons la formationde ces formes
T le cas de 3 classes A, B, C, la généralisation étant évidente.

1. 8. - FORMES CANONIQUES D'UNE EXPRESSION DEPENDANT DE
PLUSIEURS CLASSES.
Considérons le cas ou les classes figurant dans une expression sont

a
p:r:‘OTnbre de trois, soient les classes A, B, C. Les classes A B, C
agent la classe T en 2’ = 8 classes

BRI, o peqie e jaag et socgl gL HR YR E.C_A.B.C
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que nous appellerons K, K,, ..., K,. Considérons les classes de la forme

8
Q) o (¢, £ 051)
i=1
le signe = représentant 1'union des classes sous le signe L , &tant entendt
que 1'on ne conserve que les classes pour lesquelles § = 1, Sipar exemple
la suite des £ est

Qe 1 e S L ey S WS
nous obtenons la classe :
AB.C¥ABC+AB.C+ABC

Les expressions de la forme (1) sont dites formes canoniques disjonc-
tives, comme se présentant sous la forme d'une union de classes disjointes
(sans points communs) . Il nous faut montrer que toute expression F (A, B, C
formée a partir des classes A, B, C par l'utilisation des signes +, ., - peut
se mettre sous la forme (1),

; Remarquons que siF, et F, sont deux expressions que l'on sait mettré
sous forme canonique

By Ly K F," = T K
F, + F, se mettra sous forme canonique
(2) F, +F, = E(g +g' - 4" K, = L' K,

En effet, F, + F, s'obtient en faisant 1'union de tous les K, figurant
dans l'une ou l'autre des formes F,, F,, c'est & dire que §'' ne doit étre
nul que si § et §' sonttousdeuxnuls;sil'un ou l'autre des termes g ,¢ est
égal & un, ' doit étre égal & un; c'est bien le cas pour la forme

Eill =, Ei+sl' 'Eis‘iu
Nous aurions de méme
(3): °F “F, Ie &' K,
puisque seules figurent dans F, F, les K; pour lesquels on a a la fois
& = &' = 1. Enfin nous aurons :
F’ = (] b £i ) Kl

Nous voyons donc que sides expressions quelconques sont données sous
forme canonique, nous pouvons mettre sous forme canonique les expressions
quis'endéduisent par les opérations +, ., -. Il reste & montrer simplement
que A, B, C elles-mémes peuvent se mettre sous forme canonique., Cel2
est immédiat, puisque

ApE A Bon Gk A RiaC deAd Blocir A B - »
BHEVAREBS SO AN RENEN AR e RRipgt ip
Co=2A  oBe dC + A SR GRla R SRis S Gt me s

Une remarque est cependant nécessaire ., dans le cas ol la suite des E£;
serait :
L5 Faal el © Sl & sl 6 5 o 0l

comme nous convenons de ne pas écrire les classes K, pour lesquelles ¢§; =
O, ilnenous reste rien & écrire. Donc A proprement parler, une expression
de la forme F (A, B, C) qui toutes réductions faites se rameéne a N, ne peut
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E;“ 8e mettre sous forme canonique disjonctive. Au contraire, une expres-
'10:: qui se réduit 2 T peut se mettre sous forme canonique, a savoir la
BMme des huit classes A, B. C., ..... A. B. T,

d Ilest évident que la forme canonique disjonctive est unique, nous avons
ONc un moyen sr pour savoir si deuxexpressions F (A, B, GG (AsdBs1C)
Sont ou non identiques bien que primitivement d'aspect différent.

: Il existe une autre forme canonique, dite conjonctive, d'un usage moins
Ourant. Considérons les classes :

(4) A+B+C A+B+C A+B+C A +B+C
A+B+C A+B+C A+B+C A+B+C

Toute expressionen A, B, Cpeutse mettre sous la forme d'une intersection
s ‘:1388!_3_8 de la forme ci-dessus. Soit en effet F une pareille expression.
ettons F sous forme disjonctive, soit

Fia=bq K] K0
Nous en déduisons

F = RE EKAER,

1
R,, B, R, étant de la forme (3). En effet, les termes de la suite (4) ne sont
dUtres que les négations des termes employés dans la forme disjonctive. On
Marquera qu'ence qui concerne laforme conjonctive, c'est T qui représente
€ cas d'exception, tandis que N peut s'exprimer :

NS SRt ROBRS T B3
1‘9-" NOMBRE DE FONCTIONS DISTINCTES DEPENDANT DE n
CLASSES.
Une expressiontelleque F (A,, Ay ... A,) formée a partir des classes

» A,, A par les opérations +, ., - s'appelle une fonction booléienne des
Classes A, A,, A,. Laconsidération des formes canoniques permetd'évaluer
€ nombre de fonctions booléiennes distinctes que 1'on peut former, fonctions
€ n classes. Considérons le cas simple ot n = 2, et soient A et B les deux
Classes dont on cherche A former une fonction. Les termes de la forme
€anonique sont ici au nombre de 4 :

A.B A.B A B A.B

. Dans la forme canonigue, chacunde ces termes peut figurer ou non, ce
2“1 nous donne 2* = 16 possibilités. Il y a donc 16 fonctions distinctes de A
Nt B, Mais nous notons que parmi ces fonctions, il y en a 2, a savoir T et

» obtenues en prenant 4 ou 0 termes, qui ne dépendent pas de Aet B. Il y
®na 4 quine dépendent quede A ou de B, 3 savoir A, A, B, B, Par exemple
A s'obtient par le choix

A e A RGRAC L

) Il nous reste donc 10 fonctions seulement dépendant de A et B ; ce sont
€s fonctions
A.B A.B A.B A.B A Bi+ BgB
::1 ltEB fonctions qui s'en déduisent par négation, ce qui fait bien 10 fonctions
out ,

% Pour mettre une expression sous forme canonique disjonctive, on
Pplique les ragles :

=

+

e
&l &
el ol
3| &l
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jusqu'a ce que les signes - ne s'appliquent plus qu'a des classes A, B, C, -++
On a alors une expression ressemblant 3 une expression algébrique, dans
laquelle les lettres A, B, C, ..., A, B, €, ... sonf combinées uniquement
avec les signes + et . On développe cette expression d'apris les regles dé
l'algébre ordinaire (puisque l'intersection est distributive par rapport
1'union) comme si 1'union était une somme et l'intersection un produit. On
réduit les termes semblables d'apreés la regle :

ATETA T = A Ao A =N
et on obtient ainsi une somme de termes. On met ces termes sous forme
canonique en écrivant par exemple :
AR A B L G A e

et on réduit & nouveau les termes semblables. On est alors parvenu 2 12 |
forme canonique,

Soit, par exemple, & étudier si l'opération C est associative, c'est'd
dire s'il y a identité entre les expressions

(A B)IE C
Al CH(BLC.C)
Nous mettons la premigre sous forme canonique, ce qui donne :
(A CB)CC =" (E+B)(CaARaubr D heCs dee Al C

ABC+ABC+ABC+ABC+ABC

La seconde peut s'écrire :
A+(B(C)=A+B+C=ABC+ABC+ABC+AEBC+ABC+ABE+ABC

Nous voyons que les deux expressions ne sont pas identiques, et que l'on a * 1
A C (BCQ) S G o ] ISR i o 5 - i o !
[(ACB)CC] +ATH

On peut vérifier que :
{ [(acB) cc] c[ac (Bcc) | ] = T
En effet, le premier membre de l'équation s'écrit :
AB+C+A+B+C = AB.C+A+B+C = (A+B)C+A+B+C
A+B+C+BC

n

Comme A ne figure qu'une fois, mettons :

B+C+BC
sous forme canonique par rapport aux variables B et C, Nous obtenons :
BC+BCT+BC+BCc+BT = BC+BC+BCc+BCT = T

On arrive plus vite au résultat en niant l'expression, ce qui conduit a

B+C+BT = HerBEBge) = N
Le fait que 1'opération ( n'est pas associative oblige 4 utiliser des paren-
theses lorsque plusieurs de ces opérations se succedent, pour qu'il n'y ait
pas d'ambiguité .
Le lecteur doit maintenant étre en mesure de traiter un probléme tel
que le suivant :
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. Probldme V. - Etant données deux classes A et B, on définit 1'opéra-
10n ~u par 1'égalité :

Ao R = NGy 1 L eeR oy ]

Calculer l'expression :
() [(a~B) . (B~O]C (A~ Q)
g“mparer ce problédme au probléme IV, et essayer de tirer des conclusions
aflaloglles. Chercher en particulier la régle qui joue par rapport a l'expres-
ion (5) le réle joué par la regle (31) relativement a l'expression (28).
Probléme VI. - Montrer que le nombre de fonctions booléiennes dis-

tmctea, de n classes A,, A,, A, dépendant effectivement de chacune des n
classes est :

N@-2N@-1)+ 2 Nm-2) o
formule ot 1'on a posé pour abréger l'écriture

N (n) = 2

IS0, - NOMBRE MAXIMUM DE SIGNES D'OPERATIONS NECESSAIRES
POUR EXPRIMER UNE FONCTION DE n CLASSES.

™ Il est intéressant pour les applications, de savoir quel est le nombre
oaxlmum de signes d'opération qui interviennent dans la formation d'une
Jiction booléienne & n variables. Pour les comptes, remarquons qu'il y a
ce:irmes posai.blea dans la forme canonique disjonctive, et que chacun de
Toutermes contientn - 1 signes . On prend u1|-11_|certain nombre de ces termes.
i es réductions faites, ilen reste auplus 2° . Soient enﬂgffet A RNy
tes nclasses, etK,, K;, ..., les termes en nombre 2 ', correspondant
c(n?utea les classes considérées sauf L. Nous aurons alors, pour les termes
respondant 3 A, B, C, ... L, les termes des deux lignes.

KL, K,L, KL, ...
KL, KL, KL, ...
Chacune de ces lignes contient 2" termes. Sila fonction booléienne consi-

érée contient plus de 2" termes il y aura forcément, dans les termes qui

{figurent, des termes dans une méme colonne, qui se simplifieront d'apres
€ 8chéma

KL+KL = K,
e Comme il y a 2‘:;_1 colonnes, il reste 2:_: termes au plus, 'y‘ous avons
+ etc auplus (n - 1) 2" signes, et au plus 2° signes +, d'oh n2"" - 1signes
.;il nous reste maintenant 2 nous occuper des signes de négation; Soit
ao}a fonction considérée, dans laquelle figurent au plus n2""' lettres, et
F f’F‘fF‘ » ' les nombres de négations figurant dans F et F. La fonction
n2n, = T, mise sous formr:::1 canonique disjonctive non simplifiée, contient
name;trea ,c'est 2 diren 2" signes de négation. Les simplifications ame-
z F et F ne peuvent que faire disparaitre un certain nombre de signes
Négation, d'ol ot P.' < n2"'. 11 en résulte que l'on a :

P.énz“'z ou ’.L.'_é SuiE

1 : 3 i F 4 n-2
‘:: deux inégalités pouvant avoir lieu simultanément. Si 'Léﬂ 2" ", nous
Yons que F peut s'écrire avec au plus :

n2" dgakyal? == (dm2"*-1
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signes d'opération. Si P.) n Z"'z, nous aurons
= e |
et par conséquent F pourra s'écrire avec
n-2
N2 -2

signes d'opération, ce qui permet, avec une négation supplémentaire,
d'écrire F avec au plus 3m2™2 -1 signes d'opérations .

Nous obtenons ainsi le résultat : une fonction booléienne i n variables
peut toujours étre écrite de manidre A faire intervenir au plus des signe#
d'opérations en nombre égal 2

¢ gy ki dal |

étant entendu que les signes d'opération sont les signes d'union, d'intersec-
tion et denégation. Pour n = 3, ce nombre est de 17. Il se trouve effective-
ment dans la fonction

Eoi= ARG A R R AT BIC A B G
et également dans la fonction F
F = ABT+ABC+ABC+ABT

Toute autre fonction de A, B, C peuts'écrire avec moins de 17 signes
d'opérations. Naturellement, le décompte est fait sur laformule développée:
mais on peut s'arranger pour que le nombre des opérations soit moindre.
Nous pouvons par exemple écrire :

F = (AB+AB)C+(AB+AB)CT

Il n'intervient dans cette expression que 10 opérations, comme l€
montre le schéma ci-dessous :

A AB AB + AB

> . 15
] =

By o

r g /\

C B

5 c \ e

chaque opération est représentée par un petit carré contenant le signe de
l'opération. On voit qu'il ne figure que 10 petits carrés dans le schéma.

2.- ALGEBRE BINAIRE DE BOOLE

2. 1. - PROPRIETES DES FONCTIONS CARACTERISTIQUES DE CLASSES

A toute classe A, contenue dans une totalité T, on peut associer une
fonction dite "caractéristique', de la forme

a(x) == " R(A )
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ol x dési

8 gne un élément quelconque de T, et jouissant de la propriété que

i £ = - S
o faPPa{:‘tlent 4 A,a(x)=1et sixappartientd A,a (x) =0.a (x) est ainsi
onction numérique, qui ne peut prendre que les valeurs Oet 1.

Considérons maintenant deux classes A et B, Nous avons évidemment
KA B o= 1C (A S ) G (B i)

.i‘:f:ém:tion caractéristique attachée 2 A ., B peut donc étre sans inconvénient
attg‘ hSEntée par a (x).b (x), a (x) etb(x)étant les fonctions caractéristiques
Chées 3 A et B, et le signe . représentant le produit au sens ordinaire.

o é\PPEIDns maintenant a (x)+ b (x) la fonction caractéristique attachée a
- Nous avons par définition a (x) +b (x) =K (A +B ; x).

On vérifie sans peine que :

d'oy K(A+B;x) = K(A;x)+K(B;x)-K(A.B;x)
S a(x)+b(x) = a(x)+b(x)-a(x)b(x)
OUS voyons ainsila relation entre l'algebre de Boole et 1'algébre ordinaire :

'll
,::lsébre de Boole concerne 1'ensemble des propriétés des expressions que
prodp-eut former & partir des nombres a, b, ¢, ... par les opérations de
int;n et d'union, le produit étant le produit classique, et l'union étant

€ par

A (1) Caithe =S astbi-ab
€es deux opérations, il faut ajouter la négation, définie par :
(2]t = l1-a

(2) Il est essentiel de remarquer que le produit et les opérations (1) et
) a' appliquées 3 des nombres égaux a 0 ou 1, donne encore des nombres
Baux & 0 ou 1, I suffit pour le montrer de partir du fait qu'étre égal a 0

°% 1, pour un nombre t, se traduit par :
o s =ittt
Supposons donc :
at = piz =w'p
Nous en déduisons :
(a+b)f = a+b*P+Fb*+2ab-24b-2ab
E s BasriBh s i Fae kb
(ab)* = gy Y
(1 -a) = LR —drae = ] -a

di L'algsbre de Boole, opérant sur des nombres égaux a 0 ou 1, c'est a
i:e- dans le systeéme de numérotation binaire, sera dite algebre de Boole
dire ,

bin .11 peut &tre utile, en certaines circonstances, de ramener l'algebre

& aire de Boole 4 1'algtbre ordinaire, c'estadire aux relations mod (x? -x);

nlals on suivra en général le chemininverse, parce que l'algébre mod (x? -x)

Z: €St pastraés commode A manipuler . Supposons par exemple que nous soyons
N face du probleme suivant :

Probléme VII. - Quels sont les polynomes z en x et y tels que si :
S FREE'S: Syoy

ils satisfontd =% =z ?
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La solution algébrique est la suivante :

Puisque x* = x, y? ="y, z peut toujours, quel que soit son degré, S
ramener 3 :

z = A + Bx + Cy + Dxy
d'ol
ZEE A +.B‘xt+C!y=+Dlx'y!+2ABx+2Acy+2Aszyi-ZBCXY
+2 BD x'y + 2 CD xy*

=& +(B+2AB)x+(c +2AC)y + (D' +2 AD +2 BC + 2 BD+2 CD) XY
Les coefficients A, B, C, D doivent ainsi satisfaire a :

Aingsi=re A

B R R 2 A

G = C(C +2A)

) S D(D+2A+ZB+2C)+ZBC
Ce systéme ne se résout simplement que si on pose :
o o Gy cheRasq W Jeg D
ce qui conduit a :
A=A A=A p,z=p. v=v
Si on ordonne z en A, A , -V , on voit que 1'on obtient :

Eou= Al(lix) (l-y)+kx(1-y)+l.|.y(l-x)+vxy

ce qui montre que nous avons en fait écrit la forme canonique disjonctive *

V+A-A-p

z = A:‘(?+)Lx7+|u.y:\'c+vxy

Si on prend comme point de départ l'algébre de Boole, on obtient tout de
suite l'expressiongénérale de z dépendant de quatre parametres tous égaux
aloual,

Posons maintenant un autre problame .

Probléme VIII. - z ayantla forme générale établie A propos du problé-
me précédent, quelle doit étre sa forme pour que z = 1, si x = y et dans ce
cas seulement ?

Ici le calcul direct peut se faire directement. Si x £ y,ona:
(59 = 4

Nous essayons donc :
2
TR 1 -(x -y)

qui convient effectivement. On obtient en développant :
z = l-x-y+2xy

S5i nous voulons utiliser les résultats que nous connaissons déja en
algébre de Boole, nous pouvons partir des équivalences :

{ AN T S { (A2lagys (B—--A)}
R e
ce qui nous permet d'écrire 1'égalité A = B sous la forme :
(A +B).(A+B) = T ou encore AB+A . B = T
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E

hi':nlpl)elant x et y les fonctions caractéristiques de A et B, nous obtenons
e 5 s il O s e L ) s i

2.2, . EQUATIONS BOOLEIENNES.

Considérons 1'équation en x et y

XY = 2 xy
Quid'apres ce que nous avons vu, est équivalente B
AR
Onpeut chercher & résoudre cette équation en y. Nous tirons effectivement :
vy = (2y-1)x
Elevons cette expression au carré, nous obtenons :
y: = (4y'-4y+1)x
d'oﬁ
R S
f,’:;::‘lté_lement 3 cette résolution, nous pouvons chercher & résoudre en B
ion
A.B+AB = T
I1 suffit pour cela de multiplier par A et par B, ce qui donne
Av3B = A A.B = B

1 . :
1??‘ A = B. Inversement, A = B satisfait 2 1'équation, qui se réduit, si
F5, Bn A AT

53 Il se pose donc le probléme général de résoudre une équation de la
me

A oy P G A ) o g N
U F est une fonction booléienne des classes X, Y, Z, ...
Une telle équation sera appelée équation booléienne.

Si F est mise sous forme canonique disjonctive, nous pouvons en grou-
p:';t les termes qui contiennent A et ceux qui contiennent A, mettre F sous
Orme

_ F = AX+BX
A et B gtant deux fonctions booléiennes de Y, Z, ...

tio Raisonnons en algébre binaire de Boole, ce qui nous conduit a 1'équa-
i :

{i1)is ax +bX § Seell
dang laquelle a, b, x sontdes variables booléiennes . Les quatres variables :
ab, ab, 3b, ab,

Jont telles que 1'une d'entre elles, et une seule, est nécessairement égale
- Nous avons pour les gquatre cas possibles :

Si ab = 1 ax + bx = 1
Siab = 1 R -HEDR e
Siekb =o vl axFbE - =R
BifEh = 1 ax +bx = 0
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x doit donc étre égale 4 0 dansle deuxidme cas, & 1 dans le troisidme; dansé
le premier et quatriéme cas, x est indéterminée, puisque ax + bx a alor$
une valeur indépendante de x. Ceci nous donne ainsi la valeur de x :

e = abu + 0.ab +3ab +3.Bb.v - abu + 3b + abv
u et v étant arbitraires; x étant ainsi définie, on voit que :
abx +3b +3bx = «x
ce qui permet de mettre la solution, en x, de 1'équation (1) sous la forme *
(2) x = ab+(ab+3b)x
En portant cette valeur dans (1), il reste la condition
(3) ab - 0

Nous vérifions que si ab = 1 ou d.b = 1, I'équation (2) laisse x indéter=
minée, Si ab = 1 l'équation n'est pas vérifiée, si a.b, = 1, elle l'est, Si-
ab + ab = 1, xestentizrement déterminée, puisque l'on a x = @b, et 1'équa~
tion est satisfaite,

Si nous avons maintenant une équation 4 plusieurs inconnues, soit :

f(x,y,2) = 0
on peut la résoudre en posant :
{1ty em) o S (vl ey
f (0, y, 2) = b (y, z)
ce qui nous ramene a :
x = a(y,z)b(y.,z)+ a(y, z)b(y,z)+al(y, z)b(y, z)
a(y,z)b(y.z) = g(y,z) = 0

On opérerait ensuite sur g comme sur f,
D'une manigre générale, une équation de la forme
f(x,.xz. S x,,) = 0
se résoudra sous la forme

A i e S RRAE
3¢ WL TSP IO Ay
Xp= foy (X0, 0 x,)
X eioct)

Siladernidre équation est de la forme x,=0, x, = 1 ou x, =x,, 1'équa-
tionadmet une ou plusieurs solutions. Si elle est de la forme X, = En,l'équa-
tion est impossible.

Toute équation de la forme f = 1, se ramene immédiatement au cas
étudié en posant g = 1 -f. Tout systéme de la forme

F, = F, = e = i = 0
se ramene A 1'équation unique :
F, + T, #" f8emriilin ¢
Probleéme IX. - Montrer que le systéme
e A e T

est impossible.
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Commencons par exprimer que x { y. Si y =1, x est indéterminée;
Biy = g i fian
,x = 0, d'ou

£ = w.y+0 (Lo S ny,
Nous en déduisons par multiplication par y que
X = Xy
Ou encore
x (1 -y) - 0

Nous savons par ailleurs qué x = y s'exprime par

xy4-(1 ~x)(l=y) =& 1
La condition x # y s'exprimera donc par

xy+(1-x) (1-y) = 0

it La condition x < y, qui comprend 2 la fois x < y et x # y, devient
nsi :

x(1-y)+xy+(1-x) (1-y) = 0
De méme y ¢ z donne
y(l-z)+yz+(1-y) (1-2z) = O

Le systtme proposé se ramene 4 l'équation unique :
f(x:y. z) = x(l-y)+xy+(1-x) (1-y) +y(1-2) +yz +(1-y) (1-2): =0
Nous obtenons, aprés des simplifications évidentes :
flx,y:e) = x+y(l-y) [(1 -x) + (1 -z)]
= x+y+7(%+32)

Pour x = 0, cette expression est égale 32 1. Pour x = 1, elle est encore
€gale 3 1. Donc le systéme est impossible.

Nous pouvons remarquer que x £ Y équivaut &2 x = Oy = IL.

En effet, x < y s'exprime par

xV.txv i Vo = 0
La méthode générale nous conduit a écrire :
x Fx = 0

d'oy

a = 1 b = vy

grtaitg

x = ¥ x
Ce qui donne bien x = 0, y = 1.

Apres ces exercices sur les variables booléiennes numériques, nous
allons revenir aux classes. Nous obtenons des résultats tout a fait compa-
rables;si par exemple nous avons

AX+BX = N
nous en déduisons que :
AB = N
X- = - A B+ X(AB)+K-.1B).
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De méme, nous pouvons résoudre des équations de la forme f (X, Y, Z) =
N. Ilnousfaut cependant faire une restriction quant aux inégalités telles que
X < Y, quand il n'est pas vrai que X = Y, En effet, dire que l'on n'a pas
X = Y, ou encore que l'on n'a pas

XY + XY
ne signifie pas ici que 1'on a

XY + XY

3 b

n

N

2. 3. - OPERATION DE SCHAEFFER.

On peut exprimer toutes les opérations sur variables booléiennes 2
partir des opérations +, ., - Schaeffer a montré qu'une seule opération
suffirait, 2 savoir la contradiction, définie par

il Bras=maanXB
On voit facilement en effet que
P e R
et que

AB 2 -FBTH % (AIB)I(AIB).

Comme 1'union s'exprime 3 partir de l'intersection et de la négation,
elle peut donc s'exprimer en fonction de la contradiction seule., Examinon8
les opérations possédant les mémes propriétés que la fonction de Schaeffer,
ce qui nous conduit au probléme suivant, que nous traitons en algebre de
Boole binaire.

Probléme X. - Quelles sont les fonctions booléiennes de deux variables
telles que 1'on puisse, en utilisant uniquement une de ces fonctions, expri-
mer toutes les autres ?

Nous savons déja que la fonction de Schaeffer
Ly S t= 1-xy

permetd'exprimer toutes les fonctions booléiennes . Considérons maintenant
la fonction la plus générale de deux variables

@ Eixsy) = wxy + fx (1 -y) +y (1 -x)y +4 (1 -x) (1-y).

La négation de x ne peut se définir que par F (x, x); nous devons donc
avoir :

F (x, x) - 1 -x
d'ol
© = 0 6 = 1
La fonction prend donc la forme
(2) Flxoy) = Px(l-y)+y(lax)y+(1-x)(1-y)
S5ip=o, T est forcément égal 4 0, sinon nous aurions
Fix,y) = (Q-xlyHl (1 y] = 1-x

et F ne dépendrait que de x. De méme si f =1, on a nécessairement =1
Nous n'avons donc en définitive qu'a thoisir entre

f(x,y) = (l-x)y+(1-x)y+(1-x) (1- R s
e - W S e v) =
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]
C'est-3-dire entre la fonction de Schaeffer et la fonction :

gelxy e Bt oty e 1-f(1-x, 1-y)
Les deux seules solutions au probléme proposé sont donc les fonctions
£ (ryiy) s ey
glx,y) = x¥y

3.- TREILLIS

gl - DEFINITION IMPLICITE DE L!UNION A PARTIR DE L'INCLUSION.

i Nous allons, relativement aux classes, étudier un probléme qui trouve
l:npl‘olongement dans l'algébre générale. Nous allons voir si on peut définir
Somme X + Y & partir du produit et de 1'implication. Partons de X et Y.

Nous pouvons former les trois classes
XY XY X+Y
Combinons encore ces classes par produitet implication. Nous obtenons
X¥Y(R+y) = Xy XY(X+9) = XY (R+Y) (X+9) = XY+XY
B X iy - T X¥+x+¥ - T XV+X+¥ . = XY
By - X Xyixy = Y Sy+X+Y = X3+3¥

s Sinous poursuivons les combinaisons, nous voyons que nous ne sortons
du systdme de classes

Ty ey Ry Yo X4V XY

Che Donc, nous ne pouvons obtenir X + Y par une opération explicite;
Tchons une définition implicite .

Il est bien évident que X + Y est une classe Z contenant X + Y, et que
€ classe contenant X et Y contient Z. Z est ainsi définie par

{ X —=Z Y —Z
Si X—=U et Y—=U, alors Z —>U.

tout

Ceci nous donne les équations

N e e W
Nt 7
[R+w). (F+wcEZ+w)] = T

le
ciqiue“eﬂ s'expriment uniquement en utilisant . et ( puisqu'on peut les
re :

(SESGI7 [ S
(Va7 sty
[(xcu).(ycu)]c (zcu)} = T
Voyons ce que donne le développement de ces équations : nous obtenons
XotZ3s =t 3T
Y+z =il

X+u) (FT+meZ+u) = T



130 M. J. VILLE

ou encore XZ = N
Yo iR
(X+U) (Y+Uu) zU = N

La dernidre équation donne
v e = N

Cette équation doit avoir lieu quel que soit U. D'ol, en rassemblant
toutes les conditions en une seule :

b AR T e s e
c'est a dire
XYZ +(X+2) Z = N
Nous obtenons ainsi :
N
N

(X+7Y) z
(X+Y)Z

d'olu
2 = Z(X+7Y)
z = Z(X+Y)
La négation de la deuxiéme relation nous donne
zZ = Z+X +Y
En combinant les deux équations
z = Z(X+7Y)
% = ZotiX o+ ¥

nous obtenons la valeur cherchée de Z. Il suffit pour cela, dans le second
membre de la seconde, de remplacer Z par Z (X + Y), ce qui donne

Z = Z(X+Y)+X+Y = X+Y

On montrerait de méme que l'intersection de X et Y peut se défini®
comme la classe Z telle que

Z—=»X Z—>Y
Si U—=X et U—>Y, alors U —2

3.2, - ENSEMBLES PARTIELLEMENT ORDONNES.

La conception des opérations + et . & partir de 1'inclusion nous am&ﬂf
a dire quelques mots des treillis. D'une fagon générale, on appelle ensem
ble partiellement ordonné, un ensemble d'éléments tels qu'entre <_:££L‘-?2;
couples d'éléments, on puisse reconnaitre si existe, ou non, une relati®
de la forme
a{ b
Cette relation est supposée transitive, c'est & dire que
ah & b etibilic
entraine a £ c. L'inégalité stricte
adb
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8ignifie que a £ b et que a est distinct de b. L'inégalité stricte est disy-
Métrique, de sorte que 1'on ne peut pas avoir 2 la fois

a < betra > b

Lorsque l'onaa £ b, ondit quelquefois que b est un ascendant de a,
e que a est un descendantde b. Sionconsidere les humains du point de vue
delafiliation, ils constituent un ensemble partiellement ordonné . En effet,
tant donnés deux individus a et b, trois cas peuvent se présenter, et trois
Seulement :

a est descendant de b
b est descendant de a

a et b ne sont pas liés en ligne directe.

De méme les entiers vus du point de vue de la divisibilité forment un
fnsemble partiellement ordonné : étant donné deux entiers a et b, iln'y a
QUetrois caspossibles :ou a divise b, ou b divise a, ou a et b ne se divisent
Nl dang un sens, ni dans l'autre. On peut dire la méme chose pour les
Polynomes

Examinons le cas des entiers, Nous exprimerons, pour éviter toute
':?nfuaion avec les inégalités usuelles, la relation a divise b par a—>b.
arithmétique nous apprend alors que, sion se donne a et b, il existe
Parmj leurs ascendants communs (leurs multiples communs) un ascendant
tel qu'i] soit descendant de tous les autres ascendants communs. En signes,
€ela veut dire qu'il existe c tel que

a —=ic
b —=c
| 8i(a—d) et (b —=d) alors (c —=d).

. De méme, parmi leurs descendants communs, il existe un descendant
tqu11 est un ascendant de tous les autres descendants; ou encore, il existe y
€l que

Y—-—I— a
—a= b
8i (6 —»= a) et (6 —=b) alors (!5—-"()-

On reconnait 12 le plus petit commun multiple et le plus grand commun

1 seur; nous voyons que dans l'algébre de Boole, AB joue le réle d'un

Plus grand commun diviseur, A + B le rgle d'un plus petit commun multi-

Ple, Représentons pour uninstantpar a+b le p.p.c.m. et par ab le p.g.c.d.
® deux entiers, Cherchons si les relations de 1'algébre de Boole ont lieu.
Xaminons par exemple 1'égalité

a(b+c) = ab + ac

divi

H Au premier membre figure le p.g.c.d. de a et du p.p.c.m. de betc;

Second membre figure le p.p.c.m. des p.g.c.d, de a et b d'une part,
€ a et c d'autre part, Exprimons ces différents nombres. En appelant A
€pP.g.c.d. de a, b, c, nous avons (en écrivant des égalités ordinaires)

a = A
b = Ap
c = Ay



132 M. J. VILLE

o, p .7 étant premiers entre eux dans leur ensemble ., Appelons 6, , O, le#:
P.g.c.d. de o et p, de ¢ et Y. Nous aurons alors

a - Ad o = A b, "
B s g gl
c = A 6,y

o’ et B’ sont premiers entre eux, ainsi que w”et Y“6,et 6, sont premieff
entre eux, puisque «, p »Y n'ont aucun diviseur commun; puisque §, @' =
6,058, divise w".

Si nous faisons intervenir maintenant le p.g.c.d, 6, de P’ et ", noud
obtenons

a = A 6 6, N
b = Ab b
c = A 6, 6,V
Dans ces conditions nous avons
ab = A 6,
ac = Ad,
ab + ac = A b b,
b +c = A 6,6, b,py
a = A b 6, A
ab+e) = A &% de= ab + ac
Examinons également 1'égalité
a + bc = (a+b) (a+c)
Nous aurons
be = A4,
a + bc = A b b6, A
a+b = A b 6, 63)\,|.L
a+ec = A b, 6,6,hv
(a+b) (a + c) = a + be

Nous voyons que les relations de l'algébre de Boole sont valables pour
les opérations +(p.p.c.m.) et.(p.g.c.d.). On peut en donner une justifica-
tion élémentaire en remarquant qu'étant donnés
a, b, ¢, si on calcule leur p.p.c.m., et qu'on
décompose ce p.p.c.m. enfacteurs pPremiers,
et qu'onmarque sur un jeton chacun de ces fac-
teurs, on peutdisposer ces jetons sur une table
de manigére que chaque nombre soit représenté
par l'ensemble des jetons disposés dans un
cercle, les opérationsdep.g.c.d, et p.p.c.m.
étant alors exactement des intersections et des
unions. Par exemple, le produit des nombres
contenus dans le petit triangle du milieu n'est
autre que le p.g.c.d.dea, b, c,

3. 3. - DEFINITION D'UN TREILLIS,

On congoit 1'intérét qu'il y a & savoir si un ensemble partiellement
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ordo
Gtudi?:éh!e préte ou non a des calculs semblables & ceux que nous avons
Propos de 1'algébre de Boole.

an“ulﬁlir;mi;re question est de savoir si a +b et ab existent. Pour un

U Sl ont on suppose seulement qu'il est partiellement ordonné, a +b

danty comstent pas nécessairement, ce quiveut dire que parmi les ascen-

Rifois Tlhl.ms 3 aeth,iln'en existe pas forcément un qui est descendant

ey €8 autres, Par exemple dans l'ensemble des quatre éléments a,
» 4 tels que 1'on ait seulement

a—»=C a—d
= b—=c b—=d
+b n'ex:
queto:: existe pas; ab défini comme le descendant commun de a et de b tels
§ les autres descendants communs soient ses descendants, n'existe

Pasg
da"’amage pour l'ensemble considéré.

leg GIIJ:E ensembles partiellement ordonnés tels que pour tout couple a, b
ments a + b et ab existent sont appelés des treillis.

Allons plus loin. Soit un treillis. L'égalité
a(b+c) = ab + ac

01'3. Ounon, avoir lieu. Dans le premier cas, le treillis est dit distributif.
tion qu"f letreillis n'est pas distributif,, on peut montrer que l'on a une rela-
Moins stricte, & savoir :

Peut

& ab + ac—=a (b +¢)
que l'on a également
a+bc—=(a+b) (a+c)

On remarque tout d'abord que

ab—s=b—=b + ¢ ab a
b ac—=c —=b +c ac —=a
a
a (§t+a.c sont donc deux descendants communs & a et a b + c. Par définition
¢) admet pour ascendants tous les descendants communs. Donc

ab + ac—s=a (b + c)

di E“ général, dans un treillis, seules sont vérifiées les lois de ""semi
Stributivitén
ab + ac—=a (b + ¢c)
a +bc—=(a +b) (a+c)

do
nift Nous avons démontré la premidre; la seconde se démontre d'une ma-
T€ analogue .

tativDe toutes manieres, les opérations + et - sont associatives et commu-
i\'itgs' Si enfin une des lois de semi distributivité estune loi de distribu-
complate, il en est de méme pour l'autre. Si, par exemple

a(b+c) = ab + ac
10us aurong
(a+b) (a+c) = a +ab +ac + be = a + bc
Plisque 1'on a évidemment a +ab = a.

8im, DOnnons, pour fixer les idées, un exemple de treillis dans lequel a
Plement lieu la semi distributivité. Il suffit pour cela de considérerdes
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domaines convexes. Etant donnés deux domaines convexes A et B, la défi-
nition de AB, c'est
adirele plus grand
des domaines con-
vexes contenus 4 la
foisdans Aet B, se
confond avec 1'in-
tersectionordinai-
re. Mais la défini-
tionde A + B, c'est

SN

a dire le plus petit A B
des domaines con-
vexes contenant 2 C
la fois A et B, est
diffé te,
enroy B AB+AC

On vérifie fa-
cilement sur la fi-
gure la propriété
de semi distributi- A
vité; AB + AC est
cerclé d'un trait gras; sur la figure A (B +C) est confondu avec A, L'inéga~
lité est évidente.

3. 4. - TREILLIS DISTRIBUTIF,

Portons maintenant notre attention sur les treillis distributifs . PO“:
faire le raccordement avec l'algébre de Boole, il ne nous mangque plus qu
la négation. Bornons nous aux treillis contenant un nombre fini d'é&lément8?
soient :

a‘l az, l.l' an

Posons

T = a +ta,+ ... +a,
N E a; a; ...a,.
T et N sont deux éléments du treillis. T est ascendant d'un é1ément quel”
conque, N descendant d'un élément quelconque. Nous avons évidemment?

quel que soit a
T+a = i T A - a
& N = N a+N = a
Nous reconnaissons la des relations fondamentales de l'algebre de®
classes. Soit maintenant A définir i, Nous le définirons implicitemen
comme racine du systéme
a+x = T ax = N
= -
En se rapportant aux raisonnements en 1-7 faits pour montrer que AS

A, on montre facilement que si x existe, x est unique . Mais x n'existe Pa’.
forcément . Considérons le treillis constitué par 3 éléments a b c tels que *

a—»=b—c

Ce treillis est distributif, comme on le vérifie sans peine . Nous avon?
évidemment
a = N c = 5 s
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b, o

il existait, satisferait
b +x = c bac 3 4
On voit que le systeme n'a pas de solution.

unLeB treillis distributifs pour lesquels on peut associer a chaque élément
& €lément 3 sont dits treillis & complémentation. Les regles de calcul
8 de pareils treillis sont identiques a celles de l'algébre de Boole.

a

4.- COMPARAISON DE L’ALGEBRE DE BOOLE
AVEC L’ALGEBRE ORDINAIRE

Apres avoir montré les relations de 1'Algébre de Boole avec la théorie
0 négalités, par 1'intermédiaire des treillis, nous allons maintenant faire
Comparaison avec 1'Algebre ordinaire. Nous désignerons par a, b, c,
re ges éléments qui seront des nombres en algebre, des classes en alge-
e Boole, L'union sera représentée par +, le produit par . . Les clas-

8
a?s N et T seront représentées par 0 et 1. Les r2gles communes aux deux
Eébres sont :

des ;

( a+b = b+a AL b= bisea
a"hh)""'i=-a.-i-(b+c) (a.b)c =a(b.c) (a+b)c=a.c+b.c
a+0 = a a L = a

D.
4ns l'algebre de Boole, le systéme

a+x = il AL X = 0

a . - . .
admet toujours une solution, tandis que dans l'algebre ordinaire il n'en
Met que si a = 0 ou a = 1. Cette solution est représentée par B

Sont Les opérations suivantes sont légitimes en algébre de Boole et ne le
Pas en algebre ordinaire :

a+bec = (a +b) (a +¢)
a + ab = a
a(a+b) = a
ab = a+h
ath = ax.sb

Ilexiste en Algebre ordinaire des opérations qui ne sont pas légitimes

D Algdbre de Boole. Si
X = Y
% peut en déduire, dans les deux algeébres, que
a+x = a+y
ax = B

:‘:13 tandis que le retour inverse est permis en algebre ordinaire (sauf

B Ur la deuxieme équation si a = 0), il n'en est pas ainsi en algebre de
,°°1° . On ne peut pas, en algébre de Boole, simplifier les deux membres

(cune.égalité Celatient 3 ce que, dans cette algébre de Boole, les équations
Onsidérées séparément)

0

a+x

n

a . X
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n'ont pas de solutions,

Les différences citées ci-dessus suffisent 3 mettre en évidence 1":
précautions A prendre quand on calcule en algébre de Boole, Le lectet
pourra s'exercer i chercher d'autres points de comparaison tels qué
celui-ci,

Si en algébre ordinaire
avibEc = 0 ’

entraine que l'un au moins des facteurs est égal & 0, en algtbre de Boole:
1'égalité
abc = 1

entrajne que tous les facteurs sont égaux & 1.

5.- APPLICATIONS DE L’ALGEBRE DE BOOLE

5. 1. - APPLICATIONS AU CALCUL BINAIRE.

Considérons deux nombres binaires x, et y,, égaux chacun 2 0 ou l:
Leur somme est un nombre binaire A deux chiffres au plus, de la form#,
(z,,2,). z, n'est égal & 1 que si x, et y, sont égaux tous les deuxd 1, auque
cas leur somme est z = (1, 0).

Nous avons ainsi

Zp = X Vi
2z, + z, = ac sy
d'ol
z, = x +y, -2x vy,
En notation booléienne, ceci donne
z, = x, ¥, +§, Y,
Z, = x N

Soit maintenant a faire la somme de 3 nombres Xy, Vs t;, égaux a 0 ou 1;
Faisons d'abord la somme de x,, y, , ce qui nous donne (z,, z,). Le résult2
final de l'opération sera ainsi un nombre (s,, 8,), avec

5 = z § +7 0t
8, = t, z, +z,

Dans s,, nous voyons apparaitre le report t, z, et l'ancien report z,. Ils ne
peuvent pas étre égaux a 1 tous les deux, puisque

t, z, z, - 0
Nous avons ainsi sous forme canonique
5 = PG+ y, Ttxy, t#X, ¥, t,
s, = WG EX Yt Ex gt +ox, Y: by

8, estégal a 1 seulement si au moins deux des variables X, ¥, t, sont égale’
a2 1 ce qui conduit 4 la forme

(1):5e; 7 XNttt +x t
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Si 8, = 1, nous avons
8y = XNt
Si 8, = 0, nous avons
4] = x ty tt
d'oy
(2)s a8 = 8, X tod Spu(iy hyetuty)

S_i nous disposons d'appareils faisant la somme (+) et le produit et la néga-
o1, nous pourrons donc faire l'opération conformément au schéma.

x
4 ::D‘ et opération +
(or-gate)

v e =l

2 :Dg : — ok

t

> :D\ opération .
% — (and-gate)

x

o X+y+t N

: U :

= V/

-

-I"'a"'antage de ce schéma est de comporter une seule négation, ce qui est
"Mportant dans le calcul électronique, lorsque 1est représenté par l_a. pré-
Sence d'yn signal, et 0 par son absence. Nier la présence est facile (on

€ourt circuite) mais nier l'absence (il faut amener de 1'énergie) peut 1'étre
Moing

Une fois construite une cellule additionnant trois chiffres, il est f.acﬂe
de Construire undispositif additionnant deux nombres quelconques, puisque
l'on Peut faire les reports. Le schéma ci-dessous, ou x, y sont les chiffres

additionner, t les chiffres de retenue, s les chiffres de la somme, se
Passe de commentaires.

L'intérét de 1'algebre de Boole par le calcul électroniqt}e est que les
Y€seaux i diodes fournissent tout naturellement les opérations + (ou) et
let), Les problémes A traiter sontalors par exemple de chercher l-a forme
©8 fonctions booléiennes contenant le moins de signes d'opérations, ou
Contenant le moindre nombre de négations.

VX, Y%y Y. X, %
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5. 2. - APPLICATIONS A LA LOGIQUE,

L'algébre de Boole se préte particulidrement 2 1'étude de la logique
formelle, puisque si on interprite le signe + comme '"ou'" et le signe .
comme ''et', on trouve une correspondance entre T (vrai) et N (faux), qui
permet de ramener a un calcul algébrique un grand nombre de considéra-
tions sur la structure logique des raisonnements.

Si par exemple a (x, y) est une fonction d'éléments quelconques, égale
a 1 si les éléments satisfont 2 une condition A (x, y), égale & 0 dans le ca#
contraire, une proposition telle que :

(%) "Pour tout x s'il existe un y tel que A"
s'écrit
J;tc‘g a(x, y) = 1
le signe ¥ jouant par rapport & + le réle de £ par rapport a +.
On peut comparer & () la proposition (ﬁ)
(B) "Il existe un y tel que pour tout x on ait A"

laquelle s'écrit
;g a (x, y) = 1
La proposition (f) entraine forcément (). D'ou 1'inégalité
gfaly) = Bgatxy

Cette inégalité est une régle de logique.

Pour certaines formes de a (x, y), on a
3Faley) = Fpaley.

De tels raisonnements permettent de voir par exemple la relatio?
logique qui existe entre continuité simple et continuité uniforme .

5. 3. - LOGIQUE INTUITIONNISTE,

Nous avons vu le réle fondamental joué dans 1'algébre de Boole par 13
relation

a+hb = At b

qui suppose l'existence de la négation, Si on cherche i faire une logiqué
plus générale que la logique classique on peut, au lieu de se rattacher i des
treillis distributifs avec complémentation (qui équivalent A 1'algdbre de
Boole), s'en tenir A des treillis distributifs. On ne définira pas % comme
la solution du systeme

a+x = T
o b = N

mais comme le plus grand x satisfaisant 3

R - N.
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i i
©8t ainsi défini par

A cale =N
é (a . x = N) implique (x—>3).
s, :
taiaa:te;nste bien; il suffit pour le former de considérer tous les x; satis-
5 e ety |
tde poser
PR R HE 3

Cons;
N8idérons maintenant i, défini par
e = N
(& . x = N) implique (x—=1).

Sig

a ; ! ;

5 a“_'i‘n&dermére relationnous remplagons x par a, nous obtenons, au lieu
= &, la relation

QA — 2
asgg !
Ons maintenant 2 %. Nous avons encore

=l

wi

et

Sl

]
i

B ailleurs, puisque a — 1.
e oo A
Noue Donc'd . % = a.5_= N
ndéduisons, enremplagant x par a dans la conditiondéfinissanta, que
—=z

Ra
PProchée de a—+ 3, ceci nous conduit a

a = a .

t Sldqnc la double négation n'équivaut pas a 'affirmation, la triple néga-
Noyg fquwaut A la négation simple. Il n'y a pas la de paradoxe. Si en effet
L‘e fa“terprétons Znonpas comme a est faux mais comme a est démontra-

UX, nous voyons que la correspondance entre a, a et a est la suivante :

=l

a a
\-—-_-_-_;
d :
é“’N‘.’oratra»ble vrai démontrable faux démontrable vrai
d
é“'\Orxtx'al:1¢=.- faux démontrable vrai démontrable faux

Mpossible 3 démontrer démontrable faux | démontrable vrai
faux nj vrai

i lne§t°“5 voyons que a implique i, au sens que si a est démontrable vrai,

Prolg aussi, mais que & n'implique pas a .a de son c6té se révele, sion

i nge le tableau, identique 3 i parce que toute proposition de la forme
Peut jamais se trouver dans le cas douteux.
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Cetype de logique, dite logique intuitionniste, repousse le raisonnement
par l'absurde. Al'usage, la tiche de construire des démonstrations direc;
tes, sans recours i l'absurde, s'est révélée si formidable qu'aucun trait
systématique sur ces bases n'a £té mené i bien, ce qui n'empéche que 12
qu:st{fn de la légitimité du raisonnement par l'absurde reste toujour®
actuelle,



