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éléments de l algebre de boole

par

M. J. VILLE
Professeur

1.- ALGÈBRE DES CLASSES

1. - INVERSES ET RECIPROQUES

Il est d'usage, au début des cours de Mathématiques, de donner quel-
ques définitions concernant la structure des théorèmes . Il est entendu par
exernple qu'un axiome est une vérité si évidente qu'on ne la démontre pas,
rçu un postulat est une vérité indémontrable mais que l'on admet, qu'un théo-
r^me comporte une hypothèse et une conclusion. Ces quelques définitions
suffisent à donner de la nature du raisonnement mathématique une idée suf-
Usante pour que les élèves puissent faire les premiers pas; par la suite,

apprennent à raisonner en raisonnant sur de nombreux cas particuliers.
11 arrive cependant un moment de l'étude oh il est nécessaire de se pencher
Qe plus près sur la structure des raisonnements; il est impossible, sans ce
feire, de comprendre le sens et la portée de la phrase ; le Postulatum
^'Euclide est indémontrable, qui ne signifie pas : Personne n'a réussi,taute d'habileté, à en trouver la démonstration, mais bien : On peut démon-
Ifer qu'il est indémontrable. Sans nous attacher à une question aussi déli-
cate que celle du Postulatum d'Euclide, revenons à des questions élémen-
taires, telles que celles qui se posent lorsque l'on explique en quoi consiste
Une condition nécessaire et suffisante, ou encore, ce qui revient au même
^ais dans un autre langage, lorsque l'on parle de la réciproque d'un théo-
r^me . Rappelons qu'un théorème comporte une hypothèse, que nous pouvons
représenter par la lettre H et une conclusion que nous pouvons représenter
Par la lettre C . L'énoncé du théorème consiste à dire : si H est vraie , alors
E l'est également. Cette relation entre H et C est appelée une implication;
°n peut l'exprimer encore en disant que H (hypothèse) implique C (conclu-
sion).

Si on représente cette implication par le signe on obtient le sché-
^a suivant :

Hypothèse : H
Conclusion : C
Théorème : H »-C

Par exemple, le théorème : Toute fonction dérivable est continue, a
Pour hypothèse :

H ; f(x) admet une dérivée f'(x)
pour conclusion :

C : f(x) est continue
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Si le théorème H •-C est vrai, H constitue une condition suffisantede C, et C constitue une condition nécessaire de H. Dans l'exemple ci"dessus, le théorème indique que pour démontrer la continuité d'une fonc-tion, il suffit de démontrer sa dérivabilité; de même, si on veut montrerqu'une fonction est dérivable, il est bon de s'assurer qu'elle est continue,parce que si elle ne l'est pas, elle ne peut être dérivable. Portons notreattention sur la dernière phrase, qui peut ^e dire également :
Toute fonction non continue est non dérivable .

On peut la considérer comme un théorème, ayant pour hypothèse lanégation de la conclusion du théorème primitif; nous noterons cette négationpar C. Quant à la conclusion, c'est la négation, que nous noterons H, del'hypothèse primitive. Nous sommes en présence de deux théorèmes quenous notons :

H -Ç
C -H

Ces deux théorèmes n'en font en réalité qu'un seul. C'est ce qu'onexprime lorsque l'on dit qu'un théorème quelconque et l'inverse de sa ré-ciproque sont équivalents . Ouvrons ici une parenthèse pour rappeler lessignifications des expressions "inver sement" et "réciproquement", qui sonttout à fait distinctes . L'inverse du théorème H *- C est le théorème H *" Cqui s'obtient en substituant à l'hypothèse et à la conclusion leurs négations.Le réciproque du théorème H »- C est le théorème C »■ H obtenu en échan-géant les rôles de l'hypothèse et de la conclusion. On peut donc associer àchaque théorème trois autres théorèmes , par les opérations d'inversion etde réciprocation, ce qui fournit le tableau ;

1 . Théorème direct : H—»- C
2. " inverse : H—*-C
3. " réciproque : C—»-H
4. " inverse de la réciproque : C—*-H

L'examen de ce tableau montre qu'il ne contient en réalité que deuxthéorèmes distincts . Nous avons vu en effet que les théorèmes figurant dansle tableau sous les numéros 1 et 4 ne sont pas distincts. On remarque alorsque le théorème n° 2 se déduit du théorème n° 3 exactement comme le théo-rème n° 4 se déduit du théorème n" 1, Donc 2 et 3 bien que d'énoncés distincts ,ont la même signification. Le théorème inverse et le théorème réciproquesont donc ensemble tous deux vrais ou tous deux faux. Cette concordance,
que le lecteur pourra vérifier sur les exemples simples qu'il imagineralui-même , explique pourquoi la distinction entre "inversement" qui concernele théorème inverse, et "réciproquement" qui concerne le théorème réci-proque, est si souvent méconnue. On peut se demander alors s'il y a lieude maintenir cette distinction puisqu'on vérifie qu'elle n'a pas d'importancequand on en vient à la signification du théorème; nous allons voir que ladistinction a une portée qui va plus loin qu'une simple nuance de construc-tion grammaticale. Quand nous disons qu'il revient au même de considérerle théorème direct

H—► C
ou l'inverse de la réciproque

C » H

nous ne faisons autre chose que légitimer la démonstration par l'absurde .En effet, démontrer directement le théorème C »-H n'est autre que démon-trer par l'absurde H *-C. Si donc, on ne s'intéresse pas à la forme desdémonstrations, "inversement" et "réciproquement" peuvent être considé-rés comme synonymes; si au contraire on étudie la manière dont on conduit
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a démonstration, la distinction devient importante; elle devient naturelle-
^ent capitale aux yeux des mathématiciens qui n'admettent pas la légitimité

e la démonstration par l'absurde* pour lesquels par conséquent les pré-
8entes considérations sont entachées de suspicion. Ces restrictions faites,
revenons aux deux expressions ;

H -C C -H

^Ue nous considérons comme équivalentes. La seconde se déduit en souli-
Suant les lettres, et les échangeant. Cette opération nous rappelle celle par
aluelle on passe en algèbre de l'inégalité

^ l'inégalité
a> b

- b> - a

'j6 lui nous donne à penser que l'on peut définir des règles d'opération sur
es symboles tels que H, C, représentant des propositions, et les signes

T^> -, représentant l'implication et la négation, permettant de passer
un énoncé à un autre sans avoir à s'occuper delà signification des lettres,

e même que dans la suite des transformations algébriques intervenant
ans la solution d'un problème, on n'a pas besoin d'avoir constamment

Présente à l'esprit la signification des lettres sur lesquelles on opère.L algèbre qui opère sur des symboles tels que H, C, existe effectivement;
consiste à mettre en signes les règles de raisonnement d'Aristote. La

Création de cette algèbre est due aux efforts successif s de Leibnitz, Morgan,
°ole;ce dernier l'ayant portée à la perfection convenant aux applications,

Cette algèbre est maintenant universellement désignée du nom de Boole .

1-2. - INTERPRETATION, A L'AIDE DE CLASSES, D'UN ENONCE DE
THEOREME.

Suivant les règles d'Aristote, un énoncé tel que "toute fonction dériva-
le est continue" n'a de sens que si on la considère comme liant les éléments

Vivants ;

1 - La classe des fonctions
2 - La classe des fonctions continues
3 - La classe des fonctions dérivables

On peut donner une représentation graphique de ces trois classes et
leurs relations respectives de la manière suivante : on représente une

onction par un point appartenant à un carré T, lequel représente la classe
des fonctions. Parmi les points du carré T, il en existe qui représentent
des fonctions continues. Le domaine contenant ces points est représenté
®°us forme d'un cercle C; parmi les points de C, il en est qui représentent
®es fonctions dérivables; le domaine contenant ces points est représenté
S°U8 forme d'un cercle H, intérieur au cercle C

La relation

H-

®st représentée graphiquement par le fait que
" est intérieur à C .

p Considérons maintenant les domaines H et^ Extérieurs aux cercle_s H et C . Nous voyons
Eue C est contenu dans H, ce qui concorde avec
^-Expression ; c *-H

j * Il s'agit des mathématiciens appartenant à l'école dite Intuitioniste , dont le chef
e file est le mathématicien hollandais BROUWER, de l'Université d'Amsterdam.
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D'une manière générale, soit dans une totalité T d'éléments quelcon-
ques une classe A comprenant certains de ces éléments, conformément à
la figure 2. Cette classe A est constituée par les éléments de T qui possè-dent une certaine propriété caractéristique. Ceux de_s éléments de T qul
ne possèdent pas cette propriété forment une classe A.

Si A comprend tous les éléments de T , A est vide. Nous écrivons alors :
A = T A = N

Si A était vide, ce serait A qui serait iden-
tique à T . Nous écririons alors :

Â = T A = N

N est une classe fictive, le néant, à laquelle
on égale une classe lorsqu'on veut exprimer
qu'elle est vide .

Considérons maintenant deux classes A et
B, dont les éléments appartiennent à T. En
général les éléments de T se partagent en quatre
qui appartiennent :

1) - à A et B

2) - à A et B

3) - à Â et B

4) - à Â et B

Ces quatre classes sont disjointes , c'estàdire qu'un élément quelconquede T ne peut pas appartenir à la fois à deuxd'entre elles . Les quatre classesconsidérées sont représentées sur la figure 3.

1.3.- OPERATIONS ELEMENTAIRES SUR LES CLASSES.

Convenons de représenter par A.B les éléments qui appartiennent à lafois à A et B. les quatre classes considérées peuvent alors se noter, dansl'ordre :

A.B, A.B, À.B, X.B.
Le point (.) représente l'opération d'inter-

section. Si on considère 3 classes A,B,C, on
peut former leur intersection.

On remarque que l'on peut écrire cette
expression :

(A. B) .C ou encore (A. C) .B
sans changer de signification . Il revient en effet au même, soit deconsidé-
rer les points communs à A et B, lesquels forment une classe D, et dechercher ensuite les points communs à D et à C, ou de commencer parchercher les points communs à A et C , et de prendre ensuite l'inter section
avec B de la classe ainsi fôrmée . Il est donc inutile, lorsque l'on formel'intersection de plusieurs classes , de préciser l'ordre dans lequel onformel'intersection; s'il s'agit de trois classes, les 6 expressions

A.B.C., A.C.B, B.C.A, B.A.C, C.A.B, C.B.A

fi* 3

ont exactement la même signification. On peut également grouper deux ouplusieurs classes et les remplacer par leur intersection, ce qui s'exprime
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Par exemple par : . . „

A.B.C.D = A. (B.C).D
On résume les considérations ci-dessas en disant que l'intersection est

£S21S>utative et associative.

A côté de l'intersection, il est naturel de considérer la réunion de
Plusieurs classes Représentons par A + B la classe formée par les éléments

appartiennent à A ou B; cette classe A + B sera appelée réunion de A et
e B . On peut définir la réunion de plusieurs classes , soit, pour trois classes

A + B + C
La réunion jouit des mêmes propriétés d'associativité et de commutativité
que l'intersection.

4- - RELATION D'INCLUSION ENTRE DEUX CLASSES.

Revenons maintenant à la relation entre classes A et B qui exprime
que la propriété caractérisant les éléments de A implique que tout élémentde A appartient à B, ce que nous pouvons écrire :

-B(1) A
Cette relation entre classes peut s'exprimer d'une autre façon. On voit

"Ue si A est contenu dans B, AB se confond avec A, d'où l'égalité :

(2) A.B = A

la'ClPr°quement (2) entraine (l). Donc (l) et (2) sont deux façons d'écrire
^Sieme chose, ce qui nous montre que le signe »n'est pas indispensable011 admet l'usage des signes . et = .

On peut exprimer ( 1 ) encore d'une autre manière. Si A est contenu dans
» la. réunion de B et A est encore B, d'où :

(3) A + B = B
On voit facilement que (l), (2), (3) sont équivalentes, ce qui montre
Ie 8igne ► n'est pas indispensable si on admet l'usage des signes +

Il existe encore d'autres manières d'exprimer ( 1), en exprimant que

^ertaine classe est égale à T ou à N. Si en effet A est contenu dans B, toutP°mt de T appartient soit à B, soit à A. D'où :

(4) B + A = T

. Enfin, si A est contenu dans B, il n'existe aucun point qui soit contenu
a la foie •» * -*■ J B Jl —^ ■is dans A et dans B, d'où

(5) A.B = N

l' 5- - RELATIONS ENTRE OPERATIONS ELEMENTAIRES.

, Nous avons été en présence de 5 manières différentes d'exprimer la
situation. Nous allons chercher s'il est possible de passer de l'une

1 autre des expressions 2, 3, 4, 5; l'expression (l) restant à part parce
?Ue ne contenant pas de signe d'égalité. Nous allons pour ce faire étudier
®8 propriétés des opérations d'union et d'intersection, combinées entre

e les et avec l'opération de négation qui consiste à substituer A à A.
En ce qui concerne la négation, nous voyons tout de suite que la double
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négation de A ramène à A : (6)Â = A
Si nous cherchons à combiner l'union et la négation, nous voyons qu'engénéral :

A + B / Â + B
On peut même donner pour A + B une expression qui montre que la

négation n'est pas distributive par rapport à l'addition. Un point qui n'est
pas dans A + B n'est ni dans A ni dans B . Il se trouve donc à la fois dans
A et B, d'oîi : (7)A + B = Â. B

Si nous remarquons que les égalités
A = B Â = B

sont équivalentes , ce qui revient à dire que l'on peut nier les deux membres
d'une égalité sans que cette égalité cesse d'être vraie, nous déduisons, en
niant les deux membres de (7) et tenant compte de (6) :

A + B = Â. B

ou encore, en remplaçant A par A et B par B :(8)Â7TÎ = S + B

La comparaison de (7) et (8) montre la dualité entre l'union et l'intersection.
La négation d'une union est l'intersection des négations des termes del'union.

La négation d'une intersection est l'union des négations des termes de
l'intersection.

Ces règles sont connues sous le nom de règle de Morgan.
Si on remarque :

N = T T = N

nous voyons que (4) et (5) se déduisent l'une de l'autre en niant les deux
termes. Par exemple, à partir de (4), nous obtenons successivement :

B + Â = T B + A = T A. B = N

En combinant les opérations d'union et d'intersection, on obtient
l'égalité

(9) (A + B) . C = (A . C) + (B . C)
facile à vérifier, exprimant que l'intersection est distributive par rapportà l'union. La relation (9) est tout à fait identique à celle utilisée en algèbreordinaire. Dans le symbolisme que nous sommes en train d'étudier, on
peut dans (9) échanger le rôle de l'union et de l'intersection, ce qui conduit à :

(10) (A . B) + C = (A + C) . (B + C)
qui exprime que l'union est distributive par rapport à l'intersection. L'éga-lité (10) peut se vérifier directement; on peut également la déduire de (9) •Ecrivons (9) en remplaçant chaque classe par sa négation, ce qui conduit à(11)(Â + B) . C = (Â . C) + (B . C)

Cela est légitime, puisque l'égalité (9) est supposée vraie quelles quesoient les classes , A, B, C . Nions les deux membres de ( 11). Nous obtenons
A + B + C = (A . C) . (B . C)
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ou encore

(A . B) + C = (A + C) . (B + C)
Ce qui est bien la relation (10).

1- 6 - RESUME DES REGLES D'OPERATIONS SUR CLASSES.
Résumons les relations que nous avons obtenues :
Nous avons défini des opérations + (union) et . (intersection) entre des

a8ses. Ces opérations satisfont à :
A + B = B + A A.B = B.A

^12) (A + B) + C = A + (B + C) (A . B) . C = A . (B . C)
(A + B) . C = A . C + B . C (A . B) + C = (A + C) . (B + C)

Il existe deux classes particulières , T (totalité) et N (néant) telles que :(13). A + T = T A + N = A
A . T = A A . N = N

Il existe une opération, dite négation, qui associe à chaque classe A
“ae classe Â telle que : (14)A + À = T

A . À = N

La négation d'une union et la négation d'une intersection satisfont à(15)m = À . B JTTB = A + B
Enfin les deux égalités(16)A = B A = B

8°nt équivalentes .

ex ^eS r^8^es (12), (13), (14), (15), (16), que l'on peut vérifier sur des
• fa^Pl®8, d'après la définition intuitive des opérations ne sont pas

^pendantes . L'application de la règle ( 16) permet, comme nous l'avons
'Ie passer de l'une à l'autre des égalités (14) voir[(7) et (8)J . Elle

rrnet également de passer de l'une à l'autre des colonnes dans lesquelles
nt rangées les relations ( 12) . Elle permet enfin de passer de l'une à l'autre

68 lignes (13). Enfin, appliquée à (14), elle montre que T = N.
1- 7- ' QUELQUES PROBLEMES SUR L'ALGEBRE DES CLASSES.

. Nous ne chercherons pas ici à savoir quel est le nombre minimum des
gles (12- 16) suffisantes pour en déduire les autres, renvoyant pour cela

la^ OUvra8es spécialisés. Nous les utiliserons de la manière qui sembleraP'us commode, et commencerons par quelques problèmes simples.
Problème T - Démontrer l'inégalité : A = A
Nous commencerons par résoudre le système :(17)A + X = T

A . X = N

Ce système admet une solution unique . S'il admettait deux solutions
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X et Y, nous aurions : (18)A + Y = T

A . Y = N

Multiplions la première équation (17) par Y. Nous obtenons :

A.Y+X.Y = T.Y
d'où, d'après (18) et (13)

N + X . Y = Y(19)X . Y = Y
Si nous multiplions la première équation (18) par X, nous sommesamenés de même à :

(20) X . Y = X
d'où l'égalité de X et Y.

Nous savions , d'après (1.4), que (17) admet la solution A. Nous savonsmaintenant qu'elle est unique . Considérons maintenant X, qui est par défi"nition la solution en Z de :

À + Z =T A . Z = N
Cette solution est unique. Or A est solution. Donc S = A.
Problème II. - Démontrer que A + A = A.
Comme dans le problème I, nous allons procéder par le calcul. Nousallons chercher à montrer que la négation de A + A est A; comme une classen'admet qu'une seule négation, d'après ce qui a été vu dans la solution duproblème I, il en résultera bien que A + A = A.
Pour que A + A ait pour négation A, il faudrait que

A + A + À = T (A + A) . A = N
Calculons donc les membres de gauche. Nous avons, par application de(14), puis de (13) :

A + A + A = A + (A+Â) = A + T = T
En ce qui concerne (A + A) . A, nous développons le produit, ce qui nousdonne

(A + A).A=A.A+A.A = N+N
et enfin, par application de (13) (où nous faisons A = N)

N+N = N .

Il est bien montré que A est la négation de A + A, d'où :

A + A = A

(21) A + A - A

On remarquera qu'en niant les deux membres de :

A + Â = S
on obtient une relation, analogue à celle que l'on demandait de démontrer,à savoir :

(22) A . A = A

Problème III. - On a vu que les deux égalités(23)A = A . B B A + B
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Paient équivalentes. Peut-on le montrer par le calcul ? Ajoutons B aux
deux membres de la première. Nous obtenons :

A + B = A.B+B

Nous pouvons remplacer, dans le second membre, B par
B. T = B . (A + 5) = A . B + X . B

Ce qui nous conduit à
a + B = A.B+A. B + X .B = A . B + X . B = ( A + X) .B = B .T = B
Pour déduire la première égalité de la seconde, il suffit de multiplier les

membres de la seconde par A, ce qui donne :
A

• B = A. (A + B) = A.A + A.B =A + A.B=A.T+A.B
= A . (T + B) = A . T = A

Les problèmes résolus ci-dessus montrent le parti que l'on peut tirer
du calcul des classes. Nous n'avons pas encore étudié complètement la
relation

A -B

Nous mettons cette étude à part, parce que, étant données A et B, les
expressions A, A + B, A . B représentent des classes, mais l'expression

*.3 ne repré s ente pas une classe, mais bien une relation entre classes,
°« si l'on veut, une équation à laquelle satisfont A et B. Nous avons vu que
Pon pouvait mettre cette relation sous l'une des formes

A = A . B B = A + B
Leux autres formes intéressantes sont :

(24) X + B = T
(25) A . B = N

la Plus intéressante des deux étant la seconde, qui se présente d'une façon
analogue aux équations de l'algèbre, f (x, y) = O, puisque A . B est une
^onction de A et B, et que N joue un rôle tout à fait comparable à celui du
zéro . Pour montrer que (24) et (25) sont équivalentes à A ^B, remarquons
Tout d'abord qu'elles sont équivalentes entre elles; en effet, la seconde
s'obtient en niant les deux membres de la première, et réciproquement.
Si maintenant nous multiplions les deux membres de (24) par A, nous
°btenons ;

N + A . B = A . T

c'est à dire A . B = A
0u encore A »-B

Supposons maintenant que A . B = A. Nous en déduisons :
S + B = X + B.T = X + B (A + X) = Â + A + ÂB = T+X.B =T
c'est à dire (24). Nous constatons bien l'équivalence de (24), ou (25) avec

A ►B

Si nous réservons le signe = à des égalités entre classes et si nous
employons le signe = pour lier des relations entre classes, qui ont même
aignification, nous obtenons par exemple :

(A ►B) = (Â + B = T) = (A . B = N)
A côté des opérations fondamentales . , +. on introduit souvent l'opération



A + B

représentée par C , définie par(26)A C B =

A C B est une classe, au contraire de A *- B qui est une relation entreclasses. On voit que par définition on a l'équivalence :(27){ (A C . B) = t] = A ►B
Nous allons établir, à titre d'exercice, une proposition importanteconcernant cette opération C .

Problème IV. - On considère trois classes quelconques A, B, C.Quelle est la classe définie par la-formule :

(28) [ (A C B) . (BCC)J C (ACC)Nous nous reporterons à la définition (26); nous obtenons
(A C B) . (B C C ) = (A + B) . (B + C) = A.B+A.C + B.C

en négligeant d'écrire le terme en B . B, qui est égal à N.
L'expression à calculer s'écrit alors :

A . B + A . C + B . C + A + C = (A . B) . (A . C) . (B . C) + A + C
= (a + b) . (a + c) (B + C) + A + C

Nous développons les deux premières parenthèses :

(A + B) (A + C) = A+A.C+A.B+B.C = A + B . C
Nous avons utilisé, pour simplifier le résultat, le fait que, quel que soit X

A + A.X = A.T + A.X = A . (T + X) = A. T = A
Multiplions par la troisième parenthèse . Il nous revient :

A.B + B.C.B+A.C + B.C = A.B+A.C+B.C
L'expression à calculer devient ainsi :(29)A.B+A.C + B.C+Â + C
Sous cette forme, cette expression est assez difficile à interpréter. Calcu-Ions sa négation. Nous obtenons ;

(A + B) (A + C) (B + C) A . C
Le produit par A de la première parenthèse est A B . Le produit de AB parla deuxième parenthèse est ABC. Le produit de ABC par C est N.

Donc l'expression (29) est égale à T. Nous obtenons ainsi :

(30) | [ (A CB) . (BCC)] (ACC) J = Tet cela, quelles que soient les classes A, B, C.
Pour calculer (29), nous sommes passés à la négation, parce que lessimplifications y sont presque automatiques; nous aurions pu opérer direc-tement, en observant que puisque :

Â = A + A . C
nous pouvons ajouter A . C à (29). Nous observons alors l'existence dans(29) des termes

A.C+A.C + C = (A + A).C+C = C+C = T
ce qui suffit pour montrer que (29) a pour valeur T.

Le résultat obtenu est intéressant, parce qu'il montre que certaines
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expressions en A, B, C, ... ne dépendent pas en réalité des classes A,
B. C, . . . bien que cela ne soit pas évident à première vue. Il est également
intéressant si on revient à l'équivalence

(A »■ B) = | (A C B) = t}
Nous allons montrer que l'égalité (30) est en relation étroite avec la

Proposition

Si A »-B et B—— C , alors A—► C
qui signifie simplement que si A est contenu dans B et B dans C, alors

est contenu dans C. Ceci peut s'écrire, en utilisant le signe & pour lier
r f .et" deux relations entre classes, et le signe =î> pour indiquer qu'uneation entre classes entraine une autre relation :

(31) (A—»■ B) & (B —-C) => (A —C)
^ Pn remarquera l'analogie formelle entre (28) et (31), bien que la signi-cation soit différente, puisque dans (31) il s'agit de relations entre "rela-

ns entre classes" , tandis qu'en(28)il s'agit seulement d'une classe for-
e à partir de A, B, C par des opérations - (l'opération C étant une

jÇ*rf-tion auxiliaire). Cette analogie formelle explique pourquoi on peut
g uire (31) de (30). (30) est une égalité vraie quelles que soient A, B, C.
(“PP°«on8 maintenant que A—*- B et B —«- C. Puisque A—*■ B, nous avons

Puisque B —*■ C , nous avons (B C C ) = T . Donc , le c'rochet qui figure
u Premier membre de (30) est T . T = T. Nous obtenons ainsi

|t C (ACC) j = T
Ce qui signifie que

T —*- (ACC)
Ba classe A C C ne peut contenir T que si elle est elle -même égale à T .

(ACC)
ce qui signifie que A—-C. Nous constatons que (31) est bien une conséquence
?e<30). Comme nous n'avons pas pour but principal de faire de la logique
formelle , nous nous en tiendrons là pour la comparaison entre (30) et (31).
n°us allons plutôt maintenant nous occuper de techniques de calcul Le
Passage de (28) à (29) est assez aisé; mais le calcul de (29) peut semb er
artificiel. Il serait regrettable que pour montrer que deux expressions en
A' B, C, .. A, B, C écrites sous des aspects différents .sont en
réalité identiques , onne puisse se fier qu'à la plus ou moins grande habileté
avec laquelle onfait des groupements de termes . Nous allons voir qu U n en
®st pas ainsi, et que l'on peut donner pour les expressions en A, B, L, .. .deS formes canoniques , telles que si deux expressions, quoique de formes
Primitives différentes, sont équivalentes, elles se ramènent toujours à des
formes canoniques identiques . Nous expliquerons la formation de ces formes
SUr le cas de 3 classes A, B, C, la généralisation étant évidente .

' 8- - FORMES CANONIQUES D’UNE EXPRESSION DEPENDANT DE
PLUSIEURS CLASSES.

au Considérons le cas où les classes figurant dans une expression sont
Parta~n^r® de trois, soient les classes A, B, C. Les classes A, B, Cgent la classe T en 23 = 8 classes

•B.C. A.B.C A.B.C. A.B.C. A.B.C. A.B.C A.B.C A.B.C
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que nous appellerons K, , K2, Kg. Considérons les classes de la forme
8

O) L £j K; ( Ej = 0, l)
i = 1

le signe = représentant l'union des classes sous le signe S , étant entendu
que l'on ne conserve que les classes pour lesquelles Ej = 1 . Si par exemptla suite des E est

10 0 10 110
nous obtenons la classe :

A.B.C + A.B.C + Â.B.C + A.B.C
Les expressions de la forme (1) sont dites formes canoniques disjonc-tives , comme se présentant sous la forme d'une union de classes disjointes(sans points communs) . Il nous faut montrer que toute expression F (A, B, Ciformée à partir des classes A, B, C par l'utilisation des signes +, . , - peut

se mettre sous la forme (l).
Remarquons que si F, et Fz sont deux expressions que l'on sait mettre

sous forme canonique

F, = Etj K, . = Et' Kj
F, + F2 se mettra sous forme canonique

(2) F, +F2 = £ (t, +£,' - tjE,') Kj = Et!' K.t
En effet, F, + F2 s'obtient en faisant l'union de tous les K, figurantdans l'une ou l'autre des formes F, , F2 , c'est à dire que E," ne doit êtrenul que si Ej et Ej' sont tous deux nuis; sil'un ou l'autre des termes Ej ,£j' estégal à un, Ej" doit être égal à un; c'est bien le cas pour la forme

Ej" = Ej+ei'-EjEj'
Nous aurions de même

(3) F, Ft = Et; E,' Kj
puisque seules figurent dans F, F2 les Kj pour lesquels on a à la foi8
Ej = Ej' = 1 . Enfin nous aurons ;

P, = (l-Ej)Kj
Nous voyons donc que si des expressions quelconques sont données sou8

forme canonique , nous pouvons mettre sous forme canonique les expressions
qui s'en déduisent par les opérations +, Il reste à montrer simplement
que A, B, C elles-mêmes peuvent se mettre sous forme canonique. Celaest immédiat, puisque

A = a.b.c+a.b.C+a.B.c+a.B.C
B = a.b.c + a.b.C+A.b.c+à.b.C
C = A.B.C+A.E.C+Â.B.C+Â.B.C

Une remarque est cependant nécessaire . dans le cas où la suite des Ej
serait :

OOOOOOOO
comme nous convenons de ne pas écrire les classes Kj pour lesquelles Ej =O, il ne nous reste rien à écrire . Donc à proprement parler , une expressionde la forme F (A, B, C) qui toutes réductions faites se ramène à N, ne peut
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Passe mettre sous forme canonique disjonctive . Au contraire, une exprès-
Sl°n qui se réduit à T peut se mettre sous forme canonique, à savoir la
Sotnme des huit clas ses A. B. C., . . .., A. B . C .

Il est évident que la forme canonique disjonctive est unique, nous avons
°nc unmoyen sûr pour savoir si deux expressions F (A , B, C), G (A, B, C)

s°nt ou non identiques bien que primitivement d'aspect différent.
Il existe une autre forme canonique, dite conjonctive, d'un usage moins

C°Urant. Considérons les classes :

(4) A + B+ C A + B+C A + B+C A + B+C
A +.B + C A + B+ C A + B+ C A + B+ C

Joute expression en A, B, C peut se mettre sous la forme d'une intersection® classes de la forme ci-dessus. Soit en effet F une pareille expression.
ettons F sous forme disjonctive, soit

P = K, +K2+ K3
nous en déduisons

F = K, . Kz . R3
K Ty

i * étant de la forme (3). En effet, les termes de la suite (4) ne sont
tres que les négations des termes employés dans la forme disjonctive. On

parquera qu'en ce qui concerne laforme conjonctive , c'est T qui représentecas d'exception, tandis que N peut s'exprimer :
N = K, . K2 . K3 R8

1-9.- NOMBRE DE FONCTIONS DISTINCTES DEPENDANT DE n
CLASSES.

Une expression telle que F (A, , At, .... An) formée à partir des classes
• Az, An par les opérations +, . , - s'appelle une fonction booléienne des

Nasses A, , Aj, An. La considération des formes canoniques permet d'évaluer
e nombre de fonctions booléiennes distinctes que l'on peutformer , fonctions
® n classes. Considérons le cas simple où n = 2, et soient A et B les deux

c asses dont on cherche à former une fonction. Les termes de la forme
canonique sont ici au nombre de 4 :

A . B A. BA . B A.B

Dans la forme canonique, chacun de ces termes peut figurer ou non, ce
qci nous donne 24 = 16 possibilités . Il y a donc 16 fonctions distinctes de A
^ B. Mais nous notons que parmi ces fonctions, il y en a 2, à savoir T et

> obtenues en prenant 4 ou 0 termes, qui ne dépendent pas de A et B . Il y
a 4 qui ne dépendent que de A ou de B, à savoir A, A, B, B. Par exemple
s'obtient par le choix

A = B + A . B

. Il nous reste donc 10 fonctions seulement dépendant de A et B ; ce sont
es fonctions

A.B A. B A. B À. B A.B+À.B
"* ^es fonctions qui s'en déduisent par négation, ce qui fait bien 10 fonctions
ea tout.

Pour mettre une expression sous forme canonique disjonctive, on
aPplique les règles :

a + & = â . 3&
a . & = â+3î
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jusqu'à ce que les signes - ne s'appliquent plus qu'à des classes A, B, C, •••On a alors une expression ressemblant à une expression algébrique, danslaquelle les lettres A, B, C A, B, C, ... sont combinées uniquementavec les signes + et . On développe cette expression d'après les règles del'algèbre ordinaire (puisque l'intersection est distributive par rapport àl'union) comme si l'union était une somme et l'intersection un produit. Onréduit les termes semblables d'après la règle :
A + A = S = N

et on obtient ainsi une somme de termes. On met ces termes sous forme
canonique en écrivant par exemple :

A. B = A.B.C + A.B.C
et on réduit à nouveau les termes semblables. On est alors parvenu à laforme canonique .

Soit, par exemple, à étudier si l'opération C est associative, c'est àdire s'il y a identité entre les expressions

(A C B) C C
A C (B C C)

Nous mettons la première sous forme canonique, ce qui donne :
(A C B) C C = (Â + B)CC = A + B + C = AB+C

= abc+abC+abc+âbc+âbC
La seconde peut s'écrire :

A + (bcc) = A + b + c = Abc + AbC + Abc+Ab C.+ A Bc+abC+abC
Nous voyons que les deux expressions ne sont pas identiques, et que l'on a •

A C (BCC) = [ (ACB) CC] + A.B.C+A.B.C
= | [ (ACB) c c] + ATBOn peut vérifier que :

| [ (ACB) C c] C [A C (BCC)] | = TEn effet, le premier membre de l'équation s'écrit :

ab + c+ A + b + c= ab.C+A + b + c = (A + b)c+A + b + c
= A + B + C + BC

Comme Ane figure qu'une fois, mettons :

B + C + B C
sous forme canonique par rapport aux variables B et C . Nous obtenons :

BC + BC + BC + BC+BC = bc+bC + bc + bC = T
On arrive plus vite au résultat en niant l'expression, ce qui conduit à

B + C+ BC = B . C (B + C) = N
Le fait que l'opération C n'est pas associative oblige à utiliser des paren-thèses lorsque plusieurs de ces opérations se succèdent, pour qu'il n'y aitpas d'ambiguïté.

Le lecteur doit maintenant être en mesure de traiter unproblème tel
que le suivant :
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Problème V . - Etant données deux classes A et B, on définit l'opéra-
«on ^ par l'égalité :

A rw B - A.B+A.B

Calculer l'expression :

(5) [ (A nj B) . (B nj C)]C (A rj C),
comparer ce problème au problème IV , et essayer de tirer des conclusions
dialogues. Chercher en particulier la règle qui joue par rapport à l'expres-
8l°n (5) le rôle joué par la règle (31) relativement à l'expression (28).

Problème VI. - Montrer que le nombre de fonctions booléiennes dis-
«mtes, de n classes A, , Az, An, dépendant effectivement de chacune des n

classes est :

N (n) - j N (n - l) + n ^ ~2 ^ N (n - 2) + ...
formule où l'on a posé pour abréger l'écriture

2°
N (n) = 2

11 10
• - NOMBRE MAXIMUM DE SIGNES D'OPERATIONS NECESSAIRES

POUR EXPRIMER UNE FONCTION DE n CLASSES.

Il est intéressant pour les applications, de savoir quel est le nombre
^nximum de signes d'opération qui interviennent dans la formation d'une
^ooction booléienne à n variables. Pour les comptes, remarquons qu'il y atermes possibles dans la forme canonique disjonctive, et que chacun de

es termes contient n - 1 signes. On prend un certain nombre de ces termes.,
outes réductions faites , il en reste au plus 2n"' . Soient en effet A, B, C, ...,

^ Les n classes , et K, , K2, .... les termes en nombre 2nl , correspondantfoutes les classes considérées sauf L . Nous aurons alors , pour les termes
orrespondant à A, B, C, ... L, les termes des deux lignes.

K, L, KZL, KjL, . . .

K,L, KjL, K3L, . . .

,C.hacUne de ces lignes contient 2n 1 termes. Si la fonction booléienne consi-
r^e contient plus de 2n”' termes il y aura forcément, dans les termes qui

y “gurent, des termes dans une même colonne, qui se simplifieront d'après
le schéma

K, L + K, L K,

Comme il y a 2n'' colonnes, il reste 2"'' termes au plus. Nous avons
donc au plus (n - l) 2n_1 signes, et au plus 2 signes +, d'où n2 - 1 signes+ et .;il nous reste maintenant à nous occuper des signes de négation; Soit
F fonction considérée, dans laquelle figurent au plus n2 lettres, et
soient u. , n.' les nombres de négations figurant dans F et F. La fonctionF + P = T) mise sous forme canonique disjonctive non simplifiée, contientn2 lettres, c'est à dire n 2n'' signes de négation. Les simplifications ame-
*)ant à F et F ne peuvent que faire disparaitre un certain nombre de signesde négation, d'où + |x' n 2n'' . Il en résulte que l'on a :

a ^ n 2 '
les - r P' n 2'
lea deux inégalités pouvant avoir lieu simultanément. Si [J- ié n
v°y°ns que F peut s^écrire avec au plus :

n-2

, nous

n2n' - l+n2 3 n 2
2
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signes d'opération. Si p, î> n 2° 2, nous aurons

|l'én 2" 2 - 1
et par conséquent F pourra s'écrire avec

3 n 2 - 2

signes d'opération, ce qui permet, avec une négation supplémentaireid'écrire F avec au plus 3m2n'2 -1 signes d'opérations.
Nous obtenons ainsi le résultat : une fonction booléienne à n variable»

peut toujours être écrite de manière à faire intervenir au plus des signesd'opérations en nombre égal à
3 n . 2 - 1

étant entendu que les signes d'opération sont les signes d'union, d'intersec-tion et dénégation. Pour n = 3, ce nombre est de 17. Il se trouve effective-
ment dans la fonction

F = ABC+ABC+AbC+ABC
et également dans la fonction F

F = abc+Abc+abc+abC
•

Toute autre fonction de A, B, C peut s'écrire avec moins de 17 signesd'opérations . Naturellement, le décompte est fait sur laformule développée >mais on peut s'arranger pour que le nombre des opérations soit moindre.
Nous pouvons par exemple écrire :

F = (A B + A B) C + (A B + A B) C
Il n'intervient dans cette expression que 10 opérations, comme Ie

montre le schéma ci-dessous :

chaque opération est représentée par un petit carré contenant le signe del'opération. On voit qu'il ne figure que 10 petits carrés dans le schéma.

2.- ALGÈBRE BINAIRE DE BOOLE

2. 1. - PROPRIETESDES FONCTIONS CARACTERISTIQUES DE CLASSES
A toute classe A, contenue dans une totalité T, on peut associer unefonction dite "caractéristique", de la forme

a (x) = K (A ; x)
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0\^ «j /
x esigne un élément quelconque de T, et jouissant de la propriété que

Une aPPartient à A, a (x) = 1 et si x appartient à A, a (x) = 0 . a (x) est ainsionction numérique, qui ne peut prendre que les valeurs 0 et 1.
Considérons maintenant deux classes A et B . Nous avons évidemment

K (A . B ; x) = K (A ; x) ; K (B ; x)
ren 0act20r} caractéristique attachée à A . B peut donc être sans inconvénient
atTachS-ent^e ^ar a (x)> a (x) et b (x) étant les fonctions caractéristiquesees à A et B, et le signe . représentant le produit au sens ordinaire.
A + ^PPelons maintenant a (x) + b (x) la fonction caractéristique attachée à

• Nous avons par définition a (x) + b (x) = K (A + B ; x).
On vérifie sans peine que :

K (A + B ; x) = K (A ; x) + K (B ; x) - K (A.B ; x)
OU

No
a (x) + b (x) a (x) + b (x) - a (x) b (x)

l'ai \I°y0nS ainsi la relati°n entre l'algèbre de Boole et l'algèbre ordinaire :orede Boole concerne l'ensemble des propriétés des expressions que

Dr , Pont former à partir des nombres a, b, c, ... par les opérations de
. et d'union, le produit étant le produit classique, et l'unionétant

ueUnie par

(1) a+b = a + b-ab
^ ces deux opérations, il faut ajouter la négation, définie par :

(2) â = 1 - a
. Il est essentiel de remarquer que le produit et les opérations ( l) et

appliquées à des nombres égaux à 0 ou 1, donne encore des nombres
^gaux à 0 ou 1 . Il suffit pour le montrerOU 1

pour
• pour un nombre t, se traduit par :

de partir du fait qu'être égal à 0

Supposons donc :

Nous en déduisons :

= b

(a + b)2 = a2 + b2 + a2 b2 + 2 ab - 2

= a+b - ab = a + b

(abf = a2 b2 ab

(1 -a)2 = 1 + a2 - 2 a = 1 - a

2 a2 b - 2 ab2

L'algèbre de Boole, opérant sur des nombres égaux à 0 ou 1, c'est à
e dans le système de numérotation binaire, sera dite algèbre de Boole

binaire

Il peut être utile, en certaines circonstances, de ramener l'algèbre
binaire de Boole à l'algèbre ordinaire , c'est à dire aux relations mod (x2^-xj;rnais on suivra en général le chemin inver se , parce que l'algèbre mod (x -x)n'est pas très commode à manipuler . Supposons par exemple que nous soyons
6,1 face du problème suivant :

Problème VII. - Quels sont les polynômes z en x et y tels que si :
X2 = x y2 = y

satisfont à z2 = z ?
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La solution algébrique est la suivante :

Puisque x2 = x, yz = y, z peut toujours, quel que soit son degré, seramener à :

z = A + Bx + Cy + Dxy
d'oîi

z1 = A' +.Bzxj + C'y' + D'xV + 2 AB x + 2 Acy + 2 AD x2y + 2 BCxy
+ 2 BD x2y + 2 CD xy2

= A2 + (B* + 2 A B) x + (C2 + 2 AC) y + (D2 + 2 AD + 2 BC + 2 BD+ 2 CD) xy
Les coefficients A, B, C, D doivent ainsi satisfaire à :

A = A2
B = B (B + 2 A)
C = C (C + 2 A)
D = D (D t 2 A + 2 B + 2 C) + 2 BC

Ce système ne se résout simplement que si on pose :
B = X - A C = p, - A D = v+A-X-p-
ce qui conduit à :

A = A X = X p> = p. V=V
Si on ordonne z en A, 1 ,)iv , on voit que l'on obtient :

z = A ( 1 -x) ( 1 -y) + X x ( 1 -y) + p. y ( 1 -x) + v xy
ce qui montre que nous avons en fait écrit la forme canonique disjonctive ■

z - A xÿ + X xÿ + p,yx + v xy
Si on prend comme point de départ l'algèbre de Boole, on obtient tout desuite l'expression générale de z dépendant de quatre paramètres tous égauxà 0 ou à 1.

Posons maintenant un autre problème .

Problème VIII. - z ayant la forme générale établie à propos du problè-me précédent, quelle doit être sa forme pour que z = 1, si x = y et dans cecas seulement ?

Ici le calcul direct peut se faire directement. Si x / y, on a :

(x -y)2 = 1
Nous essayons donc :

z = 1 -(x -y)2
qui convient effectivement. On obtient en développant :

z = l-x-y + 2 xy
Si nous voulons utiliser les résultats que nous connaissons déjà enalgèbre de Boole, nous pouvons partir des équivalences :

{A = b} = j (A— B) . (B -A)}
| A »-B j = (A + B = T)

ce qui nous permet d'écrire l'égalité A = B sous la forme :

(A + B) . (A + B) = T ou encore AB + A . B = T
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1 -x -y + 2 xy

En appelant x et y les fonctions caractéristiques de A et B, nous obtenons

z = xy + (1 -x) (1 -y)

2- 2. - EQUATIONS BOOLEIENNES.

Considérons l'équation en x et y
x + y = 2 xy

'ini d'après ce que nous avons vu, est équivalente à :

On

El

d'oîi

x = y

Peut chercher à résoudre cette équation en y. Nous tirons effectivement :
y = (2 y -1) x

evons cetfe expression au carré, nous obtenons :
(4 y2 -4 y + 1)

Parallèlement à cette résolution, nous pouvons chercher à résoudre en B
1 équation

A.B + Â.B = T

Il suffit pour cela de multiplier par A et par B, ce qui donne
A . B = A A . B = B

d ou a = b. Inversement, A = B satisfait à l'équation, qui se réduit, si
A = B,à A + A = T.

Il se pose donc le problème général de résoudre une équation de la
F (X. Y, Z, . . .) = N

f°rme

oïl F est une fonction booléienne des classes X, Y, Z,
^ne telle équation sera appelée équation booléienne .

_ F est mise sous forme canonique disjonctive , nous pouvons en grou-
nt les termes qui contiennent A et ceux qui contiennent A, mettre F sous

a forme
F = AX + BX

et B étant deux fonctions booléiennes de Y, Z, ...

Raisonnons en algèbre binaire de Boole , ce qui nous conduit à l'équa-
( l) ax + bx = 0

dans laquelle a,b,x sont des variables booléiennes . Les quatres variables :
ab , aE, âb, âb ,

*c,ot telles que l'une d'entre elles, et une seule, est nécessairement égale
• Nous avons pour les quatre cas possibles :

Si ab
Si aB
Si âb
Si âE

ax + bx
ax + bx
ax + bx
ax + bX

1
X

x
0
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x doit donc être égale à 0 dans le deuxième cas, à 1 dans le troisième; dans
le premier et quatrième cas, x est indéterminée, puisque ax + bx a alors
une valeur indépendante de x. Ceci nous donne ainsi la valeur de x :

x = abu + 0 .aB + âb + a .B .v = abu + àb + àBv
u et v étant arbitraires; x étant ainsi définie, on voit que :

abx + âb + àBx = x

ce qui permet de mettre la solution, en x, de l'équation (l) sous la forme •

(2) x = âb + (ab + aB) x

En portant cette valeur dans (l), il reste la condition

(3) ab = 0
Nous vérifions que si ab = 1 ou à.b = 1, l'équation (2) laisse x indéter-

minée^ Si ab = 1 l'équation n'est pas vérifiée, si â. b. = 1, elle l'est. Si
âb + ab = 1, x est en tièrement déterminée, puisque l'on a x = âb, et l'équa-
tion est satisfaite.

Si nous avons maintenant une équation à plusieurs inconnues, soit :
f (x, y, z) = 0

on peut la résoudre en posant :

f (1. y. z) = a (y, z)
f (0, y, z) = b (y, z)

ce qui nous ramène à :

x = â (y,z) b (y,z) + a (y, z) b (y, z) + â (y, z) b (y, z)
a (y, z) b (y,z) = g (y, z) = 0

On opérerait ensuite sur g comme sur f.
D'une manière générale, une équation de la forme

f (x,, X21 ...» Xn) — 0
se résoudra sous la forme

x, = f,(x,,-xt, ... x„)
xt “ f[(x2 ' • • ‘ * xn)
xn-i“ £n-i (xn-i * xn)
xn = £n (xn)

Siladernière équation est de la forme x„ = 0, xn = 1 ou xn = xn, l'équa-tion admet une ou plusieurs solutions . Si elle est de la forme xn = xn,l'équa-tion est impossible.
Toute équation de la forme f = 1, se ramène immédiatement au cas

étudié en posant g = 1 -f. Tout système de la forme

F, = Fs = . . . = Fm = 0
se ramène à l'équation unique :

F, + F2 + . . . + Fm = 0
Problème IX . - Montrer que le système

x < y < z

est impossible .
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Commençons par exprimer que x 4 y. Si y = 1, x est indéterminée;
1 y = 0,x = 0, d'oil

x = u . y + 0 ( 1 -y) = u y

Nous en déduisons par multiplication par y que
x = xy

ou encore

x (1 -y) = 0
Nous savons par ailleurs que x = y s'exprime par

xy + (1 -x) (1 -y) = 1
La condition x / y s'exprimera donc par

xy + (1 -x) (1 -y) = 0
La condition x < y, qui comprend à la fois x < y et x / y, devient

ainsi ;

x ( 1 -y) + xy + ( 1 -x) ( 1 -y) = 0
De même y < z donne

y(l-z) + yz+(l-y) (l-z) = 0
Ce système proposé se ramène à l'équation unique :
^ (x> y, z) = x ( 1 -y) + xy + ( 1 -x) ( 1 -y) + y ( 1 -z) + yz + ( 1 -y) ( 1 -z) = 0

Nous obtenons, après des simplifications évidentes :
f (x, y, z) = x + y (1 -y) [(1 -x) + (1 -z)]

= x + y + ÿ (x + z)
Pour x = 0, cette expression est égale à 1. Pour x = 1, elle est encore

égale à 1. Donc le système est impossible.
Nous pouvons remarquer que x < y équivaut à x = 0, y = 1.
En effet, x < y s'exprime par

xÿ + xy + X . y = 0
Ca méthode générale nous conduit à écrire :

x + X . y = 0
d'oîi

a = 1 b = ÿ

ÿ = 0
x = y x

Ce qui donne bien x = 0, y = 1.
Après ces exercices sur les variables booléiennes numériques, nous

allons revenir aux classes . Nous obtenons des résultats tout à fait compa-
fables; si par exemple nous avons

A X + B X = N

nous en déduisons que ;

AB = N

X = Â B + X (AB + Â . B).



128 M. J. VILLE

De même, nous pouvons résoudre des équations de la forme f (X, Y, Z) =N. Il nous faut cependant faire une restriction quant aux inégalités telles queX < Y, quand il n'est pas vrai que X = Y. En effet, dire que l'on n'a pa*X = Y, ou encore que l'on n'a pas

XY + XŸ = T

ne signifie pas ici que l'on a

XY + 5TŸ = N

2.3.- OPERATION DE SCHAEFFER.

On peut exprimer toutes les opérations sur variables booléiennes à
partir des opérations - Schaeffer a montré qu'une seule opérationsuffirait, à savoir la contradiction, définie par

A | B = ÂB
On voit facilement en effet que

Â = A | A
et que

AB = ÂTB = (A | B) | (A I B).
Comme l'union s'exprime à partir de l'intersection et de la négation,elle peut donc s'exprimer en fonction de la contradiction seule. Examinonsles opérations possédant les mêmes propriétés que la fonction de Schaeffer,

ce qui nous conduit au problème suivant, que nous traitons en algèbre deBoole binaire .

Problème X . - Quelles sont les fonctions booléiennes de deux variablestelles que l'on puisse, en utilisant uniquement une de ces fonctions, expri-mer toutes les autres ?

Nous savons déjà que la fonction de Schaeffer

f (x, y) = 1 - xy
permet d'exprimer toutes les fonctions booléiennes . Considérons maintenantla fonction la plus générale de deux variables

(1) F (x, y) = «xy + P x ( 1 -y) + y ( 1 -x) y + 6 ( 1 -x) ( 1 -y).
La négation de x ne peut se définir que par F (x, x); nous devons donc

F (x, x) 1 -x

d'où

OC

La fonction prend donc la forme

(2) F (x, y) = (3 x ( 1 -y) + y ( 1 -je) y + ( 1 -x) ( 1 -y)
Si p = 0, y est forcément égal à 0, sinon nous aurions

F (x, y) = (1 -x) y + (1 -x) (1 -y) = 1 -x
et F ne dépendrait que de x. De même si p = 1, on a nécessairement y =Nous n'avons donc en définitive qu'à Choisir entre

f (x, y) = (1 -x) y + (1 -x) y + (1 -x) (1 -y) =
g (x, y) = ( 1 -x) (1 -y)

1 -xy
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c est-à-dire entre la fonction de Schaeffer et la fonction :

g (x,y) = x + y = 1 -f (1 -x, 1 -y)
Les deux seules solutions au problème proposé sont donc les fonctions

f (x, y) = xÿ

g (x, y) = x + y

3.- TREILLIS

3- L - DEFINITION IMPLICITE DE L'UNION A PARTIR DE L'INCLUSION.

Nous allons, relativement aux classes, étudier un problème qui trouve
°nprolongement dans l'algèbre générale . Nous allons voir si on peut définir

^5 s°mme X + Y à partir du produit et de l'implication. Partons de X et Y .Us pouvons former les trois classes

XY X + Y X + Y
Combinons encore ces classes par produit et implication . Nous obtenons

XY(X + y) = XY XY (X + Y) = XY (X + Y) (X + Y) = XY + XY
XY + X + y = T XY + X + Y = T XY + x + Y x + Y

X? + XY X XY + XY Y XY + X + Y X + Y

nous pour suivons les combinaisons , nous voyons que nous ne sortons
8

système de classes

T, XY, XY + XŸ, X, Y, X + Y, X + Y
Donc, nous ne pouvons obtenir X + Y par une opération explicite;

erchons une définition implicite .

L est bien évident que X + Y est une classe Z contenant X + Y, et que
e classe contenant X et Y contient Z. Z est ainsi définie par

X —» Z Y —- Z
Si X—-U et Y —*■ U, alors Z—*U.
Ceci nous donne les équations

X + Z = T

Y + Z = T

t [(X + U) . (Y + U) C (Z + U)J = T
£c^UeNes s'expriment uniquement en utilisant et C puisqu'on peut les

(X C Z) = T

(Y C Z) = T

| [(X C U) . (Y C U)] C (Z C U) J = T
Yoyons ce que donne le développement de ces équations : nous obtenons

X + Z = T

Y + Z = T

(X + U) (Y + U) + (Z + U) = T
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ou encore
XZ = N

YZ = N

(X + U) (Ÿ + U) ZÜ = N

La dernière équation donne

XYZÜ = N

Cette équation doit avoir lieu quel que soit U. D'oïl, en rassemblant
toutes les conditions en une seule :

XZ + YZ + XYZ

c'est à dire

XŸZ + (X + Z) Z
Nous obtenons ainsi :

(X + Y) Z

(X + Y) Z
d'où

= N

= N

N

N

Z = Z (X + Y)
Z = Z (X + Y)

La négation de la deuxième relation nous donne

Z = Z + X + Y

En combinant les deux équations
Z = Z (X + Y)
Z = Z + X + Y

nous obtenons la valeur cherchée de Z . Il suffit pour cela, dans le second
membre de la seconde, de remplacer Z par Z (X + Y), ce qui donne

Z = Z (X + Y) + X + Y = X + Y

On montrerait de même que l'intersection de X et Y peut se définir
comme la classe Z telle que

( Z~Z—
I Si U—»- X et U —►Y, alors U —»» Z

3.2.- ENSEMBLES PARTIELLEMENT ORDONNES.

La conception des opérations + et . à partir de l'inclusion nous amène
à dire quelques mots des treillis . D'une façon générale, on appelle ensern'
ble partiellement ordonné, un ensemble d'éléments tels qu'entre certains
couples d'éléments, on puisse reconnaitre si existe, ou non, une relatio®
de la forme

a < b
Cette relation est supposée transitive, c'est à dire que

a 4 b et b < c

entraine a 4- c • L'inégalité stricte

a < b
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8lgnifie que a 4 b et que a est distinct de b. L'inégalité stricte est disy-
Métrique, de sorte que l'on ne peut pas avoir à la fois

a < b et a > b

Lorsque l'on a a < b, on dit quelquefois que b est un ascendant de a,
**■ que a est un descendant de b. Si onconsidère les humains du point de vue
,e Lafiüation, ils constituent un ensemble partiellement ordonné. En effet,
etant donnés deux individus a et b, trois cas peuvent se présenter, et trois
Seulement :

a est descendant de b

h est descendant de a

a- et b ne sont pas liés en ligne directe.

De même les entiers vus du point de vue de la divisibilité forment un
ensernble partiellement ordonné : étant donné deux entiers a et b, il n'y a
'We trois cas possibles : ou a divise b, ou b divise a, ou a et b ne se divisent
ni dans un sens, ni dans l'autre. On peut dire la même chose pour les
Polynômes .

Examinons le cas des entiers . Nous exprimerons , pour éviter toute
S^nfusicm avec les inégalités usuelles, la relation a divise b par a—»b.arithmétique nous apprend alors que, si on se donne a et b, il existe
Parmi leurs ascendants communs (leurs multiples communs) un ascendant
61 qu'il soit descendant de tous les autres ascendants communs. En signes,
ela veut dire qu'il existe c tel que

a —► c

b —c

1 8i (a —»- d) et (b —»-d) alors (c —*■ d).
De même, parmi leurs descendants communs, il existe un descendant

hui est un ascendant de tous les autres descendants; ou encore, il existe v
tel que

Y *■ a

Y —* b
si [S —>• a) et (<5 —*■ b) alors (S —•

j.
, On reconnait là le plus petit commun multiple et le plus grand commun

jviseur; nous voyons que dans l'algèbre de Boole, AB joue le rôle d'unUs grand commun diviseur, A + B le rôle d'un plus petit commun multi-
^^•Représentons pour un instant par a+b le p.p.c.m. et par ab le p.g.c.d.e deux entiers. Cherchons si les relations de l'algèbre de Boole ont lieu.

Ruminons par exemple l'égalité
a (b + c) = ab + ac

au
de
le

AU premier membre figure le p.g.c.d. de a et du p.p.c.m. de betc;
s®cond membre figure le p .p .c .m . des p .g .c .d . de a et b d'une part,
a et c d'autre part. Exprimons ces différents nombres. En appelant A

P-g.c.d. de a, b, c, nous avons (en écrivant des égalités ordinaires)
a = A oc

b = Ap
c = Ay
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oc, p , y étant premiers entre eux dans leur ensemble. Appelons <5, , <5t le9p .g .c ,d . de oc- et p, de OC et y . Nous aurons alors
a = A <5, *' = A oo"
b = A <5, p'
c = A <52Y"

Oc' et 0' sont premiers entre eux, ainsi que oc"et y"é,et ôz sont premier®entre eux, puisque oc, p ,y n'ont aucun diviseur commun; puisque (5, K6zk',divise OC".
Si nous faisons intervenir maintenant le p . g . c .d . <53 de p’ et y", nousobtenons

a

b

C

Dans ces conditions nous avons

A (5, <5Z
A ô, <53
A 6Z <53v

ab =

ac =

ab + ac =

b + c =

a =

a (b + c) =

Examinons également l'égalité
a + bc =

A 6,
aô2
A 6, 6t
A <5, 6t <53ftv
A 6,6,-K.
A 6, 6, = ab + ac

(a + b) (a + c)
Nous aurons

bc

a + bc

a + b

a + c

(a + b) (a + c)

A ô, ôzô3k
A 6, <52<53>cp.
A 6, 6t 6}kv

a + bc

Nous voyons que les relations de l'algèbre de Boole sont valables pourles opérations + (p .p .c .m .) et.(p .g . c .d .). On peut en donner une justifica-tionélémentaire enremarquant qu'étant donnés
a, b, c , si on calcule leur p .p.c .m ., et qu'on
décompose ce p .p .c .m . enfacteurs premiers,
et qu'on marque sur un jeton chacun de ces fac-
teurs, on peut disposer ces jetons sur une table
de manière que chaque nombre soit représenté
par l'ensemble des jetons disposés dans un
cercle, les opérations dep.g.c.d. et p.p.c.m.
étant alors exactement des intersections et des
unions. Par exemple, le produit des nombres
contenus dans le petit triangle du milieu n'est
autre que le p.g.c.d. de a, b, c.

3.3.- DEFINITION D'UN TREILLIS.
On conçoit l'intérêt qu'il y a à savoir si un ensemble partiellement
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°r<Wé se prête ou non à des calculs semblables à ceux que nous avonstudiés à propos de l*algèbre de Boole .

„ première question est de savoir si a + b et ab existent Pour un
^sembledont on suppose seulement qu'il est partiellement ordormé a+ b^ ab «'existent pas nécessairement, ce qui veut drre que parmi “Cd“tJ*»1» communs à a et b, il n'en existe pas forcément un qui *st

tous les autres. Par exemple dans l'ensemble des quatre éléments ,
* c> d tels que l'on ait seulement

a -

b

■ d

-d

l + b n'existe pas ; ab défini comme le descendant commun de a et de b.tel»quet°us les autres descendants communs soient ses descendants,Pas davantage pour l'ensemble considéré.
, Les ensembles partiellement ordonnés tels que pour tout couple a, be® éléments a + b et ab existent sont appelés des treillis .

Peut,

Allons plus loin. Soit un treillis. L'égalité
a (b + c) = ab + ac

le treillis est dit distributif.^-UL> OU non, avoir lieu. Dans le premier cas,
l'on a unerela-Lorsque le treillis n'est pas distributif, on peut montrer qtion moins stricte, à savoir :

et
ab + ac —*- a (b + c)

que l'on a également
a + bc—*- (a + b) (a + c)

C*11 remarque tout d'abord que

ab —»- b —»- b + c ab -

ac —»- c —*- b + c ac —*■ a
ab et
a (k +ac 8°nt donc deux descendants communs à a et à b + c . Par définitionc) admet pour ascendants tous les descendants communs. Donc

ab + ac —»- a (b + c)
die ?Tn général, dans un treillis, seules sont vérifiées les lois de "semi

®tributivité"
ab + ac—»-a (b + c)
a + bc —(a + b) (a + c)

dont n

Ui'è nous avons démontré la première; la seconde se démontre d'une ma-**e analogue .

Le toutes manières, les opérations + et - sont associatives et commu-
tj Si enfin une des lois de semi distributivité est une loi de distribu-é complète, il en est de même pour l'autre . Si, par exemple

a (b + c) = ab + ac
n°Ua aurons

(a + b) (a + c) = a + ab + ac + bc = a + bc
Puisque l'on a évidemment a + ab = a.

a- Lonnons, pour fixer les idées, un exemple de treillis dans lequel a
Plement lieu la semi distributivité. Il suffit pour cela de considérer des
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domaines convexes. Etant donnés deux domaines convexes A et B, la dd 1
nition de AB, c'est
à dire le plus grand
des domaines con-

vexes contenus à la
fois dans A et B , se
confond avec l'in-
ter section ordinai-
re . Mais la défini-
tionde A + B, c'est
à dire le plus petit
des domaines con-

vexes contenant à
la fois A et B, est
différente .

On vérifie fa-
cilement sur la fi-
gure la propriété
de semi distributi-
vité; AB + AC est
cerclé d'un trait gras; sur la figure A (B + C) est confondu avec A. L'inega
lité est évidente .

3.4.- TREILLIS DISTRIBUTIF.

Portons maintenant notre attention sur les treillis distributifs . P°at
faire le raccordement avec l'algèbre de Boole, il ne nous manque plus <luela négation. Bornons nous aux treillis contenant un nombre fini d'élément®'
soient :

ai* • •• • an
Posons

T

N

a, +a. + ... + a„

a, a, . . . a„
T et N sont deux éléments du treillis . T est ascendant d'un élément quel'
conque, N descendant d’un élément quelconque. Nous avons évidemment'
quel que soit a

T + a = T T . a = a

a.N=N a+N=a
Nous reconnaissons là des relations fondamentales de l'algèbre de®classes. Soit maintenant à définir â. Nous le définirons implicitement

comme racine du système
a + x = T ax = N

En se rapportant aux raisonnements en 1-7 faits pour montrer que A '
A, on montre facilement que si x existe, x est unique. Mais x n'existe paS_forcément. Considérons le treillis constitué par 3 éléments abc tels que •

a —b —*- c

Ce treillis est distributif, comme on le vérifie sans peine. Nous avon®
évidemment

N c = T
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s'il existait, satisferait à

b + x = c

On

bx

voit que le système n'a pas de solution.
a Un^®s treillis distributif s pour lesquels on peut associer à chaque élément
dan a sont dits treillis à complémentation. Les règles de calcule pareils treillis sont identiques à celles de l'algèbre de Boole.

4.- COMPARAISON DE L’ALGÈBRE DE BOOLE
AVEC L’ALGÈBRE ORDINAIRE

^ Apres avoir montré les relations de l'Algèbre de Boole avec la théorie
Une " è®a^tés , par l'intermédiaire des treillis , nous allons maintenant fairede

comparaison avec l'Algèbre ordinaire. Nous désignerons par a, b, c,
■ ••des éléments qui seront des nombres en algèbre déclasses en a gè-°Fe de Boole. L'union sera représentée par +, le produit par . . LeB^clas8?s N et T seront représentées par 0 et 1 . Les règles communes aux deuxaIgèbres sont :

a + b = b + a a.b = b.a
(a + b) + c = a + (b + c) (a . b) c = a (b . c) (a + b) c = a . c + b . c

a + 0 = a a.l-a
ans l'algèbre de Boole, le système

a + x = 1 a . x = 0
admet toujours une solution, tandis que dans l'algèbr
admet que si a = 0 ou a = 1. Cette solution est repréi

Da

e ordinaire il n'en
présentée par â.

So ^es opérations suivantes sont légitimes en algèbre de Boole et ne le
Pas en algèbre ordinaire :

a + b c =

a + ab

a (a + b)
SE

a + b

(a + b) (a + c)
a

= a

â + E

â . E

e |1 existe en Algèbre ordinaire des opérations qui ne sont pas légitimesAlgèbre de Boole . Si

Peut en déduire, dans les deux algèbres, que
a + x = a + y

a x = a y

Po'ur tanc^s <lue Ie retour inverse est permis en algèbre ordinaire (sauf
g « deuxième équation si a = 0), il n'en est pas ainsi en algèbre de
d'u° 6 ' ne peut pas, en algèbre de Boole, simplifier les deux membres
, ««.égalité. Cela tient à ce que , dans cette algèbre de Boole, les équations

osidérées séparément)
a + x =

a . x

0

1
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n'ont pas de solutions.
Les différences citées ci-dessus suffisent à mettre en évidence Ie9

précautions à prendre quand on calcule en algèbre de Boole . Le lecteur
pourra s'exercer à chercher d'autres points de comparaison tels 1ue
celui-ci.

Si en algèbre ordinaire

a . b . c = 0

entraine que l'un au moins des facteurs est égal à 0, en algèbre de Boole>
l'égalité

abc = 1

entraine que tous les facteurs sont égaux à 1.

5.- APPLICATIONS DE L’ALGÈBRE DE BOOLE

5.1.- APPLICATIONS AU CALCUL BINAIRE.

Considérons deux nombres binaires x, et y,, égaux chacun à 0 ou 1 •
Leur somme est un nombre binaire à deux chiffres au plus, de la forrn®
(z2, z,). z2 n'est égal à 1 que si x, et y, sont égaux tous les deux à 1, auque
cas leur somme est z = (1, 0).
Nous avons ainsi

Z2 = X1 y.

2 z2 + z. = x, + y,
d'où

zi x, + y, -2 x, y,
En notation booléienne, ceci donne

zt x. ÿ, + x. yt

Z2 =
x> y,

Soit maintenant à faire la somme de 3 nombres x, , y, , t,, égaux à 0 ou !•Faisons d'abord la somme de x, , y, , ce qui nous donne (z2, z,). Le résultéfinal de l'opération sera ainsi un nombre (sz , s,), avec

s, = z, t, + z, t,

s2 = t, z, + z2
Dans s2 , nous voyons apparaitre le report t, z, et l'ancien report z2 . Ils nepeuvent pas être égaux à 1 tous les deux, puisque

t, z, z2 = 0
Nous avons ainsi sous forme canonique

8> = x, Ÿi + x, y, l + x, y, t|+x, ÿ, t,
®z = xi Ÿi li + x. Y, ti + x, Yi t| + x, y, T,

82 est égal à 1 seulement si au moins deux des variables x, y, t, sont égale®à 1 ce qui conduit à la forme

(1) s2 = x, y, + y, t, + x, t,
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Si st = 1, nous avons

Si g — r\
2 u, nous avons

d'où

(2) s,

= x, Yi ti

x, + y, + t,

x, Y, t. + s2 (xt + y, + t,)
1 nous disposons d'appareils faisant la somme (+) et le produit et la néga

n> nous pourrons donc faire l'opération conformément au schéma.

D- -> S,

y
t

L'

x+y +1

^ opération +
(or-gate)

^ opération .

(and-gate)

h

xyt
V.

avantage de ce schéma est de comporter une seule négation, ce qui est
Portant dans le calcul électronique, lorsque lest représenté par la pré-

etlce d'un signal, et 0 par son absence. Nier la présence est facile (on
°ürt circuite) mais nier l'absence (il faut amener de l'énergie) peut l'être

moins .

de
Une fois construite une cellule additionnant trois chiffres , il est facile

c°nstruire un dispositif additionnant deux nombres quelconques, puisque
^ °n peut faire les reports . Le schéma ci-dessous, où x, y sont les chiffresadditionner, t les chiffres de retenue, s les chiffres de la somme, se

as8e de commentaires .

L'intérêt de l'algèbre de Boole par le calcul électronique est que les
seaux à diodes fournissent tout naturellement les opérations + (ou) et

Les problèmes à traiter sont alors par exemple de chercher la forme
^es fonctions booléiennes contenant le moins de signes d'opérations, ou0Ptenant le moindre nombre de négations .

( t, = o :
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5. 2. - APPLICATIONS A LA LOGIQUE.

L'algèbre de Boole se prête particulièrement à l'étude de la logi<ïue
formelle, puisque si on interprète le signe + comme "ou" et le signe •
comme "et", on trouve une correspondance entre T (vrai) et N (faux), qul
permet de ramener à un calcul algébrique un grand nombre de considéra-
tions sur la structure logique des raisonnements .

Si par exemple a (x, y) est une fonction d'éléments quelconques, égale
à 1 si les éléments satisfont à une condition A (x, y), égale à 0 dans le cas
contraire, une proposition telle que :

(ot) "Pour tout x s'il existe un y tel que A"
s'écrit

JT E a (x, y) = 1x y ' 7/
le signe E jouant par rapport à + le rôle de E par rapport à +.
On peut comparer à (te) la proposition (j3).

(p) "Il existe un y tel que pour tout x on ait A"

laquelle s'écrit

E JT a (x, y) = 1

La proposition (p) entraine forcément («) . D'où l'inégalité

JT Ê a (x, y) = E Jt a (x, y)x y 7 y x ' 7 '
Cette inégalité est une règle de logique.

Pour certaines formes de a (x, y), on a

JT E a (x, y) = E JT a (x, y).x y ' 71 y x v 7/
De tels raisonnements permettent de voir par exemple la relatio*1

logique qui existe entre continuité simple et continuité uniforme .

5. 3. - LOGIQUE INTUITIONNISTE.

Nous avons vu le rôle fondamental joué dans l'algèbre de Boole par larelation

a + b = â . B

qui suppose l'existence de la négation. Si on cherche à faire une logique
plus générale que la logique classique on peut, au lieu de se rattacher à des
treillis distributifs avec complémentation (qui équivalent à l'algèbre deBoole), s'en tenir à des treillis distributifs. On ne définira pas 5 com»ela solution du système

a + x = T

a . x = N

mais comme le plus grand x satisfaisant à

a . x = N.
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est ainsi défini par

cet a

a . â = N

(a . x = N) implique (x *■ â).
f-. " existe bien; il suffit pour le former de considérer tous les Xj satis-disant à

et de poser

°nsidérons maintenant a, défini par

N

£ x.

a . 1 = N

,(â . x = N) implique (x »-a).
(je^ans la dernière relation nous remplaçons x par a, nous obtenons, au lieu

= S, la relation

assons maintenant à 5. Nous avons encore

â ► S.
et

I . I = N
pa ^ .

ailleurs, puisque a ► â .

a . I . ►§ . a

Donc â . â = a . a = N
N°Us en déduisons , en remplaçant xparl dans la condition définissant â, que

I—* â

approchée de â ►- a, ceci nous conduit à
â = a .

H Si donc la double négation n'équivaut pas à l'affirmation, la triple nega-°n équivaut à la négation simple . Il n'y a pas là de paradoxe . Si en effet.°Us interprétons 5 non pas comme a est faux mais comme a est démontra^^ faux, nous voyons que la correspondance entre a, â et a est la suivante .

a â a

^montrable vrai démontrable faux démontrable vrai

démontrable faux démontrable vrai démontrable faux

^possible à démontrer démontrable faux démontrable vrai

ni vrai

I pe °us voyons que a implique â, au sens que si a est démontrable vrai,
ProioSt aussi, mais que I n'implique pas a . â de son côté se révèle, si on
à ne°nSe le tableau, identique à I parce que toute proposition de la formePeut jamais se trouver dans le cas douteux.

o
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Ce type de logique , dite logique intuitionniste, repousse le raisonnementpar l'absurde. Al'usage, la tâche de construire des démonstrations direC'tes, sans recours à l'absurde, s'est révélée si formidable qu'aucun traitesystématique sur ces bases n'a été mené à bien, ce qui n'empêche quequestion de la légitimité du raisonnement par l'absurde reste toujoursactuelle.


