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ÉNERGIE CINETIQUE MOYENNE
D UNE PARTICULE

EN MOUVEMENT BROWNIEN
DANS UN FLUIDE RÉEL

par

J. L. SOULÉ

Résumé-Cet te énergie cinétique est moindre que celle qui résulte du prin-
cipe d'équipartition. On l'évalue moyennant certaines hypothèses,
valables pour un rayon de particule assez grand.

introduction

A. EINSTEIN a publié en 1905 (1) une étude théorique quantitative du
mouvement brownien de translation d'une particule sphérique dans un
fluide, aboutissant à la célèbre formule suivante, qui a fait l'objet de
nombreuses vérifications expérimentales :

(1) 2 D= lim. =v ' t— oo^t / N 3Ttrjr

O étant la constante de diffusion brownienne , x2 le carré moyen du dé-
placement de la particule selon une direction pendant le laps de temps t,
R la constante des gaz parfaits, T la température absolue, N le nombre
d'Avogadro, T] la viscosité du fluide et r le rayon de la particule, Einstein
généralisa et simplifia sa démonstration dans son mémoire suivant sur le
sujet (2)

Une démonstration différente fut d'abord donnée de façon approxima-
tive par SMOLUCHOWSKI (3), puis reprise par Einstein lui-même (4),
enfin mise sous une forme définitive très simple par LANGEVIN (5)

Cette seconde démonstration est souvent considérée comme plus
satisfaisante que la première. En fait, nous nous proposons de montrer
qu'elle n'aboutit au résultat exact que par un intermédiaire incorrect -
sauf lorsque la masse spécifique du fluide est négligeable par rapport à
celle de la particule ;

Notre étude ne concernera que le mouvement brownien de translation
mais ses principes s'appliqueraient au mouvement brownien de rotation.
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RAPPEL DE LA DÉMONSTRATION DE LANGEVIN

Rappelons rapidement les termes delà démonstration de LANGEVIN.
Tout d'abord on évalue le carré moyen de la vitesse de la particule selon
une direction, grâce au principe d'équipartition de l'énergie :

(2) -5 RT
1 U

Ensuite on relie u7 à lim (-^-) par une étude hydrodynamique du
mouvement. A cet effet, on distingue dans les impulsions communiquéesà la particule par les molécules du fluide qui la heurtent deux parties :
d'une part, une valeur moyenne (c'est-à-dire en fait une espérance mathé-
matique) qui s'indentifie avec les composantes de la pression hydrodyna-
mique et qui se relie au mouvement de la particule par la formule de
Stokes ; d'autre part, une succession d'effets aléatoires indépendants
L'équation du mouvement s'écrira :

(3) -+6irr]r-£f=F(t)dt2 ” " T' dt

oh F (t) est la part aléatoire de la pression.
En multipliant par x et en intégrant de 0 a t, on obtient ;

(4) m x u (t) — mj'u*dt + 3 n I| rx2—Fdt=0
En prenant les espérances mathématiques de chacun des termes,

il vient :

(5) m x • u (t) — m u2-t + 3 tt r| r x2 —f x-Fdt
Il est intuitif que le premier et le quatrième termes deviennent né-

gligeables à côté des 2 autres lorsque t augmente indéfiniment (voir par
exemple pour une justification rigoureuse : (6)), et on a l'égalité asymp-
totique :

(6) lim ——=
m u1

t 3niqr
qui établit, par comparaison avec (2), la formule (l).

Les variantes de cette démonstration ne sont différentes que dans la
manière de passer de l'équation (3) à la formule (6).

DEUX OBJECTIONS A LA DÉMONSTRATION DE LANGEVIN

Si l'on tient compte de l'inertie du fluide, on doit faire une double
objection à la démonstration que nous venons d'exposer :

1) La formule de Stokes n'est valable que pour un mouvement uniforme
(nous ne parlerons pas de la correction de "glissement" ou correction de
Cunningham, à faire intervenir lorsque r n'est pas assez grand devant le
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libre parcours moyen des molécules du fluide). Puisque la vitesse de la
Particule est constamment et rapidement variable, l'inertie du fluide a
Pour conséquence que la résistance hydrodynamique qu'il oppose au mou-
vernent de la particule dépend à chaque instant de toutes les accélérations
antérieures, et en fait conduira à une vitesse moins fluctuante que ne le
voudrait la loi de Stokes . Par suite, pour une vitesse quadratique moyenne
donnée, le déplacement quadratique moyen sera plus grand que celui
lu'on calcule avec la loi de Stokes.

Comme l'indique Einstein (4), lorsqu'on applique le principe d'équipar-
fition, on suppose que l'énergie cinétique du mouvement de la particule est
indépendante de son environnement". Autrement dit, lorsqu'on-démontre

l oquipartition de l'énergie entre deux systèmes en interaction (ici : les
molécules d'une part, la particule de l'autre), on suppose l'indépendance
des probabilités d'état des deux systèmes (voir par exemple (7)), à la
condition près de respecter les conditions imposées comme celle de la
valeur de l'énergie totale. Mais cette hypothèse n'est pas satisfaite ici :
** Y a un certain entrainement du fluide par la particule et les paramètres
qui échangent de l'énergie (vitesse de la particule et vitesse des molécules
qui la heurtent) n'ont pas des valeurs indépendantes. On peut rétablir l'in-
dépendance en n'attribuant comme énergie thermique aux molécules avoi-
smant la particule que celle qui correspond à la différence entre leurs vi-
tesses réelles et les vitesses moyennes-hydrodynamiques) aux points coin-
cidants. Simultanément il faut attribuer à la particule toute l'énergie
cinétique hydrodynamique supplémentaire. La vitesse quadratique moyenne
de la particule en est donc réduite d'autant.

Ces deux effets jouent en sens inverse sur le coefficient de diffusion,
”Ous allons montrer qu'il se compensent parfaitement sous certaines
ypothèses (mais bien entendu la vitesse quadratique moyenne sera plus
aible que celle qu'on utilise dans da démonstration de LANGEVIN.

forme modifiée pour l’équation du mouvement

, Pour remplacer l'équation (3), nous devons déterminer quelle est la
Résistance hydrodynamique que le fluide oppose au mouvement de la par-
j.cule à l'instant t, connaissant toute l'histoire de ce mouvement jusqu'à
lelnStant *■' ®r> avec les hypothèses de l'hydrodynamique, si l'on pose quee fluide a au contact de la particule la même vitesse que celle-ci et qu'il
®st au repos à l'infini, le mouvement du fluide est parfaitement défini,

0nc aussi la valeur de la résistance.

. Les équations du mouvement du fluide sont l'équation de continuité
^condition d'incompressibilité) et les équations dynamiques. Si dans ces
^ernières, on néglige le tem e d'accélération, on aboutit finalement à la°rrnule de Stokes. On sait que si on conserve ce terme d'accélération, on
est en présence d'équations n<>n linéaires. Dans ces conditions, on ne sait
Pas résonHi-** in ~ • ^^’iieurs on ne peut plus traiter sépa-

directions, ni même le mouvementré res°udre le problème posé ; d'ailleirient les mouvements selon les trois
briownicn de translation et celui de rotation. Nous opérerons la linéari-
t lon habituelle qui consiste à assimiler la dérivée totale par rapport aumps a la dérivée partielle au point considéré comme fixe par rapport à
la Particule.
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Divers auteurs depuis BOUSSINESQ (8) ont résolu le problème dans
ces conditions et établi l'expression suivante pour la résistance :

(7)
dx

R(t)=6TTTjr—+-T7tr
! dx
P dt* 6 r p

tTx_
Tt1 (X)dt

\l t-X

où p est la masse spécifique du fluide.
On trouvera dans l'ouvrage de VILLAT (9) une étude détaillée de

cette solution.

On déduit de là immédiatement l'équation du mouvement modifiée:

(8) (r
t dzx

3 \ d*x „ dx , r /* îrf*(T)dX bU\nr P)dT^+6n,lr dT+6r y/t-z ~= F(t)
oà F (t) est de nouveau l'écart aléatoire (de moyenne nulle) de la résultante
des force» de pression. (1)

Notons ici les hypothèses faites (nous les discuterons in fine) :

Hypothèse I - Les équations des fluides continus donnent l'espérance
mathématique des composantes réelles de la pression.

Hypothèse II - On peut négliger les termes quadratiques dans les équations
du mouvement du fluide.

Hypothèse III - On peut assimiler la vitesse hydrodynamique du fluide au
contact de la particule à la vitesse de la particule.

Hypothèse IV - On peut assimiler l'accélération hydrodynamique du fluide
au contact de la particule à l'accélération de la particule (ce qui suppose
une fluctuation pas trop rapide de cette dernière).

CONSIDÉRATIONS GÉNÉRALES SUR L’ÉQUATION DU MOUVEMENT

L'étude du mouvement brownien se ramène donc à l'inversion de
l'équation (8). Si on se donne la fonction F (t), la vitesse de la particule
U(t) =-jy- sera donnée par la solution de l'équation (8) (qui, on peut le
montrer, existe et est unique). Puisque la fonction F (t) est aléatoire, il

(1) Tandis que le présent travail était en cours, nous avons découvert que l'idée
d'étudier le remplacement de l'équation (3) par l'équation (8) se trouvait déjà suggérée
dans une note en bas de page d'un article de WEYSSENHOFF [ 10] sur la résistance des
fluides, note ainsi rédigée : "Es hàtte sich vielleicht gelohnt, die verschiedenen Théo-
rien der Brownschen Bewegung, bei welchen die Giiltigkeit des Stokesschen Gesetzes
sogar fUr die einzelnen Zickzackwege der unregelmâszigen Bahn vorausgesetzt wird ,
im Lichte der eben erwâhnten theoretischen Untersuchungen durchzudiskutieren".
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en Sera de même de la fonction U (t), et les problèmes mathématiques se
ramèneront à l'étude de la correspondance des propriétés stochastiques de
ces deux fonctions . (1)

Cette étude rentre dans un cadre classique (voir par exemple (il)
dont divers résultats seront utilisés par la suite). En effet on passe de
^ (*■) à U (t) par l'intermédiaire d'un "filtre linéaire" et il suffira de carac-
tériser ce dernier par son "gain" pour pouvoir répondre aux diverses
questions qui se posent, Ce "gain" sera lié de façon simple à la "réponse
Percussionnelle" .

Pratiquement la fonction aléatoire F (t) a des propriétés particulières.
Tout d’abord elle est "stationnaire d'ordre deux", et il en sera par suite
de même pour U (t). D'autre part, considérons les ordres de grandeur mis
en jeu. F (t) est la superposition d'impulsions indépendantes dues à chacune
des molécules "heurtant" la particule ; pour des températures, des près-
sions et des natures de fluide courants, il y a plus de 10 cIkdcs par se-
c°nde et micron carré de surface, chaque "choc" durant 10 a 10 se-
condes. La réponse percussionnelle s'étend sur une durée qu'on J>eut ca-
factériser par le paramètre -g-JvqF qui vaut pratiquement 10" à 10'r2
secondes (r en microns), pour des fluides non exceptionnellement visqueux^
On pourra donc assimiler F (t), par rapport à U (t), à un "phenomene a
corrélation microscopique" (ou "à spectre blanc") et U (t) sera quasi-
lâplacienne. Dans ces conditions, le problème est équivalent a celui de
l'observation du "bruit pur" à travers un filtre linéaire. Notons enfin que
le troisième ordre de grandeur mis en jeu, celui des intervalles entre les
observations visuelles, est à son tour extrêmement grand devant les deux
autres, de sorte que U (t) est à son tour à corrélation microscopique par
rapport à des phénomènes à cette échelle et que x (t) peut etre assimile a
one fonction aléatoire à accroissements indépendants ou "mouvement
brownien" mathématique.

CALCUL DU GAIN

La façon la plus commode d'utiliser l'équation (8) consiste à déter-
miner préalablement le "gain" du filtre qu'elle représente. Le calcul
revient à résoudre cette équation par la transformation de Fourier, ce
qui a été déjà fait par divers auteurs (voir à ce sujet (6)),(10), Par défini-

(1) U (t) étant une fonction aléatoire, l'intégrale qui intervient dans l'équation (8)
doit être considérée comme une intégrale stochastique. On peut montrer que celle-ci
est définie en moyenne quadratique avec les précisions que nous indiquerons au sujet de
^ (t). On sait en effet qu'il suffit pour cela de prouver l'existence d'une limite finie
lorsque T —► —oo de l'intégrale double suivante ;

c'est-à-dire

/•y* e[u'(t) u'(t')] dt dr
J, V (t-x) (t-r)

2/ [ 7 L(\/-P-ü + V~T)“ L u J du

P (u) est la fonction de corrélation de U (t).Or les propriétés de T (u) assurent cette
convergence.
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tion, si à la fonction F (t)
fonction :

e2«ivt > l'équation (8) fait correspondre la

U (t) = G (\>) elltiwt
G (v) est le gain(complexe) relatif à la fréquence \> ;

En portant ces expressions de F et U dans l'équation (8), il vient :

'•-te-2niv(t-T)dxG(v) r3p) 2lt i \> + 67tY]r+6r2\/'n^p ■ 2nivf
DÛ V t-T

= 1

or l'intégrale écrite vaut :

dz

VT l/ZÏv

quel que soit V réel, en prenant pour détermination de la racine carréecelle qui est à partie réelle positive. D'oïl :

(9) -^y = (m+|^r3p)2niv + 6TTT1r+6r^\/ïï^ \J 2iv
(avec la même détermination de la racine carrée).

COEFFICIENT DE DIFFUSION

i que devi
culer la limite de 9 ' lorsque t augmente indéfiniment. On a :1

/'t
x= / u(x)dx

et, d'après un calcul classique tenant compte de la stationnarité de U :

r» étant la fonction de corrélation de U (t). D'oïl
Z^+OO

limite—(z) dZ = fu (o) = | G (o) |2 fF (o)oo

si fy (v) et fp(v) sont les densités de répartition spectrale du U et F, soit :

o», ,imi..Æi!di=7mT-V ’ t (6 n r)r)2 (en^r)*
Si l'on admet, d'après l'analyse des phénomènes qui a été faite plushaut, que la fonction aléatoire F (t) est indépendante du mouvement de laparticule, autrement dit qu'elle représente le même processus que lesfluctuations de pression subies par une particule identique maintenue im-



ÉNERGIE CINÉTIQUE MOYENNE D'UNE PARTICULE
99

mobile, il en résulte que fF (0) et par suite le coefficient de diffusion sont
indépendants de la masse spécifique de la particule. La démonstration de
LANGEVIN, valable quand la masse spécifique du fluide est négligeable
devant celle de la particule, aboutit donc à une forme (la formule d'Eins-
tein) exacte dans le cas général (sous les hypothèses enoncees plus haut).

v*tesse quadratique moyenne
La fonction de corrélation de la fonction aléatoire U (t) se déduit de

taÇon simple de celle de F (t) et du gain G (nî). Ce qui nous intéresse spé-
Paiement au point de vue physique, c'est la valeur de E (U2). On sait (11)
^e l'on a :

(H) :(u*)=/1V-OO

G (v) • G (v) fF (v) d v

l'Tais nous avons dit que F (t) est à corrélation microscopique par rapport
à U (t), autrement dit à spectre uniforme dans la zone des fréquences oh
Ie gain G (v) n'est pas pratiquement nul. Par suite :

(12) E(U2)=fF(o)/ G (v) G(v) du
G (9) est la quantité imaginaire conjuguée de G (9), en fait égale à G (—v).
A partir de (9), on calculera aisément l'intégrale indiquée, car il s'agit
d'une fraction rationnelle en \f$ (dénominateur du 4° degré dont on peut
Préciser les racines, puis les associer par valeurs conjuguées) et il suf-
tira de faire le changement de variable = z puis la décomposition en
ulérnents simples.

On pourra d'autre part exprimer Ÿr(v) en fonction de lim-Ç— d'après
\10). La relation ainsi obtenu entre ÏT* et _X_ suppose uniquement de F (t)

elle est à corrélation microscopique. Le résultat de ces calculs est le
suivant :

(13) .f(»)
t 3nt]r v '

( oc=-j^- , p0 masse spécifique de la particule)Po

(H) „v«
2 (,1+cosif)X_sincp ' 2 oc+ 4 1

P°ur 0 < oc < |-
(15) f(oc)= shychjP- avec ch(fa?5^rra>Jv ' 1 ' 2(1 +chip) V__sh 'f 2ot+4
Voici quelques valeurs numériques de la fonction f (ex)

ex 0 0,04 0,08 0,25 1 1.6 2 4 8

f(«c) 1 1,48 1,72 2,44 4,84 6,59 7,72 13,3 24,2
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X ^Si on admet en outre que la limite de -g— satisfait bien à la formule d'EinS"tein (hypothèse supplémentaire sur fp(o) ), on voit aisément que l'on a :

{16) m Uz RT 1

Ainsi f (cx)apparait comme le facteur dont est réduit l'énergie cinétiquemoyenne de translation selon une direction, par rapport à la valeur d'équi"partition, si on tient compte de l'inertie du fluide. A titre de vérification,il est possible, en utilisant la solution de VILLAT (voir le paragraphe sui-vant) de calculer l'énergie hydrodynamique moyenne contenue dans Iefluide ; on l'ajoutant à celle de la particule, on constate bien que l'on re-trouve dans tous les cas la valeur d'équipartition.

RÉPONSE PERCUSSIONNELLE

On peut aussi déduire de l'équation (8) la réponse perçus sionnelle R (l)du filtre étudié (c'est-à-dire la fonction U (t) obtenue lorsque F (t) est une"fonction impulsion" ou "fonction de Dirac"). La connaissance de R (t), patlaquelle on définit généralement les filtres, permet de déduire les diver-ses propriétés du filtre.

On peut obtenir R (t) à partir du gain par la formule:

(17) G(v)d\j

On peut aussi l'obtenir par résolution directe de l'équation (8). VILLAT (9)étudie en détail la solution de cette équation, lorsque F (t) est la "fonctionsaut" égale à 0 pour t < 0 et 1 pour t > 0). Cette solution semble due àBOGGIO (12) Par dérivation de cette solution on obtient la réponse perçus*-sionnelle, qu'on peut mettre sous la forme :

(18) U (t) = R (t) = 0 pour t < 0

K r3\/Tt(p+2po)(5p-8po)

/-+0O
yO-f-OO

pour t>- 0
oà 06 et |3 sont les racines réelles ou imaginaires de

(19)
x= o

et oh

2P„+ P

D 6 it r] r

'3'7T r3(p0+^-)
(et en adaptant la détermination de oc et j5 à celle de la racine de 5 p - 8po)
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A partir de R (t), on aurait pu obtenir directement la formule (13)
etl utilisant :

/'+°° 4

. xt / R*(t)dt
°/l,n'T=f7TZ[/ R«dt]

calcul explicite est effectivement possible.
Si au lieu de R2, on porte dans l'intégrale du numérateur

t dzRî+f0i^vîdxdy<
(intégrale étendue à tout le fluide du carré de la vitesse en chaque point du
fluide), on peut vérifier que l'énergie totale satisfait au principe d'équipar-
tition.

critique des hypothèses
Il parait difficile d'apprécier l'écart que les hypothèses faites intro-

puisent entre le calcul et la réalité. Mais nous allons montrer que cet
ecart est d'autant plus faible que la particule est plus grosse, de sorte
lue les formules que nous avons établies sont valables asymptotiquement
P°ur un rayon suffisamment grand.

En effet la vitesse quadratique moyenne diminue comme la puis-
sance --i-de la masse, c'est-à-dire la puissance —— du rayon ; donc:
1) le gradient de vitesse et l'accélération du fluide au voisinage de la par-
ficule diminuent quand le rayon croit et les équations de l'hydrodynamique
'fes fluides continus sont de plus en plus applicables au mouvement des
^olécules. (Voir par exemple à ce sujet (13)). En particulier les effets de
relaxation" dans le fluide s'atténuent.

2) le nombre de Reynolds du mouvement de la particule diminue comme la
Puissance --J-durayon, de sorte que les termes quadratiques sont de plus en
Plus négligeables, la linéarisation de plus en plus valable.

l'importance du "glissement" du fluide sur la particule est de plus en
Plus négligeable, en ce qui concerne l'assimilation de la vitesse du fluide
au voisinage de la particule à la vitesse de la particule.

Comme on l'a vu plus haut, le caractère microscopique delà corrélation
üe F (t) croit avec le rayon.

il reste le point le plus délicat et le plus important, à savoir l'hypothèse
sUr l'accélération. Il est certain que la formule (7) pour la résistance
a est pas valable pour une accélération trop fluctuante parce que les mo-
ecules qui heurtent la particule viennent d'une zone où les variations
d'accélération sont ressenties déjà avec un certain retard et atténuées. Or
1 accélération U' (t) fluctue de façon analogue à F (t), soit très rapidement

tneme - on peut le voir aisément - de plus en plus quand r croit. Quelleet

répercussion ce fait a-t-il sur les résultats obtenus ? On peut faire l'hy-
Pothèse plausible que l'équation à substituer à (7) et où interviendraient
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les grandeurs moléculaires telles que le libre parcours moyen et le temp9de relaxation moléculaire, serait encore linéaire. Par suite l'étude faite
serait encore valable à condition de modifier l'expression du gain G (>>)•Mais l'expression de ce gain resterait la même pour V assez petit. L'inte-grale (12) serait modifiées de ce fait. Or décroit comme -îy de sorte
que la valeur de |v| à partir de laquelle la quantité G (v)G (v) a une contri-bution négligeable dans l'intégrale (12) décroit comme -jrr. Donc à cepoint de vue encore les conditions pour la validité des formules sont d'au-
tant mieux remplies que r est plus grand.

LA DÉMONSTRATION D’EINSTEIN

Il est intéressant d'examiner la démonstration initiale d'Einstein
(voir (1) et (2)) à la lumière des considérations qui précèdent. Rappelonsqu'Einstein introduit un champ de forces uniforme auxiliaire (n'affectant
que les particules et non le fluide) et considère un système en équilibre,comprenant un grand nombre de particules dans un fluide, mais dans unvolume assez grand pour qu'il n'y ait pas d'interaction entre les particules(ou mieux encore on peut considérer une probabilité de présence d'uneparticule unique).

Le théorème de BOLTZMANN (14) donne la loi de répartition spa>"tiale des particules (loi de probabilité) par la considération de leur énergiepotentielle ; il suffit alors d'écrire que les mouvements de diffusion com-
pensent le déplacement d'ensemble sous l'influence du champ de forces,
pour déterminer le coefficient de diffusion brownienne, qui se relie aisé-
ment à E (x2)/t. (On évite ainsi de passer par la détermination de E(U*))-

Cette démonstration échappe aux deux objections physiques que nousavons retenues. D'autre part l'énergie potentielle des particules est indé-
pendante de l'énergie cinétique des molécules qui la heurtent et le théorème
de Boltzmann doit être valable. D'autre part on peut appliquer la loi deStokes pour évaluer le déplacement uniforme dû au champ.

Cependant il faut remarquer que le raisonnement suppose l'indé-pendance du mouvement dû au champ et du mouvement brownien, ce quirevient à admettre implicitement la validité de la linéarisation des équa-tions hydrodynamiques. Telle est donc finalement la limitation de validité
de la formule d'Einstein.

CONCLUSION

Nous avons étudié l'effet de l'inertie du fluide sur le mouvement
brownien d'une particule qui se trouve plongée dans ce fluide et nous
avons montré, moyennant certaines hypothèses.
1°) que la formule d'Einstein reste valable (comme le laissait supposer ladémonstration initiale d'Einstein).
2°) que la vitesse quadratique moyenne delà particule est en fait plus petite
que celle qu'on calcule par l'application du principe d'équipartition de
l'énergie. Le coefficient de réduction ne dépend que du rapport des masses
spécifiques du fluide et de la particule et croit avec ce rapport.
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^ ) que les hypothèses formulées (et par suite les conclusions obtenues)
sont d'autant plus valables que la particule est plus grosse, (Evidemment,
l'autre cas limite est celui du mouvement brownien d'une molécule de
fluide, qui, en particulier, satisfait au principe d'équipartition).

L'intérêt pratique de ces résultats est limité par l'inaccessibilité
expérimentale actuelle de la vitesse quadratique moyenne (l'élargissement
Par effet Doppler-Fizeau d'une raie lumineuse émise ou réfléchie par une
Particule en mouvement brownien est trop faible pour être mesurable). Il
reste cependant à étudier la valeur du coefficient de diffusion pour les pe-
lits rayons (en dessous du dixiéme de micron).

L'intérêt théorique nous parait résider dans la nécessité qui se dé-
de ces résultats d'établir dans quelles conditions exactes s'applique

principe d'équipartition de l'énergie. En effet les coordonnées et les
composantes de la vitesse des molécules et de la particule appartiennent
bien à une représentation canonique du système physique considéré et
Pourtant le principe d'équipartition ne s'applique pas. Ce fait remet en
cause le choix de la densité de probabilité dans l'espace d'extension en
phase.
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