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SUR UN ASPECT GEOMETRIQUE
DES ANALYSES DE VARIANCE

G. D'HERBEMONT

La géométrie dans l'espace euclidien réel & N dimensions a été
largement utilisée (1) pour faciliter certains raisonnements de statis-
lique, notamment dans le domaine de la théorie des plans d'expéri-
mentation et de 1'analyse de variance.

Vus sous cet angle, les modéles linéaires, compte tenu de re-
lations supplémentaires entre les paramétres représentent des sous
#spaces vectoriels d'un espace dont le nombre de dimensions est égal
dlnombre N des essais. Les résultats d'essais individuels sont les
toordonnées d'un vecteur résultat X et poser un modéle linéaire A
fevient & avancer l'hypothése que l'espérance de X :

M = E(X)

8L un vecteur situé dans le sous-espace image de A.

L'estimation des moindre carrés de M dans le cadre du modeéle
% ¢St la projection orthogonale de X sur A que nous noterons par
« Cette projection existe toujours et est toujours unique.

Le plus souvent on pose d'abord un modéle général de la forme :
X = HB +¢

d . .
S lequel X et £ sont des vecteurs de l'espace des essais tandis
?iui_x B est un vecteur d'un espace des parametres et H une application
Céire de ce dernier espace dans le premier,

vat _DES sous modeéles sont alors obtenus en apportant certaines
Slrictions linéaires aux vecteurs [ , c'est-a-dire que ces sous-

(

1
Vol notamment les références (1) a (6)
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modéles sont en premier lieu considérés comme des sous-espaCEs
de l'espace des parameétres.

Ceci conduit donc & manier quatre espéces d'étres différent, .
le vecteur X - des sous-espaces de l'espace des parametres - l'opé:
rateur H - des sous-espaces de l'espace des résultats.

Or l'analyse de variance ne fait intervenir que le vecteur Xa
les sous-espaces de l'espace des résultats. Pourvu que ces dernigp,
restent invariants, tout changement correlatif de H et des paramatre,
ne change pas l'analyse.

Par ailleurs, cette analyse une fois terminée, on conng; B
sous-espace & retenir et la définition des parameétres les plus jyg.
cieux est facilitée,.

Tout ceci joue, semble-t-il en faveur d'une autre méthode qy
a été utilisée dans certains cas particuliers et que nous généralig.
rons ici. Elle consiste a traiter le probléme entiérement dans Lespe
ce des essais.

Ceci nécessite évidemment de poser autant de modeles que
d'hypothéses susceptibles d'étre finalement retenues. Cet apparey
désavantage est compensé par le fait que l'on peut choisir toute re.
présentation paramétrique commode que l'on voudra pour chacun ggg
modeies.

Ainsi, dans de nombreux cas, il est possible d'écrire immédi.
tement des modéles mettant en évidence un jeu de vecteurs orthog-
naux deux a deux, d'autres modeles s'en déduisant par des opérationg
géométriques décrites plus loin. Dans le cas contraire ( certaing
hypothéses de régression) on pourra toujours appliquer la méthode
d'orthogonalisation de Schmidt (1) - (Dans l'espace des essais, les
polynémes orthogonaux sont des vecteurs de Schmidt particuliers,
qu'il s'agisse des polynémes classiques ou de polyndmes orthogonau
ne comportant pas de termes de certains degrés).

Au point de vue de la conduite des calculs, le probléme consis-
tera a déterminer comment, connaissant la projection de X sur les
modeéles pour  lesquels le calcul est simple, on peut en déduire les
projections de X sur les modéles qui en découlent par les diverses
opérations géométriques.

(1) Réf. (8) ou (9)
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Ainsi, au lieu de se préoccuper d'un modeéle général :

m;; = “+3£+bjavec ZaﬁOEthj*O’

et des hypothéses :

on dira qu'il s'agit d'une analyse a deux modeles principaux :

= gz et Bitm o= b

A:m{ i i

j
complétés par leur somme géométrique et leur intersection.

Il ne semble pas cependant que l'on trouve, dans la littérature
(I) tous les outils géométriques nécessaires pour traiter le probléme
de cette fagcon. C'est pourquoi, le but du présent exposé est princi-
Palement de montrer que ces outils peuvent au besoin étre créés et
que leur emploi conduit & des notions peut-é&tre plus simples et en
lous cas plus imagées que certains textes basés sur le calcul
matriciel,

~ Ons'est borné ici au cas de l'analyse de variance avec effets
fUAH?S. Mais les notions évoquées paraissent également pouvoir s'ap-
Pliquer aux analyses avec effets aléatoires. Les résultats individuels
Sf!ront supposés non corrélés entre eux et affectés d'une méme va-
Tance ce qui suffit a justifier 1'utilisation de la méthode des moindre
tarrés non pondérés,

I - DECOMPOSITIONS ORTHOGONALES RELATIVES A DEUX SOUS
ESPACES.

Nous utiliserons les notations suivantes

10, Gy : sous espaces vectoriels

R . vecteur

R S : espace vectoriel intersection de A et B (peut
étre nul, jamais vide).

A

: complément orthogonal de A (sous espace des
vecteurs orthogonaux a tout vecteur de A)

) et (7) a (10), par exemple
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Ake Bl lodmine o il : somme géométrique (sous espace des vee.
teurs, somme d'un vecteur de A et diy
vecteur de B)

Y e e e R : relation d'inclusion

Remnsar A0 7 LR : projection orthogonale de X sur A puis sur g

I (A e s : nombre de dimensions de A,

ainsi que les définitions suivantes :

- A et B sont orthogonaux (au sens strict) si ACB

- A et B paralleles (au sens strict) si, pour n(4)
<n(B), tout vecteur de A appartient 3 B (ACB)

- A et B (n(A) € n(B)) sont obliques au sens strict sj g,
cune direction de A n'est paralléle ni orthogonale & B (dans les ¢y
d'inégalité il y a toujours au moins une direction de B orthogong
a A).

On peut montrer que
(1) A +B =AnB
(2) n(A + B) =n(A) +n(B) - n(AnB)

(3) Les quatre relations suivantes sont deux a deux équivalentes :

ACB A = AnB
BCA B = A + AnB

(4) ACB et CCD entrainent A + CCB + D

(5) AnB + AnCC An(B + C)
(il n'y a donc pas généralement distributivité de l'intersection géo-
métrique par rapport a4 la somme géométrique. Exemple : trois droi-
tes distinctes dans un méme plan et passant par l'origine),

Si on pose :

(6) S = AnB + AnB + AnB + Knﬁ,

on obtient immédiatement une décomposition de 1'espace entier E en
cing sous espaces orthogonaux deux & deux (au sens strict).

-

ql

s
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ME=S+%5 = AnB + AnB + AnB + AnB + S

Certains de ces sous espaces peuvent étre nuls (ne contenir
que le vecteur nul ou espace origine noté 0).

Nous verrons plus loin que le sous espace S présente un grand

intérét car S = 0 entraine 1'orthogonalité du plan d'expérience destiné
@ tester A et B.

Puisque AnB C S : S C A + B (d'aprés (1) et (3)).
En ajoutant A au deux membres de 6 on a aprés regroupement
A +S5 =AnB + AnB + A
el en prenant le complément des deux membres :
SnA = An (AnB + AnB)
sl bien que, puisque (AnB + AnB) CA on a d'apres (3)

® A = (AnB) + (AnB) + SnA

D'aprés (6) S ne change pas en changeant A en B, A en A ou
BenB - Il résulte alors de (8) que l'on a :

BB = AnB + AnB + SnB
0% = &nB + AnB + snA
(1) B = AnB + AnB + SnB
Ajoutant (8 et 10) d'une part (9 et 11) d'autre part, on obtient

deux décompositions de l'espace entier en 6 sous-espaces orthogo-
30X deux & deux au sens strict.

(12)

n

AnB + AnB + AnB + AnB + SnA + SnA
)E = AnB + AnB + AnB + AnB + SnB + SnB

81 8 = 0 les deux décompositions se réduisent a une seule.
Noug déSignerons sous le nom de bases primaires les quatre sous-
::Egiﬁs'communs aux deux décompositions et sous le nom de bases

alres, les quatre autres sous-espaces.
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En combinant convenablement les égalités (5) a (13), on trou
que les bases secondaires jouissent des propriétés suivantes .

(14) La somme géométrique de deux quelconques d'entre elleg &
égale a S.

(15) L'intersection de deux d'entre elles est nulle,

n(s)

(16) Elles ont toutes méme nombre de dimensions 5~ = 5 (cong.

quence immédiate de (14) et (15).

(17) d'aprés 16, la nullité d'une base secondaire entraine la nyjy
de toutes les autres et celle de S.

(18) si S # 0, les bases secondaires de (12) et les bases Secondairgg
de (13) sont obliques entre elles (au sens strict), dans le
contraire S = 0.

(19) ACB entraine S = 0 et AnB = 0, et réciproquement.

Considérons maintenant l'ensemble € des sous-espaces .
tincts que l'on peut obtenir en effectuant la somme géométrique gy,
nombre quelconque de bases (primaires ou secondaires). (1)

La somme géométrique de deux tels sous-espaces est éviden.
ment un sous-espace de € . Le complément orthogonal d'un soys.
espace £ est également un sous espace de £ : il suffit pour le vy
d'utiliser selon le cas (7) (12) (13). Il résulte alors de (1) que l'in-
tersection géométrique de deux sous-espaces de € est un sous esp-
ce de €

A et B appartenant 4 € d'aprés (8) et (9), on voit que € eg
l'ensemble des sous-espaces que l'on peut déduire de A et B par des
opérations de sommation géométrique d'intersection et de complémen-
tation orthogonale effectuées en nombre et dans un ordre quelconque,

II - APPLICATION A L'ANALYSE DE VARIANCE.

Les conclusions auxquelles nous venons de parvenir ainsi pa-
raissent particuliérement importantes en analyse de variance pour
les raisons suivantes :

(1) On verrait facilement que £ contient au plus 2" x6 = 96 sous espaces
distincts en comptant 0 et E.




LIve

est

ASPECT GEOMETRIQUE DES ANALYSES DE VARIANCE 201

Soient parmi les modéles A tester dans une analyse de variance,
deux modéles - A et B - on désirera généralement tester également
le modéle AnB, intersection géométrique, qui correspond aussi a
lintersection logique : les deux hypotheéses "Présence de M sur A"
et "Présence de M sur B' sont affirmés simultanément.

Par ailleurs, la somme logique des deux hypothéses "M est sur
Aousur B" n'est pas un modeéle linéaire et dans de nombreux pro-
blémes, c'est une hypothese qui n'a guére d'intérét car son affirma-
tion est celle d'un doute qu'il s'agit précisément de lever.

Par contre, cette somme logique entraine que M est sur A + B,
somme géométrique qui, elle, dans la plupart des problémes, a un
sens physique précis (additivité des effets).

Enfin, pour effectuer un test de présence de M sur un modele,
ondevra généralement considérer 1'écart d'un certain vecteur M 2 ce
modele, cl'est-a-dire faire intervenir le complément orthogonal du
Sous-espace correspondant au modéle considéré.

) Soit, par exemple, un plan d'expérimentation dans lequel on
désire tester deux modeles A et B, en supposant que A + B est vraie.

Il peut s'agir d'une étude comportant un facteur principal et
i facteur bloc ou deux facteurs additifs, A et B pouvant étre des
Modéles de régression ou des modeles factoriels.

ol On sait que le 'carré résiduel" sera le carré de l'écart de
2 A+ B, c'est-a-dire le carré de la composante de X sur l'es-
Pice des normales a A + B

A +B =AnB

fU est une base primaire orthogonale a toutes les bases.
. Le test des effets attribuables & A (ou test de B est vraie) uti-
¢ la composante de X située dans le sous-espace des normales &

» contenues dans A + B soit : Bn (A+B)

ko Mais ceci peut certainement s'exprimer sous forme d'une som-
de bases. Ainsi, d'apres (1) et en utilisant (9) et (13).

Bn (A+B) = B + AnB = AnB + SnB
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Si B est reconnu vrai, on désire généralement tester si 4y
est vraie, c'est-a-dire, si, dans B, M s'écarte de ANB ; pécﬂ
correspondant est donc dans l'espace -

BN AnB =B + AnB = AnB + SnB
ANB permet, si jugé utile, de tester l'écart par rappor ,

l'espace nul.

On voit que l'analyse effectuée de cette fagon correspong A
décomposition (13) - Effectuée dans un autre ordre, elle correspgy.
drait a la décomposition (12).

En résumé, on peut dresser le tableau suivant.

Tableau 1
degrés somme somme
METHODE (a) de des des METHODE (b)
liberté | carrés (a) | carrés (b)
|
B Ignorant A B compte tenu de A
lére composante s X X:M; lére composante
*+ 2¢me composante b-1-s | X% X 2éme composante
Sous-Total D=1 xﬁ-xzm Xi‘s -Xi Sous-Total
A compte tenu de B A ignorant B
lére composante s X2 506 X:sm lére composante
* 2éme composante a-I-s | X3 .5 X E 2éme composante
Sous-Total a-1 sz, -XZB Xz, 'sza Sous-Total
& 2 z
RESIDU N-a-b+ | X% . B RESIDU
TOTAL GENERAL N-1 x%-x° xx?*
ne ANB

Ce tableau est valable pour les analyses de deux modéles ad-
ditifs A et B quelconques.

En ce qui concerne les degrés de liberté, nombre de dimen-
sions des sous espaces, on a posé

n(A) = a, n(B) = b; n(AnB) = I, n(S) = 2 s

n
S
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qui compte tenu des diverses formules de décomposition données plus
haut permettent de calculer les nombres de dimensions des bases.

Les analyses du tableau 1 comportent divers cas particuliers:

a) Plans d'expérimentation dits orthogonaux.

On sait que pour ces plans l'analyse est unique. Une condition
nécessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est S = 0. Seuls
subsistent alors dans le tableau 1 les termes marqués d'une étoile,
tous les autres sont identiquement nuls.

L'identité des deux analyses montre notamment que l'on a dans
ce cas :

el que le résidu est :

& 2 2 2
Ko gt = 30 s K+ X

AnB?

formule qui généralise, par exemple, l'expression du carré résiduel
Ges plans d'expérimentation orthogonaux a deux facteurs additifs

NI e 2 2
Xas = i w5 2 Ahuk F %

2
in

b) Modele hiérarchique.

T—*DTBQUE ACB on peut raisonner directement de fagon beaucoup
Pllus Simple, Mais il parait intéressant de remarquer que d'aprés (19)
[
" s'agit d'un cas particulier du précédent pour lequel

§5 0t AnB =R
Sl blen que l'analyse du tableau 1 se réduit & la suivante
(Xz 3 XeAna) & X;nE+ Xz‘lna
5 Cette relation n'est autre que l'identité de Pythagore, écrite
:“I‘ le'triangle X, X3 , X, , rectangle en X, , d'aprés le théoréme
S troig perpendiculaires. On a en effet ici : A = AnB et A+B = B

3
1 ens'appuyant sur le fait que le triangle X, X, , 0, est rectangle
"X, on retrouve :

Wikt -0 e T b G ) R Y
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c) Blocs incomplets équilibrés.

Nous verrons plus loin que dans le cas des blocs incomplets
équilibrés on a :
S0 AnB =0

Si A est le modéle '"influence des traitements ignorant leg
blocs', et B le modéle "influence des blocs ignorant les traitementy!

Onadonc : a-I-s = 0 et le terme correspondant du tablegy |
est identiquement nul,

Par ailleurs :

a = t (nombre de traitements,)
b = b (nombre de blocs.)
I =n (AnB) = 1 (Hypothése "aucune influence'')

g = & -l (carSaEeit g =N ()

Ceci permet de calculer tous les termes de la colonne "degrg
de liberté" de tableau 1.

Pour effectuer le calcul des diverses sommes de carrés on pey
utiliser une méthode géométrique dont le principe est esquissé plys
loin.

On constaterait alors que l'analyse de variance ainsi obteme
est identique a celle donnée par Yates, telle qu'elle est décrite par
Kempthorne (1).

On peut montrer, en effet que les quantités V; B; Q; W; de
l'analyse de Yates ne sont autres que les coordonnées des vecteirs;
£, KX r'XsnE’,l et kr'(t-1) Xsn;,s’ﬂ, et que :

X2 - = 2 ) .
s08, 2 - Xsas  SITQ
X2 = 2 202
S0, 5 a X' ;s sin®g cos g

(1) réf (2) - Table 26.3 - page 536 (toutefois cette table comporte une erreur
typographique, se reporter a Fisher and Yates-Statistical Tables - page
26).

i

1

— N, S

o e L ey (VL T Lot
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ol I'angle ¢ a la valeur indiquée plus loin.

Il semble que l'on puigse conclure du présent paragraphe que
l'idée de dresser des tableaux d'analyse de variance par voie pure-
ment géométrique et sans particulariser l'expression paramétrique
des modéles, peut conduire & des résultats assez synthétiques con-
cernant la structure des analyses de variance.

Dans le paragraphe suivant on s'efforcera de montrer, (toujours
dans le cas de deux modeéles additifs) qu'une analyse plus poussée
de la position relative des sous-espaces représentatifs des modeles
peut conduire & simplifier le calcul des sommes de carrés.

Il - ANGLES DE DEUX SOUS-ESPACES - ISOCLINISME,

L'angle ¢ que forme une droite D portée par un vecteur X avec
Un sous-espace B est l'angle minimum que forme D avec toutes les
Girections de B, Si D n'est pas orthogonale & B ce minimum cor-
Tespond a la direction de B définie par X, . On peut déterminer
l'angle § & l'aide de l'une des égalités :

X cos” @ = XZB = R

Soient deux sous-espaces A et B. Parmi les directions de A
telles contenues dans AnB forment un angle nul avec B et celles
tontenues dans AnB, un angle droit. Ceci permet de détermi-
"er l'angle formé avec B par toute direction de A contenue dans

AmB + AnB, Il reste & étudier les angles des directions contenues
dang SnA,

) Ces dernieéres étant contenues dans S sont orthogonales 2 AnB
® 2 AnB, si bien que les angles qu'elles forment avec B ne sont
aztlzes que les angles qu'elles forment avec SnB. On est donc rame-
'® & l'étude des angles mutuels entre SnA et SnB.

te E.hen que la définition des angles mutuels entre deux sous espa-
.S Puisse étre considérée comme classique (1), nous la rappellerons

Iei bry : e
“ar_brlévement sous une forme directement utilisable en analyse de
lance

il Soit X un vecteur de SnA et Y un vecteur de SnB, l'angle for-
e Par les deux droites ainsi définies est supérieur & zéro, les deux
US-espaces n'ayant pas de direction commune, il existe donc né-
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cessairement une position X; de X et Y, de Y telle que l'angle aing
formé soit minimum. Cet angle étant minimum aussi bien o llnl
variation de X, que pour une variation de Y, il en résulte que 1?
droite portée par X, a pour projection orthogonale sur SnB 13 droit:
portée par Y, et qu'inversement, Y, a pour projection sur §py W
vecteur colinéaire a X, .

On définit ainsi un premier angle mutuel ©,

Considérons maintenant le sous-espace de SnA Orthogonaia
X, et le sous espace de SnB orthogonal a Y, on peut en opérantcnm_
me ci-dessus déterminer deux directions X, et Y, et un angle )
Or X, est orthogonal au plan X, Y, puisqu'il est orthogonal X'l e;
a la direction de ce plan qui projette ¥, en X, ; donc X, est Orthy.
gonal a Y, .

La projection de X, sur SnA, se fait donc selon Y, . De p.
me Y, a pour projection orthogonale sur SnB un vecteur colinéajy,
a X,. ¢,est un second angle mutuel.

En procédant ainsi, de proche en proche, on définirait s angles
mutuels entre SnA et SnB par une suite de couples de directigy
Heat oY,

Un cas qui semble important en analyse de variance est cely
oll les s angles ainsi définis ne sont pas tous inégaux mais ne prep.
nent qu'un petit nombre de valeurs différentes.

Ainsi, si les s angles sont tous égaux, a une méme valeur
tout vecteur de SnA projeté successivement sur B et sur A se try-
ve finalement multiplié simplement par le méme scalaire Cos?y,

Lorsque deux sous-espaces présentent cette disposition noy
dirons qu'ils sont isoclines.

Soient donc deux modeéles isoclines A et B et considérons |3
décomposition résultant de (8) :
X

SN R

A AnB AnB Sn A
projetons la sur B, on a :
Xas ™ Xine T XsnA,a

C'est une décomposition orthogonale car le ler vecteur du se-
cond membre est dans S et le second dans S,
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On a donc
D e i
XA,B" X ¥ SNA, B

Mais du fait de l'isoclinisme :

% = X? cos?gp

SNA, B SNA
On a donc calculé l'un des termes du tableau I

X, = (X, R i Cotg

snA A B ANB

enutilisant deux projections successives sur A et B. On verrait que
tous les termes de ce tableau peuvent étre calculés de fagon analogue.

. Jl est 2 remarquer que cette opération de projection succes-
Slves * est exactement celle que 1'on utilise pour l'interprétation des
‘gla.ns en blocs équilibrés. On voit immédiatement en effet, que les
Sommes des totaux des blocs ol figure le traitement j'' sont les
toordonnées du vecteur:

rk g a
Puisque l'ajustement & B consiste & identifier tous les résultats d'un
h!oc & la moyenne de bloc et que l'ajustement subséquent & A con-
fiste & reprendre les résultats ainsi modifiés et & les remplacer
Par leur moyenne relative au traitement qui leur correspond.

Or, on peut montrer que les plans d'expérience en blocs incom-
plet? €quilibrés sont des plans dans lesquels les deux modéles A
(iraitements seuls) et B (blocs seuls) sont isoclines® .

Une démonstration élémentaire de cette propriété consiste a

faire apparaitre que .pour tout vecteur X de A on a :

(22] (Fepeit il e (X = Xms) Cos? ¢

qilexm‘ime que tout vecteur de A orthogonal & AnB est une direction
Fropre et, par conséquent aussi, que AnB = 0,

.
C:Ir_a“BSI réf. 6 pour un cas d'utilisation de projections orthogonales suc-
S8ives dans un plan d'expérimentation non isocline.

L}
[;anglﬂ ainsi défini est distinct de 1l'angle de Schutzenberger, désigné éga-
Ment par ¢ dans la réf.4, page 274.
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La relation (22) étant linéaire il suffit de la montrer Pour |,
vecteurs Y de A dont les coordonnées sont 1 pour le traitement i &
0 pour les autres.

Les calculs sont condensés dans le tableau 2. I\nﬁcorrespom
4 la moyenne générale

WY (R, TP )
J N it t
Tableau 2
COORDONNEES. ﬁ
Pour les r essais relatifs Pour les N-r autreg
au traitement j. essais
—
N 1l 0
A 1/t Lf3
1 A
3%# k kr
=1 =i
BE L S o 2
t-k At - kr
YBA 3 YAnB kt krt

1
Y,, est obtenu en prenant les moyennes pour les blocs (E pour leg

blocs contenant le traitement j et zéro pour les autres), puis 1z
moyenne relative aux divers traitements. Pour le traitement j o

i
trouve r valeurs égales a T et pour les autres A valeurs égales:

1
7 et r - A valeurs égales a zéro soit la moyenne f;?\? indiquée,
En utilisant la relation bien connue :

A (t-1) = ¢ (k-1)

on constate qu'il y a proportionnalité entre les valeurs des deux der-
nieres lignes :
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e e R el
kt i t krt

-1 » 2
:-t— = COs ¢
siblen que les deux vecteurs sont bien colinéaires et que l'angle o
est donné par :

Rl A
K(t-1) kr

cos? g =

ou

At
in2 = = 2 = s
Sin? @ 1 Cos? @ ok

qui n'est autre que ''l'efficiency factor' (Kempthorne ouv. cit. page
533).

Une démonstration plus rapide résulterait d'un théoréme plus
Znéral que nous ne pouvons établir ici :

"La condition nécessaire et suffisante d'isoclinisme pour les
blans en blocs égaux et & répétitions égales de chaque traitement est

(23) SR % e .
i%,ln”, D n‘,J a ng; b

detb étant deux constantes caractéristiques de plan et ng; le nombre
; .
d'essais dans la case i,j- "

) Cette formule montrerait par exemple que le plan en blocs
Ncomplets partiellement compensé (a4 deux classes d'associés) cons-
itué par les 6 blocs suivants

(123) , (456) , (789) , (147) , (258) , (369).

®t un plan isocline pour lequel a = 3 et b = 1,

v - ORTHOPARALLELISME DE PLUSIEURS SOUS ESPACES.

i Nous avons vu que la nullité du sous-espace S relatif & deux
tiuus-(—:-SlDaces A et B entrailnait 1'identité entre les deux décomposi-
oS orthogonales (12) et (13).

. Mais, d'apres (16), la relation S = 0 est équivalente 2 la
Sulvante .
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(24) A = AnB + AnB, obtenue en annulant SnA dans (8).
Si, en outre, AnB = 0 on a ACB et les sous espaces sont Strictq.
ment paralleéles, tandis que si, AnB = 0 on a ACB et les deux Sous
espaces sont strictement orthogonaux. Il apparait donc naturg de
dire, lorsque (24) est vraie que l'on a orthoparallélisme entendgy
par la que la composante oblique SnA est nulle. Réciproquement (2
c'est-a-dire la nullité de SnA entraine celle de SnB si bien que |
relation est réciproque d'apres (9).

2

Nous noterons cette relation par le signe [l qui s'énoncery |
"orthoparallele a'. '

Soient q sous-espaces B; (1 = 1 a4 q) nous dirons qu'un sous eSpage
appartient au S I C des B, s'il peut étre obtenu en effectuant, g,
les B; des opérations de sommation géométrique, d'intersectiy,
ou de complémentation orthogonale, en nombre et dans un orgy,
quelconque,

Premieére propriété fondamentale.

Une premiére propriété fondamentale de 1'orthoparallélisme eg
la suivante :

"Si un sous espace A est orthoparalléle 2 q sous espaces B;
l'intersection par A est distributive par rapport & la somme géomé-
trique des B; . Autrement dit :

si A II B; par tout i
(25) :
An LB =L aam

Pour le montrer, partons de l'identité :

(An 2 B;) = X (AnB;) + (An X B;)n 2, (AnB;)

qui résulte de ce que le deuxiéme membre de (25) est inclus dans
le premier. Or, d'aprés (1) on a l'identité

(28] AnX B nTAsB, = Ap LBin AnB,. . n ASB; (H.a: R Aght
mais si,

AIIB; ona: An AnB; =An§¢

gi

s

IRes!
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si bien que le second membre de (26) s'écrit :
An EBi nBl v B, 0. a8, e AnZ B;n X B; =0,

Deuxiéme propriété fondamentale.

Une seconde propriété fondamentale est la suivante :
(27) "Si A I B; pour tout i, A est orthoparalléle & tout S I C des B; .

Pour la démontrer, il suffit d'établir que, A, B, C, étant trois
Sous espaces, les deux relations :

AllBetAlC
El'ltl'ainent .

a) Al B
b) All (B + C)
lorthoparallélisme de A avec BnC, s'en déduisant par (1).

Or, A QN B résulte de ce que S ne_change pas, par substitution
B 2 B dans (6) ; si bien que A et A sont orthoparalléles & B et
4C, En s'appuyant sur (25) on a donc :

An(B+C) + An(B+C) = AnB + AnC + AnB + AnC
®en s'appuyant sur (24) appliqué a A, B ou a A, C

An(B+C) + An(B+C) = B + C,

EUi Nest autre que (24) écrite pour A et (B+C), et démontre donc la
“conde propriété fondamentale.

}:“-)f-el’.‘.ElE ¢

Si dans un plan d'expérience a trois facteurs (1) avec répéti-

tio
| S en nombres quelconque ; ces nombres sont cependant tels que
f modale A .
A Myjer = agj
R ---
)?:f_S“PPOSera que le plan est simplement connexe par tout i, j, k au sens
i

Ol paragraphe 6.
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est orthoparallele aux deux modeéles :
B : Mgy = by 600G 8 mgey S0 C
A est aussi orthoparalléle au modéle BnC
Mjjpr = dp
ou méme au modele
BnC + AnC + AnB oimg = 4 Bgg by

ou encore au modéle B + C, qui correspond a l'absence d'inters.
tion entre les deux premiers facteurs (d'indices i et j).

Indicateur d'obliquité.

De la méme fagon que dans le cas de deux Sous espaces poggy,
pour g sous espaces quelconques A;

(28) Bl ineafml el
aph
Les indices aB.. A prenant la valeur 0 pour signifier que |
sous espace correspondant n'est pas modifié, ou la valeur 1 po
signifier qu'il est complémenté orthogonalement.

Tout espace A; par exemple A, , est orthoparalléle a toute b;.
se primaire, En effet,_une base primaire quelconque est soit dap
A si @ = 0, soit dans A, si @ = 1. Il en résulte que tout A; ey
également orthoparalléle a S, puisque ce dernier appartient au Sig
des bases primaires par définition.

On peut désigner S sous le nom d'indicateur d'obliquité relat
aux A; , car sa nullité entraine l'orthoparallélisme deux & deux g
tous les A; , et réciproquement, l'orthoparallélisme deux & deux de
tous les A; entraine S = 0.

En effet, si les A; sont orthoparalléles deux a deux, ily:
distributivité de l'intersection par rapport & la somme géométrigue
pour tout le S I C des A; . La formule (28) se réduit alors simple-
ment a :

S =E soit S=0

Réciproquement, si S = 0 (28) s'écrit :
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(29) e L el -

Coupons les deux membres par A; ; on a distributivité de cette
intersection puisque A, est orthoparalléle & toutes les bases ; on a
donc :

BN R TREEEAE g gl
B : g
si bien que A; et de la méme fagon tous les Ai , appartiennent au
SIC des bases primaires - Donc, d'aprés (27) A, est orthoparal-
lele & tout A; , ce qui démontre la réciproque.
On verrait facilement que la relation S = 0 est équivalente &
la suivante :

(30) 11 existe des sous espaces E, , E, ... E, orthogonaux deux &
deux, au sens strict, et tels que tout A; puisse s'exprimer sous
forme de somme géométrique d'un certain nombre d'entre eux.

Démontrons enfin, le théoréme suivant qui s'applique immédia-
tement au cas des carrés de Youden.

(31) Si 1'indicateur d'obliquité est S, pour un ensemble de sous es-
paces A; , le fait d'adjoindre un nouveau sous espace B de fagon
qu'il soit orthoparalléle 4 tous les A; , ne modifie pas S.

En effet, chaque base primaire de (28) relativement aux A est
alors orthoparalléle &2 B et peut donc se décomposer :

= A n,..n Ay BB + X n.,naloB

a A
AlnA'an...Aq

e qui montre que S reste inchangé.

V- APPLICATION A L'ANALYSE DE VARIANCE.

Dans le cas général de q modeles A; , obliques deux & deux,
de grandes difficultés se présentent. Or, dans le cas de plans d'ex-
Périence factoriels, il ne semble pas qu'il existe dans la littérature
de_Plans effectivement utilisés, qui appartiennent a ce type. Il s'en
?l‘eseme par contre dans l'analyse des régressions multiples pour
dESquels on peut dire que les complications qui résultent notamment
U choix de divers ordres possibles (1) d'introduction des variables,
$0nt la traduction exacte des difficultés géométriques.
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Pour prendre un exemple simple d'obliquité, prenons cely i
carrés de Youden,

Aux sous-espaces A et B (traitements et blocs) déja définisg
propos des blocs incomplets équilibrés, on ajoute un sous espace ¢ o
respondant & la classification alphabétique.

On voit immédiatement que

GlleA, cet Gl
si bien que, comme indiqué au paragraphe 4, S reste inchangé et ¢
est orthoparalléle & toutes les bases (primaires ou secondaires) re.
latives A A et B.
On voit en outre que l'on a les relations suivantes :
(32) AnB = AnC = BnC = AnBnC
car dans les quatre cas on obtient le modele.

m;; = constante.

En coupant (32) par S, et puisque SnAnB = 0 on a :

SnAnC = 0
SnBnC = 0
d'ol Cn(SnA) + Cn(SnB) = CnS =0

si bien que C est strictement orthogonal & S, et ne fait donc inter-
venir, dans son expression, que les bases primaires soit :

C = AnB + AnBnC
car ici AnB = AnB = 0 puisque b = t
Les deux analyses sont alors

E

AnB + AnBnC + AnBnC + SnA + SnA

E = AnB + AnBnC + AnBnC + SnB + SnB

Le terme X2 _ est le terme 'influence de la classification al-
AN BnC

£
1
3
(
1
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phabétique'’. Tl est simplement & soustraire de l'ancien résidu X:nﬁ

les autres termes restant les mémes que pour l'analyse des blocs
incomplets, On retrouve ainsi l'analyse classique mais on remarque
en outre que les deux analyses é€puisent la question car les bases
mises en évidence permettant de décrire tout le SI C des A, B, C.

Analyse des plans factoriels orthogonaux.

Pour analyser les plans factoriels orthogonaux sans répétition
comportant n facteurs on prendra comme modéles fondamentaux ceux
qui comportent 1'effet de tous les facteurs sauf l'un. Ainsi, dans un
plan & trois facteurs on partira des trois modeles

A m;;x = aj, le ler facteur ne joue pas de rdle
Ay ¢ m;;, = b;, le 2éme facteur ne joue pas de role
As m;j, = ci; le 3¢éme facteur ne joue pas de role.

De méme un plan & n facteurs sans répétitions est un plan a
1 modéles fondamentaux.,

Les 2" termes de l'analyse sont alors simplement les carrés
Ges projections de X sur les 2" bases primaires.

Examinons par exemple le terme

2
(33) X ipniy
1 voit immédiatement qu il s'agit d'une composante relative & un cas
% le premier facteur n'a pas d'effet ; d'autre part,

A, nf% =R, Ay

Is;t?IEn qu'il s'agit de l'écart par rapport & l'hypothése additive re-
Xiér‘r]le aux autres ?alcteurs. C'est donc le terme d'interaction du deu-
Come et du troisiéme facteur. D‘un‘e fag:on‘ plus générale, toute
e .P0§ante sur une base représente l'interaction entre facteurs dont
§ Indices correspondent & une complémentation orthogonale. Ainsi,

2
X = - =
AjnAgn ABO Ayn Af‘

8§ : v i ]
ble terme d'interaction entre les trois facteurs D et 8,

Par ailleurs, lorsque deux espaces L et M sont orthoparalleles,

toy T ’ : o
te Projection orthogonale sur leur intersection, est égale a la
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projection sur l'un suivie de la projection sur l'autre - donc .

Par ailleurs la projection sur un sous espace complémenté Deut
étre obtenue par différence avec la projection sur l'espace nm;
complémenté,

Il en résulte que :

(34) XAlnizr\i): XAl i XAlnA2 B Xalna 1 XalnAzn A

3 5|

formule valable pour tous les cas ol A, , A, et A, sont orthopapy,
leles deux a deux. Or ici il est immédiat que

XK a pour coordonnées X,

1 i
XAlnA? g Nk
Xmlm3 4 x.j.
Xn\lruzn.n3 . 3

la formule (34) comporte donc bien comme cas particulier celuj d
terme d'interaction usuel.

En outre, en effectuant le produit scalaire des deux membpes
de (34) par le vecteur X et en se basant sur le fait que le produj
scalaire

T T

quel que soit H, on obtient encore une formule générale qui comporte
comme cas particulier celui des plans factoriels orthogonaux,

VI - CONDITIONS NECESSAIRES ET SUFFISANTES D'ORTHOGONA-
LITE DES PLANS D'EXPERIMENTATION.

Un plan d'expérimentation peut é&tre défini comme orthogonal
par rapport aux modeles a tester lorsque tous les modeéles son
orthoparalléles deux & deux. Cette définition contient d'ailleurs celle

donnée par Kempthorne (1) puisqu'elle exprime la condition pour que

(1) Ouvr cité Ch.5 p. 49 et 50 - Cf aussi les nombreuses définitions équi-
valentes données dans la réf. 5.
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moyennant un changement éventuel de parametre, l'analyse prenne la
forme indiquée par cet auteur.

Il n'en reste pas moins que la relation S = 0 doit étre mise
sous forme explicite pour &tre utilisable. Nous le ferons ici sur
quelques exemples.

Examinons d'abord les plans d'expérimentation a deux facteurs
comportant n(ij) répétitions pour la combinaison de la variante i du
premier facteur avec la variante j du second.

On a d'abord, un modele R, répétition, qui contient tous les
altres et leur est donc toujours orthoparalléle ; restent les deux
modéles fondamentaux A, (pas effet du premier facteur) et A, (pas
effet du second).

On dira que le plan est simplement connexe si les cases i, j
qui comportent au moins un résultat forment une région simplement
tomexe pour les déplacements d'une tour de jeu d'échecs susceptible
de sauter les cases vides.

S8'il en est ainsi la vérité simultanée de A; et A, implique bien
que toutes les coordonnées de M sont égales entre elles (sinon il y
drsit autant de constantes que de parties connexes).

Pour que A, soit orthoparallele & A, il faut et il suffit que
tout vecteur Y de A, se projette orthogonalement sur A, en A n A,
Cette condition étant linéaire il suffit qu'elle soit respectée pour
M4, ) vecteurs de A, linéairement indépendants entre eux.

Il suffit donc d'écrire que les vecteurs Y de A; dont les coor-

d°“flées sont 1 pour les N, j essais de la colonne j et zéro autrement,
Satisfont a -

T - Noh,

Ceci se traduit immédiatement par :

(35) nij _ N.j
Ni. Il

B4 montpe que n(ij) est de la forme

i n(ij) = fi) g(i)

i réciproquement satisfait a (35).
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Cette condition se généralise a4 d'autres cas d‘expérie,megd_
type factoriel. P renons, par exemple, le cas des carrés latins, Soiey
A, B, C, les trois modéles exprimant respectivement que gey] l‘ul
des trois facteurs a une influence. On voit facilement que 4, B;:
C sont orthoparalléles et que le sous espace AnB = AnC = BrC %
comporte qu'un degré de liberté,

Pour exprimer qu'il en est ainsi dans un plan d'expe’:r-imematiurl
a trois facteurs comportant un nombre quelconque de varianteg i
suffit d'appliquer la relation (36) aux modéles pris deux & deuy 0
obtient donc

(37) Nij. = f(i) g() h(.)

et deux relations analogues ol interviennent trois fonctions arbitry.
res (h(.) désignant une sommation),

Voici un plan d'expérimentation qui satisfait aux trois Telatiopg
(37), A et B désignant les variantes du premier facteur :

Tableau 2
Var.iantes s Variantes du troisiéme facteur
xiéme facteur
1 2 3 4 5
i A BB A B A
AA
2 BB AR BB AA BB
3 A BB A B A

On trouvera enfin un exemple de régression sur deux variables
dans la référence (12).

VII - CONCLUSIONS.

On s'est efforcé de montrer, dans la présente note que les
modeles utilisés en analyse de variance peuvent étre considérés com-
me des étres géométriques, dans l'espace vectoriel Euclidien réel,
représentables par des symboles sur lesquels des opérations utiles
peuvent étre effectuées,

b
P
1
d
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Ces opérations permettent un traitement systématique des pro-
blemes, conduisent & proposer des définitions générales de certaines
propriétés des plans d'expérimentation, et rattachent le probléme de
la construction des plans a la recherche des solutions de systémes
d'équations.
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