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UN PROBLEME DE TEMPS D'ATTEINTE

Par A. FUCHS

Considérons une chaîne de Markoff discrète, homogène dans le
temps à un nombre fini r d’états. Désignons par P?- ; i, j = 1, r;
n ” 0, 1,2. la probabilité pour que le système passe de l’état i à l’état
j en n épreuves consécutives. Pour n fixé les PiV sont les éléments de
la matrice Pn , n-ième puissance matricielle de la matrice P = P des
probabilités de passage en une épreuve.

I - TEMPS D'ATTEINTE (1) -

Soit G un ensemble quelconque d'états. Supposons qu'à l'instant
^ 0 le système soit dans l'état i faisant ou non partie de G et soit

. (G) l'entier > 0 tel que n + T, (G) soit le premier instant pour lequel le
système prend un état de G. La chaîne étant supposée homogène dans
le temps, T, (G) ne dépend pas de n :

DEFINITION 1 :

La variable aléatoire T;(G) s'appelle le temps d'atteinte de G à
partir de i.

Notons que T, (G) peut prendre la valeur + œ avec probabilité a > 0 .

Si par exemple i£ groupe final IpG, T.(G) « + œ avec probabilité a= 1 .
L'éventualité a > 0 est exclue dans la définition classique d'une varia-
ble aléatoire.

La notion de temps d'atteinte est surtout intéressante lorsque G
est un groupe final. Nous traiterons en détail le cas particulier ou G

(1) A BLANC-LA PIERRE et R. FORTET
Théorie des Fonctions aléatoires (Masson) p. 222.
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est un groupe final réduit à un seul élément, soit j. L'état j est alors
un état absorbant et l'on a par définition P. . =1 => Pjj = 1 quel que soit
l'entier n > 0.

On désignera alors T, (G) par T,j = temps d'atteinte de j à partir
de i.

II - LOI DE PROBABILITE DE T.. -
1 j

Par définition T; j est une variable aléatoire qui peut prendre tou-
tes les valeurs entières >1, dans certains cas, la valeur +oo.

Posons :

Qij = P ^ T; j = nj n >1 (1)
Q": est la probabilité pour que, partant de i on arrive en j pour la pre-
mière fois après n épreuves consécutives.

00

Si l'on pose qtj. -2 Q"j, on a nécessairement 0 $ q5j $1 et les
n=l

formules ( 1) ne définissent la loi de probabilité de T.. que si q.j = 1. Dans
le cas contraire on dira par convention que T., prend1 la valeur + a> avec
probabilité 1 - q,.- > 0.

Plaçons-nous dans le cas régulier, c'est-à-dire, dans le cas où,
lorsque n—►oo, P1?, tend vers une limite ttj indépendante du premier in-
dice i. On a alors lim P" = ttj et l'on montre que la limite ttj est atteinte
exponentiellement. Si en outre j est un état absorbant, irj = 1.

THEOREME I -

Dans le cas régulier et si j est un état absorbant, q.. - 1 quel que
soiti = 1, . .. , rde sorte que les formules (1) définissent la loi de pro-
habilité de T,..

On a en effet (cf. (i))
N

2 pn
n=l i j

q n = lim ü
*

1 + 2 P"
n=l JJ

Or, par hypothèse P". = 1 quel que soit n 1 et lim P.. =irj = 1n *00 |

quel que soit i = 1, . . . , r. Le théorème en résulte.

( 1) M. LOEVE : Probability Theory P. 31.
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III - ESPERANCE MATHEMATIQUE DE T;j -

Si q .. = 1 nous définissons le temps d'atteinte moyen de j à partir
de i par :

00

M, j = E {tJ =2 n Qij
Nous allons voir que dans le cas régulier et si j est un état absorbant,
la quantité M^- est finie quel que soit i = 1, . . . , r et nous allons indi-
quer un moyen simple pour la calculer explicitement.

Il résulte immédiatement des définitions que l'on a :

PI 3 2
k=l

m avec Fjj = 1 (2)

Dans le cas où j est un état absorbant, cette relation se déduit à :

d'où

pü

II

Q"; il

î
k=l

p":1
1 j

Q

n > 2

(2')

Pour calculer M.. on commence par former :

= Qtj + 2 n q;, = p,, + :
n = 2 n

N

= 2 n pn
N

- 2 n K1
n = l 'J n =2 ’J
N N-l

II M 3 ya - S (v + t)
n = l V= 1

N--i

- N PN. - ]? Pv
J - i i■ j

Vs

1 J
=i

N

E pN. + n pn.- y p..ii ii Zj il
j — j

V=1

£+KII fpN. - — 2'j N ^L v=i

- pj. + N | 1
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en désignant par P la moyenne arithmétique N 2
V=1

Pv

Supposons à présent que l'on soit dans le cas régulier ; n. ayant
la signification de tout à l'heure, on â :

N

2 n Qn.. | P;. + N IJP;. - TTj ) + ( tt. -
Dr, lorsque , P, j - ir. tend vers 0 exponentiellementil en résul-
te que dans les mêmes conditions N m -o —► 0 d'où :

Or, ir. - P?. tendant vers 0 exponentiellement, la série de terme géné-
ral - P "Best absolument convergente, donc convergente.

D'autre part, dans la théorie du cas régulier (cf. (1)) interviennent
les quantités s. . = WÊÊ- M . Nous venons de voir que si j est un état
absorbant, les M^- sont liés aux sJ par les relations :

M.. = 1 - s.. (3)
'j u

qui donnent une interprétation simple des s,j dans les conditions indi-
quées.

THEOREME 2 -

Dans le cas régulier et si j est un état absorbant, le temps d'at-
teinte moyen M,. de j à partir de i est fini quel que soit i=l, r et

l'on a M.. = 1 s
; j étant donné par s^- [i • -J •

IV - CALCUL EXPLICITE DES M.

On montre (cf. (1)) que les s., sont les solutions uniques du sys-
tème d'équations linéaires suivant :

I - E -V 1

1-1 II JM,” œ bd i, j = U ■ , . . , r

(4)
) E «a
V l=l

= 0 i = 1, .. . , r

On en déduit les M .

(1) M. FEECHET : Récherches théoriques et modernes sur le Calcul des Probabi-
lités, Livre II, p. 46.
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V - EXEMPLE -

Une urne contient des boules de r couleurs différentes dans les

proportions —, —| Une épreuve consiste à choisir au hasard une
boule dans l'urne et à la remettre après l'opération. On procède àune
succession indéfinie d'épreuves.

On demande le nombre moyen d'épreuves qu'il faut effectuer pour
trouver pour la première fois, parmi les boules tirées, des représen-
tants de chacune des r couleurs.

Nous allons voir que ce problème s'intégre tout naturellement
dans la théorie générale que nous venons d'esquisser.

On dira qu'à l'instant n on est dans l'état k (0 < k < r) si dans l'in-
tervalle [0, n] onn'a tiré que des boules de k couleurs différentes. La
succession des états dans lesquels on se trouve aux instants 0, 1,2, . .

définit alors une chaîne de Markoff discrète homogène dans le temps à
r + 1 états. Si l'on écrit les états dans l'ordre 0, 1, ... , r, la matrice
des probabilités de passage en une épreuve est

P =

i = 0, 1, . .. , r

(5)
i = 0, 1, Il . , r- 1

tous les autres éléments étant nuis.

L'état r est manifestement un état absorbant (Prr = 1) ; en outre tous les
autres états sont des états de passage : en effet si k £ [ 0, r- 1 ] , k + 1
est conséquent de k alors que k n'est par conséquent de k + 1. On en
conclut que l'on est dans le cas régulier et que

lim P". = tt.
n *C0 J J

( j€ [ o, r- 1 1

K j = r

Le problème posé revient donc à calculer le temps d'atteinte mo-
yenMor de l'état r à partir de l'état 0. Or, r est un état absorbant et l'on
est dans le cas régulier. Nous sommes donc dans les conditions d'ap-
plication du théorème 2.

Les relations (4) montrent que les z- = s0J (j = 0, 1, . . . , r) sont
les solutions uniques du système linéaire :
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- P . - TT: ) » Y Z, P.J Oj j / ZJ | I
I =0

i 4 I o

j = 0,1..., r
(4')

En substituant les valeurs ci-dessus pour P . et u. il vient

z =0

zi - 1 = zi Pn

Z. = Z . .. P, - + Z . P. .
J J-l J-1»J J JJ

z • - 0

r

r-1

î r-1

j = 2, . . . , r - 1

d'où

d'où

r~j j _ r-j+1
r j r zj-i j = 2, ..., r-1

z = 0, z = — ,
o i r-1

r r

z2 " r-2 ’
•••> Zr-l-r.(r_l)

relation de (4') donne alors :

«j ■ lM+jÉjl- foM A]
M = - z + l = r

or r [1+èf*■i]
la même façon :

M, r = r G +3 + •
i = 0, 1, . . . , r-1.

M
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