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INTRODUCTION

La théorie des variables aléatoires est bien connue lorsqu'on
possède une infinité dénombrable de variables aléatoires indépendantes.
C'est ainsi que l'on sait former des séries de variables aléatoires indé-
pendantes. Habituellement quand on ne se trouve pas dans ce cas, on
cherche à s'y ramener. Toutefois il a semblé à l'auteur du présent mé-
moire qu'une étude directe n'était peut-être pas impossible et le travail
suivant essaye de fournir quelques méthodes nouvelles d'approche du cas
général. Dans le premier chapitre on verra que toutes les variables dont
les valeurs sontfixées parunmême évènement peuvent s'exprimer com-
me des fonctions certaines d'un ensemble de variables dont on peut se
fixer arbitrairement les valeurs. On verra au quatrième chapitre que si
des variables initiales se prêtent à une étude statistique, on peut les ex-
primer comme des fonctions certaines de variables aléatoires indépen-
dantes.

Le deuxième chapitre précise en effet ce qu'on peut entendre par
variables qui se prêtent à une étude statistique. Ce sont toutes celles
dont on peut répartir les valeurs en classes. Si l'on sait définir plusieurs
répartitions en classes sur l'ensemble des valeurs de la variable, on
dit que cet ensemble possède une structure d'ensemble classifiée.

Les ensembles classifiés possèdent des propriétés qui font l'ob-
jet des chapitres 3 et 4. Ces propriétés sont intéressantes au point de
vue du calcul des propriétés car elles permettent de définir des fonc-
tionnelles <r - additives et 77 - multiplicatives, généralisant aussi les
notions de série et de produit infini à des ensembles d'indices qui peu-
vent n'être pas dénombrables. La généralisation des indices par les in-
tégrales et les mesures était déjà connue mais ne permettait pas d'in-
tégrer les fonctions à valeurs aléatoires. La présente étude, en intro-
duisant une nouvelle espèce de multiplication d'une variable aléatoire
par un nombre, permet de définir l'intégrale d'une fonction à valeurs
aléatoires indépendantes et la dérivée d'unp-rocpessus de Wiener-Lévy.
La généralisation des produits infinis était\bbnnùe/oomme exponentielle
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d'une intégrale. Celle qui est définie ici permet d'étudier directement
des produits connus pour des matrices ou des noyaux intégraux par
exemple.

On verra aux chapitres 5 et 6 que les méthodes exposées précé-
demment permettent de nombreuses applications au calcul des probabi-
lités et à la statistique mathématique telles que la généralisation des
équations de Kolmogoroff et la solution d'un problème pratique qui se
pose dans certaines papeteries.

A ce sujet je remercie M. Samuel-Lajeunesse, Directeur de la
C. E. N. P. A. qui m'a autorisé à faire quelques expériences dans l'une
de ses usines.

Je remercie M. le ProfesseurDarmois qui m'a aidé de ses con-
seils au cours de ce travail et a bien voulu présider le Jury ainsi que
MM. Dugué et Pisot qui ont bien voulu en faire partie.
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CHAPITRE I

SUR LES RELATIONS ENTRE LES VARIABLES ALÉATOIRES
DÉTERMINÉES PAR UN MÊME ÉVÈNEMENT

Le travail suivant a pour objet l'étude des différents aspects pos-
sibles d'un même évènement et les relations entre ces aspects.

Etant donné un évènement, nous pouvons toujours trouver dans
les circonstances qui l'accompagnent, un grand nombre d'aspects dif-
férents, on pourrait même dire une infinité d'aspects différents.

Si nous considérons le jet d'un dé nous pouvons nous intéresser
au nombre de points portés par la face supérieure, mais également au
nombre de points portés par une des faces latérales,celles par exemple
que l'on voit successivement du Nord et de l'Est. On pourrait également
s'intéresser au gain de la partie si ce jet de dés est celui qui doit en dé-
cider et à la fortune des joueurs telle qu'elle en résultera. On peut éga-
lement s'intéresser à la position du centre de gravité du dé définie par
ses coordonnées. Si l'on considère l'une quelconque de ces variables
que nous venons d'envisager et si l'on considère le comportement des
autres variables en fonction de celle-ci différents cas peuvent se pré-
senter. Prenons pour fixer les idées le nombre de points portés par la
face supérieure comme variable principale. Ce sera une variable pou-
vant prendre l'une des six valeurs entières numérotées de 1 à 6. La
donnée de cette variable déterminera complètement le gain de la par-
tie et par conséquent la fortune des joueurs à la fin de celle-ci. Par
contre, il estbien évidentque les coordonnées du centre de gravité peu-
vent être choisies arbitrairement quel que soit le nombre de points por-
té par la face supérieure.

Les premières variables dépendent d'une façon certaine de la
variable aléatoire principale. Les dernières n'en dépendent certaine-
ment pas. Nous dirons qu'elles en sont faiblement indépendantes. Mais
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il existe des variables qui n'entrent ni dans l'un ni dans l'autre de ces
deux cas : par exemple, le nombre des points porté par une face laté-
raie ; dans ce cas nous dirons que ces variables dépendent stochasti-
quementde la variable principale. La variable Y définie par le nombre
de points porté par une face latérale est un nombre entier compris entre
1 et 6 bornes incluses ; mais quand le nombre X des points porté par la
face supérieure est fixé Y ne peut prendre ni cette valeur ni la valeur
correspondant au nombre des points porté par la face opposée.

Pour un dé donné, le nombre des points porté par la face opposée
une face donnée, est donné. Nous admettrons pour simplifier l'exposé
que les nombres des points portés par deux faces opposées diffèrent de
trois unités. Dans ces conditions la différence entre Y et X sera un nom-

bre différent de 0 et de 3 ; autrement dit | Y - X| vaut 1, 2, 4 ou 5 ce que
l'on peut écrire également :

Y = X + Z (mod. 6)

Z étant pris arbitrairement parmi l'un des nombres 1, 2, 4 ou 5.

Ainsi Y est une fonction certaine de la variable X et d'une varia-
ble Z faiblement indépendante de X. Nous allons démontrer qu'il n'existe
pas d'autre mode de relation entre deux variables liées à un même évè-
nement que ceux que nous venons d'envisager.

Remarquons que l'exemple traité ci-dessus ne suppose nullement
que les variables soient probabilisées (il peut très bien s'agir d'un dé
pipé de façon inconnue).

Nous exprimerons que les Y, et Xj^ sont liés à un même évène-
ment en posant que si les Yj peuvent prendre leur valeur dans des en-
semblés Nj pour tout système de valeurs Y. assignées aux Y. on peut
trouver au moins un système de valeurs xi prises dans des ensembles
Ni que l'on puisse assigner aux Xj et réciproquement. Nous dirons que
les Xi et Yj appartiennent à un même champ. Cette relation est mani-
festement réflexive ; de plus, elle est transitive : si les XA et les Yj ap-
partiennent à un même champ et si les Yj et les Zk appartiennent à un
même champ les Xi et les Zk appartiennent à un même champ. En effet,
les Xi étant donnés on peut trouver les Yj donc les Zk et réciproque-
ment.

SYSTEME DE VARIABLES :

Nous dirons que Y appartient au système S des variables Xi si Y
appartient au champ des Xi et si les valeurs xA des Xi étant données la
valeurydeY estfixée d'une façon unique, il existe des systèmes de va-
riables. En effet, on peut toujours considérer le système constitué par
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la seule variable X et les fonctions certaines de cette variable. Nous
appellerons (X) un tel système. Nous dirons qu'un ensemble F de va-
riable Yj appartient au système S si pour tout Yj appartenant à l'en-
semble F, Yj appartient au système S. Tout Z appartenant au système
S' des Y appartiendra au système S.

Nous dirons que S' est un sous-système de S si tout Z appartenant
au système S' appartient au système S. En particulier tous les (X) sont
des sous-systèmes de S.

Par définition nous dirons que les systèmes S et S' sont équiva-
lents si tout Xj appartenant au système S appartient au système S' et si
tout X , appartenant au système S' appartient au système S - autrement
dit chacun d'eux est un sous-système de l'autre il est évident qu'il est
possible de trouver deux définitions du système telles que les systèmes
correspondant à ces deux définitions soient équivalents il suffit de définir
par exemple un des systèmes S par les variables fixées de façon unique
quand les valeurs d'un ensemble donné E de variables sont données et le
système S' par les variables fixées de façon unique quand sont données
les valeurs des variables d'un ensemble E' qui ne diffèrent de E que par
la substitution à une (ou plusieurs) des variables d'une variable qui lui
correspond bi-univoquement (leur correspondent).

Nous dirons que Y est faiblement indépendant du système S si les
valeurs X* des Xi étant données, la valeur y de Y peut être choisie arbi-
trairement dans un ensemble M donné quelles que soient les valeurs
xi des Xi. En particulier, si Y est constant, il est faiblement indépen-
dant de tout S.

Si Y est faiblement indépendant du système S il est faiblement
indépendant de tout sous-système S' de S et en particulier de tous les X.

THEOREME I - 1 :

Si Y est faiblement indépendant de la variable Xt et si X appar-
tient au système (Y) X est constant.

En effet, supposons que Xpuisse prendre deux valeurs distinctes
xi et x2, chacune de ces valeurs étant données, il est possible de choi-
sir Y dans le même intervalle. Soit y une valeur déterminée de cet in-
tervalle ; il est possible de choisir pour X, ou x2 ce qui est contraire
à l'hypothèse que X appartient au système Y.

THEOREME I - 2 :

Si Y est faiblement indépendant de la variable X et si X appartient
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au champ de (Y) sans appartenir au système (Y) X est faiblement indé-
pendant de Y.

En effet, supposons que X puisse prendre ses valeurs dans un
ensemble M, pour toute valeur x de M, Y prend ces valeurs dans un
ensemble M' indépendant de x, par conséquent pour toute valeur y de Y
prise dans l'ensemble M' il sera possible de fixer à X n'importe quelle
valeur de l'ensemble M. Par conséquent la valeur y de Y étant fixée, on

pourra assigner à X n'importe quelle valeur choisie dans un ensemble
My identique à M et par conséquent indépendant de y ; par suite Y sera
algébriquement indépendant de Y.

On remarquera que pour des variables appartenant au champ des
Y les hypothèses des deux théorèmes précédents sont contradictoires et
par conséquent nous avons épuisé tous les cas possibles donc. Si Y ap-
partient au champ des X et n'est pas faiblement indépendant du système
(X),nous dirons qu'il est lié au système (X).Il résulte du théorème 2 que
si Y est lié à X, X est lié à Y ; on dira que X et Y sont liés. Si Y est
lié au système S des XA quand les valeurs x4 des sont données, la
valeur y des Y peut être choisie arbitrairement dans un ensemble Mx qui
sera fonction des valeùrs xA assignées aux Xt.

THEOREME I - 3 :

Si Y appartient au champ des XA il appartient au système des
Xi et d'une variable Z faiblement indépendante des X .

Si Y est indépendant des on peut prendre pour variable Z la
variable Y elle-même. Si Y est lié aux Xj on peut prendre pour varia-
ble telle qu’on puisse définir une application de l'ensemble Mx sur l'es-
pace des échantillons de Z quelles que soient les valeurs x (on pourra
prendre par exemple l'espace produit de tous les Mx ce qui démontre
l'existence d'aumoins une telle variable. Il va de soi que cette variable
ne sera pas la plus simple que l'on puisse choisir. A ce propos, si l'on
se reporte à l'exemple traité précédemment on voit que l'on a pu prendre
un ensemble formé de 4 points seulement alors que l'espace-produit en
eût compté 45).

REMARQUES :

1/ - les X étant fixés Z est déterminé par Y.
2/ - Si l'ensemble Mx se réduit à un élément quel que soit X, Y

est une fonction certaine des X. C'est le cas où Y non seulement est lié
auxX mais encore appartient au système des X. Si X et Y sont liés, ou
bien Y appartient au système des X ou bien il ne lui appartient pas ; si Y
appartient au système des X c'est une fonction certaine des X. Si de plus,
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X appartient au système des Y, à tout x correspond un y et réciproque-
ment ; il y a entre X et Y une correspondance bi-univoque. Nous dirons
que X et Y sont liés bi-univoquement.

Si Y n'appartient pas au système des X, ou bien X est une fonc-
tioncertaine de Y ou il n'appartient pas au système des Y. Dans ce cas,
nous dirons que X et Y sont liés stochastiquement.

En résumé, si X et Y appartiennent à un même champ, nous som-
mes dans l'un des cinq cas suivants :

1 / - X et Y sont faiblement indépendants
2/ - X et Y sont stochastiquement liés
3/ - X et Y sont liés bi-univoquement
4/ - X est fonction certaine de Y
5/ - Y est fonction certaine de X.

Toutes les variables qui appartiennent à un même champ ne for-
ment peut-être pas un ensemble ; ou du moins je n'ai pas démontré
qu'elles en formaient un (1) - Mais dans la suite de ce travail, je ne
considérerai que des ensembles de variables qui appartiennent à un mê-
me champ.

Dans ce cas, il sera possible d'établir le théorème suivant :

THEOREME I - 4 :

Etant donné un ensemble E satisfaisant à l'axiome de Zermelo
de variables Yj appartenant à un même champ, il est possible de trouver
un ensemble B de variables Xi faiblement ndépendantes au système
desquelles appartiennent les Yj .

DEFINITION :

L'ensemble B sera appelé la base du système. Soit Bk un ensem-
ble de variables aléatoires faiblement indépendantes et Ek l'ensemble
des variables de E qui appartiennent au système de base Bk .

Soit Yk une variable de E qui n'appartient pas à Ek. Ou bien
Yk est faiblement indépendant de B k et on pose Xk = Yk , ou bien Yk est
liéàBk et il existe une variable Xk faiblement indépendante de Bk (puis-
que Yk n'appartient pas au système de base Bk) telle que Yk appartienne
au système de base Bk Xk . Les variables qui constituent l'ensemble

(1) J'ai cependant utilisé l'expression "appartenir à" car elle ne présente aucune am-
biguité.

23



Bk Xk sont faiblement indépendantes ; Donc, l'on peut poser :

Bk+i = BkyXk et en déduire un ensemble Ek+i . L'ensemble
Ek+i contient l'ensemble Ek ; nous pouvons donc déterminer une suite
strictement croissante d'ensembles Ek auxquels correspondent des en-
semblés Bj^ formant également une suite strictement croissante. D'après
le théorème de Zermelo, la suite Ek possède un élément maximal iden-
tique à E auquel correspondra pour la suite Bk un élément maximal que
l'on posera identique à B.

Soit une variable Y appartenant à un système S de variable X et
soit Xj un ensemble de variables indépendantes ; nous pouvons toujours
considérer cet ensemble de variables comme une variable unique défi-
nie sur le produit des ensembles sur lesquels sont définis les xj de sorte
que tout ce qui a été dit sur la correspondance entre y et une variable
x est encore valable pour celle entre Y et un ensemble xj de variables
indépendantes.

Dans la suite nous continuerons à parler de correspondance en-
tre Y'et X pour simplifier mais il est clair que la théorie sera encore
valable si on remplace X par un système de variables indépendantes.

On appellera sous-base d'une base donnée tout ensemble de va-
riables appartenant à la base. Si Y est faiblement indépendant d'un sys-
tème S de base Btc B il est faiblement indépendant de tout sous-système
de base Bgc Bj ; donc, si Y est faiblement indépendant de Bj et B2 il
est faiblement indépendant de Bj ^ B2 . Si Y appartient au système de
base Bj c B il appartiendra à tout système de base 823 Bi, B2 C B.
Donc, si Y appartient aux systèmes de bases Bj et Bg il appartient au
système de base Bi B2.

THEOREME I - 5 :

Soit 2 sous-bases Bj et Bg complémentaires, si Y est fonction
des Xj € Bx il est faiblement indépendant des Xj G B2.

En effet, si les x± étant donnés Y est déterminé, on peut fixer
arbitrairement les valeurs des x< et celle de Y, car si nous nous don-
nons la valeur y de Y, il existe un système de valeurs Xj = Xj Xj = x, des
Xj et des X. pour lesquelles Y prend la valeur y ; Y étant détermine par
la donnée des seuls xi on aura Y^y pour Xt = Xj. Xj = x'^ quels que
soient les x', , donne en particulier si ce sont les valeurs fixées à l'avance
pour les xj. La réciproque de ce théorème n'est pas vraie : Si Y est indé-
pendant des X^ sans prendre la même valeur pour deux systèmes arbi-
traires de valeurs attribuées aux Xj quand les Xj sont fixés. . . On ne peut
rien dire de la relation entre Y et les Xj .
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Si Y est fonction des Xj nous dirons qu'il est fortement indépendant
des Xj . Pour que Y soit fortement indépendant des Xj il faut et il suffit
que y prenne la même valeur quelles que soient les valeurs x. attribuées
auxXj pour un même système de valeurs xt attribuée aux XA . Si Y est
fortement indépendant des Xj et si BkC Bj , Y est fortement indépendant
des Xk . En effet, Y appartient au système des Xx en posant B = C Bk puis-
que Ba c. Bx .

Les variables appartenant à la base sont fortement indépendantes
entre elles. En effet, XA appartient à tout système de base B. telle que
Xi € Bi donc est fortement indépendant de tout B2 tel que Xt^ B2 et en
particulier de Xj tel que X. # .

THEOREME I - 6 :

Si Y est fortement indépendant des éléments de Bi et de B2 il est for-
tement indépendant des éléments B1 U Bj . En effet, posons :

Bi - Bi n B 2

Bj = Bi n C B2
Bk c Bi n B2
Bi i C Bj n C ^

Etant donné Y = y il existe au moins un système de valeurs:

Xi = x±

Xj * xj
xk = xk

Xi = x

des X qui lui correspond.

Y étant indépendant des éléments de B2 on a la même valeur
Y = y pour Xt = x'j

X. = x .

J J

xk ; x'k

Xi = Xl

quels que soient les x'i et les x'k ; mais puisque Y est indépendant des
éléments de Bi , on a la même valeur Y = y pour XA = x'
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Xk | xi,
X = x

quels que soient les xl .

Onpeutdoncse fixer arbitrairement y et les valeurs des Xi des
Xj et des Xk, deux systèmes quelconques x± Xj xk etx^ xj x^de valeurs
des Kit X,, Xk donnant la même valeur y à Y pour un même système de
valeurs x des X. Par suite

Y est fortement indépendant de :

Biyi2 = C(CBlnCB2)
Donc, si Y appartient aux systèmes de bases Bx et B2, il appartient au
système de base Bk B2.

SoitHt un ensemble de variables Xj fortement indépendantes de
Y et soit H =CJHt, la réunion étant étendue à tous les Ht possibles. Tout
ensemble de variables Xj sera inclus dans H et toute variable fortement
indépendante de Y sera élément de H. Y appartiendra à un système de
base P = C H et il n'existera pas de système de base Qc P et Q dif-
férent de P possédant la même propriété. En effet, s'il en existait un,
Y serait fortement indépendant du système de base CQ doncCQcH et
PCQ, donc P = Q.

P s'appellera la base minimum dont dépend Y.

Nous dirons que Yx est fortement indépendant de Y2 si quelles
que soient les valeurs Xj des Xj dont dépend Y2, Yt prend la même va-
lzur pour un système donné xt des Xt dont dépend Yj. Ceci implique les
bases minimum dont dépendent Yk et Y2 soient disjointes. Réciproque-
ment, si les plus petites bases dont dépendent Yx et Y2 sont disjointes
quelles que soient les valeurs x± des Xt dont dépend Yx la valeur y2 de
Y2 sera déterminée de façon unique par la donnée Xj des Xj dont dépend
Y2 ; et Y2 sera fortement indépendant de Yt : on dira que Y* et Y2 sont
fortement indépendants.

OPÉRATIONS SUR LES VARIÉTÉS
APPARTENANT A UN MÊME CHAMP

I - CORRELATION ENTRE DEUX VARIABLES -

Si nous considérons Y stochastiquement lié à X, à tout x nous
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avons fait correspondre pour y un ensemble Mx de valeurs possibles que
nous appellerons ensemble des échantillons de Y pour x et nous dirons
que cet ensemble est correllé à x ce que nous noterons Mx = y(x).

Si X peut prendre des valeurs dans un ensemble A, Y peut pren-
dre ses valeurs dans un ensemble M qui est la réunion des Mx pour tou-
tes les valeurs de xc A, ensemble que nous noterons y(A) - l. J Mx nous

x (• A
dirons que (A) est corrélé à A. La relation entre les ensembles A de
valeurs de X et les ensembles y(A) de valeur de Y s'appellera la corré-
lation de X à Y.

Si nous nous disons que les variables X et Y sont correllées. Si
de plus X est stochastiquement lié à Y à tout y il correspond un ensem-
ble de 1VL de valeurs de x telles que l'on puisse avoir X = x ; Y = y
ensemble que nous appellerons ensemble estimateur de x pour y j'aurais
donc une corrélation de Y à X que je noterais y-1 si je note y la corré-
lation de X en Y. Siy£ Mx je pourrais avoir simultanément X = xY = y
donc xé M ce qui montre que

x € y-1 (y (x) )
de façon plus générale si x 6 A il existe y € y (A) tel que l'on puisse
avoir X = x Y = y donc

A c y _1( y(A) )
de la mémefaçon si y 6 B il existe x 6 y-1 (B) tel que l'on puisse avoir
X = x Y = y donc

BCy'(y-l(p))
Etudions maintenant les propriétés des corrélations ; on a évi-

demment

y (UAt) = U y(A1)
Aic A2 =%(Ai) c y(A2)

Pour étudier y(H At ) posons H At = B j'aurais BCAt quel que soit i
par conséquent y (B) Cy(Ai) quel que soit i. Donc y (B) cfly(Ai)etpar
suite

y(riA1 jçrycÂi)
Si j'appelle L l'ensemble de toutes les valeurs possibles pour X, M
l'ensemble de toutes les valeurs possibles pour, Y j'ai: y (L) = M.. De
L = A(jCA je tire y (A)(J y (C A) = M donc

C y (C A) C y(À)
Si j'ai l'égalité C y (CA) = y (A) quel que soit A cela prouve que je ne
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peux pas trouver Xx £ A X2 Ç CA tels qu'il leur corresponde une même
valeur pour y ; donc A étant quelconque, à tout y il ne correspond qu'un
xet x est une fonction certaine de y. Réciproquement si x est une fonc-
tion certaine de y, à deux x différents correspondent deux y différents,
Y (A) et y(CA) ne pourront avoir de points communs donc
Y (CA) CC y (A) Y(A) c C y(CA) et en vertu de la relation ci-dessus qui
est encore vraie

C Y (CA) = y(A)

Cette relation entraîne en posant CAa = BA et en portant dans la
formule

Y (U CA± ) = U r(CA1 )
on a

c r(fïAj ) = ucy(Aa)

T(riAi) = nr(Ai)

réciproquement si quels que soient les At on a :

Y(OAi ) = nT(Ai)
en prenant A et CA pour Ai on a :

T(p) = Y(AnCA) T(A)nY(CA)
si de plus

Y (P) - P

On a

Y(A)c C y(CA)
donc

Y (A) = CY(CA)
Il en résulte trois conditions :

C Y(A) = y(CA) quel que soit A ;

OyfAi ) = y(^Aj ) quels que soient les Aj ; y(0 ) ~P 3
X est fonction de Y ;

sont équivalentes.

Si Y est faiblement indépendant d'une ou plusieurs variables ap-
partenant à la plus petite base dont dépende S nous dirons que Y leur est
correllé au sens large.

Si on cherche à définir une corrélation entre une variable Y et
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une variable X qui lui correllée au sens large on a un ensemble des
échantillons de Y qui est identique à M ; d'où y (A) = M comme quand
Y est strictement indépendant de X. Réciproquement si étant donné Y et
une variable X (ou un ensemble X4 de variables) appartenant à la plus
petite base dont dépende Y, la corrélation de Y à X vérifie la relation
Y (x) - M, Y est faiblement indépendant de X. En effet pour tout x il est
possible de choisir Y 1 y €M.

Comme précédemment pour simplifier l'écriture et le language,
nous remplacerons un ensemble de variables indépendantes par une va-
riableunique de sorte qu'une répartition de la plus petite base dont dé-
pende Y en 2 ensembles disjoints pourra s'écrire Xj^, X^ et l'on aura
Y = f(Xj, X2 ) soit y la corrélation de Y à Xj nous pourrons écrire que
y (xi) est l'ensemble de toutes les valeurs Y = ffxj, X2) ou est fixe
et X2 prend toutes les valeurs de l'ensemble des valeurs possibles pour
x2.

Nous avons donc une application de l'ensemble L„ sur un sous-
ensemble de l'ensemble M. Y est indépendant de Xx si quel que soit
Xi cette application est une application de L2 sur l'ensemble lui-même.

Supposons maintenant qu'au lieu de connaître y pour tout élément
de L2 nous ne connaissions y que pour les éléments d'un ensemble M de
L2 qui sera dit valeur approchée de L .

Pour tout Xj nous pourrons définir l'ensemble des valeurs de
f(xx, x2), pour x2 (A que nous appellerons Yu(xi)- Nous pourrons définir
comme précédemment.

ÏM<A> = ÏM<Xl'

Ym sera dite corrélation approchée à la précision M de Y à Xt.

Les théorèmes

^-1 c A2 — )>Ym^ 1) cTm^2^

tm(Ua,) = Ur^Ai)

YMtHAi) cHymCAj)

C t„(CA C Tu(A>

se démontreront de la même façon que les théorèmes correspondants
pour Y- De plus si je considère différentes corrélations approchées à

près et les ensembles Ym (A) correspondants à un même ensemble
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A dans ces différentes corrélations j'ai les mêmes ensembles que ceux
que j'obtiendrai dans la corrélation approchée à A près de Y à X2 pour
les ensembles MA j'aurais donc

MjC T„t(A) C Tm^A)
ru (A) = UÏMi(A)
T nMi(A> c nTMi(A)
CYm (CA) c Ym(A)

Si quel que soit M Ym(A) = Ym(B) quels que soient A et B, Y est strie-
tement indépendant de X1. En effet si cette propriété a lieu elle entraîne
Y a(M) = Yb(M) quel que soit M A et B donc f(Xj , x2) f(x-J , x2) quels
que soient x1; et x2. On peut se fixer arbitrairement y et x'i, en effet
y étant donné il existe un système de valeur x1( x2 auquel correspond
y = f(Xj , x2) mais f(xj, x3) = f(x^ x2) quel que soit x'i. x2 étant fixé
f(x{ x2 ) ne dépend pas de xJl.

Considérons maintenant 2 variables quelconques et Y2 appar-
tenant à un même champ. Si elles peuvent être définies en fonction de
2 systèmes de bases disjointes Bt et B2 Yt et Y2 sont indépendants .

Sinon Yj et Y2 appartiendront à B = Bi B2. Soit Ai et A2 les plus pe-
tites bases de S dont dépendent Yt et Y2, Aj A2 peut être vide comme
dans le cas précédent et Y! et Y2 seront indépendants.
Dans le cas contraire on posera :

^1 = Ain ^ Aa
B2 = A2q C Ax

B3 = A1(-, A2

Y j dépendra de et D3 ; Y2 dépendra de D2 et D3.

Soit Yl la corrélation de D3 à Yt et

Y2 la corrélation de D3 à Y2

Sil'on se fixe la valeur y! de Yt il sera possible de se fixer les valeurs
dA de Dt et d3 de D3 à condition que d3 € Y-1(yi) (A étant alors détir-
miné par (I3). Mais d3 étant fixé, Y2 peut être alors choisi dans y2(d3)
à condition de prendre convenablement d2. Puisque l'on peut se fixer
simultanément di et d2 on pourra choisir Y2 arbitrairement dans l'en-
semble défini par
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ür1 ÿiü
On peut donc définir une corrélation de Yj à Y2 par :

et par :
r<yi) = Ts ( ri1 (yi) )

r(A) )iV» Ï2 <Tl1 (yi> 1
de la même façon, on peut définir la corrélation de Yg à par :

r_1(B) = W, Ti<Tî‘(%))y2C A

II - SUPREMUM ET INFREMUM D’UN ENSEMBLE DE VARIABLES :

Si nous considérons un ensemble G de variables prenant leurs
valeurs dans un même ensemble E ordonné, nous pouvons définir une
relation d'ordre sur G en posant que Yj < Y2 si pour tout système de
valeurs x4 attribuées aux Xi on a : Yi < Y2 . La relation ainsi définie
est bien une relation d'ordre ; en effet :

1/ Si l'on a, à la fois Yj < Y2
Y2 < Y,

c'est que pour tout système de valeurs x, attribuées aux XA on a, à la
fois, y < y2 y2 < y^ donc yt = y2 et par suite, les deux variables sont
identiques :

Y = Y
1 2

2/ - Si l'on a, à la fois, < Y2 Y2 < Y3 , c'est que pour tout
système de valeurs Xj^ attribuées aux X 1 :

Yi ^ y2 y2 4 y3 donc : yi< 73 ; et Par suite on a

Yi < Y3

Si E est un treillis, l'ensemble des variables qui appartiennent
à un même système et qui prennent leur valeur dans E est un treillis.
Eneffet, étant donné un sous-ensemble G de ces variables, on peut tou-
jours définir un supremum et un infremum des variables de G. On po-
sera :

Z t = Sup (Yj ) et la variable qui pour tout système de valeurs
xt attribuées aux XA prend la valeur = Sup (yj).

Z2 = Inf (Yj) et la variable qui pour tout système de valeurs
Xi attribuées aux X4 prend la valeur z2 = Inf (yj ).

Eneffet, toute variable Z qui est supérieure à tous les yj a, pour
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un système de valeurs x, attribuées aux Xj j une valeur z supérieure ou
égale à tous les yj donc supérieure ou égale à : Sup (yj ) et par con-
séquent on a : z > zx quels que soient les Xj. Donc Z £ Zj.

De même, si Z est inférieure ou égale à tous les Yj , elle a pour
tout système de valeurs x 4 attribuées aux Xj , une valeur z inférieure ou
égale à tous les yj ; donc inférieure ou égale à Inf (yj ) et par conséquent
on a : z ^ z8 quels que soient les Xj ; donc Z 4 Z2.

REMARQUES -

1/ - Etant données les variables Yj quelconques, il n’y a géné-
râlement pas de relations d'ordre entre elles, car l'ensemble des va-
riables appartenant à un même système n'est pas totalement ordonné.
Par suite, Sup (Yj ) et Inf (Yj ) ne sont généralement pas égaux à l'un
des Y .

2/ - Quelles que soient les variables Yj, on a la relation :

Inf (Yj) 4 Yk < Sup Yj ; Yk étant l'un quelconque
des Yj puisque quels que soient les xA on a :

Inf (yj ) < yk4 Sup (yj )
Si E est un treillis distributif les variables aléatoires appartenant

à un même système et prenant leur valeur dans E forment un treillis
distributif.

En effet, on a quels que soient les x. :

Sup [yj, Inf (yk, yx)] = Inf [Sup (yj , yk ), Sup (yj , yx )]
Donc :

Sup [Yj , Inf (Yk , Yj )]= Inf [Sup (Yj,, Yk), Sup (Yj , Y1 ) ]
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CHAPITRE II

ÉTUDE DES ENSEMBLES CLASSIFIÉS

Nous avons vu que l'étude des variables aléatoires déterminées
par un même évènement se ramène à celle des fonctions y d'une variable
x qui décrit un ensemble E.

Quand un statisticien étudie une variable X à valeurs dans F au

moyen d'un système de valeurs de Y il les répartit en un nombre fini
ou une infinité dénombrable de classes qui sont des ensembles disjoints
Q A d'éléments de F dont la réunion recouvre F.

Si nous considérons les ensembles P± d'éléments de E dont
l'image est élément de Qj, deux tests ensembles sont disjoints car s'ils
avaient un point commun son image appartiendrait à 2Qt ce qui est im-
possible puisque les sont disjoints.

Comme ily a une correspondance bi-univoque entre les Qt et les
PA il y a un nombre fini ou une infinité dénombrable de Pi - les Pi for-
ment donc une répartition en classes des éléments de E. Nous savons
donc faire une répartition en classe 7c des éléments de E. Si nous étu-
dions plusieurs variables Y1 . . . Yn ... ou si nous étudions de plusieurs
façons différentes la même variable Y nous obtiendrons plusieurs répar-
titions en classes n ... 7c de l'ensemble E.

n n

Nous nous proposons d'étudier la structure d'un ensemble E sur

lequel nous savons déterminer une ou plusieurs répartitions en classe .

THEOREME II - 1

Les répartitions en classes d'un même ensemble forment un
treillis.
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Nous pouvons définir une relation sur l'ensemble des répartitions
en classes d'un ensemble E par la convention suivante : "% est plus fin
que 7r'si toute classe de y;' est une union finie ou dénombrable déclassés
de 7f

Nous pouvons également définie cette relation par une autre con-
vent ion : "fC est plus fin que si toute classe de 7T est incluse dans une
classe de n1'1. Ces deux conventions sont équivalentes.

1 / - Si toute classe de 7c1 est une réunion finie ou dénombrable
de classes de toute classe de -jt est incluse dans une classe de 7f' .

Soit x un point de P4 Pj la classe de 7t' dont x est élément. ^ C Pj car
si Pi ne faisait pas partie de la famille de classes de % dont la réunion
est Pj' x ne serait pas élément de P! .

2/ - Si toute classe de -jt est incluse dans une classe de 7^' toute
classe de %' est une réunion finie ou dénombrable de classes de ir. Toute
classe Pj de tt' contient au moins une classe de % car si x est élément
de Pj la classe de Px de % dont x est élément, est incluse dans une classe
de TV' qui est confondue avec Pj puisque son intersection avec Pj n'est
pas vide. P c: P'x j

La réunion des Px pour tous les éléments de Pj contient les x

u p*opj
x € Pj

LJ pxc pj
x € p '

u px 3 pj
x € Pj

La réunion est finie ou dénombrable car sinon l'ensemble des
classes de % aurait une puissance supérieure ou dénombrable.

Ces conventions définissent bien une relation d'ordre car elles
sont transitives. (En effet toute union finie ou dénombrable d'unions
finies ou dénombrables est encore une union finie ou dénombrable) et
réflexives. (En effet soit P± une classe de % elle est incluse dans une
classe Pk de % donc :

pi c pj c pk

Pinpi. # >

donc :

Mais

Donc :
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donc Pt = Pk Pk cPj c PA P± - Pj
les classes de 7c et 7^' sont les mêmes).

Etant données deux répartitions en classes 71^ et 7T2 de E il existe
une classe7ï' formée par les intersections de toutes les classes de
7Ti avec toutes les classes de 2. 7c ' est plus fin que rti et que 7f2 puis-
que toute classe de 7r' est incluse dans une classe de 7fi et dans une
classe de 7t2.

Toute répartition en classes % plus fine que 7rt et que 7T2 est
plus fine que ; en effet toute classe de je, et toute classe de ^2 est
une union finie ou dénombrable de classes de %. L'intersection d'une
classe de rri et d'une classe de 7T2 est l'intersection de réunions dénom-
brables donc la réunion dénombrable d'intersections d'éléments de
% deux à deux, ces intersections sont soit vides, soit confondues avec
un élément de tt donc tout élément de % ' est une union finie ou dénom-
brable d'éléments de 7^. Nous avons donc montré l'existence de la moins
finie des répartitions plus fines que 7^ et de %2 • TC1 s'appellera le su-
premumde 7^ et defr2. La condition nécessaire et suffisante pour que
7Ci soit le supremum de 7^ et de7f2 est que 7T1 soit plus fin que 1X2 .

Il existe des répartitions en classes moins fines que7t, et que
7T2 . La répartition triviale (tous les éléments dans une seule classe)
est moins fine que toute autre. Supposons qu'il en existe plusieurs ;
elles forment un ensemble G. Si 7cet 7f2 sont des éléments de G, le
supremum 7v"' de 7r2 est aussi un élément de G. En effet si A.. € TC” et
A2 € 7C2 sont des unions finies ou dénombrables de classes de ici et de
%2. Aq en est également une donc tous les éléments de 7C'" sont des
répartitions en classe de et de 7r2. Je dirai que jtp est un élément
maximal de G s'il n'existe aucun 7tq plus fin que 7Cp et appartenant à G.

S'il existe un élément maximal, il n'en existe qu'un. En effet s'il
en existait deux % et k , Sup ( 7^ 7fq) ferait partie de F et serait plus
fin que 7Tp et 7Tq ce qui est contraire à l'hypothèse car il ne peut être
confondu avec les deux que si 7tp et 7fq sont confondus.

Nous allons montrer l'existence d'au moins un élément maximal.
S'il n'y en avait pas c'est que pour tout élément %p on pourrait trouver
un élément rïq plus fin que ttp il y aurait donc une suite ordonnée u± de
répartitions en classes ; considérons les classes ï^x des Tij qui con-
tiennent le point x : ce sont les réunions finies ou dénombrables de classes
de H1.

Si rfi est plus fin que 7fjx Pj est union finie ou dénombrable de
classesde parmi lesquelles se trouve Pjx on a donc Pix C PjX . Les
PA sont des ordonnés par rapport à l'inclusion.
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Considérons l'intersectionRx de tous les Pix elle n'est pas vide
car elle contient au moins la classe de P± dont x est élément. Consi-
dérons R* et RJ correspondant à deux éléments distincts x et x'. Ou
bien pour tout ■%, Rx et RJ sont inclus dans un même P± et sont donc
définis par la même intersection donc confondus.

Ou bien il existe un tc± pour lequel les classes qui contiennent Rx et
RJ sont disjointes et alors Rx n R'x = 0.

Considérons l'ensemble des Rx distincts. C'est une famille de
sous-ensembles disjoints de E dont la réunion recouvre E. De plus à
toutRx je peux faire correspondre une classe de je. qui lui est incluse.
Toutes ces classes sont distinctes puisque disjointes comme contenues
dans des ensembles disjoints. Donc la puissance de l'ensemble des Rx est
inférieure ou égale à la puissance de l'ensemble des classes de 7^ .

L'ensemble des Rx est donc fini ou dénombrable.

Nous avons donc ainsi défini une répartition de E en classes.
Cette répartition en classes % est moins fine que Px . En effet la classe
Cx de 7Ï1 dont x est élément, est incluse dans toutes les classes Plx car
si Cx ne faisait pas partie de la famille de classes 7tidont la réunion
définit. P. , 1JX ne contiendrait pas le point x. Donc Cx est inclus dans
l'intersection R^ des I^x C^C R,.

De la même façon on démontrerait que ÿç est moins fin que 7C2 donc
ü est un élément de G.

ft est plus fin que tout %±. En effet toute classe Rx est contenue
dans la classe Pix de tT*.

Il existe donc un élément rrde G plus fin que tous les ic±. Puisque je
n'est pas maximal il existe jr2 plus fin que fret ainsi de suite on peut donc
définir une nouvelle suite ordonnée * d'éléments de G à partir de laquelle
on peut définir^ et continuer ainsi transfiniment. L'ensemble T des
éléments 7c obtenu par cette méthode est formée d'éléments de G. Il a
donc une puissance inférieure ou égale à celle de G. S'il n'a pas de der-
nier élément sa puissance est supérieure à celle de tout ordinal transfini
ce qui est contradictoire.

Nous avons donc montré l'existence d'un élément maximal 7f" de
G. Il n'existe pas d'éléments de G plus fin que 7c" donc tout élément de
G est moins fin que 7c" car s'il en existait un, % , ne serait pas confondu
avec Te et % serait un élément de G plus fin que ti"

7c" s'appellera l'Infremum de et If2

je" = Inf ( 7fi ^2)

36



La condition nécessaire et suffisante pour que :

7t = Inf (/Tj , 7f2 ) est que soit moins fin que 7f2 .

CLASSIFICATIONS

Nous nous intéresserons aux familles ordonnées et dénombrables
de répartition en classes de E. Nous appellerons classification de E une
telle famille et nous dirons qu'elle détermine sur E une structure d'en-
semble classifié.

Soit une partie M de E formée par une réunion finie ou dénom-
brable de classe de • fli et la famille des ir, plus fins que 7C± déter-
minent sur M des répartitions en classes tt'j en effet M est union finie
ou dénombrable de classes des 7Cj que l'on peut considérer comme des
classes des n\. D'autre part la relation d'ordre entre les fl] est la mê-
me que la relation d'ordre entre les jtj, en effet si tout Pk élément de
fjj plus fin que est inclus dans , élément de 7Tj ; mais Pk est élé-
ment de 7rk et I? de 7tj donc toute classe de est incluse dans une
classe de .

M sera donc également pourvue d'une structure d'ensemble classifié.
Nous dirons que M est une partie classifiée de E si M est union finie
ou dénombrable de classes appartenant à l'un quelconque des 7T . Plus
généralement nous appellerons parties C - classifiées tout élément de
la S - algèbre de Boole engendrée par les classes appartenant aux ré-
partitions en classes de la classification C et nous désignerons par
S(C) cette 2 - algèbre de Boole. Quand il n'y aura pas ambiguité nous
dirons partie classifiée et S. Si nous considérons les classifications
Cj et C2 déterminées :

Cj par les répartitions 7^ 7T2... fl^ . ..

C2 par les répartitions %2 ... iti...

Nous avons : S(Ci) S(C2), en effet :

Considérons une union finie ou dénombrable de P^ (1 < i) ap-
partenant aux répartitions 7^ , fl"2 . . . fli c'est une union finie ou dénom-
brable de Pj. et de Pjj (2 i).

En remplaçant les Pj^ j par des unions finies ou dénombrables de
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P2j nous avons une réunion finie ou dénombrable de Pij (2 ^ i).

Réciproquement une union finie ou dénombrable de Ptj (i ^ 2)
est une union finie ou dénombrable de I3 A . (i < 1).

D'une façon plus générale on peut supprimer de la famille 7q un
ensemble fini de %± sans modifier S(C). De même on peut rajouter des
répartitions moins fines que la première répartition.

Les propriétés les plus intéressantes des classifications ne con-
cernent que les parties classifiées qui sont les éléments de S(C). Nous
sommes amenés à considérer comme équivalentes les classifications
Cj qui engendrent la même] 'algèbre S(Cj ). Nous dirons que les Cj en-
gendrent la même classification.

Quand nous nous intéresserons à la famille des au moyen de
laquelle nous avons défini la classification C nous la désignerons sous
le nom de base de C de sorte que compte tenu de la convention précé-
dente nous pouvons dire que différentes bases engendrent la même clas-
sification.

Soit une famille dénombrable de parties classifiées disjointes et
recouvrant E. Elle forme une répartition en classe 7r(E) si % n'appartient
pas à la base qui nous a servi à définir C nous pouvons trouver une autre
base de C dont % soit élément.

Il suffit par exemple de prendre :

yr , Sup ( , % ), . . ., Sup ( %i, %), ...

qui forme une famille dénombrable de répartitions en classes de plus en
plus fines.

La classification C' définie par cette base est équivalente à C.

1/ - Toutes les classes de cette nouvelle classification sont des
intersections de classes de % qui sont des parties classifiées de S(C)
avec des classes de qui sont aussi des éléments de S(C) donc la >
algèbre de Boole S(C') est engendrée par une famille d'éléments de S(C):
S(C')CS(C).

2/ - Toute classe de C est réunion des intersections de cette
classe avec les éléments de % or, foutes ces intersections, sont élé-
ments de S(C') donc toute classe de C est élément de S(C'). S(C) est
engendré par une famille d'éléments de S(C' ) et par conséquent S(C) cS(C' )
donc : S(C) = S(C').
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En résumé toute famille dénombrable de parties classifiées d'une
classification C de E, disjointe et recouvrant E est une répartition en
classes appartenant à une base d'une classification de E équivalente à
C. Plus brièvement nous dirons que c'est une répartition associée à C.

THEOREME II - 2 :

L'ensemble des classifications de E est un treillis.

Nous pouvons définir une relation d'ordre sur l'ensemble des
classifications de E en posant que C' est plus fin que C" si S(C")cS(C')
et réciproquement. Nous avons bien une relation d'ordre.

1/ - Si C" est plus fin que C"' S(C'")<= S(C")c:S(C')

Donc, C' est plus fin que C'"

2/ - Si C' est plus fin que C" et C" plus fin que C', on a :

S(C")e S(C')

S(C')C S(C")

S(C') = S(C")

et les classifications S(C') et S(C") sont équivalentes. Si C' et C" sont
définis par deux familles de répartitions n± et n" nous pouvons poser:

7T = Sup (ni , 7r")

5l = Inf (*[, tt")
La classification C définie par les n est le Supremum de C' et C".
En effet, toute union finie ou dénombrable de classe de ni est union finie
ou dénombrable de classe de donc appartient à J>(C). ii en résulte que
tout élément de S(C') appartient à S(C); S(C')C S(C)

De même : S(C")cS(C) ; donc :

S(C')US(C")<=S(C)
D'autre part, supposons qu'une classification C soit plus fine que

C' et C". Elle contient toutes les classes de C' et C" comme parties
classifiées ; donc toutes les intersections des classes de ni avec celles
de ni c'est-à-dire toutes les classes de n± et par suite, tous les élé-
ments de S(C). Elle est donc plus fine que C ; C est donc la moins fine
des classifications plus fines que C' et C".
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iNous avons donc défini le supremum de C' et C" : de la même
façon nous verrions que C est la plus fine des classifications moins fi-
nés que C' et C" et par conséquent définit l'Infremum de C' et C".

REMARQUES :

1/ - La démonstration précédente peut s'étendre par récurrence
et on peut définir le supremum et l'infremum d'une famille finie de clas-
sifications. Mais on ne peut pas toujours définir le sup. d'une famille
infinie (même dénombrable) de classifications. On peut toujours poser:

Cn = Sup (Q)
( i ^ n )

Les Cn forment une famille de classifications de plus en plus
fines. Elles ne définissent un supremum que si les Cn sont équivalents
à partir d'un certain rang.

2/ - La famille des classes d'une classification qui contiennent
unpoint donné est ordonnée par rapport à l'inclusion. Soit Pj la classe
de qui contient x, R la classe de qui contient x - Si 7^ est plus
fin que tTj toute classe de est incluse dans une classe de tTj donc

est incluse dans une classe Pj de tf, mais comme il n'y a qu'une
classe de nj qui- contient x Pj' = Ij* PiCi Pj .

Si nous désignons par Px l'intersection de toutes les classes de
C qui contiennent x ; les Rx forment une famille d'ensembles disjoints
qui recouvrent E. Mais cette famille n'est une répartition en classe que
si elle est dénombrable. Dans ce cas cette répartition est plus fine que
toutes les répartitions qui définissent la classification c'est-à-dire que
la base de la classification possède un élément plus fin que tous les au-
très (ce qui sera réalisé si toutes les répartitions sont identiques à par-
tir d'un certain rang). Dans le cas contraire la famille R n'est pas dé-
nombrable mais a la puissance du continu.

Un ensemble E sera dit séparable par rapport à C si étant don-
nés deux éléments x et y de E il est toujours possible de trouver deux
classes Px et P disjointes telles que :

x € p
X

y € PJ y

donc : x P
y

y<É P*
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Si E est séparable par rapport à C l'intersection des classes
de C qui contiennent x ne contient que x car si elles contenaient y il ne
serait pas possible de trouver tel que : y^ ï£ .

Si E est séparable par rapport à C il a la puissance du continu
car l'ensemble des Rx qui coïncide avec l'ensemble des éléments de E
a la puissance du continu.

ORDINATION D'UN ENSEMBLE CLASSIFIE :

Soit un ensemble E pourvu d'une classification C définie au moyen
des répartitions en classes : %Q , la répartition ne com-
porte qu'une classe PQ identique à E. La répartition comporte des
classes que nous noterons .

La répartition jr2 comporte des classes que nous noterons
^2jk avec -^2 j kOZ Pij •

Nous définirons ainsi de proche en proche les classes
avec : Pijk...uv '-^(i-i) jk...u • Nous pourrons simplifier et unifier
la notation en complétant à partir du dernier indice avec des zéros (étant
entendu que ces zéros sont inférieurs à tous les indices jk etc ... et en
supprimant l'indice i qui est toujours égal au nombre d'indices non nuis
qui le suivent.

Dans ces conditions deux classes quelconques s'écriront k . ..

Pj k . .. les indices étant tous nuis à partir d'un certain rang, jamais
nuis avant.

Si j i < j2 nous dirons que Pj ... < Pj
Si i, > j 1 nous dirons que P. ... > P.•> 1 J 2 x Ji j

Si j i = J2 s°i* 1 premier indice pour lequel on ait : 1 x # 12, on dira
que §1 , HH T

Si lt < la et que 1 > Pj2 ... ^ .... si !i > 12
La relation ainsi définie est manifestement totale car on a tou-

jours P, ... £ Pj ... sauf si lt = quel que soit l'indice 1 auquel
cas les cfeux classes sont identiques.

Elle est transitive : supposons Pj ... < Pj2-**,ïj2 ••• <Pj3-
On a pour premier indice jj < j2 j2 $ J3 donc : jx < j3. Si les trois
indices ne sont pas égaux on a donc : jx < j3.
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Donc : P. ... < P. ...

■fi J3

S'ils sont égaux, soit 1 le premier indice à partir duquel les trois
indices ne sont pas égaux :

h | l2 l2 4 *3 entraîne \ $ lg
mais l'égalité des trois indices étant exclue lt < lg

donc : P. ... . lt. .. R ilJi 1 jg 3

Nous avons donc défini une relation d'ordre sur l'ensemble des
classes de la classification. Nous pouvons étendre cette relation d'ordre
aux ensembles Rx. On pourra définir Rx par une suite infinie d'indices
non nuis et définir la relation d'ordre par la même convention que pré-
cédemment. Cette relation d'ordre est stricte : si l'on n'a pas identi-
quement l'égalité des indices correspondant mais dans ce cas les Rx se-
raient définis par la même famille de classes incluses les unes dans les
autres et coïncideraient. Si la classification sépare E les Rx coïncident
avec les points de E et la relation d'ordre est étendue aux points de E.

CLASSIFICATION D'UN ENSEMBLE TOTALEMENT ORDONNE :

Si nous choisissons un ensemble fini ou dénombrable N d'éléments

xn de l'ensemble ordonné E, nous pouvons considérer que les xn sont
ordonnés par la relation d'ordre sur E. Nous pouvons définir une répar-
tition en classes àpartir des points x . Soit x un point de E, si x = x± élé-
ment de N, nous dirons que x appartient à la classe P . Si x^ E il est
possible de définir une coupure sur N en plaçant dans l'ensemble A les
x < x et dans l'ensemble B les xn > x. Si B n'est pas vide il a un pre-
mier élément x± et nous dirons que x appartient à la classe PA . Si B
est vide nous dirons que x appartient à la dernière classe (ou x^ Pt ).

Tout x appartient à une classe et une seule, les classes sont en
nombre fini ou en infinité dénombrable (comme N) nous avons donc défini
une répartition en classes ici.

Remarque :

Les classes sont de la forme [a < x ^ b]. Soit Et l'ensemble
des points de E qui appartiennent à la classe Pt . Si nous choisissons un
ensemble fini ou dénombrable Nj de points de Pj nous définissons sur
Ex une répartition en classes qui nous détermine des classes Pij. Si
nous faisons de même sur tous les ensembles EA nous aurons une ré-
partition en classes 7f2 de E qui est plus fine que E.
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Si nous continuons ainsi, de proche en proche nous définissons
des répartitions % formant une famille dénombrable de répartition de
plus en plus fine. Nous avons ainsi défini une classification C de E. A.
partir de cette classification nous pouvons définir une relation d'ordre
sur les classes de cette classification qui s'étendra aux éléments de E
si cette classification sépare E. Nous allons comparer l'ordination ini-
tiale de E et celle que l'on peut déduire d'une telle classification.

Soient deux points x et y de E, il existe au moins une répartition
en classes pour laquelle x et y appartiennent à une même classe. La
répartition %Q qui ne comporte qu'une seule classe en est une. Il existe
des répartitions en classes th pour lesquelles x et y appartiennent à des
classes différentes car sinon on ne pourrait pas trouver de classes et

Py disjointes telles que xG PX) y£ .

Définissons une coupure sur l'ensemble des indices en plaçant
dans la première classe les i pour lesquels les classes de 7H qui con-
tiennentxety sont confondus et dans la deuxième classe les i pour les-
quels les classes de 7^ qui contiennent x et y sont disjointes. Soit m,
m + 1 le saut défini par la coupure, soit Pj la classe de 7im qui con-
tient x et y, Rm+1v x , P(m+i)i* les classes de 7rm+i qui contiennent x et
y. Supposons 1 < 1' pour fixer les idées, donc : 1 ^ 1' - 1.

Nous aurons :x<x1 x., , < Y

Or, l'ordination des 1 étant la même que celle des Xj, Xj <

Donc :x<Xj xi'-i^ Y donc : x < y

L'ordination déduite de la classification est la même que l'ordi-
nation initiale. Nous dirons que la classification est compatible avec
l'ordination de E. Si une classification est compatible avec la relation
d'ordre sur E, toutes les classes sont de la forme : a < x < b.

Si les classes Pj et P. contiennent xj et xj, i < j sera équi-
valent àx. < x.. Sil'ona : x4 < x<, on aura : x'i < xj quels que soient
x'^ ç x'.e

THEOREME II - 3 :

Si deux classifications sont compatibles avec la relation d'ordre
sur E et si elles séparent E, elles sont équivalentes.

Montrons que toute classe de l'une est une partie classifiée de
l'autre. Soit a < x < p une classe K de C'. Soit at < x ^ bA une classe
de <Ki contenue dans K. Soit c4 < x ^ dt la classe de %i qui contient p ;
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nous appellerons R± la réunion de toutes les classes at < x < bj , si la
classe ct < x 4 dl4 Nous poserons :

R s U Rx

s = O s i

Tout point xQ de K différent de p appartient à un R4 . En effet, si
E est séparé par R il existe un Plx et un disjoints, tels que xÇ Plx ,

ot£ PloC. De même, il existe unPjx etunP.p disjoints ; nous prendrons
celle des deux classes qui est contenue dans l'autre si elles sont dis-
tinctes. Soit Pkx cette classe ; elle est de la forme ak < x < bk avec
<x 4 ak ët bk < p ; donc, elle est incluse dans l'ensemble K. Donc tout
point de K à l'exception peut-être de p appartient à R mais p appartient
à tous les SA donc c'est le seul point de S, par conséquent K est contenu
dans R y S.

Tout point qui n'appartient pas à K n'appartient à aucun des
R1 donc il ne peut appartenir à R. Comme S ne contient que p il ne peut
non plus lui appartenir ; donc :

K = RyS

Comme R et S sont des parties classifiées K l'est également.

CLASSIFICATION D'UN ENSEMBLE PARTIELLEMENT ORDONNE :

Soit E un ensemble partiellement ordonné. Nous désignerons par

S(x3. ) l'ensemble des éléments de E qui sont inférieurs ou égaux à x,
par S(. ; x) le complémentaire de cet ensemble, par S(x ; y) l'intersec-
tion S(x ; . ) pjS(. ; x), par S(. . . xA , ;. , yt . . . ) l'intersection de tous les
S(xt ; . ) et de tous les S(. ; yj ).

Etant donnée une famille finie F d'éléments de E si l'on consi-

dère l'ensemble jjT^des S(. . . xA. . . ; . . . % . . . ) pour tous les systèmes
de valeurs possibles de xt et y. choisis dans F il est possible d'en dé-
duire une répartition en classes où toutes les classes seront de la for-
me S(uK ; . . . v K. ) avec : vK < uK. On peut poser : uK = Inf (xi. . . )

v = Inf(uJ y )J J

Tout point Z de E appartient àun S(. ..Xj... ; . . . yj. . . ) non
vide (ne serait-ce que celui pour lesquels les x1 sont les éléments de
F supérieurs ou égaux à Z et les yj ceux qui ne le sont pas).

Si nous désignons parYjz tout ensemble S (. . . uK. . . ; . . . vK . ) qui
contient Z et par Sz l'intersection de tous lesT^ • est encoreJde la
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même forme; les ensembles Sz sont en nombre fini puisque obtenus par
des intersections d'un nombre fini d'ensembles ; ils recouvrent E puis-
que tout Z appartient au moins à un 7".z donc à un Sz. De plus les 82 dis-
tincts sont disjoints car s'ils avaient un point commun Z ils seraient
définis par les mêmes J^z et seraient confondus.

Si nous donnons des familles FA incluses les unes dans les au-
très nous avons des répartitions en classe de plus en plus fines de E.
Nous avons donc déduit des familles F1 et de la relation d'ordre sur E
une classification C de E dans laquelle toutes les classes sont des en-
ensembles de la forme S(uK ; . .. vK )

Si dans une classification de E toutes les classes sont de cette
forme nous dirons qu'elle est compatible avec la relation d'ordre sur E.

THEOREME II - 4 :

Toutes les classifications qui sont compatibles avec la struc-
ture d'ordre de E et qui séparent E sont équivalentes. Il nous suffira
de montrer que tout ensemble M = S(u;. .. v^. . . ) est une partie clas-
sifiéepour n'importe quelle classification compatible avec la structure
d'ordre sur E et qui sépare E.

Soit f(, une répartition en classes de E nous appellerons :

Aim les classes qui n'ont aucun point commun avec M

B
m les classes qui ont au moins un pointE M et au moins un

point G d'un S(v„ ; . )

Clp les classes qui sont incluses dans M.
D. toutes les autres classes,iq

Posons : = U Alm

Bi = U B,„

C, = UCip

Di * UDi,

CfZ MCB^C^D,
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B£tC±tDi sont des parties classifiées de E. Nous avons :

C(Ai C, ) = B, y Dj

cu(Aiu ci> -n(Btu D4)
et en posant : Ua± = a u Ci = c

CfA^jC) pO (Bi ij Di)
Si nous posons rPlBi = B on a : BC^Bi Dj)

et nous pouvons poser :H(B1 UD1 ) = ByD
D étant un ensemble disjoint de B. Il est également disjoint de A et de
C puisque contenu dans C(AyC). B est disjoint de A et C et A et C sont
disjoints puisque :

A = U A± A±C CM AC CM

C = U C i CiC M CCM

On a donc :E = A^ByC^D
où A, B, C, D sont disjoints deux à deux. A, B, C sont des parties clas-
sifiées donc D aussi. Montrons que A y B = CM

Mn(AyB) = (M n A) y (M n B)
Tout point de A est élément d'un Aj inclus dans C M donc est

est élément de C M et par suite :

A n M = 0
Supposons qu'il existe un point x de M qui soit point de B. C'est

un élément de tous les B4. Il existe donc :

3(u' ; . . . v^ . . . ) tel que xq€ S(u ; . . . vR. . . ) € S(u' ; . . . v'K. . .

3(x0, ... v^ . . . ) n' est pas vide ni réduit à x car s'il était vide ou réduit
à xQ nous aurions : xG v'K

xD ^ S(u' ; ... v£...)

S(xQ ;... vl... vR ...) n' est pas vide ni réduit à xQ car pour qu'il le soit
il faudrait qu'il en soit de même pour S(x0 ; . . . vK .. . ) ou que :
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S(xQ ; ... vk • • • )C C S(xo ; .. . vK ...)

Or, C [S(xQ ; . . . vK . . . )] = S(. ; xQ )U [üS(vR ; . )]

et : S(x0 ; . . . vfc. . . )n S(. ; xQ ) = 0 - S(xQ ; . . . V'K. . . )R S(vR ; . )
S(xD; ... v'K ... )pjS(vR; . ) impliquerait xQ€ S(u;... vR... J

Mais si S(x0 ; . . . vR ... ) était vide cela prouverait que tout
x ^ xQ est ^ donc : xQ ^ vR et xQ 4 S(u ; . . . vK . . . ).

Il existe donc un point xtÇ S(xQ ; . , . Vj£ ... vK . . . ). Si C sé_
pare E il est possible de trouver un S(u" ; . . . v'j . . . ) qui contienne xq et
tel que tous les S(v" ; . ) contiennent x . Désignons par N l'ensemble des
points de E qui ne sont pas Supérieurs à xt. xq N ; par N± l'intersection
de N avec la classe de n± qui contient xQ. L'intersection de tous les
N4 est vide car sinon il y aurait au moins un point distinct de x qui ap-
partiendrait à toutes les classes qui contiennent x et C ne séparerait
pasE. Il y a donc au moins un N qui est vide et la classe correspondante
est contenue dans le complémentaire de N. Donc tous les points de cette
classe sont supérieurs à xt ; comme xt n'est inférieur à aucun des vk,
aucun des points de cette classe n'est inférieur à un vk. Par conséquent
x appartient àun CA et ne peut donc appartenir au Bi correspondant. Il
n'appartient donc pas à B, donc B M = 0 ; donc : A y B = CM

et par suite : M = C yD
or, C et D sont des parties classifiées donc M aussi.

CONCLUSION -

Les exemples de classification que nous venons de traiter mon-
trent que la notion d'ensemble classifié est extrêmement générale et peut
s'appliquer à de nombreux ensembles, par exemple l'ensemble des nom-
bres réels qui est un ensemble totalement ordonné. Nous pouvons remar-
querque si nous définissons sur cet ensemble une topologie par la famille
d'ouverts formés par les ensembles a < x < b, tous les ouverts et tous
les fermés de cette topologie sont des parties classifiées dans la classi-
fication qui sépare E et qui est compatible avec la structure d'ordre. (Je
dis la classification puisque toutes les classifications jouissant de ces
propriétés que nous pourrions définir sont équivalentes). Nous pouvons
dire que l'ensemble des réels est un ensemble topologique classifié.

On peut penser que de nombreuses propriétés de l'ensemble des
réels sont des propriétés générales des ensembles classifiés. En par-
ticulier, il semble que la théorie de la mesure et de l'intégration est
une théorie qui se rattache non à la théorie des espaces topologiques
mais à celle des ensembles classifiés dans la suite de ce travail, nous

aurons besoin d'étendre la théorie de la mesure et de l'intégration à des
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ensembles qui ne sont pas pourvus d'une topologie mais qui sont clas-
sifiés. S'il semble souhaitable de construire une théorie générale des
ensembles classifiés qui me paraît devoir être extrêmement riche d'ap-
plications et de conséquences (j'ai d'ailleurs l'intention de revenir dans
des travaux ultérieurs sur cette question), je me contenterai dans le
présent travail de développer les points de cette théorie qui me seront
utiles par la suite, en me limitant à signaler au passage quelques sujets
de recherche qui me semblent particulièrement intéressants.

CORRELATIONS ENTRE ENSEMBLES CLASSIFIES :

Soit deux ensembles Ei etE2, soit une corrélation y entre E i et
E2, on peut se poser les problèmes suivants :

1/ - Soit une classification Ct de Ej. Déterminer les corrélations
Y telles que les ensembles y (A± ) correspondant à toutes les parties clas-
sifiées de E 2 dans une classificationC2 que l'on déterminera également.

2/ - Soit une classification Ct de E! et une classification C2 de
E2, déterminer des corrélations y qui font correspondre les parties
classifiées de Ej avec celles de E2.

3/ - SiE2 est un ensemble totalement ordonné, soit une fonction
f qui fait correspondre à tout élément x de Et un élément y de E2 ; on
peut définir une corrélation par : 7rf(x) est l'ensemble des Z tels que
Z < y. Déterminer toutes les fonctions f telles que Yf soit une des cor-
rélations définies au 1/ - ou au 2/ -.

Corrélations intérieures :

Soit une corrélation y . Nous appellerons corrélation intérieure
B relative à y la fonctionnelle définie par :

♦B *$?» W
Cette fonctionnelle vérifie les relations :

B(AUB) = 8(A)uB(B)
AC B =^6(B)C=8(A)
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8 (A) u6(B)CZ8(AnB)
Si 8 (A) = 0 pour tout ensemble A non réduit à un point, x est

fonction de y. En effet, supposons que y-1 (y) = A ne soit pas réduit à
un point. Pour tout xG A on aura : y £ y(x) donc :

ye H T(x) = 8 (A)
x e a 1

donc : 8 (A) n'est pas vide.

Si pour toute partie classifiée A de Et 8(A) est une partie clas-
sifiée de E 2 la corrélation sera dite classifiante.

Soit une fonction f qui fait correspondre à tout élément x de Et un
élémentyd'un ensemble E2 totalement ordonné si Y-1f est classifiante
f sera dite classifiante.

Nous allons donner un exemple de fonctions classifiantes à valeurs
dans R. Nous utiliserons dans cet exemple la topologie de R mais il sem-
ble qu'une étude directe ne soit pas impossible. En effet, la notion de
fonction étagée est une notion qui ne fait pas intervenir la topologie de
R. D'autre part, pour un ensemble ordonné, il est possible de définir
une sorte de limite qui ne fait pas intervenir la topologie de R. Soit en
effet les valeurs yn des fonctions fn(x) pour une valeur donnée de x. Snles
ensembles définis par:

z < y

00

T„=VS" T=Ht„
00 00

v„ = ns„ fi UV„n 1

Si T = V on a un ensemble de la forme : j z | z 4 yl
y peut être considéré comme la limite de y quand n tend vers l'infini et
y est définie indépendamment de toute topologie sur R.

Si l'on détermine directement les fonctions classifiantes pour

Cj et C2 on pourra se poser le problème suivant : déterminer les struc-
tures topologiques qu'il faut donner à E et à E2 pour que les fonctions
continues de E. sur E2 soient des fonctions classifiantes, ces topologies
étant déterminées en fonction des classifications Cj et C2.

L'exemple suivant montre que la topologie où les ouverts sont les
ensembles a < x < b, sur l'ensemble des réels classifiés par la clas-
sification admettant comme partie a < x ^ b, répond à la question.
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EXEMPLES DE FONCTIONS CLASSIFIANTES :

Soit une application de E dans un groupe distancié ; on appellera
fonction étagée sur E toute fonction telle qu'il existe au moins une ré-
partition en classes de E telle que Ose. (f) - 0 quel que soit la classe
Pi de la répartition. J'appelle Ose. (f) lemaximum de | f(x') - f(x)| pour
x€ P4 x' e Pi .

On appellera fonction e -étagée sur E toute fonction telle qu'il
existe au moins une répartition telle que Ose. (f) < g quel que soit la
classe PA.

On appellera fonction semi-étagée sur E toute fonction qui est
s - étagée quel que soit g .

THEOREME II - 5

Soit f(x) une fonction semi-étagée sur E. Les ensembles de points
satisfaisant à l'une des conditions

f(x) < X, f(x) =X, f(x) > X, f(x) > X

sont des parties classifiées quel que soit X.

En effet, si f(x) est semi étagée pour toute valeur de e , il est
possible de trouver une répartition en classe telle que sur toute classe

PA : M ax f - Min f < r
Pi Pi

On peut classer les classes PA en trois catéfories :

P pour lesquels Max(f) < \

I£ pour lesquels Min(f) < x Max (f)

E pour lesquels X < Min(f)

Posons : Je = UP. Ke g ÜPk Le = ÜPj
et M = ensemble des x pour lesquels f(x) < \

J'ai: JeCMCJeuKe
quel que soit e . Je peux considérer une suite dénombrable de e tendant
vers zéro. J'aurai :

O JeCM c(USe) u (0(SenKe))
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Le dernier terme est égal à 9 Je)n o Ke

ce que je pourrais écrire en posant :

= J > K

JC MC Jn K

Tous les points appartenant à Ke sont tels que :

X - e 4 f(x) < X + e

Si cette propriété est vraie quel que soit t , f(x) ne peut être différent
de X et par conséquent pour tout xe K, f(x) = X donc x ne peut appar-
tenir à M; donc M = s.

Et par suite, les Je étant des parties classifiées, M estunepartie
classifiée. Comme K et M sont disjoints

JnK = 0
Pour tout point de Le , f(x) > A donc f(x) > x , pour tout point de

L = ULe, donc KpL = 0. En résumé :

x£ J f(x) < x

X€ K => f(x) * x

xe L -) f(x) > x

Il en Résulte que : f(x) = X~)x£ K

f(x) > \==)xE L

D'où les ensembles de points pour lesquels on a l'une des cinq
conditions

f(x) < X

f(x) « X

f(x) p X

f(x) > X

f(x) > X

sont des parties classifiées quel que soit X.
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Réciproquement, si l'une des 4 conditions : ”l'ensemble des x
tels que f(x) < X, f(x) < X , f(x) > X > f(x) f X est une partie classifiée
quel que soit X" est réalisée, la fonction est semi-étagée. Les trois
autres le seront alors, d'après le théorème direct ainsi que la condition :
"l'ensemble des points x tels que f(x) = X est une partie classifiée",
condition qui n'admet pas de réciproque si l'ensemble des valeurs de
f(x) n'est pas dénombrable. (Si cet ensemble est dénombrable la condi-
tion entraîne manifestement que f est étagée). Supposons la condition
f(x) < X réalisée, quelque soit X et choisissons une infinité dénombrable
de valeurs X! de (- 00 < i < + 00 ) telles que X1 + 1 - < e ce qui est
possible quel que soit s ; soitî^ la partie classifiée de E constituée par
l'ensemble des points tels que f(x) < X .

ï^ + 1 C Pj sera l'ensemble des points tels que :

X < f(x) < X1 + 1

C'est une partie classifiée Qj .

Lesparties classifiéesQi sont disjointes. De plus, si l'on cher-
che ose. f sur Q1, on trouve :

(ffail - f(x2)l ' SuP f(Xl)- f(x2 ) " Inf- f(Xl)> f(x2 )

4 Vi “ h
Donc :

Ose. f<X1 + i - Xi < e
+oo

E =U (Pi + i C ^ ) i UQi
-00 fl

La réunion étant dénombrable on a déterminé une répartition en classes
sur toute classe de laquelle :

Ose. f < e

La démonstration est analogue pour les trois autres conditions. On dé-
montre aisément que :

1/ - toute limite uniforme de fonctions semi-étagées est étagée.

2/ - toute suite de fonctions semi-étagées qui convergent unifor-
mément sur un ensemble M tel que toute classe de E contient un point
de M admet une limite uniforme.

3/ - toute fonction continue de fonctions semi-étagées est semi-
étagée.
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4/ - toute fonction semi-étagée peut être obtenue comme limite
de fonctions étagées.

5/ - toute fonction étagée est une forme linéaire de fonctions ca-
ractéristiques d'ensemble.

PRODUIT D'ENSEMBLES CLASSIFIES

Soit les ensembles E. et E2 pourvus des classifications et
C2, ü est possible de définir une classification C' sur l'ensemble pro-
duit Et x E2.

Soit jtji une répartition en classes appartenant à une base de la
classification Ct.

Pjij une classe appartenant à la répartition 7^1 j.

7t21 une répartition en classe appartenant à une base de C2.

7C2ik une classe appartenant à la répartition %li.

Considérons les sous-ensembles Qtjk de Et x E2 définis par :

^ijk = Plij x P2ik
La famille formée par ces ensembles quand j et k décrivent des

ensembles finis ou dénombrables est finie ou dénombrable. Elle recouvre

EjX E„ puisque tout élément x, y de Et x Eg est tel que x est contenu
dans un P^ et y dans un P21k .

Les Q1Jk sont disjoints car ils diffèrent par l'un au moins des
deux indices j et k et les classes correspondant aux deux valeurs de cet
indice sont disjointes.

Nous avons donc une répartition en classe 75 de Ej E2 ; les
Ifl forment donc une famille dénombrable de répartitions de plus en plus
fines. Posons pour fixer les idées i < i' :

PUJ
j g =00

= U
j ‘=1-
k '=oo

Pli'j j’

P2i k
= U

k ’ = 1
P2i* kk
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CO

Q i jk

J
k ' =OC

U
k ' = 1

mÊ
lijj’

X P.2 i kk1

j *=00
k '=œ

LJ ^ijkj'k’
k ' = 1
j ’ = 1

Nous avons défini une classification C' sur Ex x Eg. Quand nous
remplaçons les bases de Ci et de C2 par des bases engendrànt les mê-
mes classifications nous obtenons une autre base de la même classifi-

cation C'. Désignons par R j un élément de S(Cj ) ; R2 un élément de
S(C2) par un élément d'une base de Cj ; par Pg un élément d'une
base de C2.

S(C') est engendré par Pt x Pg . Or, I* x Pg est un élément de
S(Ct ) x P2 mais S(Cj) x p est une cr -algèbre de Boole. Comme elle est
engendrée par des éléments de S(C') on a :

SfCj ) x P2c S (C ) donc :

r± x p2e s(C')

S(C') est engendré par les Rt x pg .

Mais Rj, x S(C2) est une cr-algèbre de Boole ; comme elle est
engendrée par des éléments de S(C'), on a :

Rt x S(C2 )C S(C')

donc : Rj x Rg € S(C')
S(C') est engendré par les Rx x R

Mais Rx x R2 est un élément quelconque de S(C| ) x S(C2 ) ; donc
S(C') est engendré par les éléments de SfCj) x S(C2). Si nous rempla-
çons les bases de Ci et de C2 par des bases qui engendrent les mêmes
S(C1) et S(C2), S(C') sera remplacé par une cr-algèbre de Booléen-
gendrée par les éléments du même ensemble x S(C2) et qui par
conséquent lui sera équivalente.

La classification C' que nous avons définie ne dépend donc que
des classifications Cj et (et non de leurs bases). On l'appellera le
produit des classifications Cj et C2.
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En raisonnant par récurrence nous pouvons définir une classi-
fication sur le produit Et x Eg x ... x Ep, à partir des classifications
C,, C„, ...C , définies sur E., E„, ... , E . Il est manifeste que le1*2* p* 1 * 2 J P
produit ainsi défini est commutatif et associatif.

On peut remarquer que toute classe de étant de la forme
URX (la réunion pouvant ne pas être dénombrable et Rx étant l'inter-

section des classes qui contiennent x) que toute classe de C 2 étant de la
forme U R tout . est de la forme URxxR . Plus généralement
cette forrne est celfe de toute partie classifiée puisque celles-ci s'ob-
tiennent par réunion ou intersection de cette forme. Celle-ci se trouve
donc bien conservée puisque l'intersection de deux Rx x Ry est soit vide,
soit Rv x RA y

Onpeut définir d'autres classifications sur Et x ... x Ep à partir
d'autres répartitions en classes de Ej x ... x E . Si les répartitions en
classes 7fn sont associées à C' la classification C" qu'elle détermine
sera moins fine que C' puisque toute classe de C" sera une partie clas-
sifiéedeC". On peut donc se proposer de déterminer toutes les répar-
titions associées à C'.

En effet, il existe les répartitions en classes jtn distinctes des
7C^ quel'onpeut définir à partir des Qjjk puisque les classes de j\n qui
sont des unions dénombrables R de Q,,, , sont des parties classifiéesm j k * r
de C'. Il en sera de même si les classes de sont des intersections
dénombrables de Rn.

Pour simplifier l'exposé nous nous placerons dans le cas d'un
produit Et x E2, cas qui peut facilement être étendu au moyen d'un rai-
sonnement par récurrence.

Supposons le problème résolu. Soit une classe de 7Tn . C'est
une partie classifiée. Il en est de même de : 1^ ^ (Pj. x e2), Pij étant
une classe quelconque d'une répartition en classe de Et. Si nous prenons
une famille de P. . ordonnée par rapport à l'inclusion H Pj, = Rx, on a
donc : J

(l[Pnn (Pu • E3)l = p„n [( Pu ). E,] = Pn n (R,. Ea)
fjj ^ (R* . E2) est l'ensemble des points de Pn qui se projettent sur Rx.
Comme c'est une partie classifiée, cet ensemble est de la forme :

URX. Ry. Il ne peut y figurer que le seul Rx et par conséquent on peut
le mettre sous la forme :

Pn n (Rx* E2> = Rx* Yn (X).
y (x) est l'esnemble qui correspond au point x dans la corrélation dé-
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finie par : (x, y)ç et Rx. yn (x) es* une Par^ie classifiée de C'. Or,
les éléments de S(C') qui sont de la forme Rx. M forment une <r -algèbre
de Boole qui coïncide avec Rx . S(C2) donc yn(x)e S(C2) et fn(x) est une
partie classifiée de C2 et ceci quel que soit x.

Si nous supposons de plus que la corrélation définie par Pn est
compatible avec la relation d’ordre c'est-à-dire que y (x) est de la for-
me f2 (x) < y < (x).

On voit que les fonctions fj(x) et f2(x) sont constantes sur tout
Rx et que les valeurs qu'elles peuvent prendre sont celles qui corres-
pondent à des suprema de parties classifiées de C2. (

Nous avons là des conditions nécessaires pour que fj et f2 soient
des fonctions classifiantes. Il serait intéressant de montrer que f i et
f2 sont bien des fonctions classifiantes. Nous nous contenterons de dé-
montrer la réciproque à savoir que si fx et f2 sont des fonctions clas-
sifiantes, l'ensemble Pn comme l'ensemble des points (x, y) tels que
y ^ ^ (x) est une partie classifiée de C'. Il nous suffira de le montrer
pour l'ensemble des points (x, y) tels que y ^ fj(x). On en déduira la
même propriété pour y < f2 (x) et on l'étendra à P en prenant l'inter-
section avec le complémentaire.

Prenons une répartition en classe 74 deE2 défini par les points :
. •. • Y,, , y. , > . . . Soit :j * j +1 ’

A41 l'ensemble des x tel que f(x) ^ y

Alj+1 l'ensemble des x tel que f(x) ^ Y1 + 1

j j O ^ ^ij + i

fi étant une fonction classifiante Ajj , A^^ , A^ sont les parties clas-
sifiées de .

Soit B,, la réunion des classes de %. contenues dans n ff(x) yi1 x6 A’jj '
Bij n'est pas vide puisqu'il contient toujours au moins |yj + 1 < yj.
Bj^j est une partie classifiée de C2. Dt = M A'jj x BAj est une partie
classifiée de Ex * E2. DAC C IJ, puisque pour tout (x, y) e on a
f(x) < y. Montrons que tout point de C Pn appartient à un D1#

En effet soit (x, yG)un point de C Pn nous avons : ft (x) < yQ. On
peut avoir y0 e R f (X) f.(x) étant le supremum d'une partie classifiée
de C2 il serait celui de Rf (x) donc on aurait : yQ ^ f(x).
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Il existe donc au moins un tel que :

M*) « Yij

yij < yG

Soit a cet ytj. Nous poserons ylj+1 = b± toutes les fois que l'on aura
yij = a*

Ou bien il existe un bt < yQ et dans ce cas DA contient yQ.

Ou bien tous les, bt sont supérieurs ou égaux à yQ et dans ce cas
l'intersection N de tous les (z |a < z ^ bAj contient également yQ . Et
il n'existe aucune partie classifiée dont le Supremum ^ yQ et > a donc
aucun f(x) n'est compris entre a et b = Sup z.

z € N

Par conséquent tous les f(x) sont égaux à a pour x£M

(en posant M = £x | f(x ) < a ) nt{x | f(x) ^ bj ) sont égaux à a.
Nous dirons que la classification C définie sur Et x Eg résulte

des classifications C(E1) et C(E2).

Soit un espace fonctionnel F défini comme produit d'ensemble
Et, t étant un paramètre quelconque élément de l'ensemble G. Tout
point X et F sera caractérisé par les valeurs de ces projections sur
E t ; ce qui revient à définir une fonction x(t). Nous désignerons par
xA(t) la fonction déduite de x(t) en prenant les valeurs de x(t) sur les
éléments t de l'ensemble A. - xA(t) définit la projection de M sur les
sous-espaces vectoriels FA (t) produit des Et pour tous les éléments t
de l'ensemble A.

Soit une classification C(F) de l'ensemble F. Soit P une classe
de C(F), soit M un élément F, MA sa projection sur FAj Mc sa pro-
jection sur Fc ;A

M = M. . MrA CA

Nous pouvons définir une corrélation entre FA et Fc en écri-
vant que : M e P.

Si cette corrélation est classifiante quel que soit P c'est qu'il
existe une classification C(FA) sur FA et une classification de C(Ff )
sur FCa , telles que C(F) résulte de C(FA) et de C(FCa ).

Supposons la propriété établie quelle que soit la partie classifiée
A d'une classification qui sépare G. Soit (P) la projection de P sur FA ,
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(Pt )A une classe de C(F.) telle que :

(Pi)AC (P>a

J'ai en projetant sur Et :

(«>*). (<P>A)t
Si je considère 2 classes A., A., telles que :J j J

VC A,
de la classification C(G) j'ai : (P^Oa C (Pa )a

j’ j

Donc : C

nous poserons pour simplifier les notations :

bj* • (<p> \) t
W*' * ((pü' >*,) t

et en continuant de proche en proche nous écrirons de la même façon :

■Mar1* etc • • •

ce que nous écrirons :

Bj, I étant un ensemble d'indices d'après les relations obtenues pré-
cédemment entre les Bj nous aurons :

les B j forment donc une suite d'ensembles qui décroît quand I croit ;
or I croit quand on prend des répartitions en classes de G de plus en
plus fines. Ap étant la classe de la répartition de CQ qui contient t ;
ily a une infinité dénombrable In(p) d'ensembles d'indices possibles ce
qui détermine une infinité dénombrable de Bin(p) . Les Bin(p) définissent
parleurs intersections non vides une répartition en classes 7ï^ sur Ét.
Si nous considérons une répartition en classes % de C(G) plus fine que
yt q lesIn (q) se déduiront des In (p) par adjonction d'indices. Les Bj (q) se-
ront donc inclus dans les Bjn(p) et la répartition en classes n' sur
Et sera plus fine que la répartition 7|,' .

Quand les Ap tendent vers |t j les yvp engendrent une classifi-cation sur E^.
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NOTA. :

La classification engendrée peut très bien ne comporter qu'une
seule classe si tous les 7c' n'en comportaient qu'une, parce que tous les
Bjn(p) se réduiraient tous à Et.

Toute classe P de C(F) peut se mettre sous la forme :

u (ri(Pi>)1 V A É7Ç p /A

puisque C(F) résulte des C(F. ).

Les in^p (Pi )A forment une répartition en classes de P. Quand
p augmente indéfiniment, ces répartitions engendrent une classification
et les éléments limites de cette classification sont de la forme :

n«v(‘)
t (z G

Qy (t) étant l'intersection de toutes les classes de C(Et) qui contiennent
l'élément y 6 E t. Donc pour toute classe P de C(F) nous avons :

P =u/
\ te g /

la réunion pouvant toutefois n'être pas dénombrable.

Nous dirons que C(F) résulte des C(Et), t€ G.
Nouspouvons définir de la même façon la relation "résulte des" sur un
sous-ensemble de F.
Il suffira pour cela de considérer que la relation "C(FA) résulte de C(FD )
et de C(FA CD )" est vérifiée par toute les classes B de G qui sont des
sous-classes de la classe A. La démonstration précédente est valable
sans changement.
Les classes P d'une classification C(FA ) pourront se mettre sous la

De sorte que nous pourrons dire :

C(FA ) résulte des C(Et ), t € A.

La relation "résulte des" est associative, c'est-à-dire si

M = U A±

(lesA1 étant des parties classifiées de G) entraîne que C(FM ) résulte des
C(FAi ) et si C(Fa ) résulte des C(Efc)i t € A4 alors C(FM) résulte des
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C(Et), t € UAj = M. Il suffira de prendre parmi les 7fp qui servant à
faire le raisonnement pour établir que C(FM ) résulte des C(Et ) t G M la
répartition en classes de M déterminée par les A4, (si la réunion est
dénombrable) ou une suite de répartitions en classes dont les parties
ultimes sont les Ai(si la réunion n'est pas dénombrable, cette réunion
devant toutefois être associée à la classification qui sépare G).

En résumé nous pouvons énoncer le théorème suivant :

THEOREME II - 6 -

Si une classification de F résulte de la classification C(Fl)
et de la classification C (F elle résulte de la\ M y N/
classification C(FL M) et de la classification C(Fn ).



CHAPITRE III

FONCTIONNELLES ADDITIVES

Généralités concernant les fonctionnelles
sur un ensemble classifié

Je dirai que j'ai défini une fonctionnelle sur un ensemble clas-
sifié E, à valeur dans F si à tout élément M d'une famille de parties
classifiées de E, je sais faire correspondre un élément de F noté cp (M).

Je dirai qu'une fonctionnelle cp' est plus fine qu'une fonctionnelle
si toutes les fois quecp(M) existe <p'(M) existe et est égal à cp(M) .

Je dirai que j'ai défini une norme pour les valeurs de la fonc-
tionnelle si j'ai défini une application de cp(M) sur un ensemble ordonné
A de telle sorte que à tout je sais faire correspondre unkj = k(cp(M1)).

Je dirai que j'ai défini une borne pour les valeurs de la fonction-
nelle sur une famille L d'ensemble si je sais déterminer une fonction
hL des kA satisfaisant à :

K < hMA
L1C L2=>hL^

Il en résulte que :

1/ - Si nous avons une borne h(cp ) sur l'ensemble des parties
classifiées pour lesquelles <p (M) est défini, il y en a une hj, sur toute
famille L et h, ^ h(cp).
En particulier pour tout k on a : k± < h( cp)

Nous dirons que la fonctionnelle est bornée et nous appellerons
h(cp) la hauteur de cp .

2/ - Si cp est plus fin que cp' et si cp est borné <p' est borné et
h(<f') ^ h(cp).

61



En effet l'ensemble des parties classifiées sur lequel '(M) est
défini peut être considéré comme un sous-ensemble de celui des parties
classifiées sur lequel cp(M) est défini.

FONCTIONNELLES ADDITIVES -

Nous dirons qu'une fonctionnelle est additive si 'f prend ses va-
leurs dans un demi-groupe additif

cp(AyB) = cp(A) + cp(B) pour Apj B = 0
Nous dirons qu'une fonctionnelle est cr-additive si

+00 +00

<f ( Oa ) = Jp <f (Al )
avec A . = 0 pour i f j
Nous supposerons désormais que nous connaissons une norme pour les
éléments de F satisfaisant à :

1/ - k(A) - k(B) ^ k(A + B) ^ k(A) + k(B) quel que soient les
éléments de A et B de F.

+00 +00

2/ - si la série T2 k(A ) est convergente, la série T2 A
est associativement et commutativement convergente quels que soient
les éléments A± de F.

Définition d'une fonctionnelle a - additive -

1/ - sur une répartition en classe
Soit Pjj avec j € Z une classe de la répartition.

Nous poserons

*i(Pij ) = Au

k(^ij ) = kij
Pour avoir une fonctionnelle <x -additive il suffira que k^ existe.
Nous poserons 72 kij = hauteur de cc1.

j ^ Z
IIEn effet pour tout ensemble M = , Vy<cz Py , on a une série

convergente ^ kAj et par conséquent £2 A y converge également.
j € Z ' j € Z'

Nous pourrons poser :

fi(M) = TZ <pi(Pij )1
j <= Z
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Si nous avons mis M sous la forme M =u Mj les Mj étant disjoints et
de la forme :

M, = Ü P|j
J € Z,

nous devrons avoir

Z =U Z,
1 x

et la série
. Wk > étant associativement convergente on a :j € Z

jFz T<pij > ■ *=><“.>
2/ - Sur une classification C, soit une suite de fonctionnelle de

plus en plus fine définies sur les répartitions 71^ d'une classification et
bornées dans leur ensemble (c'est-à-dire que hi < H quel que soit i).

Nous pouvons définir une fonctionnelle $ par : $(M) = cp± (M)
pour tout ensemble M pour lequel on peut trouver un cj>± tel que 'fi(M)
existe.
On aura alors «pit(M) = ^ (M) pour tout i' i. La fonctionnelle $(M)
est <r -additive si pour toute une suite Mn d'ensembles qui convergent
vers 0 on a : $ (1VÇ, ) —» 0.

Quelle que soit la façon dont on mette E sous la forme E = O on
aura : X>ii « h.
En effet si on ordonne par rapport à i on peut écrire

'■KN-iN» ■■■»$ s» ••••
Nous avons : Çky « h,

i
mais en exprimant les Pjj en fonction des P^! nous avons :

K « 1!j 1 , l1
or \) U (U p%) = (V P2V) u (V *.)
donc : ÇCk2Jil +CK2j2 < h2

Ji 1 h
donc: Ckti +Ck21 < h2

il J1 Î2 J2
On démontrerait de même par récurrence que :

CM,Ml

et par conséquent

+ TZK\ $ hrJn

Çk^H
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La série rxi étant convergente la série de (P1. ) l'est éga-
lement et l'on peut poser :

cp(E) = )

Si E peut être mis sous la forme U Em les Em étant de la forme
UPjj les séries correspondant aux Em sont des sous-séries de

la série Y^k <j correspondant à E. Elles convergent donc et par suite
les séries T~|cp (Pij ) correspondantes convergent également et on peut
les prendre pour définir les cp(Em).

De plus comme

kf (E,„) .< E
m

k(? (pij )) < k(cf(Plj )) 4 H
On a pour toutes les réunions M de classes de C :

k(cp (M)) < H

Montrons que par passage à la limite on obtient toujours des
ensembles jouissant de cette propriété.

Soit une suite d'ensembles A jouissant de la propriété

k(<f(Ap)) ^ H

A possède donc une limite donc

p+i U p+i p U p

avec AP., n V =

ApnD - 0
BP+in dp = ^

Bp„—>0
Dp >0

Nous avons : cj?(A P+1 ) + ?(BP+i) = <f(Ap) + ?(Bp)

k(?(Ap+1 )) « k(T(Ajl+1 ) + (Bp+1 )) + kCf(Bp+1 ))

4 k( T(Ap) + S>(Dp)) + k(cp (Bp+1 ))
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< k(?(A)) + k( cp (Bp )) + k(cp (Bp+1 ))
k(cp(Ap)) v< H et : k(T(Ap+1)) - k(?(Ap))-^0

Donc k (Ap) tend vers une limite ^ H.
On peut déterminer la valeur ^(A) correspondant à cette limite

en écrivant

?(Ap+i ) ~ f (Ap) = cf.(E^ ) - cfBp+1 )

pour toutes les valeurs de p et en additionnant ce qui donne :

-fOO

T(A) - ftAJ =C (T (Dp) - »
1

Si l'ensemble A peut être obtenu de 2 façons différentes comme
limites de 2 suites d'ensembles

An et A' on pourra poser :

A . . B = A' fI B'
n U n n U n

avec :

An n Br,

A^nB'n = 0

B„n Bn * 0
Bn—>0

B' —> 0
n r

et par conséquent |fAn) + <p(Bn) = «p(A^ ) + <f(E£)
cp(Bn) et ^(B^) tendant vers zéro les limites de ^(A^ ) et ^(AJJ sont
égales.
f (A) est donc bien définie de façon unique et la fonctionnelle œ est bien
cr -additive.

APPLICATIONS -

1/ - Eest un ensemble de nombres réels. F est l'ensemble des
nombres positifs.

k(a) = a Cai = 1

Dans ce cas <p est une distribution de probabilité si_Ja ± = h avec
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cp(x. < X < X. „ ) = XI ' i 1+1 ' i+1
X
i

E est borné.

Un cas particulier important est celui de la mesure de Lebesgue,
quand l'ensemble E est un ensemble de réels |de la forme a < x ^ b.
Pour simplifier l'exposé nous prendrons pour ensemble E, l'ensemble
0 < x 1 l'extension se faisant sans difficultés.

Nous pouvons définir sur E les répartitions en classes
q + 1

\ Par : Pnq n

Les répartitions 7tn ne forment pas une suite de répartitions p
de plus en plus fines mais il est facile d'extraire une telle suite de la
famille des 7Ç, pour définir la classification C qui sépare E. Les répar-
titions qui n'appartiendront pas à cette suite sont manifestement asso-
ciées à la classification.

Si nous définissons cp(Pnq ) pour toute valeur de n et de q nous
avons un excédent de valeurs de cp pour définir la fonctionnelle ; mais
si nous démontrons que la valeur choisie pour P,q est la même que celle
que l'on obtient à partir des valeurs de <p(P ) choisies pour les classes
de toutes les répartitions plus fines nous démontrons à la fois que les
sp± sont de plus en plus fines et que les valeurs excédentaires sont bien
celles prises par la fonctionnelle telle qu'elle est définie au moyen des
fi *

7Vn. est plus fin que %n si n' est un multiple de n :
n' = Xn mais alors la classe Pn(. est la réunion de X- classes Pn.q> •

Nous poserons :

Nous avons :

n'

1

n

Donc T(pl_Jp Pn, qt) = ?(Pnq ).
n'q* nq
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Pour tout ensemble M : 0 < x 4 r, r étant un nombre rationnel, on a:

<f(M) = r.
Par passage à la limite on voit que pour tout ensemble de la forme :
0 < x £ s on a : œ(M) = s.

Nous sommes donc ramenés à la théorie classique de Borel-
Lebesgue. Nous dirons que nous avons défini la mesure de Lebesgue
sur la classification de Borel.

2/ - E est un ensemble totalement ordonné
F est l'ensemble des nombres réels.

k(a) = |a |

<f(Xi < X < X1+1 ) = f(xi+1 ) - f(Xj)

La fonctionnelle existe à condition que f soit une fonction à va-
riation bornée.

C'est le cas classique de la fonctionnelle de Stieltjes. E est un
ensemble partiellement ordonné.

Dans ce cas on se rapportera au travail d'André Revuz.

3/ - F est un espace vectoriel normé

k(a) = |a|.

Il est possible de trouver des fonctionnelles cp satisfaisant aux
conditions du paragraphe précédent.

Je l'établirai par un exemple

Prenons pour E l'ensemble 0 < x < 0, pour classification la classifi-
cation C définie par les classes

Pla -q-Vliq 2 2

Pour ^(Pj^ ) le vecteur de module — H
1

q 2
tc(1 )

n = l %
COS

o n+1

et pour angle polaire

Il est facile de voir que la fonctionnelle cj> satisfait aux conditions
du paragraphe précédent et par conséquent elle est cr -additive.
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4/ - F est un champ de variables aléatoires à moment du l°ordre
et 2° ordre fini.

k(X) = y m2 + cr2 rn étant le moment du 1° ordre.
cr étant le moment du 2° ordre réduit.

Nous savons que si X = Xt + X2 on a

m = rrq + m 2 ; cr = .

Nous avons donc : k(X) k(X1 + k(X2)etk(X) estbienune norme.

Déplus nous savons que siT^\J m? + g2 converge£~m. etj*~çr con-
vergent et que^~X t est associativement et commutativement convergente.
Prenons pour ensemble E l'ensemble 0 < t ^ 1. Nous définirons une
classification comme dans le cas d'une mesure de Lebesgue et nous pren-
drons mêmes précautions pour les cpn correspondant à des répartitions
associées à C.

Nous poserons donc cp(E) = X.

SiX est divisible par n c'est-à-dire il est égal à la somme de n
variables aléatoires indépendantes de même fonction de répartition Xn ce

que nous écrirons X = n * X„ : — * X = X„-n n n

Nous poserons cp(Pnq ) = Xn pour Pnq =

Nous pourrons donc définir cp sur tous les Pnq si X est divisible
par tout n - Nous avons :

T(P„q ) = x„ = i * X

<p(P„V ) = = s * X
I I P = X * (— *x)

P pT 1 V ’
n'q' c nq

Or si nous formons n * ( x * (—, * X)) cela revient à additionner xn va-n'

riables indépendantes égales à Xn, donc à former n' * X , = X. Nous
avons donc :

X * xn, = - * X = Xn
n

f(UPn.q.) = T (Pnq)

< t 4
q +H
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Il reste donc à démontrer que cp est borné et continu. Pour chaque <p> l
on a : ht = Z2klq

q

Or <f(Piq ) = i * X

On devra donc avoir en désignant par miq et cr iq les moments
du 1er ordre et du 2ème ordre de cp (F^ ).

n mlq = m ; n cr.q = ct

donc
kiq

ht = I2kit

/. m »
2 or 2

— ) + <m>1 n

'
m2 + cr2

/m2 + cr2

hA est constant donc H existe.

iq tend vers jt j on
m

miq n

cr

CT1•Hb
n

0 ; donc cp(Plq )—>0.

Ceci est donc vrai à fortiori si P± >0. Nous avons donc dé-
fini la fonctionnelle cr-additive pour toute partie classifiée de C.

Remarque :

Nous avons défini une opération ^ * X pour laquelle — * X se pré-
sente comme l'opération inverse de la somme de n variables aléatoires
indépendantes de même distribution.

Si l'on considère cette opération comme une sorte de multipli-
cation l'opération inverse peut être considérée comme une division et les

expressions — * X comme des fractions de X ou comme produit de X par

une fraction.

Sur toute partie classifiée M de C dont la mesure de Lebesgue
q

est — on a :
n

cp(M) = ^ *X.
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Par extension pour toute partie classifiée M dont la mesure de Lebesgue
est un nombre réel t nous poserons t * X = cp(M).

Cette définition est cohérente car si deux parties classifiées M'
et M" ont même mesure de Lebesgue t la fonctionnelle cp prend la même
valeur pour ces deux ensembles.

En effet on peut les approcher par deux suites d'ensembles M' et
M" de mesures de Lebesgue r rationnelles et égales entre elles.

On a donc constamment ) = rn * X = cp(M^')doncà la limite :
cp (M') = cp (M").

5/ - E est un ensemble totalement ou partiellement ordonné F est
un espace vectoriel dont les composantes sont certaines ou aléatoires.

Ce cas réunit toutes les difficultés trouvées dans les cas précé-
dents mais ne pose pas de problème nouveau.

ENSEMBLES EQUIVALENTS -

Soit m une fonctionnelle cr -additive sur un ensemble E, un sous
ensemble A de E est m- négligeable si m(B) = 0 pour tout B inclus dans
A. En particulier m(A) = 0; mais tout ensemble A tel que m(A) = 0 n'est
pas nécessairement m - négligeable sauf si la fonctionnelle prend ses
valeurs dans un ensemble F dont tous les éléments sont positifs ou nuis.

Si m(A) = 0 sans que m(B) = 0 pour tout Bc A. On dira que A est
irrégulier. Si A est n - négligeable, on écrira :

Aç=^0. (on dira négligeable et on écrira A^=i 0 lorsqu'aucune
confusion n'est à craindre).

Deux ensembles A et B sont équivalents s'ils ne diffèrent par un
ensemble m - négligeable au plus m - c'est-à-dire si :

(AnCB)^0 BnCA^=!0
Cette relation est symétrique et réflexive. Elle est de plus transitive en
effet si l'on a en outre :

BnCD^iO DnCB^0
On aura :

A nC D = [An(BnC D)] y [(AnC B)nC Dl
D n C A = [Dn(BnCA)] u[(AnCB)nCD]
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Donc :

AnCD=0 DnCA*=±0

Une réunion finie d'ensembles négligeables est négligeable car
tout sous-ensemble est une réunion finie d'ensembles de mesure nulle.

Une réunion dénombrable d'ensembles négligeables est aussi
gligeable car la limite d'un ensemble de mesure nulle a une mesure nulle.
De même toute intersection finie ou dénombrable d'ensembles de mesure

nulle.

Théorème III - 1 :

Soit une famille $ d'ensembles ^ non m - négligeable, si l'en-
semble F des valeurs prises par la fonctionnelle est archimédien, il
existe une famille G dénombrable d'ensembles Bj non m - négligeables,
disjoints, tels que tout A. t soit m - équivalent à une réunion finie ou dé-
nombrable de B.. On dira que Aj est non m - négligeable si m(A1) 0.

Soit A0 un des Aa tels que : m(A1) ^ h > 0.

Formons la famille des At « C A0.

S'il existe plusieurs éléments de % pour lesquels la valeur de la fonc-
tionnelle est supérieure ou égale à h ; choisissons en un Ai et formons
Aj n C A0 C At qui formeront une famille $2.
Continuons jusqu'à ce que nous soyons arrivés à une famille $n qui ne
contienne aucun ensemble pour lequel la valeur de la fonctionnelle est
supérieure ou égale à h.

Nous y parviendrons en une nombre fini d'opérations en effet A0,
A j, A g etc. sont tous disjoints et la valeur de m est supérieure ou égale
à h. Donc :

m(AoUAlU- y Vl ) > nh
or la valeur de la fonctionnelle pour tout ensemble est borné donc n est
borné.

Nous avons donc formé une famille $' comportant un nombre fini
d'ensembles disjoints pour lesquels la valeur de la fonctionnelle est > h
et une infinité d'ensembles pour lesquels la valeur de la fonctionnelle
est < h.
Tout A± est réunion d'un nombre fini d'éléments de $'. Nous pouvons
recommencer avec les ensembles pour lesquels la valeur de la fonc-
tionnelle est inférieure à h pour une autre valeur k < h.

Nous obtiendrons ainsi un nombre fini d'ensembles disjoints pour
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lesquels la valeur de la fonctionnelle est comprise entre h et k.

En répétant le procédé pour une suite décroissante convergeant
vers zéro, de valeurs positives h, k, ... , puis pour une suite crois-
santé et convergeant vers zéro, de valeurs négatives h', k', ... , nous
pouvons former une infinité dénombrable G d'ensembles disjoints B, pour
lesquels la valeur de la fonctionnelle n'est pas nulle. Tout Ai est donc
une réunion d'une infinité dénombrable ou d'un nombre fini B, et d'un
ensemble C k appartenant à une famille H d'ensembles pour lesquels la
valeur de la fonctionnelle est nulle.

LesC k sont négligeables. En effet supposons qu'ils ne le soient
pas, c'est qu'il existerait des ensembles Dxc Ck pour lesquels m(D # 0..

Il nous suffit pour éviter cela de procéder avec une famille F
contenant avec tout ensemble non négligeable ses sous-ensembles non

négligeables de sorte que les Dj sont eux-mêmes une réunion de Bj .

Application :

Soit deux fonctionnelles m. et m2 définies sur une même struc-
ture d'ensemble classifiée. Considérons la famille des ensembles At m2 -
négligeables qui ne sont pas mt - négligeables. Ils forment une famille
F ils sont donc m2 -équivalents aux réunions finies ou dénombrables G
d'ensembles Bj mj- non négligeables, ni2~ négligeables, disjoints.

Posons : M = y B. .
Tout Bj est un sous-ensemble de M. Donc tout A± C M est m2-négli-
geable mais il est également m^,- négligeable car sinon il serait m2-
négligeable donc inclus dans M. Donc :

Théorème III - 2 :

Tout ensemble m2- négligeable, mx-non négligeable est m2-équi-
valent et mt- équivalent à un sous ensemble d'un ensemble m2-négli-
geable, mj - non négligeable.

REPARTITIONS REGULIERES -

On appellera répartition en classe m - régulière d'un ensemble
E, une répartition en classe pour toute classe Pj de laquelle on a soit :

m(Pi) > 0, soit P,,, > 0.
m

Théorème III-3 :

Etant donné une répartition en classes 71 d'un ensemble il est
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toujours possible de trouver une répartition en classe m - régulière plus
fine que %. Supposons que la répartition en classe ne soit pas régulière,
c 'est-à-dire qu'il existe au moins une classe P± irrégulière dont il existe
donc des sous-classes pour lesquelles la valeur de la fonctionnelle n'est
pas nulle.

Les classes d'une répartition en classes de P sont des ensembles
pour lesquels la valeur de la fonctionnelle est non-nulle ou nulle. Si toutes
ces classes pour lesquelles la valeur de la fonctionnelle est nulle, sont
négligeables, il suffira de remplacer P± par cette répartition dans % pour
avoir une répartition régulière. Sinonily aura des sous-classes Q . irré-
gulières.

On recommencera avec les classes Q< comme avec les classes
et ainsi de suite.

Nous obtenons donc des répartitions de plus en plus fines for-
mées de classes non- négligeables et irrégulières. Les classes irré-
gulières formant des suites ordonnées par rapport à l'inclusion.. L'in-
tersection de toutes les classes d'une telle suite est nécessairement

négligeable car la valeur de la fonctionnelle pour cette intersection est
nulle et il n'y a pas de sous-ensembles irréguliers car s'il y en avait
un, il appartiendrait à la suite et contiendrait une intersection.

Dans la suite des répartitions successives, nous pouvons dis-
tinguer une partie régulière et une partie irrégulière. Nous appellerons
E-l l'intersection de toutes ces parties irrégulières. Le complémentaire
de Ex est la réunion d'ensembles Mj tels que MAC M'it si i < i'. Nous
pourrons prendre sur chacun des Mi+1 intersections complémentaires
deM la répartition en classe de cet ensemble par rapport à 7fi+1 . Nous
avons donc une réunion dénombrable de réunions dénombrables de clas-
ses donc une répartition en classes de C Ej.Ej est une partie classifiée.
Ou bien Ex est négligeable ou bien il ne l'est pas. S'il ne l'est pas il
existe des sous-ensembles de Ej pour lesquels la valeur de la fonction-
rielle n'est pas nulle. A partir de ces sous-ensembles on détermine une
répartition en classes de E i dont les classes sont des ensembles pour
lesquels la valeur de la fonctionnelle n'est pas nulle ou bien est nulle.
Ceux pour lesquels elle est nulle sont négligeables ou irréguliers. Nous
pouvons donc recommencer à partir de Et la suite d'opérations que nous
avons faite sur E. On obtiendra ainsi une partie classifiée E2 à partir
de Ei de la même façon que l'on a obtenu E i àpartir de E, EjC C E2 étant
réparti en classes dont aucune n'est irrégulière. Si E2 est irrégulier
on recommence et on obtient E 3 et ainsi de suite.

L'intersection Ew de tous les Et est négligeable car sur l'en-
semble Ew+1 la fonctionnelle prend la même valeur que sur l'ensemble
H
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m(Ew C C Ew+ !) = 0.

quelle que soit la façon d'obtenir Eu+1 à partir de E .

Donc pour tout sou s-ensemble de E^ , la valeur de la fonctionnelle
est nulle. La répartition en classes de E obtenue en prenant les répar-
titions en classes de E c C E, ... de Etc C E i+1 ... et en complétant
avec l'ensemble E^ , ne contient que des ensembles non m - négligeables
ou m - négligeables. Nous avons ainsi obtenu une répartition régulière.

Applications :

Si nous considérons la famille des classes d'une répartition régu-
lière pour lesquelles la valeur de la fonctionnelle est positive nous ob-
tenons une partition cellulaire (théorie par défaut).

Si nous considérons des réunions de ces classes avec des classes
négligeables de façon à recouvrir E, la même classe négligeable pou-
vant être réunie à plusieurs autres classes non-négligeables, nous ob-
tenons une partition cellulaire (théorie par excès).

Pour le développement de ces théories on se reportera aux tra-
vaux de Christian Pauc et K. Krickeberg.

OPERATIONS sur LES FONCTIONNELLES cr - ADDITIVES -

1/ - Addition
Si deux fonctionnelles à -additives cpt et cp2 sont définies sur une

même famille de parties classifiées et prennent leur valeur dans un
même groupe, la fonctionnelle <p3(A) = <px(A) + ^(A) est a -additive.

En effet nous aurons :

k( <p3) pM c^) + k( cp2)
donc

h( ÿs) < h( cpt) + h( f2)

si

A >0 ?i(A)_>0
?2 (A) —* 0

donc % (A)—>0

èumaj) + ¥2 (a± )) = (Ai) +r>r(Ai)
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Lim. ( Jt&j,! + f2(Ai)) = Lim ?i(Ai) + Lim ?2(Ai)

2/ - Soustraction -

Il est clair que la différence de deux fonctionnelles est une fonc-
tionnelle dans les mêmes conditions que pour l'addition.

3/ - Limites -

Si la suite des hauteurs hn d'une suite de fonctionnelles p-n tend
vers zéro on dira que la suite des fonctionnelles converge vers la fonc-
tionnelle nulle. La suite des valeurs des fonctionnelles pour une partie
classifiée donné tend vers zéro car :

k(,,n(A)) < hn—^0

Si la suite des hauteurs h( p-n) d'une suite de fonctionnelles p>n est telle
que :

h((xn) < H

h( - p-q)—>0 quelle que soit la façon dont p
et q augmentent indéfiniment, il existe une fonctionnelle u telle que :

(a - iXj, converge vers la fonctionnelle nulle. On dira que M-n con-
verge vers p- ou que ^ est la limite de .

A toute partie classifiée A il correspond p.n(A). Etant donné Sp je
peux déterminer q de façon que

k(^p(A) - Pq(A)) < eP

et en prenant : eq < ep - k ( (A) - p-q (A)) l'intervalle

k( p. (A)) - e , k( (A)) + eq sera entièrement contenu
dans l'intervalle :

k( P-P(A)) ~ eP » k( P-p (A) + EP •

Le filtre ainsi défini a une point adhérent et ^ (A) converge vers
une valeur que l'on appellera |a (A) quel que soit e il est possible de
trouver jan(A) tel que :

k( ^n(a) " P- (A)) < e

pour tout n > N.
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Soit B = U A± les étant des parties classifiées disjointes.

Soit : P'(Ai) la valeur de la fonctionnelle y pour Ai# Il est pos-
sible de choisir des de façon que < e et des NA de façon que :

k( H-n (A-i) - |t (A^) < e pour % > Ni.

posons : SP = (Ai )

N
(p) = Sup p ^

Pour tout n > N(p) on aura :

k(bn (Ai) - (i(A±)) < ei

k(S y. (Ai) - Sp) < fc e. < e

k(|*h (Bp) “ sp) < e .

Or jin (Bp ) converge vers y. (Bp ) et il est possible de choisir n de
façon que :

k(fh(Bp) - f(Bp)) < n

On aura donc :

k( ('■(Bp) - Sp) < e + tj

quels que soient e et -n ; donc ^(Bp) = Sp. Ceci étant vrai quel que soit
p fini. Si p augmente indéfiniment, . . .

Sp converge vers une limite S en effet

53 klMAiJ < è6i+ ék [Ni(Ai)]
or

fck [(Xn. (Ai)] < h( (ini ) < H

[^(Ai )] < H + c

qui est une borne indépendante de p donc (Ai) est absolument con-
vergente ^ (Bp) converge donc vers S et l'on a :

CÜ

H- (Ua.) * Çe<Ai)
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4/ ~ Séries :

Théorème III - 5

Une forme linéaire de fonctionnelles & -additives définit une
fonctionnelle cr additive si la série J^ian | h( ) est convergente.

p

Posons : ïpSEan pi

Yp est une fonctionnelle - Sa hauteur h(Yp) est bornée car l'on
h( YP) « fel aJ h( Y-n)

en effet pour tout A

k( rp(A)) =■ k(èanlxn(A)) Ifclal kf#|A)) «£|an| h( ||
La suite yp est convergente si : h( Yp) < H quelque soit p h( yp " Yq)—* ®
quels que soient p et q suffisamment grands.

Or si S converge vers une valeur H
p

| ,
h( r„) «El ^ I h( p-n ) < H quel que soit p.

h( Tp " ïq ) < ÉTIanlh( jo—>0
quand p et q augmentent indéfiniment en effet pour tout A

k( yA> - r, <A> > - k<f>n yA> ) < èi a„ i k( Kn(A) )
< tlanl h( \Ln)

q

5/ - Produit d'une fonctionnelle par une fonction semi-étagée.
Soit une fonctionnelle semi-étagée f prenant ses valeurs y dans

un groupe F muni d'une norme n(y) une fonctionnelle m prenant ses va-
leurs z dans un groupe distancié G. Soit une application de F x G dans
H notée y x z = u ; H étant pourvu d'une norme notée |u| satisfaisant la
relation] y x z | < n(y) k(z).
Nous supposerons déplus que la multiplication y x z est distributive par
rapport à l'addition dans G.

Il est possible de définir une fonctionnelle f x m prenant ses va-
leurs dans H, l'application t - f x m du produit de l'espace ^ des fonc-
tions f par l'espace 9 des fonctionnelles m dans l'espace 9 des fonc-
tionnelles t étant distributive et continue par rapport à l'addition dans
jj, et continue par rapport à l'addition dans cj>. Soit d'abord une fonction
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f étagée. Pour toute classe P de C sur lequel Oscf = 0, c'est-à-dire
f ■ Xp, on prendra t(p) - Xp m(p). Toute classe Q de C est une réunion
dénombrable de classes P ; en effet soit 7* une réunion en classes sur

les classes de laquelle Oscf. = 0. J'aurai :

E ^ÜPj Q - EnQ
P. « ff

= U(PlnQ)
Or l'intersection de PA et de Q est soit vide, soit Pj , soit Q. Si c'est
Q c'est que Q est lui-même un PA et la propriété est établie. Ecartons
ce cas ; en appelant Pj les classes Pi qui sont incluses dans Q nous au-
rons :Q Uj2 Pj . Toute réunion A de classes de C est une réunion dé-
nombrable d e classes Q donc de Pi ou de IL Pj . Nous aurons: A - Uk2Pk.

Je prendrai comme valeur de la fonctionnelle pour Q :

t(Q) = ZZjX^m(Pj)
Cette série est absolument convergente puisque | V- I estbornéet ||.{ï| )
absolument convergente. t(Q) est indépendant de la répartition car si je
remplace une classe Pj par une somme de classes Pj, j'aurai

^1;. m(p.r> ■ xpj m<pj')
Je prendrai comme valeur de la fonctionnelle pour A

t(A) = m(Pk)
k k

tout | t(A) | et tout |t( UA) | est majoré par' :

Sup. ) k(m(Pi ))] = h(t)

Nous avons fait correspondre à tout f étagée et à tout m une fonc-
tionnelle t = f x m. L'opération ainsi définie est distributive par rapport
aux additions et séries commutativement convergentes.

En effet soit m mn t - / . f x mn

j'aurais t(A) = 7Z(7Z\p m (Pk))
n k k

Les 2 sommations étant commutativement convergentes on peut
les intervertir et

t(Z)
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t(Z) | T2 [ Xp r^mn(pk) ]k kn

= EXb m(Pk)| »

f x rn (A )

Les 2 fonctionnelles f x m sont identiques ou

Df-mn) = ï.îSMf) C.Q.F.D.
n n

(Si l'on suppose en outre la distributivité de l'opération y.z par rapport
à l'addition dans F on démontre de la même façon la distributivité de
l'opération f. m. par rapport à l'addition dans <jp).

Après avoir démontré la continuité de l'opération, par rapport
à f nous pourrons l'étendre à la fermeture de l'ensemble des fonctions
pour lequel elle est définie, c'est-à-dire à l'ensemble des fonctions
semi-étagées.

Nous allons montrer que si |f | < k h(f. m) < K h(m) en effet nous avons
vu que :

h(f m) < sup ,[ |Xp. | |m(P. ) | ]
TC P 1

i e 7f

4 sup [ C Sup |xp. I m(ï|) | ]
TC p

i € %

< sup KClmtPi ) | = K h(m)
K

Donc étant donné gn > g et Max gn < K la suite tm de fonction-
nelles tn = gn. m est telle que h(tn) < K h(m)

h(tp - tq) ^ Sup rg - gq | h(m) étant donné e il est toujours possible de
trouver ¥*£—: tel que Ig - g | < -n

h(m) n SP & q 1
entraîne h(t p - t ) < e donc la suite tn converge vers une valeur t que
l'on posera égale à g. m et l'opération est continue par rapport à œ . Si
h(tn) < H pour n suffisamment grand H(t) < H or h(t ) < K h(m) pour
Sup |g | < K.

L'opération f.m est continue par rapport à m en effet soit une
suite convergente mn de mesures donc

h(mn) < H quel que soit n

h(m - m ) < i] pour p et q
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suffisamment grands et une fonction f bornée donc | f | < K j'aurais
t " f. f. mn doncn lï

h(tn) < K h(mn) < K H

h(tp - tq) < K h(mp - mq) < K
£

On assurera n(tj, - tq) < -r\ en prenant t) < — donc la suite des tn con-

verge vers une valeur t et l'on aura t = f. m en effet

f. m - t = Lim(f. m - f. mn ) = Lim

en posant : -cn = f. m - f. m n = f(m - m n)

T n —» 0 car h( t n) < K h(m - mn) et h(m - mn ) ^ 0.

Il faudra faire attention si nous écrivons la fonctionnelle sous la

forme J dm que le résultat du produit par f devra s'écrire f. J dm en
utilisant l'opération sur co x ^ ou f f dm en utilisant l'opération sur
F x G. J

QUOTIENT de DEUX FONCTIONNELLES - ADDITIVES -

Soit deux fonctionnelles m1(A) et m2(A) prenant leurs valeurs
sur un même corps G. Considérons la fonctionnelle q(A) -

q(A) = m1(A)m21(A)

Cette fonctionnelle est bornée pour tout ensemble pour lequel M2 (A) $ 0.
Considérons les ensembles A m2 - négligeables, m. - non négligeables .
Ils sont m équivalents et m2 équivalents aux sous-ensembles d'un en-
semble H m2 - négligeable nij - non négligeable ou ml irrégulier.

Considérons les classes P, appartenant à une répartition régu-
lière de EHC H. On a soit : m2 (Pj) #0 soit P m2 - négligeable.

Si les PA sont m 2 - négligeables, ou ils sont m * - négligeables
ou:m1(P1) if 0 mais dans ce dernier cas ils sont mt - équivalents à un
sous-ensemble de H donc leur intersection avec C H est mt - négligeable.
Donc de toute façon ils sont mt - négligeables.

La valeur de la fonctionnelle m2 pour les classes d'une répar-
tition régulière de E n C H est ou nulle ou différente de zéro. Si elle est
nulle les Pt sontm t - négligeables et m2 - négligeables. q(Pi) est donc
oubienfini(siq(Pi ) # 0) ou bien indéterminé (sur un ensemble H" mx -
négligeable, m 2 - négligeable).
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On posera : H' = E r\C(H y H"). On pourra écrire pour tout en-
semble N, réunion d'une partie classifiée de H y H" et de classes de H' :

m^N) * mx( (HyH'^N) Ifcin^ )
pour PA c N c H'.

Le second terme du second membre peut s'écrire également :

Etant donnée une répartition en classes yv de H', nous pouvons
définir une fonction f (x) sur H' par :

f^x) = q(P. ) pour x e Fj e 7T

Si nous considérons une suite de répartition régulière qui con-

verge vers la classification qui sépare H' nous avons une suite de fonc-
tions f. (x) .. . f (x) . . . .1 ' ' n' '

Je me propose de chercher si cette suite de fonctions converge
vers une fonction f(x), pour certaines suites de répartitions et si g(x)
est indépendant de ces suites. Examinons d'abord ce qui se passe en un
point xG. Soit L(x0) la plus grande des limites des f (x0) et l(xQ) la plus
petite des limites des f^(xQ) quand on prend 7c arbitraire.

L(x0)etl(x0) existent nécessairement pour tout xQ ce qui déter-
mine 2 fonctions L(x) et l(x) à valeurs finies ou infinies. Il existe une
infinité de valeurs de q(Pi ) dans l'intervalle (L - t| ), (L + -q ) (ou supé-

1
rieures à — si L(x„) = + °°) ; donc une infinité de classes P, contenant

T) v o J
toutes le point x 0 et convergent vers ce point xQ. De même il existe une
infinité de cl asses P' convergeant vers xQ pour lesquelles les q(Pj ) sont
situés dans 1 - , 1 + q (ou inférieures à - ~ si l(xQ) = - œ).

Soit une partie classifiée M nous allons construire deux classi-
fications % et f! ne contenant respectivement que des Pj et des P'j.

Pour construire choisissons un point x0. Il existe une classe
P(xG) dans M qui est un Pj.

Il existe un point xt e MpC P(x0), donc une classe
P(xx)cM C P(xQ).

En continuant indéfiniment nous arrivons nécessairement à dé-
finir une répartition en classes de M car sinon il y aurait des points x
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de M qui n'appartiendraient pas à la réunion d'une famille dénombrable
de classes et qui par conséquent appartiendraient au complémentaire
d'une partie classifiée.

On pourrait donc trouver une nouvelle classe P(x) ce qui per-
mettrait de continuer la classification. De la même façon nous pouvons
construire une répartition en classes 7f' de M dont les classes soient
toutes des 7t 'j. Nous avons donc déterminé deux fonctions étagées f (x)
et f^.fx).

Quand ti tend vers zéro f^x) et f_i(x) tendent respectivement
vers L(x) et l(x) qui sont donc semi-étagées. Il en est de même de
L(x) - l(x) et par suite l'ensemble des, points x tels que :

L(x) - l(x) > e > 0 est une partie classifiée Ke. Pour
tout A inclus dans Ke on a :

/a(L(x-) - l(x) ) dm 2 fi Lim f^x) dm2 - LimJ(x) dm^
= mj(A) - m2(A) = 0

Or on ne peut donc avoir

I (L(x) - l(x) ) dm 0

L(x) - l(x) > e AC Ks

que si Ke est négligeable.

Comme sur tout A on a :

/aL(x) dm2 = Lim^ ^(x) dm2 - Lim/A dm± = /A dm1

/A l(x) dm2 = Lim/A fr(x) dmg | Lim^ dm1 = £ dmt
Les fonctions L(x) et l(x) sont finies (sauf peut être sur un en-

semble m2 - négligeable).

En tout point on a : L = 1 (sauf peut-être sur un ensemble m2 -

négligeable) et fn(x) converge vers une fonction unique f(x) (sauf peut-
être sur un ensemble m 2 - négligeable).

Remarque :

l/ - Si l'on trouve deux suites de fonctions convergeant l'une
vers gx l'autre vers g2 on a gt « g2 sauf sur un ensemble négligeable
inclus dans K.
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2/ - Si l'on complète g(x) sur K par des valeurs bornées on a

/K g(x) >^2 = 0 =/ dnij on pourra donc écrire
/»dm’,i y*A g dm2

sans s'occuper de K et par conséquent :

mi (A) - f dm! + /
CH-pA iA nH’

g dm.

g est la dérivée de la fonctionnelle m par rapport à la fonctionnelle m .
On peut convenir d'écrire symboliquement

dm ! - g dm2 sur H

mais alors g n'est plus une fonction semi-étagée, c'est une distribution.

mt sera dite continue par rapport à rr^ si C H' est vide. Ce sera le cas
si quel que soit A on a :

mj (A) rrfg1 (A) ^ A

Toute fonctionnelle continue par rapport aune autre fonctionnelle possède
par rapport à cette dernière une dérivée qui est une fonction semi-étagée,
bornée.

Exemple :

dm„ est la fonctionnelle définie par Maurice Girault (1)

dm j la fonctionnelle définie par :

m1(A) = Pr. J X e a|
X étant une variable aléatoire définie par :

X = X, + . . . + xn

avec :
2 3
— probabilité —

2 1
— probabilité —

1) Page 245 -
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2 11
probabilité - (1 + -n)

3 2

2 11
— probabilité — (1

2 e
n

(a vec en ■ - 1)Au point : x

mx m"1 vaudra n (1 + -gjg ) qui est convergent quel que soit x sur l'en¬
semble triadique de Cantor sur - 1, +1.

PRODUIT de FONCTIONNELLES o~ - ADDITIVES -

Supposons que nous ayons une classification C(FA B ) qui résulte
des classifications C(Fa) etC(F )surFA etFfi . Supposons que nous con-
naissions deux fonctionnelles <r additivesmA et mBsoient définis sur un
même corps. Pour simplifier l'exposé et fixer les idées nous suppo-
serons également que mA et mB sont des mesures prenant leur valeur
sur 0 ^ x ^ 1 mais cette dernière hypothèse n'est pas indispensable.

Je dis qu'il existe une mesure cr sur les parties classifiées de
Fa x fb définie sur les produits PA x p0 de parties classifiées de FA et

Nous avons bien une fonctionnelle a - additive. En effet si PB «

P'BUP; où P^ et PB sont deux ensembles disjoints ; x p^ et PA x PB
sont aussi des ensembles disjoints et nous avons :

* mA(PA) (mB(P') + mB(P;') )
= mA(P4)mB(P') + m4(PA)mB(Pp
= cr(PA x P. ) + o-(PA x PB)

Nous avons la même démonstration en échangeant les rôles de
et de PB .

La fonctionnelle est cr- additive car :

1/ - elle est bornée ; en effet ona :cr(N) + ct(C N) = 1

Or i^fCN) > 0 puisque toute partie classifiée peut être obtenue à partir
des limites de Q± = Up, .
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Or : cr(Pj ) ^. 0.

<r(Upi ) > 0
j J

^(Qi ) > o

Lim otQi ) < 0.

Donc <r (N) ^ 1,

2/ - Elle est continue.

En effet PA x P_ >0 implique que l'un au moins de PA et de
PB tend vers 0 donc que sa mesure tend vers 0 ; donc le produit tend
vers zéro.

SiU(PA x PB) *0, on a :

(UPj)x (L)pb>—
Or :

<r(ÜPA x PB) 4 <r( (UPA) x (UPB) )—>0

Pour une union de parties classifiées on peut grouper dans les
UPA x p tous les P0 qui se projettent sur le même et écrire :

ji i

■ri (P»4 * PBjl > )* E(m(PAi) (C,PBji)> )
En passant à la limite pour une partie classifiée M qui se projette en
Ma sur Fa et dont on appelle Mx les intersections avec jxj FB , on
pourra écrire

o-(M) »/B dmA/n dmB
A x

Probabilisation d'un produit d'ensembles classifiés.

Nous dirons qu'un ensemble E est probabilisé s'il est classifié
et si l'on a défini sur l'ensemble des parties classifiées une fonction-
nelle <r- additive, m, satisfaisant aux conditions.

1/ - 0 4 m(A). 2/ - m(E) = 1.

De ces deux conditions on déduit :

m(A) < 1.

la fonctionnelle est dite une distribution de probabilité sur E.
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Nous dirons qu'un ensemble E = E, x E2 est probabilisé par
rapport à £t et à £2 s'il est classifié et si l'on a défini une fonctionnelle
<r - additive m sur les parties classifiées de la classification satisfai-
sant à

1/ - 0 ^ m(A) Ac£jX E2

2/ - m(A! x A2) = m(A! x £2 ) m(E x XA2) AjC Ex, A2CI E2

Si m n'est pas la fonctionnelle nulle (ce qui serait un cas sans
intérêt) 2' entraîne :

3/ - m(E) = 1.

En effet en faisant A1 = Ag E2 dans 2' il vient :

m(E j x E2 ) f?' m(E t x E 2) m(E t x E2)

m(E) jf 0 entraîne m(E) - 1 et par conséquent m(A) ^ 1.

Un produit de deux distributions de probabilité satisfait manifes-
tement aux conditions 1/ - et 2'/ -

Théorème III - 6 :

Nous allons montrer que s'il existe sur Ej^ x E2 une fonctionnelle
cr - additive m satisfaisant 1/ - et 2/ - il est possible de faire une ap-
plication de Ej x e2 sur E^ x E'2 telle que la valeur de la fonctionnelle
m pour les origines des parties classifiées de E^ x E'2 soient identiques
à la valeur d'un produit de deux distributions de probabilité E' et EL

Considérons la fonctionnelle cp définie sur Ej x E2 par :

^(Aj x A2) = m(A1 x A2) m-1 (A1 x E2)

Nous avons : 0 < œ < 1

En effet : 0 < mfAj x A2) < mfA! x e2)

nous pouvons considérer ^(Aj x A2)pour une valeur donnée de A2 com-
me le quotient de deux fonctionnelles cr- additives surEj :

m(A1 x A2) et jj, - m(Aj x e2 ) m(A1 x A2) étant continue par rap-
port à p. nous avons quand At tend vers |xj :

f (At x A2) > N(x, A2)
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N étant une fonction bornée de x et une fonctionnelle par rapport à A g.

Nous avons entre m, N et jj, la relation :

m(Aj x A2) = Ja N(x, A2) -d|L
N(x, A2 ) est une fonctionnelle additive de A2 ;

en effet si Ag = A'2 ^ A2 avec A'2 et A2 disjoints on aura :

ftftj x (A£ y A2) ) = m(A1 x (AJj ^3 ) x Ea )
(mfAj xA'2) + m(A1 x A'2) ) m"1(A1 x E2 )

= mfA-L x A^) m_1(A1 x E2 ) + m(A1 x A2) m~1(A1 x E 2)

cp (A± x (A£ y A2) ) I cp (A^ A'2) + B&J A2)
Cette égalité est vraie quel que soit At donc à la limite on aura :

N(x, A'2LjA2) ) = N(x, A^) + N(x, A2)
N est même une fonctionnelle cr- additive ; en effet :

0 4 N(x, A2) < 1. Et si A2—N(A1 x A2 )—» p donc : <f (x, A2)—>0.

Nous noterons : nx la mesure sur E2 définie au moyen de N(x, A2).
Soit y un élément de E et z l'élément générateur de Ea nous pouvons
poser :

sx(y) = f I dnxJ z<y

Nous appellerons E' l'ensemble dont l'élément générateur t est
défini au moyen de 2 nombres u et v compris entre 0 et 1. La relation
d'ordre sur E' est définie par :

t1<t2 si u1<u2

*1 < t2 si u\ = u2 vx = v2

Lamesure de la classe T(u , Vj) < t < (u M v2) est définie par
m(T) = u2 - Uj ; nous définissons la relation suivante entre t et y.

u = e ; v * (y - yt) (y2 - yi)~ si y2 # y!

v g 1 si y2 = y
étant donné que l'ensemble des éléments y de E, tels que sx (y) - 9,
peut se mettre sous la forme :
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A(e, x, y) - |yt < y ^ y2J
Nous désignerons par tx(y) la valeur de t ainsi définie. A deux

valeurs différentes de y correspondent nécessairement 2 valeurs dif-
férentes de tx(y).

A tout y € E2 nous pouvons faire correspondre les ensembles
Lx(y), Mx(y), Nx(y) définis comme suit :

Lx(y) est l'ensemble 0 ^ t ^ tx(y)

M (y) est l'ensemble U Lv(z)x z< y x

Nx(y) est l'ensemble Lx(y) nC Mx(y)

Nx(y) existe toujours ; en effet :

Lx(z)c Lx(y) pour z < y

U Lx(z)cLx(y)
z < y

fit: tx(y)^Lx(z) pour z < y

txfe^ U Lx(z)
Z < y

Tout t± appartient à un Nx (y) et à un seul. En effet nous pouvons
répartir les y en deux classes non vides, la classe I dans laquelle nous
mettrons tous les y tels que tx (y) < tx, la classe II dans laquelle nous
mettons tous les y tels que tx(y) ^ tj.

Supposons que la 1ère classe possède un élément yQ plus grand
que tous les autres. Nous aurons :

txpo) = to
Donc pour tout y de la classe II nous aurons :

et par suite y
dn x t - t

J+y f' i °
O

qui ne pourrait pas tendre vers zéro quand l'ensemble yQ < z < y tend
vers 0. La classe II contient donc un élément yo plus petit que tous les
autres. Nous avons : tx(yQ) = t0
et par suite :
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pour y < y<

Lx<y„> = {o « t « t„j
Lx(y) = {o « W sx(y)}

avec tx(y) < tr Donc : (y ) = U Lx(y)c{0 ^ t < t A
V S V v '

puisque tout tx(y) < tx donc : t x ^ Mx(yo)
et par suite

Si à tout t 0 •$ t ^ 1 nous faisons correspondre l'élément y tel que
t e Lx(y) nous définissons une application de E'2 sur E2 qui dépend de
x€ et par conséquent une application de Et x E£ sur Ej x Ea.

Nous savons d'après la théorie des ensembles classifiés qu'il
existe une classification sur Et x Ejj dont les images des parties clas-
sifiées dans l'application sur E x Eg sont les parties classifiées de
E i x E2 .

Soit une classe Aj x A2 de Ej x E2, image de la classe P de
Ex x E'2. Nous poserons :

|a (P) = m(A! x A2) = cj> (Aj x A2) m(Aj x e2)
Si Aj = U A4 les Ai étant des sous-classes de Ax :

(t (P) = I2m(A1 x Ag ) — Ef(AA x A,) m(A± x E2 )
En prenant des répartitions de plus en plus fines de Ax et en

passant à la limite :

|4 (P) = fA N(x, A2 ) dm
Or : N(x, A2) = f ds (y)jA2
Or dans l'application de Et x E'2 sur Ei x E2 pour une valeur donnée de
x, A2 est l'image d'un ensemble A'(x) et par suite nous pouvons écrire :

n(x, a2) = di

dl étant la mesure de Lebesgue de A^(x).
En portant dans ja(P) il vient :
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De la même façon que nous avons défini une application de E' sur

E2 nous pouvons définir une application de E'jSur EA en prenant pour
EJ^ l’ensemble u = V, W et en faisant correspondre à tout x l'ensemble
N(x) défini au moyen des ensembles L(x) M(x) par :

L(x) est l'ensemble 0 ^ u < v(x)

M(x) est l'ensemble . . L(z)

N(x) est l'ensemble L(x)p^C M(x) avec :
v(x) = f dm(Aj x E2) W(x) = (x - x^Xg - x^"1 x2 § Xj

W(x) =1 x2 # Xj

On démontre comme précédemment que tout u appartient à un N(x) et
l'application ainsi définie nous donne :

f dm = f du.
Ja J a •

1 1

a étant la mesure de Lebesgues sur E^ et par conséquent :

v- (P) = f du C dt' J A* J A' (x)
2

2e que l'on peut écrire également |a(P) = J' do- ; P étant l'image de P'.
La propriété est donc bien démontrée. La généralisation des produits
le fonctionnelles o - additives et du théorème précédent à un produit de
i ensembles classifiés se traite par récurrence et ne présente aucune
difficulté partielle. N ous étendrons les résultats précédents à un espace
fonctionnel après avoir traité les fonctionnelles 7V - multiplicatives.

FONCTIONNELLES SOUS-ADDITIVES -

Ce sont des fonctionnelles pour lesquelles on a

^(Ay B) ^ f(A) + cp (B) quels que soient A et B. Les fonctionnelles CT -
additives sont sous-additives. (La théorie des fonctionnelles sous-addi-
tives permet d'ailleurs d'étendre les fonctionnelles cr - additives à des
sous-ensembles de E qui ne sont pas des parties classifiées, c'est la
théorie classique des mesures extérieures). Mais il y a en outre des
fonctionnelles sous-additives qui ne sont pas additives par exemple :

1/ - k(<p(A) ), <p(A) étant une fonctionnelle cr - additives

2/ - | Ja f p dm |1/q
3/ - Sup mfc(A) = œ (A)

t '

Je ne développerai pas la théorie des fonctionnelles sous-addi-
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tives et me contenterai de dire que l'on peut définir des ensembles équi-
valents et des répartitions régulières par rapport à une fonctionnelle
sous-additive. Si l'on cherche à définir le quotient d'une fonctionnelle
sous-additive g(A) par une fonctionnelle tr-additive m(A) on trouve sous
certaines conditions une fonction f(x) semi-étagée mais l'on n'a pas

f dm.
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