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INTRODUCTION

La théorie des variables aléatoires est bien connue lorsqu'on
possidde une infinité dénombrable de variables aléatoires indépendantes.
C'estainsiquel'onsait former des séries de variables aléatoires indé-
pendantes. Habituellement quand on ne se trouve pas dans ce cas, on
cherchea s'y ramener. Toutefois il a semblé & 1'auteur du présent mé-
moire qu'une étude directe n'était peut-&tre pas impossible et le travail
suivant essaye de fournir quelques méthodes nouvelles d'approche du cas
général. Dans le premier chapitre on verra que toutes les variables dont
les valeurs sont fixées parunmeéme événement peuvent s'exprimer com-
me des fonctions certaines d'un ensemble de variables dont on peut se
fixer arbitrairement les valeurs. On verra au quatrieéme chapitre que si
des variables initiales se prétent & une étude statistique, on peut les ex-
primer comme des fonctions certaines de variables aléatoires indépen-
dantes.

Ledeuxitme chapitre précise en effet ce qu'on peut entendre par
variables qui se prétent a4 une étude statistique. Ce sont toutes celles
dont on peut répartir les valeurs enclasses. Si 1'on sait définir plusieurs
répartitions en classes sur l'ensemble des valeurs de la variable, on
dit que cet ensemble posséde une structure d'ensemble classifiée.

Les ensembles classifiés possedent des propriétés qui font 1'ob-
jet des chapitres 3 et 4. Ces propriétés sont intéressantes au point de
vue du calcul des propriétés car elles permettent de définir des fonc-
tionnelles ¢ - additives etsr - multiplicatives, généralisant aussi les
notions de série et de produit infini & des ensembles d'indices qui peu-
ventn'étre pas dénombrables. La généralisation des indices par les in-
tégrales et les mesures était déja connue mais ne permettait pas d'in-
tégrer les fonctions & valeurs aléatoires. La présente étude, en intro-
duisant une nouvelle espéce de multiplication d'une variable aléatoire
par un nombre, permet de définir l'intégrale d'une fonction & valeurs
aléatoires indépendantes et la dérivée d'un processus de Wiener-Lévy.
La généralisationdes produits infinis était connue Eqmme exponentielle
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d'une intégrale. Celle qui est définie ici permet d'étudier directement
des produits connus pour des matrices ou des noyaux intégraux par
exemple.

Onverraaux chapitres 5 et 6 que les méthodes exposées précé-
demment permettentde nombreuses applications au calcul des probabi-
lités et & la statistique mathématique telles que la généralisation des
¢quations de Kolmogoroff et la solution d'un probleme pratique qui se
pose dans certaines papeteries.

A ce sujet je remercie M. Samuel-Lajeunesse, Directeur de la
C.E.N.P.A. qui m'a autorisé a faire quelques expériences dans l'une
de ses usines.

Jeremercie M. le Professeur Darmois qui m'a aidé de ses con-

seils au cours de ce travail et a bien voulu présider le Jury ainsi que
MM. Dugué et Pisot qui ont bien voulu en faire partie.
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CHAPITRE |

SUR LES RELATIONS ENTRE LES VARIABLES ALEATOIRES
DETERMINEES PAR UN MEME EVENEMENT

Letravailsuivanta pour objet1'étude des différents aspects pos-
sibles d'un meéme événement et les relations entre ces aspects.

Etant donné un événement, nous pouvons toujours trouver dans
les circonstances qui l'accompagnent, un grand nombre d'aspects dif-
férents, on pourrait méme dire une infinité d'aspects différents.

Si nous considérons le jet d'un dé nous pouvons nous intéresser
au nombre de points portés par la face supérieure, mais également au
nombre de points portés par une des faces latérales,celles par exemple
que l'on voit successivementdu Nord et de 1'Est. On pourrait également
s'intéresser au gainde la partie si ce jet de dés est celui qui doit en dé-
cider et & lafortune des joueurs telle qu'elle en résultera. On peut éga-
lement s'intéresser a la position du centre de gravité du dé définie par
ses coordonnées. Si l'on considére l'une quelcongue de ces variables
que nous venons d'envisager et si l'on considére le comportement des
autres variables en fonction de celle-ci différents cas peuvent se preé-
senter. Prenons pour fixer les idées le nombre de points portés par la
face supérieure comme variable principale. Ce sera une variable pou-
vant prendre l'une des six valeurs entiéres numérotées de 1 4 6. La
donnée de cette variable déterminera complétement le gain de la par-
tie et par conséquent la fortune des joueurs a la fin de celle-ci. Par
contre, il estbien évidentque les coordonnées du centre de gravité peu-
vent étre choisies arbitrairement quel que soit le nombre de points por-
té par la face supérieure.

Les premiéres variables dépendent d'une fagon certaine de la

variable aléatoire principale. Les derniéres n'en dépendent certaine-
ment pas. Nous dirons qu'elles en sont faiblement indépendantes. Mais
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il existe des variables qui n'entrent ni dans 1'un ni dans 1'autre de ces
deux cas : par exemple, le nombre des points porté par une face laté-
rale ; dans ce cas nous dirons que ces variables dépendent stochasti-
quementde la variable principale. La variable Y définie par le nombre
de points porté par une face latérale est un nombre entier compris entre
let6 bornes incluses ; mais quand le nombre X des points porté par la
face supérieure est fixé Y ne peut prendre ni cette valeur ni la valeur
correspondant au nombre des points porté par la face opposée.

Pour undé donné, le nombredes points porté par la face opposée
une face donnée, est donné. Nous admettrons pour simplifier 1'exposé
que les nombres des points portés par deux faces opposées different de
trois unités. Dans ces conditions la différence entre Y et X sera un nom-
bre différentde Oetde 3 ; autrement dit |Y - X| vaut 1, 2, 4 ou 5 ce que
1'on peut écrire également :

Y = X + Z (mod. 6)

Z étant pris arbitrairement parmi 1'un des nombres 1, 2, 4 ou 5.

AinsiY estunefonction certaine de la variable X et d'une varia-
ble Z faiblementindépendante de X. Nous allons démontrer qu'il n'existe
pas d'autremode de relation entre deux variables liées & un méme éve-
nement que ceux que nous venons d'envisager.

Remarquons que 1'exemple traité ci-dessus ne suppose nullement
que les variables soient probabilisées (il peut trés bien s'agir d'un dé
pipé de fagon inconnue).

Nous exprimerons que les YJ. et X; sont liés & un meéme événe-
ment en posant que si les Y_i peuvent prendre leur valeur dans des en-
sembles NJ. pour tout systéme de valeurs Y assignées aux Y. on peut
trouver au moins un systéme de valeurs x; prises dans des ensembles
Ni quel'onpuisse assigner aux X; et réciproquement. Nous dirons que
les X; et Y; appartiennent & un méme champ. Cette relation est mani-
festement réflexive ; de plus, elle est transitive : si les X; et les Y ap-
partiennent & un méme champ et siles Y; et les Z; appartiennent & un
méme champ les X; et les Z, appartiennentaunmeéme champ. En effet,
les X étant donnés on peut trouver les YJ- donc les Z, et réciproque-
ment.

SYSTEME DE VARIABLES :
Nous dirons que Y appartient au systeme S des variables X; si Y
appartient au champ des X; et si les valeurs x; des X; étant données la

valeur yde Y estfixée d'une fagon unique, il existe des systémes de va-
riables. i£n effet, on peut toujours considérer le systéme constitué par
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la seule variable X et les fonctions certaines de cette variable. Nous
appellerons (X) un tel systéme. Nous dirons qu'un ensemble F de va-
riable Y; appartient au systeme S si pour tout Y; appartenant a l'en-
semble F, Y; appartient au systéme S. Tout Z appartenant au systéme
S' des Y appartiendra au systéme S.

Nous dirons que S' estunsous-systéme de S si tout Z appartenant
ausystéme S' appartient au systéme S. En particulier tous les (X) sont
des sous-systéemes de S.

Par définition nous dirons que les systémes S et S' sont équiva-
lents sitout X,; appartenant au systéme S appartient au systéme S' et si
tout X , appartenantausystéme S' appartientau systéme 5 - autrement
dit chacun d'eux est un sous-systéme de 1'autre il est évident qu'il est
possible de trouver deux définitions du systéeme telles que les systéemes
correspondant 4 ces deux définitions soient équivalents il suffit de définir
par exemple un des systémes S par les variables fixées de fagon unique
quand les valeurs d'un ensemble donné E de variables sont données etle
systéme S' par les variables fixées de fagon unigque quand sont données
les valeurs des variables d'un ensemble E' qui ne difféerent de ii que par
la substitution & une (ou plusieurs) des variables d'une variable qui lui
correspond bi-univoquement (leur correspondent).

Nous dirons que Y estfaiblement indépendant du systéme S si les
valeurs x; des X; étantdonnées, lavaleur ydeY peut étre choisiearbi-
trairement dans un ensemble M donné quelles que soient les valeurs
xj des X;. En particulier, siY est constant, il est faiblement indépen-
dant de tout S.

Si Y est faiblement indépendant du systéme S il est faiblement

o

indépendant de tout sous-systémeS' de S et en particulier de tous les X.
THEOREME I - 1 :

SiY est faiblement indépendant de la variable X, et si X appar-
tient au systéme (Y) X est constant.

Eneffet, supposons que X puisse prendre deux valeurs distinctes
x1 et xs, chacunedeces valeurs étant données, il est possible de choi-
sir Y dans le méme intervalle. Soit y une valeur déterminée de cet in-
tervalle; il est possiblede choisir pour X, x; ou x, ce qui est contraire
a 1'hypothése que X appartient au systéme Y.

THEOREME I - 2 :

SiY estfaiblement indépendant de la variable X et si X appartient

21



au champ de (Y) sans appartenir au systéme (Y) X est faiblement indé-
pendant de Y.

En effet, supposons que X puisse prendre ses valeurs dans un
ensemble M, pour toute valeur x de M, Y prend ces valeurs dans un
ensemble M' indépendant de x, par conséquent pour toute valeur y de Y
prise dans1l'ensemble M' il sera possible de fixer 4 X n'importe quelle
valeurdel'ensemble M. Par conséquent la valeur y de Y étant fixée, on
pourra assigner a X n'importe quelle valeur choisie dans un ensemble
M, identique & M et par conséquent indépendant de y ; par suite Y sera
algébriquement indépendant de Y.

On remarquera que pour des variables appartenant au champ des
Y les hypothéses des deux théorémes précédents sont contradictoires et
par conséquent nous avons épuisé tous les cas possibles donc. Si Y ap-
partient auchamp des X et n'est pas faiblement indépendant du systéme
(X)nous dirons qu'il est lié au systéme (X).Ilrésulte du théoreme 2 que
si Y est 1lié a X, X est lié 4 Y ; on dira que X et Y sont liés. Si Y est
lié au systéme S des X; quand les valeurs x; des X, sont données, la
valeury des Y peut étre choisie arbitrairement dans un ensemble M, qui
sera fonction des valelirs x; assignées aux X, .

THEOREME I - 3 :

Si Y appartient au champ des X; il appartient au systéme des
X; et d'une variable Z faiblement indépendante des X .

Si Y est indépendant des X, on peut prendre pour variable Z la
variable Y elle-méme. Si Y est lié aux X; on peut prendre pour varia-
bletellequ'on puisse définir une application de l'ensemble My sur l'es-
pace des échantillons de Z quelles que soient les valeurs x (on pourra
prendre par exemple l'espace produit de tous les M, ce qui démontre
l'existence d'aumoins une telle variable. Il va de soi que cette variable
ne serapas la plus simple que l'on puisse choisir. A ce propos, si l'on
sereporte al'exemple traité précédemment on voit que 1l'on a pu prendre
un ensemble formé de 4 points seulement alors que l'espace-produit en
elit compté 47),

REMARQUES :

1/ - les X étant fixés Z est déterminé par Y.

2/ - Sil'ensemble My se réduit & un élément quel que soit X, Y
est une fonction certaine des X. C'est le cas olt Y non seulement est lié
aux X mais encore appartient au systéeme des X. Si X et Y sont liés, ou
bien Y appartient au systéme des X ou bien il ne lui appartient pas ; si ¥
appartient au systéme des X c'est une fonction certaine des X. Si de plus,
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X appartientau systéme des Y, a tout x correspond un y et réciproque-
ment ; il y a entre X et Y une correspondance bi-univoque. Nous dirons
que X et Y sont liés bi-univoquement.

SiY n'appartient pas au systéme des X, ou bien X est une fonc-
tion certaine de Y ou il n'appartient pas au systéme des Y. Dans ce cas,
nous dirons que X et Y sont liés stochastiquement.

Enrésumé, siX et Yappartiennent & un méme champ, nous som-
mes dans 1'un des cing cas suivants :

1/ - X et Y sont faiblement indépendants
2/ - X et Y sont stochastiquement liés
3/ - X et Y sont liés bi-univoquement
4/ - X est fonction certaine de Y

5/ - Y est fonction certaine de X.

Toutes les variables qui appartiennent & un méme champ ne for-
ment peut-étre pas un ensemble ; ou du moins je n'ai pas démontré
qu'elles en formaient un (1) - Mais dans la suite de ce travail, je ne
considérerai que des ensembles de variables qui appartiennent a un mé-
me champ.

Dans ce cas, il sera possible d'établir le théoréme suivant :
THEOREME I - 4 :

Etant donné un ensemble E satisfaisant & 1'axiome de Zermelo
de variables Y, appartenantaun méme champ. il est possible de trouver
un ensemble B de variables X; faiblement ndépendantes au systéme
desquelles appartiennent les Yj .

DEFINITION :

L'ensemble B sera appelé la base du systéme. Soit B, un ensem-
ble de variables aléatoires faiblement indépendantes et E, 1'ensemble
des variables de E qui appartiennent au systéme de base B, .

Soit ¥, une variable de E qui n'appartient pas a E,. Ou bien
Y, estfaiblement indépendant de B et on pose X, = Y, , ou bien Y, est
lié a B, etilexisteune variable X, faiblement indépendante de By (puis-
que Y n'appartient pas au systéme de base B)) telle que Y, appartienne
au systéme de base B, X . Les variables qui constituent 1'ensemble

(1) J'ai cependant utilisé 1'expression "appartenir a'' car elle ne présente aucune am-

biguité.
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By Xk sont faiblement indépendantes ; Donc, 1l'on peut poser :

B = By X et en déduire un ensemble Eix«1 . L'ensemble
Ey,, contient 1l'ensemble Ty ; nous pouvons donc déterminer une suite
strictement croissante d'ensembles E, auxquels correspondent des en-
sembles B, formantégalement une suite strictement croissante, D'aprés
le théoréme de Zermelo, la suite B posséde un élément maximal iden-
tique & E auquel correspondra pour la suite B, un élément maximal que
l'on posera identique a B.

Soit une variable Y appartenant & un systéme S de variable X et
soit x; un ensemble de variables indépendantes ; nous pouvons toujours
considérer cet ensemble de variables comme une variable unique défi-
nie sur le produit des ensembles sur lesquels sont définis les x; de sorte
que tout ce qui a été dit sur la correspondance entre y et une variable
x est encore valable pour celle entre Y et un ensemble x; de variables
indépendantes,

Dans la suite nous continuerons & parler de correspondance en-
tre Y et X pour simplifier mais il est clair que la théorie sera encore
valable si on remplace X par un systéme de variables indépendantes.

On appellera sous-base d'une base donnée tout ensemble de va-
riables appartenant ala base. Si Y est faiblement indépendant d'un sys-
téme S de base B,c B il est faiblement indépendant de tout sous-systéme
de base Bpc By ; donc, si Y est faiblement indépendant de B et By il
est faiblement indépendant de B, 4 Bs. Si Y appartient au systéeme de
base B;c B il appartiendra a tout systéme de base B2 > B, Bz cC B.
Done, si Y appartient aux systémes de bases B; et B, il appartient au
systéme de base B, U Ba.

THEOREME I - 5 :

Soit 2 sous-bases B; et By, complémentaires, si Y est fonction
des X, € B, il est faiblement indépendant des X, € B,.

En effet, si les x; étant donnés Y est déterminé, on peut fixer
arbitrairement les valeurs des x; et celle de Y, car si nous nous don-
nons la valeur yde Y, il existe un systeme de valeurs X; = x; X; = x; des
X, et des XJ_ pourlesquelles Y prendla valeur y ; Y étant déterminé par
la donnée des seuls x; onaura Y = y pour X; = x3 X; =Xx' quels que
soient les .\('J. , donne en particulier sice sont les valeurs fixées al'avance
pourles x;. Laréciproquedecethéorémen'estpasvraie:5i Y est indé-
pendant des X, sans prendre la méme valeur pour deux systémes arbi-
traires de valeurs attribuées aux X; quandlesx; sontfixés... On ne peut

rien dire de la relation entre Y et les X;.
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SiY estfonctiondes X; nous dirons qu'il estfortement indépendant
des X; . PourqueY soit fortement indépendant des X; 1l fautetil suffit
quae y prenne laméme valeur quelles que soient les valeurs x, attribuées
aux X, pour un méme systeme de valeurs x, attribuée aux X; . SiY est
fortement indépendantdes X; et si By< Bj, Y estfortementindépendant
des Xy . Eneffet, Y appartientausystéemedes X; enposantB =C B, puis-
gue By < By .

Les variables appartenant a labase sont fortement indépendantes
entre elles. En effet, X; appartient a tout systéeme de base B; telle que
X; € B; donc est fortement indépendant de tout B, tel que X, ¢ B, et en
particulier de X; tel que X; # X, .

THEOREME I - 6 :

Si Y est fortement indépendant des éléments de B; et de By il est for-
tement indépendant des éléments B; U By, . En effet, posons :

By "Blr\Bz

B =By 0. G By
B, CBlﬂ Bz
B - CB CHB

Etant donné Y = y il exisie au moins un systéme de valeurs:

S
X‘j = X
Xk = Xk
Xl EAIE

des X qui lui correspond.

Y étant indépendant des éléments de By on a la méme valeur
Y = y pour X; = xY

X‘j T X

X = 2}

Xy =y
quels que soient les x| et les x' ; mais puisque Y est indépendant des
éléments de By, on a la méme valeur Y = y pour X, XY

L
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X = xk
X

quels que soient les x| .

Onpeutdonc se fixer arbitrairement y et les valeurs des X; des
X; etdes X, , deux systémes quelconques X; X5 X, etx] x_; %) de valeurs
des X, X;, X donnantlaméme valeurya Y pour un méme systéme de
valeurs x deb X. Par suite

Y est fortement indépendant de :
Blu B, = C(CB; n CB3)

Donc, si Y appartient aux systémes de bases B, et By, il appartient au
systéme de base Blﬁ B,

SoitH unensemble de variables X; fortement indépendantes de
Y et soit H =lUJ H,, laréunion étant etendueatoualeb H,; possibles. Tout
ensemble de variables X; serainclus dans H et toute variable fortement
indépendante de Y sera élément de H. Y appartiendra a un systéme de
base P = C H et il n'existera pas de systeme de base QC P et Q dif-
férent de P possédant la méme propriété. En effet, s'il en existait un,
Y serait fortement indépendant du systéme de base CQ donc CQC H et
PcQ, donc P = Q.

P s'appellera la base minimum dont dépend Y.

Nous dirons que Y, est fortement indépendant de Y, si quelles
que soient les valeurs X des X dont dépend Y5, Yy prend la méme va-
lzur pour un systéeme donné x; des X, dont dépend Y. Ceci implique les
bases minimum dont dépendent Y, et Y, soient disjointes. Réciproque-
ment, siles plus petites bases dont dépendent Y, et Y, sont disjointes
quelles que soient les valeurs x; des X; dont dépend Y, la valeur yp de
Y, seradéterminéedefagonunique par la donnée x; des X; dont dépend
Y, ; et ¥, serafortementindépeandant de Y, : on dira que Y; et Y, sont
fortement indépendants.

OPERATIONS SUR LES VARIETES
APPARTENANT A UN MEME CHAMP

I - CORRELATION ENTRE DEUX VARIABLES -

Si nous considérons Y stochastiquement lié & X, & tout x nous
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avons fait correspondre pour y un ensemble M, de valeurs possibles que
nous appellerons ensemble des échantillons de Y pour x et nous dirons
que cet ensemble est correllé & x ce que nous noterons My = y(x).

Si X peut prendre des valeurs dans un ensemble A, Y peut pren-
dre ses valeurs dans un ensemble M qui est la réunion des M, pour tou-
tes les valeursdexC A, ensemble que nous noterons y(A) - L?J y M, nous

dirons que (A) est correlé a A. La relation entre les ensembles A de
valeurs de X et les ensembles T(A)de valeur de Y s'appellera la corré-
lation de X a Y.

Sinous nous disons que les variables X et Y sont correllées. Si
de plus X est stochastiquement lié & Y a tout y il correspond un ensem-
ble de M, de valeurs de x telles que l'on puisse avoir X = x; X =y
ensemble que nous appellerons ensemble estimateur de x pour y j'aurais
donc une corrélationde Y & X que je noterais y-! si je note y la corré-
lationde X enY. Siy € M, jepourraisavoir simultanément X = xY =y
donc x€ My ce qul montre que

2 € 71lrE)

de fagon plus générale si x € A il existe y € y (A) telque l'on puisse
avoir X = xY = y done

Ac y YyA)

delamémefagonsi y € B il existe x € y~1 (B) tel que 1'on puisse avoir
X =xY = ydonc
Boy'(yr(en
Etudions maintenant les propriétés des corrélations ; on a évi-
demment
Y (UAj ) = T{Aj}
Ajc A, =y(A) cy(Ay)

Pour étudier y(N A;) posons M A; = B jlaurais BCA; quel que soit i
par conséquent y(B) Cy(A;) quel que soit i. Donc 1 (B) CﬂT(AI)et par

suite

Y (MA ISy (Ay)
5i j'appelle L 1'ensemble de toutes les valeurs possibles pour X, M
l'ensemble de toutes les valeurs possibles pour,Y j'ai:y(L) = M. De
L = A,CAje tirey (A)UT(C A) = M donc

C Y(CA)CY(A)

Si j'ai 1'égalité C y(CA) = Y(A) quel que soit A cela prouve que je ne
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peux pas trouver X; € A Xy € CA tels qu'il leur corresponde une méme
valeur poury ; donc A étant quelconque, a tout y il ne correspond qu'un
x et x est une fonction certaine de y. Réciproquement si x est une fonc-
tion certaine de y, & deux x différents correspondent deux y différents,
Y(A) et y(CA) ne pourront avoir de points communs donc

Y(CA)CC y(A) Y(A)S C Y(CA) et en vertu de la relation ci-dessus qui
est encore vraie

C Y(CA) = y(A)
Cette relation entratne en posant CA; = B, et en portant dans la
formule
Y(UCA;) = Uy (CAy)
on a
CYNA;) = UCY(Ay)
(N4 = My(Ay)
réciproquement si quels que soient les A; on a :
Y(Ay) = MiyAy)
en prenant A et CA pour A; on a :

P = Y(ALCA)  Y(A),Y(CA)

s1 de plus

Wy - P

On a

Y{A)e C y(CA)
donc

(A =C R (CA)

Il en résulte trois conditions :
Cy(A) = Y(CA) quel que soit A ;
MY(A;) = y(NA;)quelsquesoient les Ay ; y(P) =p =

X est fonction de Y ;
sont équivalentes.

Si Y est faiblement indépendant d'une ou plusieurs variables ap-

partenant a la plus petite base dont dépende S nous dironsque Y leur est
correllé au sens large.

S1 on cherche a définir une corrélation entre une variable Y et
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une variable X qui lui correllée au sens large on a un ensemble des
échantillons de Y qui est identique & M ; d'ou y (A) = M comme quand
Y est strictement indépendant de X. Réciproquement si étant donné Y et
une variable X (ou un ensemble X, de variables) appartenant a la plus
petite base dont dépende Y, la corrélation de Y a X vérifie la relation
Y (x) = M, Y estfaiblement indépendantde X. En effet pour tout x il est
possible de choisir Y = y € M.

Comme précédemment pour simplifier 1'écriture et le language,
nous remplacerons un ensemble de variables indépendantes par une va-
riable unique de sorte qu'une répartition de la plus petite base dont dé-
pende Y en 2 ensembles disjoints pourra s'écrire X;, X, et 1'on aura
Y = (X5, X,) soit X la corrélation deY & X; nous pourrons écrire gque
Y (x1) est l'ensemble de toutes les valeurs Y = f(x;, x;) ou x, est fixe
et xp prendtoutes les valeurs de 1'ensemble des valeurs possibles pour
Xz-

Nous avons donc une application de 1'ensemble L, sur un sous-
ensemble de 1'ensemble M. Y est indépendant de X; si quel que soit
X; cette application est une application de L, surl'ensemble lui-meéme.

Supposons maintenant qu'au lieu de connaitre y pour tout élément
de Ly nous ne connaissions y que pour les éléments d'un ensemble M de
L, qui sera dit valeur approchée de L,,.

Pour tout x; nous pourrons définir l'ensemble des valeurs de

(x4, %), pour x, (A que nous appellerons y,(x; ). Nous pourrons définir
comme précédemment.

ned - U e

YM sera dite corrélation approchée a la précision M de Y a X;.
Les théorémes
Ay © Ay =y, (A)) cY,(A,)
wWUAp = Uy, (A)
T (MA ) €My (Ay)
C yy(CA C y,(A)
se démontreront de la méme facon que les théorémes correspondants

pour y. De plus si je considere différentes corrélations approchées a
M; preset les ensembles yy (A) correspondants & un méme ensemble
i

29



A dans ces différentes corrélations j'ai les mémes ensembles que ceux
que j'obtiendrai dans la corrélation approchée & A prés de Y & X, pour
les ensembles M, j'aurais donc

M, & My=—— w(A) C oy fA)
T Uk (A) = gy, (A)

(B € A (8)
Cyy (CA) C yy(A)

Si quel que soit M y,(A) = y,(B) quels que soient A et B, Y est stric-
tement indépendant de Xl. En effet si cette propriété a lieu elle entraine
Ya(M) = y5(M) quel que soit M A et B donc f(x; , xp) = f(x{, x5) quels
que soient x;, x) et x5. Onpeut se fixer arbitrairement y et x|, en effet
y étant donné il existe un systéme de valeur x,, %, auquel correspond
y = f(x;, x,) mais f(x;, %x5) = f(x}] x5) quel que soit x}. xs étant fixé
f(x{ x2) ne dépend pas de x}.

Considérons maintenant 2 variables quelconques Y; et Y, appar-
tenant & un méme champ. Si elles peuvent étre définies en fonction de
2 systémes de bases disjointes B; et B, ¥; et Y, sont indépendants .
Sinon Y, et Y, appartiendronta B8 = B; Ba. Soit A; et Ap les plus pe-
tites bases de 8 dontdépendent Y, et ¥,, A; A, peut étre vide comme
dans le cas précédent et Y, et Y, seront indépendants.

Dans le cas contraire on posera :

D, = Aj, C A,
Dy = Ay C Ay

Dy = Ajn Ay

Y, dépendra de D; et Dy ; Y, dépendra de Dy et Dy.

Soit y, la corrélation de Dg & Y, et

Yo la corrélation de Dy & Y,

Sil'onsefixela valeur y;de Y; il sera possible de se fixer les valeurs
d, de D, et d; de D, aconditionqued; € T'l(yl) (d, étant alors déter-
miné par dg). Mais dg étant fixé, Yz peut étre alors choisi dans Ta(dy)
a condition de prendre convenablement ds;. Puisque 1'on peut se fixer
simultanément d, et dy on pourra choisir Y, arbitrairement dans 1'en-
semble défini par




it (v, 1)

On peut donc définir une corrélation de Y, & Y, par :

r(yy) = va2(yil (1))
et par :
rd) = L) v (i)
Yy € A

de la mé&me fagon, on peut définir la corrélation de Y, &Y, par:
1 = =1
1(B) ,ELEJA L)
II - SUPREMUM ET INFREMUM D'UN ENSEMBLE DE VARIABLES :

Si nous considérons un ensemble G de variables prenant leurs
valeurs dans un méme ensemble E ordonné, nous pouvons définir une
relation d'ordre sur G en posant que Y; € Y, si pour tout systéme de
valeurs x; attribuées aux Xj ona : Y; € Yz. La relation ainsi définie
est bien une relation d'ordre ; en effet :

1/Sil'on a, alafois ¥, < Y,

c'est que pour tout systéme de valeurs x, attribuées aux X; ona, ala
fois, V; € ¥, % € y doncy =y, etpar suite, les deux variables sont
identiques :
Y, = Y,
2/-Silona, alafois, ¥; <Y, Y, < Yy, c'est que pour toul
systéme de valeurs x; attribuées aux X, :

i € ¥ Yo € yg donc:y;s y;;etpar suiteona

Si E est un treillis, 1'ensemble des variables qui appartiennent
4 un méme systéme et qui prennent leur valeur dans E est un treillis.
Eneffet, étant donné un sous-ensemble G de ces variables, on peut tou-
jours définir un supremum et un infremum des variables de G, On po-
sera

Zige = Sup (Yj) et la variable qui pour tout systéme de valeurs
x; attribuées aux X, prend la valeur z; = Sup (y;).

Z, = Inf (Y;) et la variable qui pour tout systéeme de valeurs
x, attribu€es aux X; prend la valeur z; = Inf (y;).

En effet, toute variable Z qui est supérieure a tous les y; &, pour
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un systéme de valeurs x, attribuées aux X,, une valeur z supérieure ou
égale a tous les ¥y donc supérieure ou égale & : Sup (yj) et par con-
séquent on a : z > z; quels que soient les x;. Done Z > Z,.

De méme, siZ est inférieure ou égale i tous les Y, ., elle a pour
tout systéme de valeurs x ; attribuées aux X; , une valeur z inférieure ou
égale dtouslesy; ; doncinférieure ou égale a Inf (y; ) et par conséquent
ona:z < Zpquels que soient les x; ; donc Z < Z,.

REMARQUES -
1/ - Etant données les variables Y; quelconques, iln'y a géné-

ralement pas de relations d'ordre entre elles, car l'ensemble des va-
riables appartenant & un méme systéme n'est pas totalement ordonné.

Par suite, Sup (Y;) et Inf (Y; ) ne sont généralement pas égaux a 1'un
des Y .

2/ - Quelles que soient les variables Y,, on a la relation :

Inf(Yj) <€ Y, € Sup Yj ; Y, étant 1'un quelconque
des YJ puisque quels que soient les x; on a :

Inf (y;) € y € Sup(y;)
SiE estuntreillis distributif les variables aléatoires appartenant
4 un méme systéeme et prenant leur valeur dans E forment un treillis
distributif,
En effet, on a quels que soient les x :
Sup [y, Inf (yy, y;)] = Inf(Sup (y;, %), Sup (y;. »n)!

Done :

Bup [¥,, Inf (Y, ; ¥, =i Inf[Sup (¥, ), Bupi¥, , ¥ )]

32




CHAPITRE I

ETUDE DES ENSEMBLES CLASSIFIES

Nous avons vu que l'étude des variables aléatoires déterminées
parunméme événement se rameéne A celle des fonctions y d'une variable
x qui décrit un ensemble E.

Quand un statisticien étudie une variable X & valeurs dans F au
moyen d'un systéme de valeurs de Y il les répartit en un nombre fini
ou une infinité dénombrable de classes qui sont des ensembles disjoints
@, d'éléments de F dont la réunion recouvre F.

Si nous considérons les ensembles P, d'éléments de E dont
l'image est élément de Q; deux tests ensembles sont disjoints car s'ils
avaient un point commun son image appartiendrait a 2Q; ce qui est im-
possible puisque les Q; sont disjoints.

Comme il yaune correspondance bi-univoque entre les Q; et les
P} ilyaun nombre fini ou une infinité dénombrable de P; - les Pi for-
ment donc une répartition en classes des éléments de E. Nous savons
donc faire une répartition en classe & des éléments de E. Si nous étu-
dions plusieurs variablesY,; ... Y, ... ousi nous étudions de plusieurs
fagons différentes la méme variable Y nous obtiendrons plusieurs répar-
titions en classes K, oooe T de l'ensemble E,

Nous nous proposons d'étudier la structure d'un ensemble E sur
lequel nous savons déterminer une ou plusieurs répartitions en classe .

THEOREME II - 1

Les répartitions en classes d'un méme ensemble forment un
treillis.
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Nous pouvons définir une relation sur l'ensemble des répartitions
en classes d'un ensemble E par la convention suivante : 't est plus fin
que g'sitouteclassede xn'estuneunionfinie ou dénombrable declasses
de v ".

Nous pouvons également définie cette relation par une autre con-
vention : ''w est plus fin que x' si toute classe de ¢ est incluse dans une
classe de n'". Ces deux conventions sont équivalentes.

1/ - Si toute classe de 5' est une réunion finie ou dénombrable
declasses de g toute classe B de w est incluse dans une classe de #'.
Soit xun point de P} Pj la classe de x' dont x est élément. | C P} car
si P ne faisait pas partie de la famille de classes de w dont la réunion
est PJ' X ne serait pas élément de Pj :

2/ - Sitoute classe de g est incluse dans une classe de g' toute
classede 7' estune réunion finie ou dénombrable de classes de w. Toute
classe P' de w' contient au moins une classe de i car si x est élément
de P!J laclassede P, de ® dontxestélément, estincluse dans une classe
de ®' qui est confondue avec PJ.' puisque son intersection avec Pj’ n'est
pas vide, I;'" = P.)lr

La réunion des P, pour tous les éléments de Pf[ contient les x

donc :
U R>P
x € PJ'.

Mais
UJ 2l (= PJ'
X € P}

Donc :

[
xGP;

La réunion est finie ou dénombrable car sinon l'ensemble des
classes de g aurait une puissance supérieure ou dénombrable.

Ces conventions définissent bien une relation d'ordre car elles
sont transitives. (En effet toute union finie ou dénombrable d'unions
finies ou dénombrables est encore une union finie ou dénombrable) et

réflexives. (En effet soit P, une classe de g elle est incluse dans une
classe P, de w donc :

P;CP&C]E’k

Ptf‘]Pk#g
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dorichPys = B R i By By 2

les classes de x et ' sont les mémes).

Ftant données deux répartitions enclasses m; et my, de E il existe
une classen' formée par les intersections de toutes les classes de
w1 avectouteslesclasses de mz. w' est plus fin que m; et que wo puis-
que toute classe de ' est incluse dans une classe de m; et dans une
classe de m,.

Toute répartition en classes w plus fine que w; et que m, est
plus fine que §' ; en effet toute classe de w; et toute classe de %, est
une union finie ou dénombrable de classes de . L'intersection d'une
classe dew; etd'uneclassede m, estl'intersection de réunions dénom-
brables donc la réunion dénombrable d'intersections d'éléments de
7t deux a deux, ces intersections sont soit vides, soit confondues avec
un élément de sv donc tout élément de ' est une union finie ou dénom-
brable d'élémentsde . Nousavonsdonc montré 1'existence de la moins
finie des répartitions plus fines que; et deq, . «' s'appellera le su-
premumde %,; et dewy. La condition nécessaire et suffisante pour que
%1 Soit le supremum de @; et dewe est que w; soit plus fin que w2 .

Il existe des répartitions en classes moins fines quem, et que
% . La répartition triviale (tous les éléments dans une seule classe)
est moins fine que toute autre. Supposons qu'il en existe plusieurs ;
elles forment un ensemble G. Si x| et w'y sont des éléments de G, le
supremum 7" de 7, est aussi un élément de G. En effet si Ay € Trl et
A, € 1r2 sont des unions finies ou dénombrables de classes de *; et de
Ty A1 A, enestégalement une donc tous les éléments de ©®" sont des
répartitions en classe de m; et de w,. Je dirai que 7, est un élément
maximalde G s'il n'existe aucun x, plus fin que %, et appartenant a G.

S'ilexiste un élément maximal, il n'en existe qu'un. En effet s'il
en existait deux T, et oy s Sup ( Ty 'Kq) ferait partie de F et serait plus
fin que ™, et m, ce qui est contraire & l'hypothése car il ne peut étre
confondu avec les deux que si T, et m, sont confondus.

Nous allons montrer 1'existence d'au moins un élément maximal,
S'il n'y en avait pas c'est que pour tout élément 7, on pourrait trouver
un élément i, plus fin que 7 il y aurait donc une suite ordonnée nwi de
répartitions en classes ; considérons les classes B, des m; qui con-
tiennent le point x : ce sont les réunions finies ou dénombrables de classes
de .

Si m; est plus fin que %;x P; est union finie ou dénombrable de
classesde m; parmilesquelles se trouve Py on a donc Pix C Pjx . Les
P; sont des ordonnés par rapport 4 1'inclusion,
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Considéronsl'intersection R, detous les P;, elle n'est pas vide
car elle contient au moins la classe de P, dont x est élément, Consi-
dérons R, et R} correspondant A deux éléments distincts x et x'. Ou
bien pour tout 7, R, et R} sont inclus dans un méme P, et sont donc
définis par la méme intersection donc confondus.

Ou bien il existe un gx; pour lequel les classes qui contiennent Rx et
R, sont disjointes et alors Rx Rk = .

Considérons l'ensemble des R, distincts. C'est une famille de
sous-ensembles disjoints de E dont la réunion recouvre E. De plus &
tout R, je peux faire correspondre une classe de 7w, qui lui est incluse.
Toutes ces classes sont distinctes puisque disjointes comme contenues
dans des ensembles disjoints. Donc lapuissance de l'ensemble des R, est
inférieure ou égale a la puissance de l'ensemble des classes de f; .
L'ensemble des R, est donc fini ou dénombrable.

Nous avons donc ainsi défini une répartition de E en classes.
Cette répartitionen classes § est moins fine que P, . En effet la classe
C, de ; dontxestélément, est incluse dans toutes les classes Pjy car
51 C, ne faisait pas partie de la famille de classes m;dont la réunion
déflmt B L e contiendrait pas le point x. Donc C est inclus dans
l'intersection R, des B, C,C R,.

De la méme fagon on démontrerait que & est moins fin que fz donc
% est un élément de G.

7% est plusfin que tout =;. En effet toute classe R, est contenue
dans la classe P;, de x;.

Il existe donc un élément gde G plus finque tous les 7;. Puisquenw
n'est pas maximal il existe 7, plusfinque 7% et ainside suiteon peut donc
définir une nouvelle suite ordonnée 7 d'éléments de G apartir de laquelle
on peut définir f et continuer ainsi transtiniment. L'ensemble T'des
éléments g obtenu par cette méthode est formée d'éléments de G.Il a
donc une puissance inférieure ou égale a celle de G. S'il n'a pas de der-
nier élément sa puissance est supérieure A celle de tout ordinal transfini
ce qui est contradictoire.

Nous avons donc montré 1'existence d'un élément maximal " de
G. Il n'existe pas d'éléments de G plus fin que 7' donc tout élément de
G est moins finque x'' car s'il en existait un, ® , ne serait pas confondu
avec g et ¢ serait un élément de G plus fin que T

' s'appellera l'Infremum de ®; et fig

n

™ = Inf(ﬂl ‘Kg)
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La condition nécessaire et suffisante pour que :

L Inf (rrl 5 1:2) est que ® soit moins fin que 7, .

CLASSIFICATIONS

Nous nous intéresserons aux familles ordonnées et dénombrables
de répartitionen classesde E. Nous appellerons classification de E une
telle famille et nous dirons qu'elle détermine sur E une structure d'en-
semble classifié,

Soit une partie M de E formée par une réunion finie ou dénom-
brable de classe de &; . 7 et la famille des ©, plus fins que 7 déter-
minent sur M des répartitions en classes «'; en effet M est union finie
ou dénombrable de classes des s; que l'on peut considérer comme des
classesdes 7!. D'autrepartlarelation d'ordre entre les 7] est la mé-
me que la relation d'ordre entre les Ky, €n effet si tout P, élément de
Wj plusfinque %, estinclus dans P, , élément de LTI mais P, est élé-
ment de g} et B de n] donc toute classe de 7} est incluse dans une
classe de ';j' 2

M sera donc également pourvue d'une structure d'ensemble classifié,
Nous dirons que M est une partie classifiée de E si M est union finie
ou dénombrable de classes appartenant & 1'un quelconque des w . Plus
généralement nous appellerons parties C - classifiées tout élément de
la % - algebre de Boole engendrée par les classes appartenant aux ré-
partitions en classes de la classification C et nous désignerons par
S(C) cette z - algébre de Boole. Quand il n'y aura pas ambiguité nous
dirons partie classifiée et S. Si nous considérons lesclassifications
C, et C; déterminées :

C, par les répartitions wm; W... ;...

C, par les répartitions @, ... ...

Nous avons : 5(C;) — S(Cz), en effet :

Considérons une union finie ou dénombrable de Eyon(Ae<i)iap=
partenant aux répartitions w; , #,... 7 c'estuneunionfinle ou dénom-
brable de Pl.j et de lF’iJ (2 < i),

Enremplacant les Plj pardes unions finies ou dénombrables de
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Pz; nous avons une réunion finie ou dénombrable de P j (2 < i).

Réciproquement une union finie ou dénombrable de P”(i < 2)
est une union finie ou dénombrable de PiJ(i < 1.

D'une fagonplus générale on peut supprimer de la famille x; un
ensemble fini de m; sans modifier S(C). De méme on peut rajouter des
répartitions moins fines que la premiére répartition.

Lespropriétéslesplusintéressantes des classifications ne con-
cernent que les parties classifiées qui sont les éléments de 5(C). Nous
sommes amenés A considérer comme équivalentes les classifications
C; quiengendrent laméme} algébre S(C; ). Nous dirons que les C; en-
gendrent la méme classification.

Quand nous nous intéresserons a la famille des f; au moyen de
laquelle nous avons défini la classification C nous la désignerons sous
le nom de base de C de sorte que compte tenu de la convention précé-
dente nous pouvons dire que différentes bases engendrent la méme clas-
sification,

Soit une famille dénombrable de parties classifiées disjointes et
recouvrant E. Elle forme une répartition en classe w(E)six n'appartient
pas alabase quinousa servi a définir C nous pouvons trouver une autre
base de C dont w soit élément.

11 suffit par exemple de prendre :

%, Sup (7w, ®), ---, Sup (m, ®), ...

qui forme une famille dénombrable de répartitions en classes de plus en
plus fines,

La classification C' définie par cette base est équivalente & C.

1/ - Toutesles classes de cette nouvelle classification sont des
intersections de classes de 5 qui sont des parties classifiées de 5(C)
avec des classes de m; qui sont aussi des éléments de S(C) donc lay -
algébre de Boole S(C') est engendrée par une famille d'éléments de BIE):
B(EN) = S5(E),

2/ - Toute classe de C est réunion des intersections de cette
classe avec les éléments de g or, toutes ces intersections, sont élé-
ments de S(C') donc toute classe de C est élément de S(C'). 5(C) est
engendré par une famille d'éléments de S(C') et par conséquent S(EeSiEh)
donc : S(C) = B(E€').
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Enrésumé toute famille dénombrable de parties classifiées d'une
classification C de E, disjointe et recouvrant E est une répartition en
classes appartenant a une base d'une classification de E équivalente a
C. Plusbrievement nous dirons que c'est une répartition associée a C.
THEOREME 1T - 2 :

L'ensemble des classifications de E est un treillis.

Nous pouvons définir une relation d'ordre sur l'ensemble des
classifications de E en posant que C' est plus fin que C" si S(C")c= S(C')
et réciproquement., Nous avons bien une relation d'ordre.

1/ - Si C" est plus fin que C™ S(C™")c= S(C")=S(C")

Done, C' est plus fin que C™
2/ - Si C' est plus fin que C" et C" plus fin que C', ona :
S(eth=S(el)
S{EHGESIEH)
S{EYr=S(E!)

et les classifications S(C') et S(C'") sont équivalentes, Si C' et C" sont
définis par deux familles de répartitions ;' et 1:11' nous pouvons poser:

1

= Sup (W, mi')

%, = Inf (%}, )

La classification C définie par les i est le Supremum de C' et C'|
En effet, toute union finie ou dénombrable de classe de w! est union finie
oudénombrable de classede m; donc appartient a S(C) Il en résulte que

tout élément de S(C') appartient & S(C) S(C")c S(C)
De méme : S(C")c S(C) ; donc :
S(C')US(C")C S(C)

D'autre part, supposons qu'une classification C soit plus fine que
C' et C". Elle contient toutes les classes de C' et C'" comme parties
c1a331f1ées donc toutes les intersections des classes de 5] avec celles
de g c'est-a-dire toutes les classes de 7y et par suite, tous les élé-
ments de S(C) Elle est donc plus fine que C est donc la moins fine
des classifications plus fines que C' et C",
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Nous avons donc défini le supremum de C' et C" : de la méme
facon nous verrions que C est la plus fine des classifications moins fi-
nes que C' et C" et par conséquent définit I'Infremum de C' et C",

REMARQUES :

1/ - Ladémonstrationprécédente peut s'étendre par récurrence
et onpeut définir le supremum et 1'infremum d'une famille finie de clas-
sifications. Mais on ne peut pas toujours définir le sup. d'une famille
infinie (méme dénombrable)de classifications. On peut toujours poser:

C, = Sup (C)

i)

Les E" forment une famille de classifications de plus en plus
fines, Elles ne définissent un supremum que si les C, sont équivalents
a partir d'un certain rang.

2/ - La famille des classes d'une classification qui contiennent
unpoint donné est ordonnée par rapport a l'inclusion. Soit P; la classe
de w; qui contient x, Pj la classe de 7 ; qui contient x - Si w; est plus
fin que m;toute classe de w; est incluse dans une classe de donc
P, est incluse dans une classe P de uf mais comme il n'y a qu'une

i
classe de m; qui- contient x sl = l? B E=E

Si nous désignons par P, l'intersection de toutes les classes de
C qui contiennent x ; les R forment une famille d'ensembles disjoints
qui recouvrent E. Mais cette famille n'est une répartition en classe que
sielle est dénombrable. Dans ce cas cette répartition est plus fine que
toutes les répartitions qui définissent la classification c'est-a-dire que
labase de la classification posséde un élément plus fin que tous les au-
tres (ce qui sera réalisé si toutes les répartitions sont identiques a par-
tir d'un certain rang). Dans le cas contraire la famille R, n'est pas dé-
nombrable mais a la puissance du continu,

Un ensemble E sera dit séparable par rapport a C si étant don-
nés deux éléments x et y de E il est toujours possible de trouver deux
classes P, et Py disjointes telles que :

% €7
X
e P
¥ .
done : xﬁé Py

yEE
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Si E est séparable par rapport a C llintersection des classes
de C qui contiennent x ne contient que x car si elles contenaient y il ne
serait pas possible de trouver B, tel que : y& B .

Si E est séparable par rapport a C il a la puissance du continu
car l'ensemble des R, qui coincide avec l'ensemble des éléments de E
a la puissance du continu,

ORDINATION D'UN ENSEMBLE CLASSIFIE :

Soit un ensemble E pourvu d'une classification C définie au moyen
des répartitions en classes : w,, my, ... W la répartition g, ne com-
porte qu'une classe P, identique a E. La répartition x; comporte des
classes que nous noterons P'lj i

La répartition wn, comporte des classes que nous noterons
Poyx avec B, By .

Nous définirons ainsi de proche en proche les classes Pijk_ e
Avec i 2 SR Jhooout © Nous pourrons simplifier et unifier
la notation en complétant A partir du dernier indice avec des zéros (étant
entendu que ces zéros sont inférieurs a tous les indices jk etc ... et en
supprimant l'indice i qui est toujours égal au nombre d'indices non nuls
qui le suivent,

Dans ces conditions deux classes quelconques s'écriront t:] {¥g
PJ it - les indices étant tous nuls a partir d'un certain rang, jamais
nuls avant,

S SR

51 j; < j,nous dirons que P.Il o

Sij, » j,nous dirons que PJ1"' > sz
5ij; = jpsoit lle premier indice pour lequel on ait : 1; # 1,, on dira

ue P <P
a Jeseelyenn i

csolnecos
2

SR R e NS ML o IO [ el

La relation ainsi définie est manifestement totale car on a tou-
jours P‘j RS PJ ... sauf sil; = 1, quel que soit 1'indice 1 auquel
cas les deux classes sont identiques.

Elle est transitive : supposons le Ny

Jo -+ B

s <PJ-3.

On a pour premier indice j; € js jo € j; donc : j; € jg. Siles trois
indices ne sont pas égaux on a donc : j; < js.
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Danc PSS e e
I
S'ils sont égaux, soitllepremier indice & partir duquel les trois
indices ne sont pas égaux :

Ios il 1% 1 ernteaine 11 N

3 3

mais 1'égalité des trois indices étant exclue 1, < 1,

donc.le....ll... F}ﬂ L

Nous avons donc défini une relation d'ordre sur l'ensemble des
classesdelaclassification. Nous pouvons étendre cette relation d'ordre
aux ensembles R,. On pourra définir R, par une suite infinie d'indices
nonnuls et définir la relation d'ordre par la méme convention que pré-
cédemment, Cette relation d'ordre est stricte : si 1'on n'a pas identi-
quement 1'égalité des indices correspondant mais dans ce cas les R, se-
raient définis par la méme famille de classes incluses les unes dans les
autres et coincideraient. Si la classification sépare E les R, coincident
avec les points de E et la relation d'ordre est étendue aux points de E.

CLASSIFICATION D'UN ENSEMBLE TOTALEMENT ORDONNE :

Sinous choisissons un ensemble fini ou dénombrable N d'éléments
x, de l'ensemble ordonné E, nous pouvons considérer que les x, sont
ordonnés par la relationd'ordre sur E. Nous pouvons définir une répar-
titionen classes apartir despointsx . Soitxunpointde E, si x = x; €lé-
ment de N, nous dirons que x appartient 4 la classe P . Si x¢ E il est
possible de définir une coupure sur N en plagant dans 1'ensemble A les
x . < x etdansl'ensemble B les x > x. Si B n'est pas vide il a un pre-
mier élément x, et nous dirons que x appartient a la classe P; . Si B
est vide nous dirons que x appartient a4 la derniére classe (ou xé EN)

Tout x appartient & une classe et une seule, les classes sont en
nombre fini ou en infinité dénombrable (comme N) nous avons donc défini
une répartition en classes T,.

Remarque :

Les classes sont de la forme [a < x < b]. Soit E; l'ensemble
despointsde E qui appartiennent & la classe P, . Si nous choisissons un
ensemble fini ou dénombrable N; de points de P; nous définissons sur
E, une répartition en classes qui nous détermine des classes P;;. Si
nous faisons de méme sur tous les ensembles E, nous aurons une ré-
partition en classes w, de E qui est plus fine que E.
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Si nous continuons ainsi, de proche en proche nous définissons
des répartitions w formant une famille dénombrable de répartition de
plus en plus fine. Nous avons ainsi défini une classification C de E. A
partir de cette classification nous pouvons définir une relation d'ordre
sur les classes de cette classification qui s'étendra aux éléments de E
si cette classification sépare E. Nous allons comparer l'ordination ini-
tiale de E et celle que 1'on peut déduire d'une telle classification,

Soient deux points x et y de E, il existe au moins une répartition
en classes pour laquelle x et y appartiennent & une méme classe. La
répartition g, quine comporte qu'une seule classe en est une. Il existe
des répartitions enclasses fj pourlesquellesx et y appartiennent a des
classes différentes car sinonon ne pourrait pas trouver de classes B, et
P, disjointes tellestque xe B, iy € b

Définissons une coupure sur l'ensemble des indices en plagant
dans la premiére classe les i pour lesquels les classes de ®; qui con-
tiennent x et y sont confondus et dans la deuxiéme classe les i pour les-
quels les classes de m;qui contiennent x et y sont disjointes. Seit m,
m + 1 le saut défini par la coupure, soit B la classe de g, qui con-
tient x et y, P’(m”),1 S By les classes de T,+1 qui contiennent x et
y. Supposons 1 < 1' pour fixer les idées, donc : 1 € 1' - 1.

Nous aurons : X < ¥ X;, ; < ¥

Or, l'ordinationdes 1 étant la méme que celle des Xys X3 € Xyr_ g

Donec : x < x Xgnty < yeidonct: an Sy

L'ordination déduite de la classification est la méme que 1'ordi-
nation initiale, Nous dirons que la classification est compatible avec
l'ordination de E. Si une classification est compatible avec la relation
d'ordre sur E, toutes les classes sont de la forme : a < x £ b,

Silles clagses B el Pj contiennent x; et xj, i < ] sera équi-
valentax, < x,. Sil'ona: x; < x;, onaura : xj < xj quels que soient

x‘iE B x‘je j -

THEOREME 1T - 3 :

37

Sideux classifications sont compatibles avec la relation d'ordre
sur E et si elles séparent E, elles sont équivalentes.

Montrons que toute classe de l'une est une partie classifiée de
I'autre. Soit « < x ¢ p uneclasseKdeC'. Soit a8 ¢ % ¢ b; une classe
de 7; contenue dansK. Soitc; < x < d; laclasse de %; qui contient

Ko
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nous appellerons R, la réunion de toutes les classes a; < x < by, sila
classe c; < x € d;. Nous poserons :

R =U R,
b=

Tout point x, de K différentde p appartienta un R; . En effet, si
EestséparéparR ilexisteunP,, etun B, disjoints, tels que x& Py ,
«€ P, . Deméme, ilexisteun I’Jx etun Pjp disjoints ; nous prendrons
celle des deux classes qui est contenue dans l'autre si elles sont dis-
tinctes. Soit P, cette classe ; elle est de la forme S bk avec
x< a,etb, < f ;donc, elle est incluse dans l'ensemble K. Donc tout
pointdeK & l'exception peut-étre de g appartient & R mais § appartient
atousles S; donc c'est le seul point de S, par conséquent K est contenu
dans RU B

Tout point qui n'appartient pas 4 K n'appartient & aucun des
R doncilnepeut appartenir &4 R, Comme 5 ne contient que p il ne peut
non plus lui appartenir ; donc :

Comme R et 5 sont des parties classifiées K 1'est également.
CLASSIFICATION D'UN ENSEMBLE PARTIELLEMENT ORDONNE

Soit Eun ensemble partiellement ordonné, Nous désignerons par
3(x4.) l'ensemble des éléments de E qui sont inférieurs ou égaux a x,
par S(. ; x)lecomplémentaire de cet ensemble, par S(x ; y) l'intersec-
tio.n S i-18(. seYpar B lanis 5, Yyoan ) l'intersection de tous les
S iet de toustl eslis (AN Ny i)

Etant donnée une famille finie I d'éléments de E si l'on consi-
dere l'ensemble ¥ des 5(.. - +..¥ ...)pour tous les systémes
de valeurs possibles de x; et y choisis dans T" il est possible d'en dé-
duire une répartition en c‘lasses o1 toutes les classes seront de la for-
me S(uy ; ...vhJ,) ayecs: VKj < ug. On peut poser : ug = Inf (x3...)

VKJ= Inf(uk : y‘j )

Tout point Z de E appartient a un S(...x,. S Figlke ) non
vide (ne serait-ce que celui pour lesquels les x sont les éléments de
I supérieurs ou égaux A Z et les y; ceux qui ne le sont pas).

Sinous désignons pary ; tout ensemble 3 (... uy. : vh ) qui
contient Z et par 5, l'intersection de tous les2_,. 5, est encore’de la
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méme forme ; les ensembles sz sont en nombre fini puisque obtenus par
des intersections d'un nombre fini d'ensembles ; ils recouvrent E puis-
que tout 7 appartientau moins a4 un 3, donc a4 un S;. De plus les 5; dis-
tincts sont disjoints car s'ils avaient un point commun Z ils seraient
définis par les mémes Ezoet seraient confondus.

Si nous donnons des familles ¥; incluses les unes dans les au-
tres nous avons des répartitions en classe de plus en plus fines de E.
Nous avons donc déduit des familles F; et de la relation d'ordre sur E
une classification C de E dans laquelle toutes les classes sont des en-
ensembles de la forme S(ug ; ... VKI)

Si dans une classification de F toutes les classes sont de cette

T

forme nous dirons qu'elle est compatible avec la relation d'ordre sur I,
THEOREME II - 4 :

Toutes les classifications qui sont compatibles avec la struc-
ture d'ordre de E et qui séparent E sont équivalentes. Il nous suffira
de montrer que tout ensemble M = S(u;...vg...) est une partie clas-
sifiée pour n'importe quelle classification compatible avec la structure
d'ordre sur T et qui sépare E.

Soit g; une répartition en classes de E nous appellerons :

A. les classes qui n'ont aucun point commun avec M

im

B,, les classes qui ont au moins un pointE M et Gu moins un
point€ d'un S(v, ; .)

@

o les cilasses qui sont incluses dans M.

Diq toutes les autres classes.,

Posons : A, = U A,

1508 U Bin
D, = UD,,

Nous avons :
E = A1 UBilJCi UDl
C1C MCBiuciuD1
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A4, By, C4, D, sont des parties classifiées de E, Nous avons :
Cly yG) = Bygyh
Cy(Ary Cy1) =M(By, Dy)
et en posant : \JA; = A e =¢
C(A, C) =M (By , Dy)
Si nous posons :f 1B; = Bona: BCI(B; u P1)
et nous pouvons poser :{ \(B; UDi) = Byb
D étant un ensemble disjoint de B. Il est également disjoint de A et de
C puisque contenu dans C(A UC). B est disjoint de A et C et A et C sont
disjoints puisque :
A=UA, Ay CM AC CM
c =Uc, CiC M CCM
Onadonc: E = AyByCyb

ou A, B, C, Dsontdisjoints deux a deux. A, B, C sont des parties clas-
sifiées donc D aussi. Montrons que A uB = CM

M~(A,B) = (MqA) (M4B)

Tout point de A est élément d'un A, inclus dans C M donc est
est élément de C M et par suite :

AnM = ¢

Supposons qu'il existe un point x de M qui soit point de B. C'est
un élément de tous les B;. Il existe donc :

St 5 Gl Vg e ) tel que X € BN G Ve ) e S (i o e L R e

3(Xp, +++ Vg...)n'estpasvideni réduit & x car s'il était vide ou réduit
4 x, nous aurions : x, € Vvl

o6 (LIS Vo)
S(Xg; +..Vke..Vg...)n'estpasvideni réduit & x, car pour qu'il le soit
il faudrait qu'il en soit de memie pour 5(x, & ... Wg ... ) ou gues:
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S(x vﬁ...)CCS(xo;...VK...)

r

OF G S 7 ... Ypa-)) - 862X U [USHE )]

etatSho flcl Vk---)nS(- s e RSN G (o SRR v‘K...)nS(vK;.)
S$(Xg5 -0 Vk oo ) Sk . ) impliquerait x € S(u;... vg...)

Mais 8i S(X, 5 - Vg ...) €tait vide cela prouverait que tout
x € x, est € y donc:x, £ Vv etxo¢ S ;icve Vg oene )

I1 existe donc un point x;€ S(Xg 5 «o. Vi ... Vg ...). 51 C sé-
pare E il est possible de trouver un S(u'" ; ... v'j...) qui contienne x et
tel que tous les S(v'; ; .) contiennent x . Désignons par N l'ensemble des
points de E quine sont pas supérieursa x,. x, N ; par N, l'intersection
de N avec la classe de m; qui contient x . L'intersection de tous les
N; estvide car sinon il y aurait au moins un point distinct de x_ qui ap-
partiendrait a toutes les classes qui contiennent x et C ne séparerait
pasE. Ily adonc au moins un N qui est vide et la classe correspondante
est contenue dans le complémentaire de N. Donc tous les points de cette
classe sont supérieurs a x; ; comme x; n'est inférieur a aucun des v,
aucun des points de cette classe n'est inférieur & un v,. Par conséquent
x  appartientaun C; et ne peut donc appartenir au B; correspondant, Il
n'appartient donc pas 4 B, donc B M = §; donc : Ay B = CM

et par suite : M = CUD

or, C et D sont des parties classifiées donc M aussi,

CONCLUSION -

Les exemples de classification que nous venons de traiter mon-
trent que lanotion d'ensemble classifié est extrémement générale et peut
s'appliquer 2 de nombreux ensembles, par exemple 1'ensemble des nom-
bresréels qui est un ensemble totalement ordonné. Nous pouvons remar-
quer que sinous définissons sur cet ensemble une topologie par la famille
d'ouverts formés par les ensembles a < x < b, tous les ouverts et tous
les fermés de cette topologie sont des parties classifiées dans la classi-
fication qui sépare E et qui est compatible avec la structure d'ordre. (Je
dis la classification puisque toutes les classifications jouissant de ces
propriétés que nous pourrions définir sont équivalentes). Nous pouvons
dire que l'ensemble des réels est un ensemble topologique classifié,

On peut penser que de nombreuses propriétés de 1'ensemble des
réels sont des propriétés générales des ensembles classifiés. En par-
ticulier, il semble que la théorie de la mesure et de l'intégration est
une théorie qui se rattache non & la théorie des espaces topologiques
mais & celle des ensembles classifiés dans la suite de ce travail, nous
aurons besoin d'étendre la théorie de la mesure et de l'intégration a des
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ensembles qui ne sont pas pourvus d'une topologie mais qui sont clas-
sifiés. S'il semble souhaitable de construire une théorie générale des
ensembles classifiés qui me parait devoir étre extrémement riche d'ap-
plications et de conséquences (j'ai d'ailleurs 1'intention de revenir dans
des travaux ultérieurs sur cette question), je me contenterai dans le
présent travail de développer les points de cette théorie qui me seront
utiles par la suite, en me limitant & signaler au passage quelques sujets
de recherche qui me semblent particuliérement intéressants.

CORRELATIONS ENTRE ENSEMBLES CLASSIFIES :

Soit deux ensembles E; et Es, soit une corrélation Yy entre B, et
E,, on peut se poser les problémes suivants :

1/ - SoituneclassificationC, de E,. Déterminer les corrélations
y telles que les ensembles Y(A;) correspondant & toutes les parties clas-
sifiées de E ; dans une classificationC, que l'on déterminera également,

2/ - Soit une classification C; de E, et une classification C 5 de
E,, déterminer des corrélations y qui font correspondre les parties
classifiées de E; avec celles de E,.

3/ - SiE, estunensemble totalement ordonné, soit une fonction
f qui fait correspondre & tout élément x de E, un élément y de E, ; on
peut définir une corrélation e PAr @ 7(x) estl'ensemble des Z tels que
Z < y. Déterminertoutesles fonctions f telles que Y¢ Soit une des cor-
rélations définies au 1/ - ou au 2/ -,

Corrélations intérieures :

Soit une corrélation Yy . Nous appellerons corrélation intérieure
8 relative 4 y la fonctionnelle définie par :

sa) = 1) iz

Cette fonctionnelle vérifie les relations :
B{AUB) = 8 (A)UB(B)

ACB =8 (B)C §(A)
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8(A) ,3(B)C8 (A B)

Si 6§(A) = § pour tout ensemble A non réduit & un point, x est
fonction de y. En effet, supposons que T'l(y) = A ne soit pas réduit a
un point. Pour tout x€ A on aura : y e \((x) donc :

ye () yx) = 8(a)

xE A
donc : 8§ (A) n'est pas vide.

Sipour toute partie classifiée A de E; 8(A) est une partie clas-
sifiée de E, la corrélation sera dite classifiante.

Soit une fonction f qui fait correspondre a tout élément x de E; un
élémenty d'un ensemble E, totalement ordonné si T“lf est classifiante
f sera dite classifiante.

Nous allons donner un exemple de fonctions classifiantes a valeurs
dans R. Nousutiliserons dans cet exemple la topologie de R mais il sem-
ble qu'une étude directe ne soit pas impossible. En effet, la notion de
fonction étagée est une notion qui ne fait pas intervenir la topologie de
R. D'autre part, pour un ensemble ordonné, il est possible de définir
une sorte de limite qui ne fait pas intervenir la topologie de R. Soit en
effet lesvaleursy, desfonctionsf (x)pourunevaleur donnéede x. 5 les
ensembles définis par:

z < ¥,
w o]
T LB, o=
2 0] w
v, = Ms, A% :Llen
Si T = V on a un ensemble de la forme : {ziz < y}

y peut étre considéré comme la limite de VI quand n tend vers l'infini et
y est définie indépendamment de toute topologie sur R.

Si 1'on détermine directement les fonctions classifiantes pour
C, et C, onpourra se poser leprobléme suivant : déterminer les struc-
tures topologiques qu'il faut donner a E, et a E, pour que les fonctions
continuesde E; sur E, soient des fonctions classifiantes, ces topologies
étant déterminées en fonction des classifications Cx etic s

L'exemple suivant montre que la topologie ol les ouverts sont les

ensembles a < x < b, sur l'ensemble des réels classifiés par la clas-
sification admettant comme partie a < x ¢ b, répond & la question,
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EXEMPLES DE FONCTIONS CLASSIFIANTES :

Soit une application de E dans un groupe distancié ; on appellera
fonction étagée sur E toute fonction telle qu'il existe au moins une ré-
partition en classes de E telle que Osc.(f) = 0 quel que soit la classe
P; de la répartition. J'appelle Osec. (f) le maximum de | f(x') - f(x)| pour
x¢e P, x'e Pj.

On appellera fonction g -étagée sur E toute fonction telle qu'il
existe au moins une répartition telle que Osec. (f) < ¢ quel gue soit la
classe P; .

On appellera fonction semi-étagée sur E toute fonction qui est
e - étagée quel que soit ¢ .

THEOREME 1I - 5

Soit f(x) une fonction semi-étagée sur E. Les ensembles de points
satisfaisant & l'une des conditions

f(x) < A, fix) =, i) A f(x) > A
sont des parties classifiées quel que soit A,

En effet, si f(x) est semi étagée pour toute valeur de e, il est
possible de trouver une répartition en classe telle que sur toute classe
12 :Mp.ax f—IV:i.nf <Z

1 1

On peut classer les classes P; en trois catéfories :

(B30

pour lesquels Max(f) < A
E. pour lesquels Min(f) ¢ 3 ¢ Max (f)
BH pour lesquels A < Min(f)

Posons : J :UF} K.=4UR L

E

=UPp

e

et M = ensemble des x pour lesquels f(x) < A
E

T'ai: J.EMCJ, K

quel que soit ¢ . Je peux considérer une suite dénombrable de © tendant
vers zéro, J'aurai :

U oM c(l?salu (fuﬁ(SmKe”
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w
Le dernier terme est égal a \JJ) t'ﬁﬁKE

ce que je pourrais écrire en posant :

@D

Q-5 Ak x

JeMC JLK
Tous les points appartenant & K. sont tels que :
7 SRR s o) Ty U

Si cette propriété est vraie quel que soite , f(x) ne peut étre différent
de A et par conséquent pour tout xe K, f(x) = A donc x ne peut appar-

tenir a M; donc M = s.

Et par suite, les J, étant despartiesclassifiées, M estunepartie
classifiée, Comme K et M sont disjoints

JaK = ¢

Pourtoutpointde L., f(x) > A donc f(x) > A, pour tout point de
L = UL., donc KAL = §. En résumé :

x€ J—=) f(x) < 2

ek =3 —a

He L ——) fx) > A
Ilfentnesultesquer f(x) =da——=\xe K

)i e=—) e ERST

D'ou les ensembles de points pour lesquels on a 1'une des cing
conditions

f(x) < a
f(x) € A
f(x) = A
f(x) > A
f(x) > A

sont des parties classifiées quel que soit A,
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Réciproquement, si l'une des 4 conditions : '"l'ensemble des x
telsquef(x) <X, f(x) <X, f(x) > &, f(x) > XA est une partie classifiée
quel que soit A'' est réalisée, la fonction est semi-étagée, Les trois
autres le serontalors, d'apreés lethéoréme directainsi que la condition :
"I'ensemble des points x tels que f(x) = A est une partie classifiée',
condition qui n'admet pas de réciproque si l'ensemble des valeurs de
f(x) n'est pas dénombrable. (Si cet ensemble est dénombrable la condi-
tion entraine manifestement que f est étagée). Supposons la condition
f(x) < A réalisée, quelque soit A et choisissonsune infinité dénombrable
dewvalenps g ide (-0 <N« Seaitelle sique Ny RSN s el e clguilse St
possible quel que soit ¢ ; soitP, lapartie classifiée de E constituée par
l'ensemble des points tels que f(x) < A .

S 0 C B sera l'ensemble des points tels que :

A< f(x) <Ay,
C'est une partie classifiée Q, .

Lesparties classifiéesQ; sontdisjointes. De plus, si l'on cher-
che osc, f sur Q,, on trouve :

1, ) = f(xp) | = Sup fxy), f(x,) - Inf. £(x; ), f(xy)

ST N
Donc :
Qge. < W s Ay < e
+0

E =U (B CH) = UQ,

-0

La réunion étant dénombrable on a déterminé une répartitionenclasses
sur toute classe de laquelle :

Osc. f < g

La démonstration est analogue pour les trois autres conditions. On dé-
montre aisément que :

1/ - toute limite uniforme de fonctions semi-étagées est étagée.
2/ - toute suite de fonctions semi-étagées qui convergent unifor-
mément sur un ensemble M tel que toute classe de E contient un point

de M admet une limite uniforme,

3/ - toute fonction continue de fonctions semi-étagées est semi-
étagée.
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4/ - toute fonction semi-étagée peut étre obtenue comme limite
de fonctions étagées,

5/ - toute fonction étagée est une forme linéaire de fonctions ca-
ractéristiques d'ensemble,

PRODUIT D'ENSEMBLES CLASSIFIES

Soit les ensembles E, et E, pourvus des classifications C, et
C,, il est possible de définir une classification C' sur l'ensemble pro-
duit B, x E,.

Soit m,; une répartition en classes appartenant 4 une base de la
classification C,.

Piyy une classe appartenant & la répartition 7w,
Ty; une répartition en classe appartenant & une base de C,.
ik une classe appartenant & la répartition ;.
Considérons les sous-ensembles Q”k de E; x E, définis par :
Qigx = Py * B

Lafamille formée par ces ensembles quand j et k décrivent des
ensembles finis ou dénombrables est finie ou dénombrable. Elle recouvre
B E2 puisque tout élément x, y de El x E2 est tel que x est contenu
dans un Py, ; ety dansun Py, .

Les Qi x sont disjoints car ils différent par 1'un au moins des
deux indices j et k et les classes correspondant aux deux valeurs de cet
indice sont disjointes.

Nous avons donc une répartition en classe g} de E; E, ; les

&) forment donc une famille dénombrable de répartitions de plus en plus
fines, Posons pour fixer les idées i < i':

jr=w

Puy = N, Py
k*=00
Posx = U Poprywr
k =1
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=,
Cn
&8

Qg = kgl Pl X Paye
jte1
jr=w
k*=w

0on

k'=1
jr=1

Nous avons défini une classification C' sur E; X E,. Quand nous
remplacons les bases de C; et de C, par des bases engendrant les mé-
mes classifications nous obtenons une autre base de la méme classifi-
cation C'. Désignons par R, un élément de S(C,;); R, un élément de
S(Cg) par P; un élément d'une base de C, ; par P, un élément d'une

base de C,.

5(C') est engendré par P, x P,. Or, F x P, est un élément de
S(C,) x P, mais S(C,) x E, estune o -algébre de Boole. Comme elle est
engendrée par des éléments de S(C') on a :

S(C, ) x P,C S(C') donc :

R AP €0y

1
5(C') est engendré par les R; x P,.

Mais R, x S(C,) est une o -algebre de Boole ; comme elle est
engendrée par des éléments de S(C'), on a :

R, x S(C,)C S(C")

donc : R; x R, € S(C')

S(C') est engendré par les R, x R,

Mais R; x R, est un élément quelconque de 5(C, ) x S(C,) ; donc
5(C') est engendré par les éléments de S(C,) x S(C,). Si nous rempla-
gons les bases de C; et de C, par des bases qui engendrent les mémes
S5(C;) et 5(C,), S(C') sera remplacé par une o -algébre de Booleen-
gendrée par les éléments du méme ensemble S(C;) x S(C,) et qui par
conséquent lui sera équivalente.

La classification C' que nous avons définie ne dépend donc que
des classifications C, et G, (et non de leurs bases). On l'appellera le
produit des classifications C,; et C,.
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En raisonnant par récurrence nous pouvons définir une classi-
fication sur le produit E1 x E2 x ... x E_, A partir des classifications
Cl, Cz, ...C , définies sur F E, E . Il est manifeste que le
produit ainsi défini est commutatlf et assocw.tplf

On peut remarquer que toute classe de C, étant de la forme
UR, (la réunion pouvant ne pas étre dénombrable et R, étant l'inter-
sectiondes classes qui contiennent x) que toute classe de C, étant de la
forme U Ry tout Q,;, est de la forme UR , x R Plus généralement
cette forme est cellle de toute partie c1a551f1ée pu1sque celles-ci s'ob-
tiennent par réunion ou intersection de cette forme, Celle-ci se trouve
donc bien conservée puisque 1'intersectionde deux R, x Ry est soit vide,
soit R, x Ry .

Onpeut définir d'autres classifications surE; x ... x E apartir
d'autres répartitionsenclassesde E; x... x E . 5i les répartitions en
classes g, sont associées a C' la classﬁlcatmn C'" qu'elle détermine
sera moins fine que C' puisque toute classe de C' sera une partie clas-
sifiéede C'. On peut donc se proposer de déterminer toutes les répar-
titions associées a C'.

En effet, il existe les répartitions en classes g distinctes des
1'(1‘ que l'onpeut définir a partir des Q ., puisque les classes de m, qui
sont des unions dénombrables R de Ql x» sont des parties classiftiées
de C'. 1l en sera de méme si les classes de g, sont des intersections
dénombrables de R .

Pour simplifier 1'exposé nous nous placerons dans le cas d'un
produit E;, x E,, casquipeut facilement étre étendu au moyen d'un rai-
sonnement par récurrence.

Supposons le probléme résolu. Soit une classe B, de®, . C'est
une partie classifiée. Il en est de méme de : B 7 (P; * Ejp), B étant
une classe quelconque d'une répartitionenclasse de E;. Si nous prenons
une famille de Plj ordonnée par rapport a 1'1nc1u51onﬂP = R,, ona
donc :

m[Eln (Pyy - Ey)l = B [ P ). Bl n (Bx. Ez)
B a (R, . E;) est l'ensemble des points de P, qui se projettent sur Ry.
Comme c'est une partie classifiée, cet ensemble est de la forme :

UR,. R,. Il ne peut y figurer que le seul Ry et par conséquent on peut
le mettre sous la forme :

B A (R,. E, = R,. v, (x).

Y (x) est l'esnemble qui correspond au point x dans la corrélation dé-
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finie par : (x, y)e B, et R . y,(x) est une partie classifiée de C', Or,
les éléments de S(C') qui sontde la forme R,. M forment une o -algébre
de Boole qui colncide avec Ry. S(C,) donc 1y, (x)e 5(C,) et Ta(X) €st une
partie classifiée de C, et ceci quel que soit x.

Si nous supposons de plus que la corrélation définie par B, est
compatible avec la relationd'ordre c'est-a-dire que Y, (x) est de la for-

me f, (%) < y ¢ 1, (x).

On voit que les fonctions f, (x) et f,(x) sont constantes sur tout
R, et que les valeurs qu'elles peuvent prendre sont celles qui corres-
pondent & des suprema de parties classifiées de C,.

Nous avons la des conditions nécessaires pour que f, et f, soient
des fonctions classifiantes. Il serait intéressant de montrer que f; et
f, sont bien des fonctions classifiantes, Nous nous contenterons de dé-
montrer la réciproque & savoir que si f; et f, sont des fonctions clas-
sifiantes, 1'ensemble P, comme l'ensemble des points (x, y) tels que
y € f;(x) est une partie classifiée de C'. Il nous suffira de le montrer
pour l'ensemble des points (x, y) tels que y ¢ f;(x). On en déduira la
méme propriété pour y s fy(x) et on l'étendra & P en prenant l'inter-
section avec le complémentaire.

Prenonsune répartitionenclasse =n; de E, définipar les points :
yij ‘ yi,j+1 5 e DOILL

A” I'ensemble des x tel que f(x) < ¥y

i

Aijﬂ

’\1‘] :Ai_anA'ij+l

l'ensemble des x tel que f(x) g S

f1 étant une fonctionclassifiante A1J " A”d , A'. sontlesparties clas-

ij
sifiées de C;.

SoitB” la réuniondes classesde ®; contenuesdans DA' [f(x) y}

x IJ
Bj; n'est pas vide puisqu'il contient toujours au moins {y_in < y}.
Bij est une partie classifiée de C,. D; = LJJ A'i; * By est une partie
classifiée de E; x E,. D,C C P, puisque pour tout (x, y)e D; on a

f(x) < y. Montrons que tout point de C P, appartient a un D;.
En effet soit (x, y,)un point de C B, nous avons : fj (x) < ¥,. On

peut avoir y, €R g (x) flfx)étant le supremum d'une partie classifiée
de C, il serait celui de Rfl{x} donc on aurait : y, < f(x).
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Il existe donc au moins un yj ; tel que :
f, (x) < ¥
yi.j < yo

Soit a cety,;. Nous poserons y;;.; = b, toutes les fois que l'on aura
Vi = 2

Ou bien il existe un b; < y, et dans ce cas D; contient y,.

Oubientous les b; sont supérieurs ou égaux a y, et dans ce cas
l'intersection N de tous les {z |a < z g bi} contient également y,. Et
il n'existe aucune partie classifiée dont le Supremum < y, et > a donc
aucun f(x) n'est compris entre a et b = Sup z.

z€ N
Par conséquent tous les f(x) sont égaux & a pour x € M

(en posant M = {x} f(x) < a }n(',{x|f(x) g b}) sont égaux a a.

Nous dirons que la classification C définie sur E;, x E, résulte
des classifications C(E,) et C(E;).

Soit un espace fonctionnel F défini comme produit d'ensemble
E,, t étant un parameétre quelconque élément de l'ensemble G. Tout
point X et F sera caractérisé par les valeurs de ces projections sur
E . ; ce qui revient & définir une fonction x(t). Nous désignerons par
x,(t) la fonction déduite de x(t) en prenant les valeurs de x(t) sur les
éléments t de l'ensemble A - x, (t) définit la projection de M sur les
sous-espaces vectoriels F, (t) produit des E pour tous les élémentst
de 1'ensemble A,

Soit une classification C(F) de 1'ensemble F. Soit P une classe
de C(F), soit M un élément F, M, sa projection sur F,, MCA sa pro-
jection sur FcA 3

M =M, . M

Nous pouvons définir une corrélation entre F, et F. en écri-
vant que : M€ P, i

Si cette corrélation est classifiante quel que soit P c'est qu'il
existe une classification C(F,) sur Fy et une classification de C(Frx)

sur FCA, telles que C(F) résulte de C(F, ) et de C(¥g, ).

Supposons lapropriété établie quelle que soit la partie classifi¢e
A d'une classification qui sépare G. Soit (P), la projection de P sur F,,
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(P ), une classe de C(F,) telle que :
(BRGNP

J'ai en projetant sur E; :

((Pi’“)t ((p)‘&)t

Si je considére 2 classes AJ., A telles que:

JI
ApC A,

de la classification C(G) j'ai : (P,,), C (By )a
(]

Donc : ((P“.)Ay)t = ((Pi)AJ)t

nous poserons pour simplifier les notations :

By, = ((Pi )AJ_) t
Bjjjpp = ((Pu' )Aj,) t
et en continuant de proche en proche nous écrirons de la méme facon :

Biagpagnsn ete..
ce que nous écrirons :

B;, I étant un ensemble d'indices d'aprés les relations obtenues pré-
cédemment entre les B; nous aurons :

BjiDBJlJ'l'DBjij'i._j"-i":)' S

les B forment donc une suite d'ensembles qui décroit quand I croit ;
or I croit quand on prend des répartitions en classes de G de plus en
plus fines. .:“xp étant la classe de la répartition 5, de C, qui contient t ;
ily & une infinité dénombrable I, (p) d'ensembles d'indices possibles ce
qui détermine une infinité dénombrable de Br,(p) . Les By, (p) définissent
par leurs intersections non vides une répartition en classes 1F]', sur E .,
Sinous considérons une répartition en classes %, de C(G) plus fine que
7, lesl, (q) sedéduiront des], (p) par adjonctiond'indices, Les Br. (q) S€-
ront donc inclus dans les By () et la répartition en classes Ty Sur
Et sera plus fine que la répartition 7.

Quand les XP tendent vers {t} les 7:}1 engendrent une classifi-
cation sur E..
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NOTA :

La classification engendrée peut trés bien ne comporter qu'une
seule classe sitousles ' n'en comportaient qu'une, parce que tous les

Br, (p) 5€ réduiraient tous a E,.

Toute classe P de C(F) peut se mettre sous la forme :

400

U (r_l (Pi))A

1 AETp
puisque C(F) résulte des C(F, ).

Les D (B ), forment une répartitionenclassesde P, Quand
paugmenteindéﬁmment ces répartitions engendrent une classification
et les éléments limites de cette classification sont de la forme :

[ o,
teG

Qy (t) étant l'intersection de toutes les classes de C(E;) qui contiennent
l'élément y € E,. Donc pour toute classe P de C(F) nous avons :

P :u( ng(y)),

la réunion pouvant toutefois n'étre pas dénombrable.

Nous dirons que C(F') résulte des C(E ), t€ G.

Nous pouvons définir de la méme fagon la relatlon "résulte des'' sur un
sous-ensemble de F.

Il suffira pour cela de considérer que la relation '""C(F, ) résulte de C(I, )
etde C(F, o Cp)"" estvérifiée par toute les classes B de G qui sont des
sous-classes de la classe A, La démonstration précédente est valable
sans changement,

Les classes P d'une classification C(F,) pourront se mettre sous la

forme : . :U([—] Qy(t))

te A

De sorte que nous pourrons dire :
C(F,) résulte des C(E;), t € A.
La relation ""résulte des' est associative, c'est-a-dire si
=Ua,
1

(les A, étantdespartiesclassifiéesde G) entraine que C(F, ) résulte des
C(FAi) et si C(FAi) résulte des C(E,), t € A, alors C(F, ) résulte des
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C(E,), t € UA, = M. Il suffira de prendre parmi les #x_qui servant a
faire le raisonnement pour établir que C(FE, ) résulte des C(E;)te Mla
répartition en classes de M déterminée par les A,;, (si la réunion est
dénombrable) ou une suite de répartitions en classes dont les parties
ultimes sontles A, (si la réunion n'est pas dénombrable, cette réunion
devant toutefois étre associée a la classification qui sépare G).

En résumé nous pouvons énoncer le théoréme suivant :
THEOREME II - 6 -
Si une classification de F résulte de la classification C(Fy,)

et de la classification C (F i N), elle résulte de la

classification C(E ) et de la classification C(F, ).
LM N
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CHAPITRE Il
FONCTIONNELLES ADDITIVES

Généralités concernant les fonctionnelles
sur un ensemble classifié

Je dirai que j'ai défini une fonctionnelle sur un ensemble clas-
sifié E, a valeur dans F si a tout élément M d'une famille de parties
classifiéesde E, je sais faire correspondre un élément de F noté ¢ (M).

Je dirai qu'une fonctionnelle ¢' est plus fine qu'une fonctionnelle
si toutes les fois que (M) existe ¢'(M) existe et est égal 4 ¢(M) .

Je dirai que j'ai défini une norme pour les valeurs de la fonc-
tionnelle si j'ai défini une application de ¢ (M) sur un ensemble ordonné
A detelle sorte que atout M; je saisfaire correspondreunk; = k(p(My)).

Je dirai que j'ai défini une borne pour les valeurs de la fonction-

nelle sur une famille L d'ensemble M, si je sais déterminer une fonction
h; des k, satisfaisant a :

Kk < hy,
Ik L2:>hL1S hy,
Il en résulte que :
1/ - Si nous avons une borne h(p) sur l'ensemble des parties
classifiées pour lesquelles ¢ (M) est défini, ily en a une hy, sur toute
famille L et h; < h(¢).

En particulier pour tout k ona: k; < h(r?)

Nous dirons que la fonctionnelle est bornée et nous appellerons
h(¢) la hauteur de ? -

2/ - Sir[; est plus fin que ff‘ et si ¢ est borné ¢' est borné et
h(¢') < h(p).

61



En effet I'ensemble des parties classifiées sur lequel ¢ '(M) est
défini peut étre considéré comme un sous-ensemble de celui desparties
classifiées sur lequel ¢(M) est défini.

FONCTIONNELLES ADDITIVES -

Nous dirons qu'une fonctionnelle est additive si ¢ prend ses va-
leurs dans un demi-groupe additif

?(AyB) = ¢(A) + ¢(B)pour A B = §

Nous dirons qu'une fonctionnelle est o -additive si
+@ +0
p(Ja) = IE‘{’(AH

avec Ay A; = @ pour i 7
Nous supposerons désormais que nous connaissons une norme pour les
éléments de F satisfaisant a :

1/ - k(A) - k(B) ¢ k(A + B) < k(A) + k(B) quel que soient les
éléments de A et B de F.
+0 +00
2/ - si la série }:: k(A ) est convergente, la série 21“ A
est associativement et commutativement convergente quels que soient

les éléments A, de F.

Définition d'une fonctionnelle o - additive -

1/ - sur une répartition en classe m;
Soit Pj; avec j € Z une classe de la répartition.
Nous poserons

T (B = iy

k(Ayy) = Ky

Pour avoir une fonctionnelle o -additive il suffira que J.EZ kjJ existe.

Nous poserons 3~ k; = h;, hauteur de g,.
i

En effet pour tout ensemble M P , on a une série

e Ticy
convergente 7 ky; etpar conséquent 7 A;jconverge également,
jez’ je 2
Nous pourrons poser :

71 (M) = "é_:z ¢1(Pij )

J
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Si nous avons mis M sous la forme M =HJ M, les M, étant disjoints et
de la forme :

M = U Py
ST 2y H

nous devrons avoir

et la série ¢(Pij ) étant associativement convergente on a :
JRER/
p(B; ) = I (J_ }ezz]cfi(ejw)f (M,

i

2/ - Surune classificationC, soitune suite de fonctionnelle ¢; de
plus en plus fine définies sur les répartitions m; d'une classification et
bornées dans leur ensemble (c'est-a-dire que h; < H quel que soit i).

j €2

Nous pouvons définir une fonctionnelle & par : &M) = ¢ (M)
pour tout ensemble M pour lequel on peut trouver un ¢, tel que ¢4 (M)
existe,
On aura alors ¢,,(M) = ¢ (M) pour tout i' > i. La fonctionnelle ®(M)
est o -additive si pour toute une suite M, d'ensembles qui convergent
vers f ona : & (M, ) — 0.

Quelle que soit la fagon dont on mette E sousla forme E = U Pj; on
aura :) ky; € h.
En effet si on ordonne par rapport a4 i on peut écrire

E = 12 Ps; atete B
G5 Py ol ™)
Nous avons : ) | k; hy
£ |
mais en exprimant les Pl.il en fonction des P3$11 nous avons :

i

S RS ;
10 e ]Ekz_lll

A e RGATTE R

1

donci: JE k. o+ k.. < h
j1 1‘]1 Jg "'}2

On démontrerait de méme par récurrence que :
Ekl.]l +Ek3_i3 Rl +Ekn_j“ < hn

et par conséquent

ok <
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La série Zku étant convergente la sériede > ¢ (Py; ) l'est éga-
lement et 1'on peut poser :

({’(E) = Z'f’ (Pij )

Si E peut étre mis sous la forme U E, les E_ étant de la forme
UP;; les séries Zkij correspondant aux E_ sont des sous-séries de
la série 3 _k ij correspondant & E. Elles convergent donc et par suite
les séries 3 ¢ (Py; ) correspondantes convergent également et on peut
les prendre pour définir les ¢ (E ).

De plus comme

. k(g(Py ) < H

kT(Em) < Pijzc Em k(ff (pij )) S PiJ'EC
On a pour toutes les réunions M de classes de C :

k(p(M)) < H

Montrons que par passage a la limite on obtient toujours des
ensembles jouissant de cette propriété.

Soit une suite d'ensembles A jouissant de la propriété
k(¢(Ap)) € H
A]. posséde donc une limite donc
An*l UB[M = 4ub,
avec A[M anﬂ =0
Aan =@
Bpun Dy = 9
B n—3f
Dp — 9
Nous avons : 'f(Awl) +: ’P(Bpn) = ‘?(AP) & T‘(Bp)
kip (Apa D) € k(p(Ayn )+ (Byy ) + K(p(B g ))

Sk(7(A,) + 9(D,)) + K(¢ (B, ))
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¢ k(g(A ) + k(¢(B,)) + kig(B,,, )
k((Ap)) € Het: k(¢(A 1)) - k(7(A,))—0
Done k ¢ (A,) tend vers une limite ¢ H.

On peut déterminer la valeur T(A) correspondant a cette limite
en écrivant

:‘F(A]ul ) - 'F (Ap) = 'f'(D]l )_rfB p+l )
pour toutes les valeurs de p et en additionnant ce qui donne :
HA) - gAY =)0 (p(D,) = ¢(By. )
1

Si l'ensemble A peut &tre obtenu de 2 fagons différentes comme
limites de 2 suites d'ensembles

A, et Al on pourra poser :

An U Bn =8 B)

il =n
avec :
A'nﬂ Bu B Q
A:xﬂ,B‘n = ¢
BnﬂB'n 5 ﬂ
B“‘“"Q
B, —p

et par conséquent p(A,) + ¢(B,) = ¢(A}) + ¢(B})
¢ (B,) et ¢(B},) tendant vers zéro les limites de T(Aﬂ) et r[:(A:l) sont
égales.

7 (A) est donc bien définie de fagon unique et la fonctionnelle ¢ est bien
o -additive.

APPLICATIONS -

1/ - Eest un ensemble de nombres réels. F est l'ensemble des
nombres positifs.

k(a) = a . =1

Dans ce cas ¢ est une distribution de r:-robabilités‘lj,ai = h avec
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plx, < x <x ) == =Ex

i+l i+l i

E est borné,
Uncasparticulier important est celui de la mesure de Lebesgue,
quand l'ensemble E est un ensemble de réels de la formea < x = b,

Pour simplifier 1'exposé nous prendrons pour ensemble E, 1'ensemble
0 < x € 1 l'extension se faisant sans difficultés.

Nous pouvons définir sur E les répartitions en classes

: = qt 1
75; par'an %n<x< n ]'

Les répartitions m,ne forment pas une suite de répartitions p
de plus en plus fines mais il est facile d'extraire une telle suite de la
famille des 7, pour définir la classification C qui sépare E. Les répar-
titions qui n'appartiendront pas a cette suite sont manifestement asso-
ciées & la classification.

Si nous définissons '[’(Pm; ) pour toute valeur de n et de q nous
avons un excédent de valeurs de ¢ pour définir la fonctionnelle ; mais
sinous démontrons que la valeur choisie pour B, est la méme que celle
que 'on obtient apartir des valeurs de ¢ (glq ) choisies pour les classes
de toutes les répartitions plus fines nous démontrons a la fois que les
¢; sontde plus en plus fines et que les valeurs excédentaires sont bien

celles prises par la fonctionnelle telle qu'elle est définie au moyen des

9y
f w, est plus fin que 7, si n' est un multiple de n :
n' = An mais alors la classe P,, est la réunion de A classes Py

Nous poserons :

oL o g q+ 1
T(P"")-n pOU.[‘P _{n<x< n }
Nous avons :

1
By ) = o
1
T(Ea'nl' B H'
1
T(PL,f,JP g Y =R o
A n'g nq




Pour tout ensemble M : 0 < x ¢ r, r étant un nombre rationnel, ona:
P (M) =1 hei

Par passage a la limite on voit que pour tout ensemble de la forme :

0 <x ¢ sona: ¢(M) = s

Nous sommes donc ramenés a la théorie classique de Borel-
Lebesgue. Nous dirons que nous avons défini la mesure de Lebesgue
sur la classification de Borel,

2/ - E est un ensemble totalement ordonné
F est l'ensemble des nombres réels,

lsfaji=tfat
@05 < XS Wy NS Ty )= f(xy)

La fonctionnelle existe & condition que f soit une fonction a va-
riation bornée.

C'est le cas classique de la fonctionnelle de Stieltjes. E est un
ensemble partiellement ordonné,

Dans ce cas on se rapportera au travail d'André Revuz,
3/ - F est un espace vectoriel normé
k(a) = |al.

Il est possible de trouver des fonctionnelles ¢ satisfaisant aux
conditions du paragraphe précédent,

Je 1'établirai par un exemple

Prenons pour E l'ensemble 0 < x ¢ 0, pour classification la classifi-
cation C définie par les classes

i AL
piq Tl S XS 2“1
1 nzi 1
Pour T(Pi(1 ) le vecteur de module —y I’_\I ———— etpouranglepolaire
1 A o e
q + E 2n+l
ot
21

Il est facile de voir que la fonctionnelle ¢ satisfait aux conditions
du paragraphe précédent et par conséquent elle est o -additive.

67



4/ - Testunchamp de variables aléatoires a2 moment du 1° ordre
et 2° ordre fini.

k(X) = \Vm? +0® m étant le moment du 1° ordre.

o étant le moment du 2° ordre réduit.
Nous savons que si X = X; + X, ona
m=m1+m2;o-=cl+cr2.

Nous avons done : k(X) < k(X; + k(X,)etk(X) est bienune norme,

De plus nous savons que si2_\/ me+ n?— convergey m. et}:g—i con-
vergent et quey X, estassociativement et commutativement convergente.
Prenons pour ensemble E 1'ensemble 0 < t < 1. Nous définirons une
classification comme dans le cas d'une mesure de Lebesgue et nous pren-
drons mémesprécautions pour les B correspondant 4 des répartitions
associées a C,

Nous poserons donc rr(E) = X.

SiX est divisible par n c'est-a-dire il est égal & la somme de n
variables aléatoires indépendantes de méme fonction de répartition X, ce

; 1
que nous écrirons X = n + X i B

q ., o 9
Nous poserons ¢(F, ) = X, pour 2 = - t € 5 }

Nous pourrons donc définir ¢ sur tous les P, si X est divisible
par tout n - Nous avons :

i
T(an )= E = n S
- - 1 =
P Pargr =i e X
i
1e = A % [—. %
P U Pn'l;' (nl X)
n'q! ¢ ngq

Or si nous formons n * (A # (%, + X)) cela revient a additionner jn va-
riables indépendantes égales & X, donc a former n' # XS Nous

avons donc : 1
NEXg = H ® X = Kn
% (Upn'q') : T'(an )
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I1 reste donc & démontrer que ¢ est borné et continu. Pour chaque ? 3
ona:h; =2 kj
q

1
Or T(Piq ) = ;1- ke MG

On devra donc avoir en désignant par m,

eto;, les moments
du ler ordre et du 2éme ordre de ¢ (B, ).

1

n O'iq = a

donc i } m, 2 o 2
qu - (?) + (E)
o

2
159 e :
hy =Sq Kyg =i [ = ym2 + e

h, est constant donc H existe.

3

nmiq = 11 5

Si P;, tend vers {t} on a :

g E — 0 ; donc ’P(Ptq ) —0.

Ceci est donc vrai A fortiori si Pm—;g. Nous avons done dé-
fini la fonctionnelle o -additive pour toute partie classifiée de C.

Remarque :

Nous avons défini une opération % # X pour laquelle ;11- # X sepré-

sente comme l'opération inverse de la somme de n variables aléatoires
indépendantes de méme distribution,

Si I'on considére cette opération comme une sorte de multipli-
cation l'opérationinverse peut étre considérée comme une division et les
expressions -1% # X comme des fractions de X ou comme produit de X par

une fraction,

Sur toute partie classifiée M de C dont la mesure de Lebesgue
est L on a:
n

¢ (M) = % * X,
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Par extension pour toute partie classifiée M dont la mesure de Lebesgue
est un nombre réel t nous poserons t # X = ¢(M).

Cette définition est cohérente car si deux parties classifiées M'
et M' ont méme mesure de Lebesgue t la fonctionnelle ¢ prend la méme
valeur pour ces deux ensembles,

Tn effet on peut les approcher par deux suites d'ensembles M' et
M' de mesures de Lebesgue r rationnelles et égales entre elles.

Ona donc constamment ¢(M}) = 1, # X = ¢(M,/)donca la limite :
p(M') = ¢ (M"™).

5/ - Eestunensemble totalement oupartiellement ordonné F est
un espace vectoriel dont les composantes sont certaines ou aléatoires.

Ce cas réunit toutes les difficultés trouvées dans les cas précé-
dents mais ne pose pas de probléme nouveau,

ENSEMBLES EQUIVALENTS -

Soit mune fonctionnelle o -additive sur un ensemble E, un sous
ensemble A de E est m- négligeable si m(B) = 0 pour tout B inclus dans
A. Enparticulier m(A) = 0 ; mais tout ensemble A tel que m(A) = 0 n'est
pas nécessairement m - négligeable sauf si la fonctionnelle prend ses
valeurs dansun ensemble F dont tous les éléments sont positifs ou nuls.

Sim(A) = 0 sans que m(B) = 0 pour tout BC A, On dira que A est
irrégulier., Si A est n - négligeable, on écrira :

A==0. (on dira négligeable et on écrira A== 0 lorsqu'aucune
confusion n'est & craindre).

Deux ensembles A et B sont équivalents s'ils ne différent par un
ensemble m - négligeable au plus m - c'est-a-dire si :

(A C B)&=20 BC AT20

Cette relation est symétrique et réflexive. Elle est de plus transitive en
effet si 1'on a en outre :

B C D210 D ~C B2

On aura :
AnCD = [A(BLCD) , (AnC B),C DI
DACA = [Dn(BnC A)] 1 (AnC B) fC D]
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Donc :

ARG == DLC As20
Une réunion finie d'ensembles négligeables est négligeable car

tout sous-ensemble est une réunion finie d'ensembles de mesure nulle.

Une réunion dénombrable d'ensembles négligeables est aussi
gligeable car la limite d'un ensemble de mesure nulle a une mesure nulle,

De méme toute intersection finie ou dénombrable d'ensembles de mesure
nulle,

Théoreme III - 1 :

Soit une famille ¢ d'ensembles A; non m - négligeable, si l'en-
semble F des valeurs prises par la fonctionnelle est archimédien, il
existe une famille G dénombrable d'ensembles B; non m - négligeables,
disjoints, tels que tout A ; soit m - équivalent & une réunion finie ou deé-

nombrable de B;. On dira que A; est non m - négligeable si m(A;) # 0.
Soit A, un des A; tels que : m(A;) > h > 0.

Formons la famille ¢ des A; n Eay.
S'ilexiste plusieurs éléments de ¢; pour lesquels la valeur de la fonc-
tionnelle est supérieure ou égale & h ; choisissons en un A, et formons
Ay A C Ay C Ay qui formeront une famille &,,

Continuons jusqu'a ce que nous soyons arrivés a une famille ¢ qui ne
contienne aucun ensemble pour lequel la valeur de la fonctionnelle est
supérieure ou égale a h,

Nousy parviendrons enune nombre fini d'opérations en effet A ,
A,, A, etc. sonttousdisjointsetla valeur de m est supérieure ou égale

2 h. BPone :

m(A,y Ay yBur ) 2 0h
or la valeur de la fonctionnelle pour tout ensemble est borné donc n est
borné.

Nous avons donc formé une famille ¢' comportant un nombre fini
d'ensembles disjoints pour lesquels la valeur de la fonctionnelle est * h
et une infinité d'ensembles pour lesquels la valeur de la fonctionnelle
est=h
Tout A; est réunion d'un nombre fini d'éléments de #'. Nous pouvons
recommencer avec les ensembles pour lesquels la valeur de la fonc-
tionnelle est inférieure & h pour une autre valeur k < h,

Nous obtiendrons ainsi unnombre fini d'ensembles disjoints pour
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lesquels la valeur de la fonctionnelle est comprise entre h et k.

En répétant le procédé pour une suite décroissante convergeant
vers zéro, de valeurs positives h, k, ... , puis pour une suite crois-
sante et convergeant vers zéro, de valeurs négatives h', k', ... , nous
pouvons former une infinité dénombrable G d'ensembles disjoints B; pour
lesquels la valeur de la fonctionnelle n'est pas nulle. Tout A ; est donc
une réunion d'une infinité dénombrable ou d'un nombre fini B. et d'un
ensemble C , appartenant & une famille H d'ensembles pour lesquels la
valeur de la fonctionnelle est nulle.

LesC | sont négligeables. En effet supposons qu'ils ne le soient

pas, c'est qu'il existerait des ensembles D, < C, pourlesquels m(D ) # 0.

Il nous suffit pour éviter cela de procéder avec une famille F
contenant avec tout ensemble non négligeable ses sous-ensembles non
négligeables de sorte que les D,; sont eux-mémes une réunion de B;.

Application :

Soit deux fonctionnelles m; et m, définies sur une méme struc-
ture d'ensemble classifiée. Considérons la famille des ensembles A; m, -
négligeables qui ne sont pas m, - négligeables. Ils forment une famille
F ils sont donc m, -équivalents aux réunions finies ou dénombrables G
d'ensembles BJ. m,- non négligeables, ms- négligeables, disjoints.

Posons : M = 5
Tout B; est un sous-ensemble de M. Donc tout A,  C M est m,-négli-
geable mais il est également m, - négligeable car sinon il serait m,-
négligeable donc inclus dans M. Donc :
Theoreme LIl =ass

Tout ensemble m, - négligeable, my -nonnégligeable est mp-équi-
valent et m,- équivalent & un sous ensemble d'un ensemble my-négli-
geable, m; - non négligeable.

REPARTITIONS REGULIERES -

On appellera répartition en classe m - réguliére d'un ensemble
E, une répartition en classe pour toute classe P; de laquelle on a soit :

m(P;) > 0, soit PLz=0.
Théoréeme III-3 :

Etant donné une répartition en classes © d'un ensemble il est
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toujours possible de trouver une répartition en classe m - réguliere plus
fine que 5. Supposons que la répartition en classe ne soit pas réguliére,
c'est-4-dire qu'il existe aumoins une classe P, irréguliére dont il existe
donc des sous-classes pour lesquelles la valeur de la fonctionnelle n'est
pas nulle,

Les classes d'une répartition enclasses de P, sont des ensembles
pour lesquels la valeur de la fonctionnelle est non-nulle ounulle. Si toutes
ces classes pour lesquelles la valeur de la fonctionnelle est nulle, sont
négligeables, il suffira de remplacer F, parcette répartition dans 7w pour
avoirune répartition réguliére. Sinonil y aura des sous-classes Q i irre—
gulieres.

On recommencera avec les classes QJ- comme avec les classes
P, et ainsi de suite.

Nous obtenons donc des répartitions de plus en plus fines for-
mées de classes non- négligeables et irréguliéeres. Les classes irré-
guliéres formant des suites ordonnées par rapport a l'inclusion. L'in-
tersection de toutes les classes d'une telle suite est nécessairement
négligeable car la valeur de la fonctionnelle pour cette intersection est
nulle et il n'y a pas de sous-ensembles irréguliers car s'il y en avait
un, il appartiendrait 4 la suite et contiendrait une intersection.

Dans la suite des répartitions successives, nous pouvons dis-
tinguer une partie réguliére et une partie irréguliere. Nous appellerons
E ; l'intersectionde toutes ces parties irrégulieres. Le complémentaire
de E, est la réunion d'ensembles M; tels que M;C MY, sii < i'. Nous
pourrons prendre sur chacun des M,;,;, intersections complémentaires
deM larépartitionenclasse de cet ensemble par rapport & %;,, . Nous
avons donc une réunion dénombrable de réunions dénombrables de clas-
ses donc une répartitionenclassesde C E,.E; est une partie classifiée.
Ou bien E; est négligeable ou bien il ne l'est pas. S'il ne l'est pas il
existe des sous-ensembles de E ; pour lesquels la valeur de la fonction-
riellen'est pas nulle. A partir de ces sous-ensembles on détermine une
répartition en classes de E; dont les classes sont des ensembles pour
lesquels la valeur de la fonctionnelle n'est pas nulle ou bien est nulle.
Ceux pour lesquels elle est nulle sont négligeables ou irréguliers. Nous
pouvons donc recommencer a partirde E; la suite d'opérations que nous
avons faite sur E. On obtiendra ainsi une partie classifiée E, & partir
de E; delaméme fagon que l'ona obtenu E; & partir de E, E1C C E2 étant
réparti en classes dont aucune n'est irréguliéere. 5i E, est irrégulier
on recommence et on obtient E ; et ainsi de suite.

L'intersection E de tous les E; est négligeable car sur l'en-
semble E  ,; la fonctionnelle prend la mé&me valeur que sur l'ensemble
E

we
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m(By, € C Egei) = 0.
quelle que soit la fagon d'obtenir E,, & partir de E .

Donc pour tout sous-ensemble de E,, la valeur de la fonctionnelle
estnulle, La répartition en classes de E obtenue en prenant les répar-
titions en classes de Ec C E, ... de E;c C E,; ... et en complétant
avec l'ensemble E  , ne contient que des ensembles non m - négligeables
ou m - négligeables, Nousavons ainsi obtenu une répartition réguliére,

Applications :

Sinous considérons la famille des classes d'une répartition régu-
litre pour lesquelles la valeur de la fonctionnelle est positive nous ob-
tenons une partition cellulaire (théorie par défaut).

Sinous considérons des réunions de ces classes avec des classes
négligeables de fagon & recouvrir E, la méme classe négligeable pou-
vant étre réunie A plusieurs autres classes non-négligeables, nous ob-
tenons une partition cellulaire (théorie par excés).

Pour le développement de ces théories on se reportera aux tra-
vaux de Christian Pauc et K. Krickeberg,

OPERATIONS sur LES FONCTIONNELLES ¢ - ADDITIVES -

1/ - Addition

Si deux fonctionnelles o -additives ¢ et ¢, sontdéfinies sur une
méme famille de parties classifiées et prennent leur valeur dans un
méme groupe, la fonctionnelle ¢,(A) = ¢ (A) + ¢(A) est ¢ -additive.

En effet nous aurons :

k(p,) € K(9,) + K( ¢,)

donc
h(pg) < h(¢) + h( )
si
A— P (A)—0
T (A)*_"O

donc 7 (A)—0

(o (A) + 9(8,)) = oo (&) + % (Ay)
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Lim, (¢ (4;) t ?2(A;)) = Lim P(Ag) + Lim ¢(Ay)

2/ - Soustraction -

Il est clair que la différence de deux fonctionnelles est une fonc-
tionnelle dans les mémes conditions que pour 1l'addition.

3/ - Limites -

Si la suite des hauteurs h, d'une suite de fonctionnelles {, tend
verszéroon dira que la suite des fonctionnelles converge vers la fonc-
tionnelle nulle, La suite des valeurs des fonctionnelles pour une partie
classifiée donné tend vers zéro car :

k(i (A))i<h ===
Si la suite des hauteurs h( |t,,) d'une suite de fonctionnelles {n est telle
que :

h(t’”n) ~<EL

h(, - #)—0 quelle que soit la fagon dont p
et q augmentent indéfiniment, il existe une fonctionnelle ¢ telle que:

u - |y converge vers lafonctionnelle nulle. On dira que tn con-
verge vers . ou que | est la limite de p, .

A toute partie classifiée A il correspond ELH(A). Etant donné &, je
peux déterminer q de fagon que

k(po(A) - pq(A)) < &,
efen prenant s’ £, < e, =k ((h, (A) =y (A)) I'intervalle
k( P"q(A)) = e k(qu(A)) + £, sera entiérement contenu
dans l'intervalle :
K(p(A) - &, K(jp () + 5, .
Lefiltre ainsi défini a une point adhérent et y, (A)converge vers

une valeur que l'on appellera i (A) quel que soit ¢ il est possible de
trouver py(A) tel que :

k(pn(a) - (A) < ¢

pour tout n > N,
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4w
Soit B = LiJ A, les A, étant des parties classifiées disjointes.

Soit @ |1 (A ;) la valeur de la fonctionnelle | pour A;. Il est pos-
sible de choisir des e; de fagon queZei < e et des N; de fagon que :

k(pn (Ag)-p(Ag))< e pourn; > Nj.

P
posons : S S ;I,L (Ay)
_qp
B, =Ua,

N Sup;‘ N,
Pour tout n > N(p) on aura :
k(}un (:‘Xi) TR (‘%1)) < B

i=p i=p

k(LD p (A1) -Sy) < g <6

k( I'n (B]u) B SI,) S

Or y, (B, ) converge vers . (B, ) et il est possible de choisir n de
fagon que :

k(p, (Bp) = ¢(Bp)) <
On aura donc :
k(lL(Bp) - S],) S

quels que soient & et n ; donc IL(BJ,) = S,. Ceci étant vrai quel que soit
p fini. Si p augmente indéfiniment, ..

Sp converge vers une limite S en effet

p*

:;'0 k :‘."(A‘i): = )§351+ ﬁk “"ni(Aiﬂ

or
ik (o, (A4)] < h( gy ) < H

ijk L(A;)] < H + ¢

qui est une borne indépendante de p donc j p (A,) est absolument con-

vergente p (Bp) converge donc vers S et l'on a :

b (Uny) = kA




dis=iSenies

Théoréme I1I - 5

Une forme linéaire de fonctionnelles o -additives définit une
fonctionnelle o additive si la série}  la, | h(}y, ) est convergente.

Posons : o= i&an tay
Y, est une fonctionnelle - Sa hauteur h(y,) est bornée car 1'on

h( ) <5212 B(p)

en effet pour tout A

K( 1, (A)) = k(Eaq b (A) < Elan] k(g (A) < Zolaul hCk)

La suite T est convergente si: h( Tp) < H quel que soit p h( o 7 Tq)_* 0
quels que soient p et q suffisamment grands,

Or si S converge vers une valeur H
h{ ) < Z::WE a, | h(p,) < H quel que soit p.
h(y, - 1) s; la,lb( b )—0
quand p et q augmentent indéfiniment en effet pour tout A
k(Y (8) - 7, (A)) = K(1Da, 1,(8)) <Ela, | kg, @)
< )Z:Ianl h(p,)

5/ - Produit d'une fonctionnelle par une fonction semi-étagée.

Soit une fonctionnelle semi-étagée f prenant ses valeurs y dans
un groupe F muni d'une norme n(y) une fonctionnelle m prenant ses va-
leurs z dans un groupe distancié G. Soit une application de F * G dans
Hnotée y x z = u ; H étant pourvu d'une norme notée | u| satisfaisant la
relation|y x z | £ n(y) k(z).

Nous supposerons de plus que la multiplication y x z est distributive par
rapport a l'addition dans G,

Il est possible de définir une fonctionnelle f x m prenant ses va-
leurs dans 11, 1'application t = f * m du produit de 1'espace |- des fonc-
tions f par l'espace 9 des fonctionnelles m dans l'espace ¢ des fonc-
tionnelles t étant distributive et continue par rapport a 1l'addition dans
|- et continue par rapport a 1'addition dans q- Soit d'abord une fonction
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f étagée " Bourtoute classe Ride CisuriledqueltDscf NeR(IRcle o= asdin e
£ Ap, on prendra t(p} = A, m(p). Toute classe Q de C est une réunion
dénombrable de classes P ; en effet soit # une réunion en classes sur

les classes de laquelle Oscf. = 0. J'aurai :
E =UPp, R - EMQ
Pie %
"U(Pin Q)

Or l'intersection de P; et de Q est soit vide, soit P;, soit Q. 5i clest
@ c'est que @ est lui-méme un P, et la propriété est établie. Ecartons
cecas; enappelant Py les classes P; qul sont incluses dans Q nous au-
rons:Q =.Up P;. Toute réunion A de classes de C est une réunion dé-
nombrabled e classesQdoncde P; oude U'j PJ- . Nous aurons : A = U,2P,.
Je prendrai comme valeur de la fonctionnelle pour Q :
HQ) = ijpj m(P; )
Cette série estabsolument convergente puisque | Ap. | estborné et :m(l::1 )

absolument convergente. t(Q) est indépendant de ld répartition car si je
remplace une classe PJ. par une somme de classes P;, j'aurai

1}.}2 » m{Py) =3 g APy m(Pyi)
Je prendrai comme valeur de la fonctionnelle pour A
R }k:xpk m(Py)
tout| t(A) | et tout |[t(U A) | est majoré par :
Sup. [Z5( A ) K(m(Py )] - ht)

Nous avons fait correspondre a tout f étagée et a tout m une fonc-
tionnellet = f x m. L'opérationainsi définie est distributive par rapport
aux additions et séries commutativement convergentes.

En effet soit m = ;mn t —)T,f X m
Jj'aurais t(A) = Z(kZM,R (B

T .

Les 2 sommations étant commutativement convergentes on peut
les intervertir et

t(2) ):k (LR, ‘o bR
k
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t(Z) -);:m..MEm!.rP.\)?
1%, m(P)
fox (A

Les 2 fonctionnelles f x m sont identiques ou

T tonnd = £ Tme )G @ FiDy

(Sil'onsuppose en outre la distributivité de 1'opération y.z par rapport
a l'addition dans F on démontre de la méme facon la distributivité de
1l'opération f. m. par rapport a 1'addition dans )

Apres avoir démontré la continuité de 1l'opération, par rapport
4 f nous pourrons l'étendre a la fermeture de l'ensemble des fonctions
pour lequel elle est définie, c'est-a-dire a l'ensemble des fonctions

semi-étagées.

Nous allons montrer que si |f| < k h(f. m) < K h(m) en effet nous avons
vua que :
h(f m) < sup [ 35 [ap | Im(P )]
T L
ieq
< sup [J= Supfap || m(P;) | ]
P
iemn
< sup K] m(P;)| = K h(m)
i3

Donc étant donné g — g et Max g < K la suite t, de fonction-
nelles t, = g,. m est telle que h(t ) < K h(m)

h(t, -t < Suplg, - g,/ h(m) étant donné e il est toujours possible de

trouver 7 = ﬁm) tel quE\gl, = gql < )

entraine h{tp - tq) < & donc la suite t, converge vers une valeur t que
l'on posera égale & g. m et 1'opération est continue par rapport & ¢ Si
h(t,,) < H pour n suffisamment grand H(t) < H or h(t ) < K h(m) pour
Sup lg| < K.

L'opération f.m est continue par rapport & m en effet soit une
sulte convergente m, de mesures donc

h(m,) < H quel que soit n
h(m

p-my) < m pour p et q
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suffisamment grands et une fonction f bornée donc |f| < K j'aurais

i fostmy Sdohe

h(t,) < Kh(m,) < KH

h(t Lol s b S K

U

On assurera h(t, - t;) < = en prenant 1< EK donc la suite des t, con-

verge vers une valeur t et 1'on aura t = f. m en effet
foomm = b= Limi e = i im 8= iy R
en posant : T = Lo = o i e =S |
v,— Ocarh(t,) < Kh(m - m,) et h(m - m,) — 0.

I1faudra faire attention si nous écrivons la fonctionnelle sous la

forme J.dm que le résultat du produit par f devra s'écrire f. fdm en
utilisant l'opération sur  * p ou ff dm en utilisant 1l'opération sur
F *x G.

QUOTIENT de DEUX FONCTIONNELLES - ADDITIVES -

Soit deux fonctionnelles m,(A) et m,(A) prenant leurs valeurs
sur un méme corps G. Considérons la fonctionnelle q(A) -

q(A) - my(A) mzl(A)

Cettefonctionnelle estbornée pour tout ensemble pour lequel M, (A) # 0.
Considérons les ensembles A m , - négligeables, m, - nonnégligeables .
Ils sont m, équivalents et m, équivalents aux sous-ensembles d'un en-
semble H m, - négligeable m; - non négligeable ou m; irrégulier.

Considérons les classes P, appartenant & une répartition régu-
litre de ENC H. On a soit : m, (P;) #0 soit P m, - négligeable.

Si les P; sont m 5 - négligeables, ou ils sont my - négligeables
ou:m, (P, ) # 0 mais dans ce dernier cas ils sont m, - équivalents & un
sous-ensemble de Hdonc leur intersectionavec C Hest m ; - négligeable.
Donc de toute fagon ils sont m,; - négligeables.

La valeur de la fonctionnelle m, pour les classes d'une répar-
tition régulierede E 4 C H est ou nulle ou différente de zéro. Si elle est
nulle les P; sontm , - négligeables et my - négligeables. q(P4) est donc
oubienfini (siq(P; ) # 0) ou bien indéterminé (sur un ensemble H' m; -
négligeable, m , - négligeable).
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On posera : H' = E C(H ;H"). On pourra écrire pour tout en-
semble N, réuniond'une partie classifiée de H ; H" et de classes de H' :

m (N) = m ((H H)N) +Z-m (R )
pourtErce N H.
Le second terme du second membre peut s'écrire également :
L o (Py) my(P ).

Etant donnée une répartition en classes g de H', nous pouvons
définir une fonction fﬁ(x) Sun Hipars:

fw(x) = q(Pj ) pour x € Pi& ™
Si nous considérons une suite de répartition régulieére qui con-
verge vers la classification qui sépare H' nous avons une sulte de fonec-
tions fl(x) o e G o

Je me propose de chercher si cette suite de fonctions converge
vers une fonction f(x), pour certaines suites de répartitions et si g(x)
est indépendant de ces suites. Examinons d'abord ce qui se passe en un
point x,. Soit L(x,) la plus grande des limites des f_(x,) et 1(x,) la plus
petite des limites des fﬁ(xo) quand on prend & arbitraire.

L(x,)etl(x,) existent nécessairement pour tout x, ce qul déter-
mine 2 fonctions L(x) et 1(x) a valeurs finies ou infinies. Il existe une
infinité de valeurs de q(PJ) dans 1l'intervalle (L - o), (L + m) (ou supé-

) 1 ‘ S
rieures a 3 si L(x,) = + @) ; donc une infinité de classes Pj contenant

toutes le point x , et convergent vers ce point x,. De méme il existe une
infinité declasses Pii convergeant vers x  pour lesquelles les q(PJT ) sont

. . . L
situés dans 1 - 4, 1 + n (ou inférieures a - ;{ si1(x ) - @),

Soit une partie classifiée M nous allons construire deux classi-
fications met W ne contenant respectivement que des P.i et des P,

Pour construire choisissons un point x,. Il existe une classe
P(x,) dans M qui est un P;.

Il existe un point x; € M C P(x,), donc une classe
Eia MICHPix ).

En continuant indéfiniment nous arrivons nécessairement a dé-
finir une répartition en classes de M car sinon il y aurait des points x
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de M qui n'appartiendraient pas & la réunion d'une famille dénombrable
de classes et qui par conséquent appartiendraient au complémentaire
d'une partie classifiée.

On pourrait donc trouver une nouvelle classe P(x) ce qui per-
mettraitde continuer la classification. De la méme fagon nous pouvons
construire une répartition en classes f' de M dont les classes soient
toutes des Tc'J. Nous avons donc déterminé deux fonctions étagées f_n(x)
et fﬂ.(x).

Quand n tend vers zéro f(x) et fﬁ-(x) tendent respectivement
vers L(x) et 1(x) qui sont donc semi-étagées. Il en est de meéme de

L(x) - 1(x) et par suite l'ensemble des points x tels que :

L(x) - }(x) > ¢ > Oestune partie classifiée KE. Pour
tout A inclus dans K . on a :

Ja(L(x=) = Ux) ) dm 5 = Lim f, £4(x) dm, - Lim f, . (x) dm,
= i (A= (A =0
Or on ne peut donc avoir
L(L(x) -1(x))dm = 0
L(x) - 1(x) > ¢ ACKs
que si K  est négligeable.
Comme sur tout A on a :
J;L(x} dm, = Lim f fo(x) dm, = Lim/; dm, - /; dm
_j;l(x) dm, - Limj;f ((x) dm, Limj; dm, - fA dm

Les fonctions L(x) et 1(x) sont finies (sauf peut étre sur un en-
semble m, - négligeable).

En tout point on a ; L = 1 (sauf peut-&tre sur un ensemble m, -
négligeable) et f (x) converge vers une fonction unique f(x) (sauf peut-
étre sur un ensemble m , - négligeable).

Remarque :

1/ - Si 1'on trouve deux suites de fonctions convergeant l'une
vers g, l'autre vers ggonag, = g,sauf sur un ensemble négligeable
inclus dans K.
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2/ - Si l'on compleéte g(x) sur K par des valeurs bornées on a

J‘K g(x)dm, = 0 = fK dm, on pourra donc écrire

J,dmy = [, gdmy

sans s'occuper de K et par conséquent :

m, (A) - f ' dm, + f g dm,
CH n A A n H

gestladérivéedela fonctionnelle m, par rapport & la fonctionnelle m .

On peut convenir d'écrire symboliquement

dm,; = g dm, sur H

mais alors g n'est plus une fonction semi-étagée, c'est une distribution.

m , seradite continue par rapport am, siCH'est vide. Ce sera le cas
si quel que soit A on a :
-1
m, (A) m, (A) g A

<

Toute fonctionnelle continue par rapport &2 une autrefonctionnelle posséde
par rapportacettederniére une dérivée qui est une fonction semi-étagée,
bornée.

Exemple :

dm, est la fonctionnelle définie par Maurice Girault (1)
dm ; la fonctionnelle définie par :
m,(A) = Pr. {x € A}

X étant une variable aléatoire définie par :

X = X1 TP nsith T Pr
n
avec :
2 et
3px'oba.blhte4
L
3 probabilité 7
(1) Page 245 -
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2 | 1
3,,pr(:)ba.blhté Sl 2n)
S N .
— probabilité = (1 - = )
3" - 2n
2;;|
Au point : x = Zgn (avec & = S5l

E

n
1hal mal vaudra 1 (1 + e ) qui est convergent quel que soit xsur 1'en-

semble triadique de Cantor sur - 1, + 1.
PRODUIT de FONCTIONNELLES o - ADDITIVES -

Supposons que nous ayons une classification C(F, A p) qui résulte
des classifications C(F, ) et C(F,)surF, etF, . Supposons que nous con-
naissions deux fonctionnelles ¢ additives m, et mgsoient définis sur un
méme corps. Pour simplifier l'exposé et fixer les idées nous suppo-
serons é€galement que m, et my sont des mesures prenant leur valeur
sur 0 ¢ x ¢ 1 mais cette derniére hypothése n'est pas indispensable.

Je dis qu'il existe une mesure o sur les parties classifiées de
F, x F, définie surles produits P, x Py de parties classifiées de F, et
de FB par : U{PA X PB) = mA(PA) mB(PB).

Nous avons bien une fonctionnelle o - additive. En effet si Py =
P'. UP} o P} et Py sont deux ensembles disjoints ; B, x B} et P, x Py
sont aussi des ensembles disjoints et nous avons :
(PA) X(P[’;UP;;) ) mA[PA)mB(PJ;UPl;)
= m, (P,) (my(Py) + my(Py) )
= m, (P, ) my(P})+m,(P,) my(Py)

= o(P, X P}) + o(P, x Pp)

Nous avons la méme démonstration en échangeant les réles de
By et de B8

La fonctionnelle est o- additive car :
1/ - elle est bornée ; en effet ona : o (N) + ¢ (C N) = 1

Or:o(CN) » 0puisquetoute partie classifiée peut eétre obtenue & partir

des limites de Q; - UP,.
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Or:o(Pj) > O
U(ijl?] N0
aQ) 3 O
Lim o(Q,) < 0.
Donc o (N) £ 1.
2/ - Elle est continue.
En effet P, x P,——§ implique que l'un au moins de F, et de
Py tend vers § donc que sa mesure tend vers 0 ; donc le produit tend
Vers zZero.

sil(p, x Pg)—p, ona:

Upr,) x (JPy)—p

sl Ry S ot (LB By § 420

Pour une union de parties classifiées on peut grouper dans les
UP, x F, tous les PB_;i qui se projettent sur le méme PAi £l eeriEct:

P, *B = 2 .(m(P P
e (P *B 1) = Lm(Py) (C(Pg,)))
En passant a la limite pour une partie classifiée M qui se projette en

M, sur Fy et dont on appelle M les intersections avec {x} Fp, on
pourra écrire

o (M) =JHAdmA/;" dmy

Probabilisation d'un produit d'ensembles classifiés.

Nous dirons qu'un ensemble E est probabilisé s'il est classifié
et si 1'on a défini sur l'ensemble des parties classifiées une fonction-
nelle o - additive, m, satisfaisant aux conditions.

1/ - 0 < m(A). 2/ - m(E) = 1.

De ces deux conditions on déduit :

m(A) g 1.

la fonctionnelle est dite une distribution de probabilité sur E.
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Nous dirons qu'un ensemble E E, *x E, est probabilisé par
rapport &4 £; et & Ep s'ilestclassifié et sil'on a défini une fonctionnelle
o - additive m sur les parties classifiées de la classification satisfai-
sant &

1/ - 0 < m(A) AsE,x B,
2/ - m(A; x Ap) = m(A; xEp) m(E; *Az) A, C E,, A,CE,

Si m n'est pas la fonctionnelle nulle (ce qui serait un cas sans
intéreét) 2' entraine :

3/ - m@E) = L.
En effet en faisant Al =l s = 8l Gyl A vient :
m(E, XE,) = m(E, % E ) m{E, X E,}

m(E) # 0 entralne m(E£) = 1 et par conséquent m(A) € 1.

Unproduit de deuxdistributions de probabilité satisfait manifes-
tement aux conditions 1/ - et 2 -

Théoréme III - 6 :

Nous allons montrer que s'il existe sur £, * K, une fonctionnelle
o - additive m satisfaisant1/ - et 2/ - ilest possible de faire une ap-
plication de E; x E, sur E} x E} telle que la valeur de la fonctionnelle
m pour les origines des parties classifiées de E] = E!, soient identiques
a la valeur d'un produit de deux distributions de probabilité h‘; et E'2

Considérons la fonctionnelle ¢ définie sur £, x E, par :

¢(A; x Ay) = m(A; x Apy)m™ (A x Eyp)

Nous avons : 0 <Rl

Bn effet : 0 £ m(A; XAz € m(A; * Eg)

nous pouvons considérer ¢(A,; *A,)pour une valeur donnée de Az com-
me le quotient de deux fonctionnelles o- additives sur k; :

m(A, x Ag)ety = m(A; X Ez) m(A; X Ap)étant continue par rap-
port & - nous avons quand A, tend vers {x}

AL X Ay — N(x, Ay)

86




N étant une fonction bornée de x et une fonctionnelle par rapport a A ,,.
Nous avons entre m, N et f la relation :

m(A; x Ag) - fAN(x, Az)dl.l.
1

N(x, Ap) est une fonctionnelle additive de A ;
en effet si Ay - A‘2UA% avec A, et A') disjoints on aura :
P(A, x (Ay AR ) = m(A, x (Ay ;AR ) m™Y(A; * Ep)
= (mfAy xAL) + miA, x Ad) ) mMA, % Eg)
= mA; x AL m YA, X Ey) + m(A, x ARy mTIA; x By
¢ Ay X (AJ AR ) = (A% Ab) + ¢(A, % A})
Cette égalité est vraiequel que soit A; donc a la limite on aura :
N(x, A'2UA;)) = Mg VALY N A L)
N est méme une fonctionnelle o - additive ; en effet :

0 < N(x, A,) € 1. EtsiA,—§ N(A, x A,) —Pdonc: p(x, Ay)—>0.

Nous noterons : n, lamesuresur E, définieaumoyende N(x, A,).
Soit y un élément de E, et z 1'élément générateur de E, nous pouvons
poser :

Bgle) 5 [

Nous appellerons E' 1'ensemble dont 1'élément générateur t est
défini au moyen de 2 nombres u et v compris entre 0 et 1. La relation
d'ordre sur E' est définie par :

t1<t2 81 u; < uy

(20 si u, = u v

2

Lamesurede la classe 'I‘(ul, vl) <t & (a Vz) est définie par

22

m(T) = u, - u, ; nous définissons la relation suivante entre t et y.
i =1 B3 vey-y) vz -y siye £y
v =1 si Vi
¢tant donné que l'ensemble des éléments y de E, tels que s, (y) = 9,

peut se mettre sous la forme :
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Ao, %, ¥) ={y1 € ¥ %}
Nous désignerons par t,(y) la valeur de t ainsi définie. A deux
valeurs différentes de y correspondent nécessairement 2 valeurs dif-

férentes de t (y).

A tout y € E, nous pouvons faire correspondre les ensembles
L (¥), My(y), Ny(y) définis comme suit :

L, (y) est 'ensemble 0 < t < t ()
M, (y) est l'ensemble Zk<Jy L _(z)
Ny(y) est l'ensemble L (y) ﬁC M, (y)

N, (y) existe toujours ; en effet :
L (z)<c L.(y) pourz < ¥y
U Ly(z) < Lx(y)
z %y

G5 t, (¥) ¢ 1 ) pour z <y

t. ()& U L,(z)

z <Yy

Toutt, appartient & un Ny (y) et & un seul. En effet nous pouvons
répartir les y en deux classes non vides, la classe I dans laquelle nous
mettrons tous les y tels que t, (y) < t,;, la classe II dans laquelle nous
mettons tous les y tels que t, (y) > t;.

Supposons que la lére classe posséde un élément y  plus grand
que tous les autres. Nous aurons :

(o) = 1
Donc pour tout y de la classe II nous aurons :
R
et par suite y
qui ne pourrait pas tendre vers zéro quand l'ensemble y, < z < y tend
vers f. La classe II contient donc un élément y_  plus petit que tous les

autres. Nous avons ¢ t,(y,) = i,
et par suite :
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Lyo) = {0 <t sto}
Ley) = {0 <t <500} poury < ¥,

avec t,(y) <t,. Donc: M, (y,) = . Lx(_y)c{Os t < tl}
y <y,

puisque tout t (y) < t, donc :t ¢ M (y,)
et par suite € Loy ,)-
Si &4 tout t 0 € t € 1 nous faisons correspondre 1'élément y tel que
te L, (y) nous définissons une application de Ej; sur E, qui dépend de
x € E; et par conséquent une application de E; x E} sur E; x E,.

Nous savons d'apreés la théorie des ensembles classifiés qu'il
existe une classification sur £, x E} dont les images des parties clas-
sifiées dans l'application sur E, x E, sont les parties classifiées de

El XE2.

Soit une classe A; x A, de E, x E,, image de la classe P de
E; x E'5. Nous poserons :

!.L(P) = m(A; x Ay) - ¢ (A; x Ay) m(A; x Ej)
SiA; = UA; les A; étant des sous-classes de A, :
w(P) - _m(A, x A)) = Lp(A, x A,) m(A, x E,)

En prenant des répartitions de plus en plus fines de A; et en
passant a la limite :

p(P) = J;iN(x, A,) dm

Or : N(x, Ap) = J‘A ds (y)
2

Or dans l'application de E; x E; sur E; x E, pour une valeur donnée de
x, A, estl'imaged'un ensembleAé (x) etpar suite nous pouvons écrire :

Ny =0 )
Jag 0
dl étant la mesure de Lebesgue de A'E{x).

En portant dans V‘(P) il vient :
wP) = indm J.Aé(x) dl
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De la méme fagon que nous avons défini une application de E} sur
E, nous pouvons définir une application de E'; sur E; en prenant pour
E! 1'ensemble u = V, W et en faisant correspondrea toutx l'ensemble
N(x) défini au moyen des ensembles L(x) M(x) par :

L(x) est 1'ensemble 0 < u < v(x)

M(x) est l'ensemble lzJ L(z)
N(x) est 1'ensemble L(x) nC M(x) avec : L

v(x) = [ dm(A; x Ep) W(x) = (x - x)(x - x, T %, f Xy
W(x) = 1 X, # x4

On démontre comme précédemment que tout u appartient & un N(x) et
1'application ainsi définie nous donne :

J;l dm = IA’ du.

1
u étant la mesure de Lebesgues sur E' et par conséquent :

S S fA;m dt

cequel'on peut écrire également p(P) = J‘P,dc' ; B etant 1Yimage de Pl
La propriété est donc bien démontrée. La généralisation des produits
le fonctionnelles ¢ - additives etdu théoréme précédent & un produit de
1 ensembles classifiés se traite par récurrence et ne présente aucune
iifficulté partielle. N ous étendrons les résultats précédents & unespace
‘onctionnel aprés avoir traité les fonctionnelles - multiplicatives.

FONCTIONNELLES SOUS-ADDITIVES -

Ce sont des fonctionnelles ¢ pour lesquelles on a
—’F(AU B) € ¢(A) + ¢(B)quels que soient A et B. Les fonctionnelles © -
additives sont sous-additives. (La théorie des fonctionnelles sous-addi-
tives permet d'ailleurs d'étendre les fonctionnelles o - additives & des
sous-ensembles de E qui ne sont pas des parties classifiées, c'est la
théorie classique des mesures extérieures). Mais il y a en outre des
fonctionnelles sous-additives qui ne sont pas additives par exemple :

1/ - k(¢(A)), ¢(A) étant une fonctionnelle o - additives

i, P 1/q
2f - [ 1% am |
3/ - Sup mt(A) - ?(A)
t
Je ne développerai pas la théorie des fonctionnelles sous-addi-
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tives et me contenteraide dire que 1'on peut définir des ensembles équi-
valents et des répartitions réguliéres par rapport a une fonctionnelle
sous-additive. Si l'on cherche a définir le quotient d'une fonctionnelle
sous-additive g(A) par une fonctionnelle o -additive m(A) on trouve sous
certaines conditions une fonction f(x) semi-étagée mais 1l'on n'a pas
gA = f,\ f dm. 5 2
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