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A L'INTÉRIEUR DU PROBLÈME CENTRAL
par

MICHEL LOËVE

A mon maître
M. Paul Lévy
avec admiration et profond respect

I - LE PROBLÈME

Soit oC (X) la loi de probabilité d'une variable aléatoire X. Cette loi est
déterminée par la fonction de distribution des probabilités F(x) = P [X<x]
ou par la fonction caractéristique (ftc.) f = y^^0°°elux dF(x) ; si f = e^ alors

(p est seconde caractéristique (s,c.) de la loi. Si X possède des indices ,

les mêmes indices seront attachés à F et à f, et à 0 si (p existe.
Nous faisons les conventions suivantes. Les premières lettres minuscules
de l'alphabet désignent des nombres réels (finis). Les bornes infinies d'in-
tégration sont omises. Les limites sont prises pour n—>co . sauf indication
contraire. Les fonctions non décroissantes sont rendues continues à gau-
che et dites fonctions de distribution lorsque leur variation est finie. La
convergence d'une suite de telles fonctions, soit Hn—*H, est convergente
sur l'ensemble de continuité C(H) de la fonction limite. Cette convergence
est dite complète et nous écrivons Hn-^-*H lorsque, de plus, Yar Hn—►Yar H.
Une suite de lois X (Xn) est convergente si elle converge vers la loio£ (X)
d'une variable aléatoire, soito£(Xn)—► ©£ (X), c'est-à-dire, Fp-^F.

Soient Xn|< (k = 1,..., kn, kn—>co) des variables aléatoires indépen-
dantes pour tout n fixe et uniformément asymptotiquement négligeables ,

c'est-à-dire, telles queX (Xn|<)—*,o£(0) ou f—» 1, uniformément en k. Nous
nous plaçons ainsi dans le cadre du problème limite central*
II y a une vingtaine d'années, Raïkov a démontré le théorème suivant :

Soient EX* =0. E X„t. * 1. Pour que E X„k)—~jr(0, 1) il faut et
k k

il suffit que X ( X] 3tf|) —* X ( 1 ).
k

De son côté, P. LÉVY a montré que dans le cas du mouvement brownien,
soit {Xt, te [ 0, l]} avec EXt = % cr 2 Xt = t, si {tn}est un ensemble dense
dans [0, l] et tnl< ...<tnn sont ses n premiers éléments ordonnés par
ordre croissant alors, en posant Xn|<= Xt , L - Xfc ,

nyki"1 n,k

2Xpk —► 1 presque sûrement.
k

(1) Préparé avec l'assistance financière partielle de l'Office of Naval Research.
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Ces résultats soulèvent des questions à l’intérieur du problème limite
central. Ici, nous nous bornerons aux questions relatives aux lois de
probabilité ; les questions correspondantes que soulève le résultat de P.
LEVY seront examinées ailleurs.

Le résultat de RAÏKOV établit une relation entre la loi limite normale

des suites o^( 2Z Xnk) et la loi limite dégénérée des suites©£( y(Xnk)) aveck k

y(x)=x2. Mais l’extension, par P. LÉVY, BAWLY, GNEDENKO et autres ,

du problème limite central dans le cas normal ou dégénéré à celui des lois
infiniment décomposables (i. d. ) générales, conduit au problème général
des relations entre les lois limites des suites ci-dessus dans le cadre du

problème central limite d’aujourd’hui. Bien entendu, il n’y a pas lieu de se
borner à la fonction y ci-dessus. D'une façon plus générale, nous sommes
conduit au problème asymptotique suivant.

PROBLEME . Soit v une fonction de Borel finie sur R et soit Ynk = y(Xnk-ank).
Trouver les relations entre les comportements asymptotiques des suites

o^( Çx„k) et °£( Ç Ynk).
Les Yn|< étant des fonctions de Borel finies de variables aléatoires Xnk sont
des variables aléatoires ; elles sont indépendantes pour tout n fixe puisqu’il
en est de même des Xnk. Mais pour demeurer dans le cadre du problème
limite central, il faut de plus que les Ynk soient uniformément asymptoti-

quement négligeables. Il en sera ainsi lorsque max ank ►O et y(x) *-0
k

lorsque x—*-0. Car alors, pour tout e> 0 il existe un 0 tel que

max P[|Ynk |< e | > max P[|Xn(< - ank |-=c S]—*-l.
k k

Pour simplifier, nous supposons de plus que la fonction y est continue sur

R et prenons ank = J\x\<z x^nk (x) avec r 0 fixe convenablement choisi;
le fait que les Xnk sont uniformément asymptotiquement négligeables
entraîne que max ank—►O. Nous sommes ainsi conduit à l’hypothèse fonda-k

mentale suivante.

HYPOTHESE FONDAMENTALE. Les variables aléatoires X sont indéj-
pendantes p our tout n fixe et uniformément asymptotiquement négligeables .

Les variables aléatoires Ynk sont y(Xnk-ank)» où ank= /\%\<r x<^nk (x) et_!a
fonction y est continue sur R avec y(0) = 0.
Dans tout ce qui suit, les symboles peuvent être interprétés de manière que
les résultats soient valables dans le cas de vecteurs aléatoires (voir [l] (1)
p. 84) ou bien l'on peut ramener au cas scalaire (idem, p. 85). Pour
simplifier la présentation, nous utilisons le langage du cas scalaire (2).

(1) 1 Michel LOÈVE, Probability Theory, Van NOSTRAND (1955).
(2) Certains des résultats de ce mémoire ont été énoncés dans une note aux.comptes

rendus t.239, p. 1585-1587 (1954).
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Signalons également que les mêmes méthodes s’appliquent dans des cas de
dépendance qui seront étudiés par M. Hans BUHLMANN.

Introduisons des notations utilisées constamment dans la suite tout en

rappelant le théorème central.

I.- La classe de lois limites des suites 7! Xnkj-an) est la classe des lois
i.d. Leurs s.c. sont de la forme <|> = (a,y2 , L) c’est-à-dire.

<f> (u) = iua - Y2 + JW>Q h (u> x)dL(x)
où sont mises en évidence leurs parties normale et Poisson-intégrale.

La fonction L est une fonction de P. LEVY : elle est définie sur Rq = (-00, 0)
U (0, + oo ), non décroissante sur (-oo, 0) et sur (0, +oo), L(±oo) = 0, et

f x2dL(x)< oo . La fonction h est définie sur R x R par
Jo<|x|<r

h(u,x) = e" - 1 -
1 + x2

On peut également poser <|> = (a,1? ) avec

<|> (u) = iua + J k(u,x)df(x).
1 ■4’ X 2

La fonction V est une f.d. sur R avec^ (-00) = 0, dV(x) = - dL(x) pour

x f 0, etŸ (+ 0) -V (-0) = y*.
1 + X2

La fonction k est définie sur Rx R par k(u, x) == h(u, x) en posant,
.

x u2
par continuité, k(u,0) = —

Posons Xnk = Xnk - ank de sorte que Fnk (x) = Fr*(* + a"k) et soient

Ln(x) = ç WriÏW °u ? (Fnfe (x)-lj, L°(x) = Ç Fnk(x) ou Ç {Fnk(x)-l}
selon que x < 0 ou x 0, et posons

W = L rÈr^dL-(t)-
II. - Pour oue X( Ç Xnk - an)—^(X) à s.c.d) , ilJaS* et il suffit .que
(i)

(i') Ln Oü L® —*-L sur R0 et Y*(e) * Jm<t x*dLn(xH'
lorsque n—*>oo puis £ —+ 0, et

(ii) an= Ç ank+y dLn(x) -a + o(l).
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2 - COMPARAISON DES SUITES DE LOIS INFINIMENT DÉCOMPOSABLES

Une famille de fonctions de distribution est compacte si elle l'est au sens
de la convergence complète de sous-suites . Une famille de lois de variables
aléatoires est compacte si la famille des fonctions de distribution corres-

pondantes est compacte, c'est-à-dire, si la famille de lois est compacte
au sens de la convergence de sous-suites vers des lois de variables aléa-
toires. Nous aurons besoin des lemmes élémentaires suivants*

LEMME 1. Pour qu'une famille de fonctions de distribution H à variations

uniformément bornées soit compacte, il faut et il suffit que
^ dH(x)

—*-0 lorsque a—►<», uniformément en H.

En effet, en vertu du théorème de HELLY, l'hypothèse Var H c fixe
entraîne la compacité de la famille au sens de convergence de sous- suites
sur les ënsembles de continuité des fonctions limites, soit Hn(x)—► H(x)
pour x € C(H), et alors Var H(<lim inf Var Hn«^ cjest finie.
Dans l'équalité

Var Hn - Var H - f dHjx) - f dH(x)

dH(x)|
prenons les a tels que ± a € C(H).
La condition énoncée est suffisante car, si elle a lieu, Var Hn—►Var H
lorsque n—► <» puis a dans l'égalité ci-dessus. Elle est nécessaire
car, si elle n'a pas lieu, la famille contient une suite Hn1, avec

pour a—►<» . Lorsque la famille est compacte,

cette suite contient une sous-suite Hn—►!! avec Var Hn ►Var H et en

laissant n **00 puis a—►<» dans l'équalité ci-dessus nous aboutissons à la
contradiction 0 ^ e .

LEMME 2. Pour qu'une famille de lois o£(X) soit compacte, il faut et il
suffit que la famille de f.c. f ou la famille de leurs parties réelles fci soit
équicontinue à l'origine.

Le lemme résulte du théorème de continuité de P. LEVY par le théorème
d'Ascoli et l'inéqualité |f(u) - f(u+h)|2< 2{1 -Æf(h)) *

A toute loi dC (X) correspond la loi symmétrisée o£(Xs) où X5 = X - X'
avec X et X' indépendantes et identiquement distribuées à fonction de
distribution Fs et à f.c. |f|2. Les "translatées" de 06 (X) sont de la forme

oC (X-a), a 6 R.

LEMME 3. Pour qu'une famille de lois soit compacte à des translations
près, il faut et il suffit que la famille des lois symmétrisées correspon-

dantes soit compacte.

La condition est nécessaire en vertu du lemme 2. Elle est suffisante en

vertu du lemme 1 et de l'inéqualité P[|X -jaX| ^ a] < 2P[| Xs| a],car
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les fonctions de distribution de variables aléatoires X sont uniformément
bornées.

LEMME 4. Pour que les f. c. réelles H hn|< soient équicontinues à l'origine»
il faut et il suffit qu!il en soit ainsi des fonctions Ç (hnk-l) - s. c. de lois
i. d

JLe lemme résulte de l'inéqualité 1 - e”^kXk 1 - ljT ( 1 -x^)Ç xk
valable pour x < 1, en y remplaçant x^ par 1 - hn|<.
LEMME 5. Pour qu’une suite de lois à s.c. suit compacte à des transla-
tions près» il faut et il suffit que les fonctions Æ<jpn soient équicontinues à
l’origine.

En effet, par les lemmes 2 et 3, la compacité en question est équivalente à
l’équicontinuité à l’origine des fonctions e^^" . Il en est donc de même pour
les fonctions Æ<pn en vertu de l'inéqualité 1 - e_x*^ x valable pour

LEMME 6. Si les suites

est bornée, alors la suite y2(x)dLn(x) est bornée pour tout
suite J dLn(x) estlorsque de plus lim inf | y(x) | > 0, alors la suite J dL,'X— r |xi—>co 1 71 J\x|>a

bornée pour tout a > a0 suffisamment grand.
Le lemme résulte des inéqualités.

et

Nous verrons que sous certaines conditions les lois aC ( Ç Ynk) se
comportent asymptotiquement comme les lois à s.c. <p = (p, <ï>) avec

où les $ sont des fonctions de distribution. Mais, d’abord, il y a lieu de
montrer que toute cp est s.c. ; elle sera s.c. d’une loi indéfiniment
décomposable, puisque-^- est de la même forme pour tout entier n (positif).
Ceci résulte du théorème de continuité. En effet, il suffit de considérer
l'intégrale qui figure dans cp . Or, cette intégrale définit une fonction continue
(en u) et est limite de sommes de Riemann-Stieltjes qui sont des s.c.

puisque leurs termes sont des s.c. du type de Poisson (e’uyW - l)A<ï> (xk)
. ' / V , x ' , : u2 A ‘ 1 x ^

+ iub (xk) pour y(xk) f 0, ou du type normal - —A$ (xk) pour y(xk) = 0.
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Lorsque y(x) = x alors, en vertu de la formule d'inversion des s.c. de
lois i.d., (p détermine $ donc (3 . Mais il n'en est pas de même en général,
car les valeurs de d<Ê(x) correspondant à tous les x pour lesquels y(x)
prend la même valeur interviennent en bloc dans l'intégrale. D'une façon
précise, soit $ la mesure sur les ensembles de Borel dans R déterminée
par la fonction de distribution <î>. Puisque la fonction y est continue, l'en-
semble A = y"1 [o] est fermé, son complément consiste d'intervalles
ouverts disjoints Ij en nombre fini ou dénombrable et nous pouvons écrire

cp(u) = iu(3 -^-4> (A) + Ç J k(u>y(x))d<î>(x),
mettant ainsi en évidence les parties normales et Pois son-intégrale de la
loi i.d. correspondante.
THEOREME I. Si la suite <i>n est compacte et à variations uniformément
bornées T alors la suite de lois i.d. à s.c. <pn = (|3n,<£n) est compacte à des
translations près.

Si la suite de ces lois est compacte à des translations près, alors la suite

<J)n est à variations uniformément bornées , et elle est compacte lorsque

|y(x)|—*co avec|x|—► <x> .

Démonstration. Si toute suite contient une sous-suite alors,
par le théorème de HELLY-BRAY, toute sous-suite <pn, contient une suite
cpnii telle que cpnn - iupnn —♦ cp = (0,$ ). Réciproquement, soit la suite
compacte à des translations près de lois à s.c. <pn . Alors, par le lemme 5,
la suite <#<pn est équicontinue à l'origine, c'est-à-dire, pour tout e> 0 il
existe un h = h(e) 0 (indépendant de n) tel que - Æ<jpn (u)< e pour | u | <C h,
donc

^Jo £<?n (U^dU = f ^
sinhy x l+y2(x)

y*(x) d$n(x).

Puisque l'intégrande du membre droit est bornée inférieurement par
c(h) > 0, il en résulte que les Var $n sont uniformément bornées par

e/c(h)<oo_ .

Lorsque | y(x)|—►co avec |x|—*00 alors, pour e donc h donné, l'intégrande
est bornée par l-epour|x|^ a ^ a(6), donc d<£n(x) < e /(l-s). En
vertu du lemme 1, la suite <£n est compacte, et le théorème est démontré.

COROLLAIRE I. Pour qu'une suite de lois i.d. à s.c.cpn = (pn,<Ên) soiL
compacte ( le s s . c . soient éouicontinues à l'origine), il suffit et. lorsque
|y(x)|—►œ avec |x|—, il faut que la suite <l> soit compacte et à variations
uniformément bornées et la suite |3n soit compacte.
Dans la cas y(x) = x et "compacte" réduite à "convergente", l'on retrouve
les conditions de convergence de lois i.d., en observant qu'alors les <pn
déterminent les <£n et les |3n .

COROLLAIRE 2. Pour que la suite de lois X (Ç Xnk) soit compacte à des
translations près, il faut et il suffit que la suite ^n soit compacte et à
variations uniformément bornées.



A L'INTÉRIEUR DU PROBLÈME CENTRAL 319

/*x t*
En effet, soit (x) = 2 / 77 D’après les lemmes 3 et 4, il

k J oo I+t _ | | n
faut et il suffit que les 2 (|fnk(u)|2~l) fJ (cos ux-1) x* d^n(x) soient
équicontinues à l’origine donc, d’après le lemme 5 et le théorème 1, que les

forment une suite compacte et à variations uniformément bornées. En
utilisant le lemme 6 et les inéqualités de symmétrisation ([l], p. 245), l’on
passe aux (comme dans [l] p. 306) ^et l’on revient aux par des
calculs élémentaires.

COROLLAIRE 3. Si la suite v2(x)dLn(x) est bornée ou |v(x)|^: c|x]
pour | x| a, alors compacité à des translations près de la suite de lois à
s, c. <jpn = (ocn,TFn) entraîne celle de la suite de lois à s.c. <jpn = ( |3n, 4>n ) avec

dL"w$

Si la suite

+y*(t)

ite / x2dLn(x) est bornée ou |x|
—/|x|<«- v ' 1 cly(x)l p°ur lxl la, alors

l’inverse a lieu pourvu que y(x) f 0 pour x f 0 , et |y(x)|—*0 pour |x|
—*00 .

En particulier, soit y2(x)/x2 >cz 0', y(x) ^ 0 pour x ^ 0 et |v(x)[-»oopour
| x |—>a> . Alors la suite des lois à s.c. <]pn est compacte si et seulement
et seulement si celle à s.c. d> l’est.

Il suffit d’observer que d’après le théorème, les compacités en question
sont équivalentes, respectivement, aux suites 3> et^n étant compactes et à
variations uniformément bornées,et appliquer les lemmes 1 et 6.

La première"partie de ce Corollaire contient divers résultats énoncés
par S. BOCHNER (3).

3 - RÉDUCTION A DES LOIS INFINIMENT DÉCOMPOSABLES

Nous venons d’établir des relations entre les lois limites de lois i.d. liées

étroitement aux*£( 2H Xnk) eto£(S Ynk) mais alors que celles à s.c. sont

asymptotiquement équivalentes aux£( Ç Xnk) donc peuvent le3 remplacer, il
n’en est pas nécessairement de même de celles à s.c. <pn. Bien entendu,
l’on pourrait procéder comme pour les cj)n en centrant les Ynk aux espé-
rances mathématiques tronquées bnk = [ ydG,* mais alors d <Ên(x) est

/ / \ -i \2 «Tjrt<r

remplacé par v"V'^"î dFn|< *x)« Malheurëusement, il nel+(y(x;-bnk;
semble pas possible d’éviter une condition qui ne soit pas exprimée en ter-
mes de Ln, mais l’on peut la faire dépendre du comportement de y(x) dans
le voisinage de l’origine tout en gardant 4V comme suit.

Posons pnk (a) = (<a y(x)dF„k (x) et observons que max P„k (a) —0 .
car, en posant m(h) = max y(x) = y(0h), |0| l'on al 0nk (a)| m (e) +

P]Cn

(3) S. BOCHNER, Proc. Nat. Acad. Sc. U.S.A. 40, 1954, p. 699-703.
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I/ #^1< m(£) + ™(T)L
en n, lorsque n >œ puis e ►O.

|X|>£
dF k(x) ►O uniformément

LEMME 7. Si les suites ^ dLn(x), f\t\<a y2 (x)dLn(x), S |pnk(a)|»
sont bornées, alors la suite o£( Ç Ynk) est asymptotiquement équivalente a
celle de lois à s,c. <pn = (|3n,<3?n) avec (3n = J dIjn(x) ëï d^n(x)=
_ y2M dL

l+yî(x)
Démonstration. Puisque

gnk (u) = Ee iu^Ink> = /eiuyW dFnk(x),
en portant les expressions de pn et de k(u, y(x)) dans <pn(u), celle-ci devient

<pn(u) = / (eiuy“> -l)dLn(x) = Ç [gnk(u)-l]
Puisque y(x) ►O lorsque x ►O et les Xnk sont uniformément a symptoti-

quementnégligeables, il en est de même des Ynk, donc max |gnk(u) “ M *0
et log gnk(u) existent et sont finis pour n suffisamment grand. Alors

Ç [(log gnk(u) - [gnk(u) ~ j
^ Ç I 8nk(u) - 1 f** n\ax | gnk(u) - 1 | S | gnk(u) - 1 | — 0

puisque, par hypothèse et l'inéqualité

+ | (eiuyW - l-iuy(x))dFnk(x) | + | uj3nk(a) |,

gnkW-11 < hjL ^ a dLn(x) + -y-Y2(x)dLn(x) + | u | Ç|pja) |
est bornée.

r% 2/f^
Dans ce qui suit nous posons $n(x) = ] iT 2/;y-dLn(t), de sorte que Ln

j-oo i+y vw

(donc ) détermine<ï>n. Lorsque y(x) f 0 pour x / 0, alors inversement,^
* l+v2(x)détermine Ln (donc ) par dLn(x) = y2(x) Pour x ï 0 et Ln(+<x>) = 0.

THEOREME 2. Soit une suite bornée Z]|pn. (a)| et une suite bornée f
y*(x)dL„(x). k' -/'x'<Ca
Si la suite o£( Ç Xn|<) est compacte à des translations près, il en est de
même de la suiteol( Ç Ynk) asymptotiquement équivalente à des lois à s.c.

yn - (P„,^n) avec
^

iwdi-<,i- p-y nji®

la suite

XZ
k
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En effet, par le Corollaire 2 du théorème 1, la suite est compacte et à
variations uniformément bornées. Donc, d'après les lemmes 1 et 6, touteslesdLn(x) sont bornées dLn(x)—*0 uniformémentles

en n lorsque a—► « .

Puisque les suites y2(x)dLn(x) et Ç|pnk (a)| sont bornées, le lemme
7 s'applique et, en vertu du lemme 6, le théorème résulte du théorème 1.

Supposons la suite ©£( Ç Xn|<) compacte à des translations près. Les
conditions du théorème précédent [sous lesquelles il en sera de même de
la suite o£( 2H dépendent que du comportement de la fonction y et de

k

la suite Ln dans un voisinage de l'origine ; sans perte de généralité, nous

xdFn|<(x) de manière que +rsoit danspouvons choisir r dans
ce voisinage. Or, l'hypothèse faite au sujet des«s2'(5ü Xn|<) entraîne que lak

suite x2dLn(x) est b dFnj<(x)| sesuite

comporte asymptotiquement converge

vers zéro. Par conséquent:
COROLLAIRE 1. Soit ex •+ 0(x2)<y(x)< c'x + 0'(x*) pour x—*0.

Si la suite «C ( Ç Xn|<) est compacte à des translations près, il en est de
même de la suite o£( E Ynk).

Supposons que n—► <» le long d'une sous-suite d'entiers telle que

o2*( Ç Xn|<-an)—► o£(X) à s.c. (a, y2 , L), de sorte que Ln—► L sur R0 et
xMln(x) y2 lorsque n—>oo puis e ► Ô . Mais alors, pour x <1 0

et, pour x > 0

Donc, pour que il y a lieu d'assurer la convergence de

pour n—► oo puis e—►O. Il en est ainsi si y2(x)/x2—*c2pour x—►O. Lorsque
de plus

alors, en choisissant ± t e C(L),
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^wdMx)
Par conséquent, en vertu du Corollaire 1, nous avons :

COROLLAIRE 2. Soit (x) = ex + 0(x2) pour x—► 0.

y3(x)
l+yî(xj dL(x).

Si.£( Ç Xnk-a„)—«/(X) à s.c. (ot, y1, L) alors <£( Ç Ynk-bn) — <^(Y) à_s^ç..
<p(u) = iu)3 - 0*7*+ h(u.y(x))dL(x);

lorsque y(x) = dx2 + o(xz) alors Ç Yn|<)—*©£(Y) à s . c.

cp(u) = iudy2+ J (e*uy^ -l)dL(x).

4 - FONCTIONS DE P. LÉVY LIMITES

Nous venons d'examiner le comportement limite des suites <£( S Ynk)* en

fonction de celui des suites «£( Ç Xn|<), enne tenant compte que du comporte -
ment de la fonction y au voisinage de l'origine. Les s.c. des lois limites
ainsi obtenues ne sont pas sous la forme habituelle cp = (p, Ô2, M) avec

cp (u) = iup - ô2 4- f h(u, y)dM(y),1 ./lylX)
sauf pour la partie normale. Bien entendu, une fois (p connu sous la forme
delà section précédente, en principe l'on peut trouver M (voir [l], p.300).
Mais l'on peut procéder directement, comme suit :

Soit Mn(y) = Ç P[Ynk<y]ou -ÇpfY^y] selon que x< 0 ou x> 0,
et soit

yîdMn(y) - Ç dMn(y)Y.
Puisque y(x) est continue, l'image réciproque de tout intervalle (a, b), fini
ou non, peut s'écrire y-1(a, b) = U (aj,bj) où le nombre m(a,b) des inter -

valles disjoints (aj,bj), finis ou non, peut varier avec (a, b) et peut être
infini. Puisque

P[y(X„ic)e (a,b)]= PU[xnk€ (aj.bj)] = è p[xnke (aj.bj)]
J

la fonction Mn est déterminée par

Mn(a,b) = S Ln(aj,bj), Mn (±oo) = 0.
De plus ab > 0 entraîne ajbj^- 0, puisqu'alors les zéros de y(x) n'appar-
tiennent pas à y"1 (a, b) tandis que y(0) = 0. Ainsi, lorsque Ln—• L sur R0,
nous pouvons définir une fonction M sur R0 par

M(a,b)=i: L (aj.bj), M(±oo) = 0.
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LEMME 8. Si pour tous les ab !>■ 0, les m(a,b) sont uniformément bornés
ou il existe une fonction L* de P. LEVY telle que Ln(a, b) L* (a, b),
alors Ln—* L sur R0 entraîne Mn—? M sur R0 .

En effet, lorsque a ou b € C(M) et a1—►a ou b1 *b soit par valeurs crois-
santés soit par valeurs décroissantes, les différences M(a, b) - M(a* ,b) ou
M(a,b) - M(a,b‘) sont sommes de termes (en L.) tous de même signe,et
convergent vers zéro ; par conséquent, chaque terme converge vers zéro
et les aj, bj € C(L). Mais alors Ln(aj,bj) ►L(aj,bj) donc, en vertu de
l'hypothèse, Mn(a,b) *M(a,b). En particulier, si y 6 C(M) alors Mn(y) =
Mn (-00, y)—► M(-oo, y) = M(y) pour y <10, et de mêttie pour y> 0.
REMARQUE. Signalons sans la démontrer la proposition suivante.
Pour que Ln—■* L sur R0 entraîne Mn—*M sur R0, il faut et il suffit que

o£(min Xnk)—* (x) et <>^(max Xnk)—^(X*)

entraîne =£(min Ynk)—* «C (*Y) si <=C(tnax Ynk) —► oC(Y*).
k V

Les symboles à astérisque ne sont pas nécessairement des variables finies.
La fonction limite M n'est pas nécessairement une fonction de P.

LEVY. Mais puisque jy|<£ y2dM(y) < lim y2dMn(y), il suffira
que cette borne soit finie pour un e > 0. Or,

f y* dMn(y) = / . y*(x) dLn(x)y|y|<e

et aussi

(£} y2W dLn(X> ' Ç (/-'(-e.«) yW dFnk (X))2
de sorte qu'il reste à examiner le comportement de y(x) au voisinage de
ses zéros. Si z + 0 est un zéro (réel) isolé, lorsque e—► 0 sa contribution
au premier terme de la. différence ci-dessus converge vers zi|L(z+0) -
- L(z-0)J et celle au second terme converge vers zéro. Donc, lorsque par

exemple les zéros sont isolés et en nombre fini et lim inf |y(x)| > 0, le
comportement de y(x) au voisinage de x = 0 sera décisif. Nous sommes
ainsi ramenés aux considérations de la section précédente et conduits
sans difficulté au théorème et corollaires suivants.

THEOREME 3. Soit une fonction y à zéros isolés z0 = 0 et z1, .. ., zm +0
avec |y(x)| > 0 , y(x) - ex + 0(|x|r), r > 1, pour x -—► 0, et telle que|X|—*00
pour tous les ab > 0, les m (a,b) sont uniformément bornés.

Si.£(Ç Xnk- an)—rif(X) à s.c. (a, y1, L), alors *C( Ç Ynk - b„) —* «>£(Y)
à 8-c. M) avec M(a,b) = £ L(aj,bj) et <5* = c* v* + £ z ? I L(z; + 0)
- - o)}. J

5
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Par comparaison avec le Corollaire 2 du théorème 2, nous avons affaibli
légèrement l’hypothèse y(x) = ex + 0(x2) mais au prix coûteux d'hypothèses
supplémentaires sur le comportement de la fonction y sur Rg.

COROLLAIRE 1. Soit la fonction y croissante sur R avec y(x) = ex + 0(|x|r)#
r>* 0» pour x—► O .

Si «/( SXnk - an)—*'X (x) à s.c. (a, y2,L) alorso£( 2 Ynu - bn) —» oC (Y)
à s. c. (p,d2, M) avec M(x) = L(y”1(x)) et 62 = c2y2.
COROLLAIRE 2. Soit la fonction y décroissante sur (-oo, 0) (fonction inverse
yï1) et croissante sur (0, + oo ) (fonction inverse y^1) avec y(x) = 0(|x|r),
r 1, pour x —► 0.

Si X( 2 Xnk - an) —m X (X) à s.c. (a, y2 , L), alor s X( Ç Ynk - bn) —* X(Y)
à s » c» (p,d2,M) avec M(x) = 0 ou L(yâ1(x)) - L(v71(x)) selon que x < Pou
x > 0, et y2 = 0
Lorsque y(x) f dx2 + o(x2) alors bn0 avec

P = dy2+ f • -r^frdLW.1 1 /lxl>0 l+y*(x) v 1

A titre d'exemple, nous nous contenterons d'énoncer des applications
des propositions générales à quelques fonctions y et au cas limite normal.

Fonctions particulières. SoitoZ‘(2 Xnk-an)—*o^(X) à s.c. (a,y2, L).

Si y(x) = sin x, alor s X ( Ç Ynk -bn) —* X ( Y) à s.c.

<p(u) =■% T* + Xli»0 h(u> sinx)dL(x).

Si y(x) = ex- 1, alors X ( Ç Ynk-bn)—»'®<£(Y) à s.c.

f(u) =--y T2,+ 1 h(u«x)dL(log(1+x))-
Si y(x) = x3, alors X ( 2 Ynk) f*.* X (Y) à s.c.

<p(u) = J (eiux-l)dJL(xv,)v .

Si ,y(x) = x2, alors X( 2 Ynk) —► ®£(Y| à s.c.

cp(u) = iuy2+ ^>0 (elu*-l)d{L(x,/i!') - L(-x'^)j .

Si y(x) % x+ou | x | et |x|dLn(x) —► 0 lorsque n—► œ puis e—►O,

alors «C( Ç Yr*-bn)—*=£(Y) à s.c. '

V(u) = X>0 h(u>x)dL(x) OU L, h(u, x)d{L(x) - L(-x) J ,
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Cas normal. Soit h(x) = ex + 0(xl) pour x—►0. Alors <£( Ç Xnk-an) —^(X)
à s.c. iua - -y Y*entraîneoC( Ç Y„k-b„)—►.£ (Y) à s.c. iu)3 -^c*y*-
Soit y(x) = |x)r, r > 1. Alors pour que©^( Z X^-a,,)—* ®£(X) normale, il

faut et il suffit que«£( Ç Ynk-bn)—*o£(Y) dégénérée.
Soit y(x) = x2. Alors pour que«£( S Xnk-an)—*oC(X) normale à variance Y2
il faut et il suffit que<>£( Z Ynk)—*^£(Y) dégénérée en Y2* L’on retrouve la
généralisation du théorème de RAIKOV due à GNEDENKO.
Plus généralement, soit la fonction y f 0 sur R0 avec y(x) = dx* + o(x*)
pour x 0 * Alors pour que®£( Ç Xnic-an) *o£(X) normale à variance 'Y2,
il faut et il suffit que •£( Ç Ynk) **£(Y) normale à s.c. iudy2


