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SUR L'INÉGALITÉ DE SLUTSKY

A. FUCHS

L'objet de la présente note est de donner une démonstration très
simple de l'inégalité entre moments connue sous le nom d'inégalité de
Slutsky [1] et de la comparer à d'autres inégalités analogues.

Lemme 1.

Pour x, y > 0 ; p, q > 0, p + q= lona:

xpyq < Ppqq (x + y) (1)

On remarque que (1) peut s'écrire :

(fh)'
il en résulte qu'il suffit de démontrer (1) pour x + y = 1, c'est-à-dire,
en définitive, de démontrer xp yq< pp qqpour x, y > 0, x + y=l; p,q>0,
p + q = 1. Mais cette dernière inégalité est évidente puisque :

xpyq = xp (l-x)q < Max xp(l-x)q = pp qq
x G[o,i]

Inégalité de Slutsky.

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur une même

catégorie d'épreuves. Pour r, s > 0 et si E {| X |r+s } < œ, E {|Y | r+s } < œ
on a :

r s

E{|xr |Y|’K< (-L.Y' (JLy (E {|X|"‘ } +E{| Y| ”’}) (2)
Appliquons en effet (1) à |X| et | Y | ; pour chaque épreuve il vient :

| X |p | Y |q ^ pp-qq(|X| + | Y| )
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d'où, en supposant E{|X|}<°°, E { | Y | } < œ :

E { | X |p | Y |q }< pp qq (E { | X | } + E { | Y | }) (2')

Remplaçons alors |X| par |X|r+s, |Y| par |Y|r+s, posons p = ——,
r + s

q = — et supposons E { |X|r+s} < œ j E{ | Y |r+s} < œ j (2* ) est transfor-
mé en (2) qui se trouve ainsi établie.

Lemme 2

Pour x, y > 0 ; p, q > 0, p + q = 1, on a :

xpyq < px + qy (3)

C'est l'inégalité classique entre moyennes arithmétique et géo-
métrique. Remarquons que si l'on essaie de majorer le second mem-
bre de (3) par une quantité faisant intervenir la somme x + y on obtient
px + qy < Max (p, q) (x + y). Mais comme pp qq< Max (p, q), l'inégalité
ainsi obtenue serait en généralplus faible que (1) ; aussi nous tiendrons-
nous à l'inégalité (3).

En opérant comme ci-dessus et en supposant toujours,
E{ |X |r+s} < 00 , E{|Y|r+s}<°° , pour r, s > 0 on en déduit l'inégalité :

E { |X| T IYIs } E{|X|r+s} + -J- E{|Y|r+s} (4)
“ÿ, SÉfl r+s 11 r+s

analogue à (2) et qui s'y réduit pour r = s.

Comparaison des inégalités (2) et (4).

Essayons de comparer les inégalités (2) et (4) ou, ce qui revient
au même, les inégalités (1) et (3). A cet effet il suffira de comparer les
deux quantités pp qq et px + qy pour x + y = 1, c'est-à-dire les deux
quantités pp qq et px + q ( 1-x) = q + (p-q) x pour x G [ 0, 1 ].

Nous excluons le cas p = q, pour lequel les inégalités ( 1 ) et (3)
coïncident. Lorsque p f q nous pouvons toujours, sans perte de géné-
ralité, supposer p > q; il suffirait, le cas échéant, d'échanger les rô-
les de x et de y.

Une simple étude de la fonction (de p) y = Pp(l-P)1"p» P G ] 0, 1[
montre que Min (p, q) 4 ^ < Pp qq < Max (p, q), c'est-à-dire, dans notre
cas, q <:^-^ppqq^p. Ceci entraîne que la parallèle y = Pp qq à Ox
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coupe le segment de droite y = q + (p-q) x, x£[0, 1] en un point d'abs-
cisse a£[0, 1] tel que :

pp q " - q
q + (p-q) a = pp qq => a * -

Puisque < ppqq <1, on a d'ailleurs a< 1.Z Z

Nous avons alors q + (p-q) x ^ ppqq pour 0 < x ^ a . Il en résulte ,

toujours dans l'hypothèse p > q, que (3) est plus stricte que (1) lorsque
x <a (x + y) et que c'est le contraire lorsque x > a (x + y).

On en déduit immédiatement :

THEOREME -

Supposons r > s et posons :

r r+s sr+s - s
a = —

r - s

Alors (4) estplus stricte que (2) lorsque E (|x|r+s}<a E{| X | r+s+ |Y| r+s} ;
c'est le contraire losque E{|X|r+s}> a E |X|r+s +|Y|r+s}.

REFERENCE

(1) - M. FRECHET - Recherches théoriques modernes sur le Calcul
des Probabilités ; 1.1. (1950) Gauthiers-Villars ; p. 66. Signalons
en passant une erreur dans le texte ; la quantité désignée à la

, mais ona^ k(r, s) ^ 1.p. 66 par k(r, s) n' est pas ^


