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SUR L'INEGALITE DE SLUTSKY
A. FUCHS

L'objet de la présente note est de donner une démonstration tres
simple de 1'inégalité entre moments connue sous le nom d'inégalité de
Slutsky [1] et de la comparer a d'autres inégalités analogues.

Lemme 1.

Ponrex, Syii-ap Saq= ettt =8l aon gt
x*yi< pPqi (x +y) (1)

On remarque que (1) peut s'écrire :

x P ¥y ]
<x+y) <x+y) < PPC{Q

‘il en résulte qu'il suffit de démontrer (1) pour x+y = 1, c'est-a-dire,
en définitive, de démontrer x?y% pfqipour x,y>0, x+y=1; p,q>0,
p + q = 1, Mais cette dernieére inégalité est évidente puisque :

xPy%=xP(l-x)9 ¢ Max xP(l-x)%=pPq?
% E[o,1]

Inégalité de Slutsky.

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur une méme
catégorie d'épreuves. Pour r, s> 0 etsi E {|X|™ } <o, E{|Y|™ }<®
on a :

r s
F e r res 8 \r+s < r+s r r+s :
EAX ¥ < (m) (m) (L r e B0y Vi)

Appliquons en effet (1) 4 |X | et |Y | ; pour chaque épreuveil vient :

X [ & phg( =+ X))
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d'ou, en supposant E {|X|}<x, E{|Y|} <®:

EAXEIR P p® o (B4R Y FEL YR (2")
Remplagons alors |X| par |X|™, |Y| par |Y|"™, posons p = r:s‘

o g et supposons E { |[X|™**} <@, E{|Y|**} <w , (2') est transfor-

mé en (2) qui se trouve ainsi établie.

Lemme 2

Pout x =y > 0 ip i > 00 pakai=s L onas:
xPy? <px+qy (3)

C'est 1'inégalité classique entre moyennes arithmétique et géo-
métrique. Remarquons que si l'on essaie de majorer le second mem-
bre de (3) par une quantité faisant intervenir la somme x + y on obtient
px + gy < Max (p,q) (xty). Mais comme p? q%< Max (p,q), l'inégalité
ainsiobtenue serait en général plus faible que (1) ; aussi nous tiendrons-
nous a l'inégalité (3).

En opérant comme ci-dessus et en supposant toujours,
E{|X|"}<w , E{|Y|™} <® , pour r, s> 0 on en déduit 1'inégalité

I
Pl

E{|X|" [Y]*} < E{|X|™*} + r—ss B3 (4)

+
analogue a (2) et qui s'y réduit pour r = s,

Comparaison des inégalités (2) et (4).

Essayons de comparer les inégalités (2) et (4)ou, ce qui revient
au méme, les inégalités (1) et (3). A cet effet il suffira de comparer les
deux quantités pr g9 et px + gy pour x +y = 1, c'est-a-dire les deux
quantités p” q° et px + q(1-x) = g + (p-q) x pour x€[0, 1].

Nous excluons ‘le cas p = g, pour lequel les inégalités (1)et (3)
coincident. ILorsque p # g nous pouvons toujours, sans perte de géné-
ralité, supposer p > q; il suffirait, le cas échéant, d'échanger les 0~
les de x et de y.

Une simple étude de la fonction (de p) y = p?(1-p)*® p €10, 1
1

2 < pPqt< Max (p, q), c'est-a-dire, dans notre

montre que Min (p, q) €

cas, q €= < pPqisp. Ceci entraine que la parallele y = pfqg? a Ox

o=
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coupe le segment de droite y = q+ (p-q) x, x€[0, 1] en un pointd'abs-
cisse a€[0, 1] tel que :

pfg-gq
-+ = a =pPgl=> a= —m—
g+t (p-q) p'q 5-4
; 1 : 1
Puisque 3 < pPq? ¢ 1, on a d'ailleurs 5 < as 1.

Nous avons alors q + (p-q) x < pPqipour 0 < x <«. Il en résulte,
toujours dans l'hypothése p > q, que (3) estplus stricte que (1) lorsque
X <a (x +y) et que c'est le contraire lorsque x >a (xX+ty).

On en déduit immédiatement :
THEOREME -

Supposons r > s et posons :

T s

BN SN S
L= 5

Alors (4) est plus stricte que (2) lorsque E {|X|™"}<a E{| X| ™+ |Y[ ™}
c'est le contraire losque E{|X|™)}> « E |X|™™ +|Y| "},
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