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LE PROBLEME
DU MOUVEMENT BROWNIEN
ET SES GENERALISATIONS
G. MALECOT

Le mouvement brownien et la théorie de la diffusion sont étudiés
par beaucoup d'auteurs par passage a la limite & partir de la théorie
de la ""promenade au hasard' (théorie & laquelle est attachée le nom de
Polya).

Si l'on imagine une particule se déplagant sur un axe Oy et pou-
vant effectuer, & des dates déterminées constituant une suite dénom-
brable t,,..., t.,.. des sauts d'amplitude unité, et si l'on suppose
qu'il y a des probabilités données pour que ces sauts soient algébri-

ment égaux a +1 oua -1, il

i e est facile d'obtenir la loi de

—  probabilité de la position de

la particule P a une date quel-

conque, et cette loi n'est

d'ailleurs autre que la loi de probabilité du gain total d'un joueur au

bout de n parties d'un jeu de hasard simple tel que le jeu de pile ou

face. Il est bien connu que la loi de probabilité réduite est, asympto-
tiquement, la loi de Laplace-Gauss.

o =2

Le schéma de la ""promenade au hasard'' peut étre étendue a plu-
sieurs dimensions, comme le fait Polya par exemple dans le cas d'un
réseau de carrés qui schématise un réseau de rues.

Mais je ne m'étendrai pas aujourd'hui sur le cas multidimen-
sionnel, car, ce que jevoudrais signaler, ce sont différentes généra-
lisations pour lesquelles les notations seront plus intuitives dans le
cas d'une seule dimension (il est facile ensuite de les généraliser, ce
que je ne ferai pas aujourd'hui).

Une premiére généralisation, qui ne présente aucune difficulté,
consiste & supposer que les sauts possibles, au lieu d'étre d'amplitude
unité, admettent des valeurs algébriques a, avec des probabilités res-
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188 G. MALECOT

Une deuxiéme généralisation consiste & admettre que les dates
de ces sauts, aulieu d'étre de dates données t,, t,,... t,,... sont aléa-
toires. L'hypothése la plus simple, celle qui est a la base des pro-
cessus stochastiques se rattachant & la loi de Poisson, consiste a ad-
mettre que, dans chaque intervalle de temps t, t + At, différents sauts
de valeurs algébriques «, sont possibles avec des probabilités respec-
tives m = pat + o(At), (le dernier terme désignant un infiniment petit
par rapport & At). Dans le cas ol les «; et les u; sont des constantes
données, on a affaire & un processus permanent & accroissements in-
dépendants, processus qui est continu en probabilité (la probabilité
pour que l'accroissement d'abscisse pendant At dépasse en valeur ab-
solue un nombre donné ¢ tend vers zéro avec At) mais non presque su-
rement continu (il y a une probabilité finie pour un saut fini pendant un
intervalle de temps non infiniment petit).

La loi de probabilité de la position au bout d'un temps fini n'est
d'ailleurs pas la loi de Laplace-Gauss (comme ce serait le cas si le
processus était presque surement continu), mais une '"loi discontinue"
dans laquelle la loi de probabilité de l'abscisse y & la date t (quand
1'on prend pour origine O l'abscisse a la date zéro) a pour deuxiéme
fonction caractéristique (fonction génératrice des cumulants) :

(1) v (s, 1) =N (e - 1)
(loi de probabilité d'une somme d'aléatoires indépendantes, obéissant
& des lois de Poisson de sauts o, et de parametres u;(t)).

Ce n'est qu'asymptotiquement, quand t--« , que l'on retrouve,
comme loi réduite, la loi de Gauss. Je n'insiste pas sur ces résultats
trés classiques, car ils sont établis en supposant que les «; et les u,
sont des constantes, c'est-a-dire qu'il s'agit de processus & accrois -
sements indépendants. Or le mécanisme méme du mouvement brownien
montre que ce n'estque par une approximation discutable que 1'on peut
1'assimiler & un processus & accroissements indépendants, En réalité ,
le mouvement d'une particule P soumise a des chocs moléculaires (rap-
pelons que nous nous plagons, pour simplifier, dans le cas unidimen-
sionnel), se fait pour une suite de secousses qui ne peuvent pas étre
regardées comme ayant des amplitudes ai données indépendantes du mou-
vement déja acquis par la particule. Si 1'on applique la théorie clas-
sique du choc, chaque choc moléculaire se traduit par un changement
de vitesse de la particule P, changement qui dépend a la fois de la
vitesse v; de la molécule heurtante (vitesse dont on peut certes suppo-
serdonnée la loi de distribution) et de la vitesse x de la particule P au
moment du choe, vitesse qui dépend, elle, des chocs précédents.

Ces remarques montrent :
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LE PROBLEME DU MOUVEMENT BROWNIEN ET SES GENERALISATIONS 189

1°) que le processus stocnastique correspondant au mouvement
brownien joue sur la vitesse de la particule P (que nous avons notée x)
et non sur son abscisse (que nous avions notée y);

2°) que, si nous désignons par o les changements brusques de la
vitesse de P qui correspondent aux chocs des différentes especes pos-
sibles, les valeurs numériques des o, dépendent de la vitesse x déja
acquise, et cela suivant la formule bien connue :

_ (1 + 1)m;
% T mEE (v, = %)
les molécules heurtantes étantsupposées réparties en différentes "es-
peces'' de vitesse v;, de masse m;, de coefficient de restitution 1; (m
désignant la masse de la particule P).

Dans ce qui suit, nous poserons ¢ = p;(v; - X), mais il y aura
lieude se souvenir que, dans le probléme mécanique concret, 0 < p, < 2.

Ilest évidentque l'onn'a plus affaire & un processus stochastique
4 accroissements indépendants, puisque les «, (accroissements possi-
bles de la vitesse lors de chaque choc) dépendent de x. Et il en résulte
que l'écart quadratique moyen o de la vitesse x, au lieu d'augmenter
indéfiniment avec le temps t (ce qui correspondraitau caractére asymp-
totiquement gaussien que l'on admet d'habitude) tend au contraire vers
une limite finie quand t—w . Nous allons, pourcela, étudier 1'équation
différentielle "stochastique' que vérifie la vitesse de P quand on la re-
garde comme une fonction aléatoire du temps t. Nous désignerons doré-
navant cette vitesse - la vitesse acquise par la particule P & la date t -
par X(t). (les majuscules étant réservées pour les variables des fonc-
tions aléatoires et les minuscules pour leurs valeurs numériques).

L'accroissement AX(t) de la fonction aléatoire X(t) a par hypo-
thése des probabilités u,at + o(At) de prendre les valeurs « et nous
supposerons que les parties principales u At des probabilités de choc
pendant l'intervalle t, t + At avec les molécules des différentes espe-
ces sont données, de telle sorte que seuls les o, dépendent de 1'étatde
la particule P, par l'intermédiaire de sa vitesse X(t), en vertu de la
formule «;, = p,; [v; - X(t)].

On peut écrire aisément la moyenne, la variance, et plus géné-
ralement les moments, et les cumulants, de l'accroissement AX(t)
quand la valeur numérique de X(t) est connue et égale & x : nous appe-
lons ces quantités les moments et cumulants conditionnés. Le moment
conditionné d'ordre q, que nous noterons)i_ [(4X)9] sera

N

M [(aX)4] = ¥ [u,at +o0(at)] [p (Y,

- x)]9
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190 G. MALECOT

cette formule est valable, non seulement quand les différents sauts «a
possibles, dans un méme intervalle, s'excluent, mais aussi quand ils
sont stachastiquement indépendants(l).

Il est facile de voir que les cumulants conditionnés ont mémes
parties principales que les moments conditionnés. Le plus simple pour
cela est de former la fonction caractéristique conditionnée de AX, qui
est

Y. = x)s

M (e sLix el a - \ B
N (e=¥) =1+% — I [(AX)9) = 1 +¥ [u At +0(at)] [e - 1]
c - q! c — i
q=1 i

On sait que le logarithme de cette fonction caractéristique con-
ditionnée, qui est la fonction génératrice des cumulants conditionnés ,
admet méme partie principale que la somme ¥ , & savoir :

pilv.: = %]s :
(2) H{zeNa R Ce= i (e - 1)at
i

Le développement de cette fonction en séries de puissances de s
montre que ses coefficients (les "cumulants') sont des polynbmes en-
tiers en x de degré égal a leur ordre (x est, rappelons-le, la valeur
numérique acquise par la fonction aléatoire a la date t). Or, toutes les
fois qu'une fonction aléatoire & accroissements non indépendants jouit
de cette propriété, il est toujours possible de déterminer par la mé-
thode des moments sa loi de probabilité & une date quelconque t. Po-
sons en effet M (t) = I {[X(t)]"} (il s'agit 14 des moyennes et moments
a priori calculés sans connaltre aucune des valeurs numériques, sinon
la valeur a la date zéro que nous supposerons nulle pour simplifier).

L'ensemble des moments M (t)serafourni par la "fonction carac-
téristique a priori' que nous noterons F(s, t) etqui sera par défini-
tion :

r=mw
s, ti=amreil= fin
=1

Sr

r

Et le théoréeme des moyennes conditionnées permet d'écrire :

F(s, t + At) =0[ext) | esﬂx(n] =.-}];_{esx«.n'1ut{es..“_\xttlj,] =

= F(s, t) +J[esxt) H(X, s)]at + o(at)

D'oli, par soustraction puis division par At que l'on fait ensuite

(1) Car la probabilité pour qu'il y en ait plusieurs dans l'intervalle At est alors
infiniment petite par rapport 4 at.
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LE PROBLEME DU MOUVEMENT BROWNIEN ET SES GENERALISATIONS  19]

tendre vers zéro :

(3) .BF%H = M [H(X, s)es*t!] (formule de Bartlett)

Cette formule, trés générale, s'applique a bien d'autres problémes
que le mouvement brownien,

a) Remarquons incidemment que si H était indépendant de
X, c'est-a-dire, dans le cas ol la fonction aléatoire est & accroisse-
ments indépendants, on déduit immédiatement de (3) la formule (1),

2
car alors ﬁ = B(l;)t L = H(s).

b) Remarquons aussique, dans le cas ou H serait une fonc-
tion linéaire de X, le deuxiéme membre serait une fonction linéaire de

) A s
F etde %f— (puisque i [Xe s*tt!] = B_S ), lafonction caractéristique F(s,t)

est alors solution d'une équation aux dérivées partielles linéaire du
premier ordre. C'est ce qui se passe dans le processus de '"'multipli-
cation' de Furry (la variable aléatoire étant alors le nombre de parti-
cules, et non l'abscisse d'une particule)dans le processus de ''nais-
sance et décés' de Feller et dans le processus de Arley pour les rayons
cosmiques.

c) Dans le cas ol H est une fonction du deuxié¢me degré de

s, c'est-a-dire ol seuls les deux premiers cumulants de 4X ne sont

pas d'ordre supérieur a At (c'est le cas étudié par Kolmogoroff et gé-
2

néralisé par Feller), c'est-a-dire olit H. At = [sM + S? v]. At (M. ot et

v. At désignant les parties principales de la moyenne et de la variance
conditionnée), un cas intéressant est celui o M et v sont respective-
ment du premier et du deuxiéme degré en x (comme dans un probléeme
de génétique que j'ai traité par cette méthode, avec v =v.x(1 - x)et
M=-k(x - £), x étant la fréquence d'un géne mendélien) 1'équation aux
dérivés partielles pour F est alors du deuxieme ordre, mais les
propriétés de la transformation de Laplace montrent que la densité de
probabilité f(x, t) vérifie aussi une équation du deuxitme ordre
F(s, t) = _/ es f(x, t)dx est l'image de Laplace de 1l'originale f, donc,
la dérivationpar rapportasest l'image de la multiplication par x, et la
multiplication par s est 1'image de la dérivation par rapport 4 x : dans
ce cas l'équation de Bartlett pour la fonction caractéristique équivaut
4 1'équation de Kolmogoroff pour la densité de probabilité (dans le cas
particulier que j'ai indiqué, 1'équation de Bartlett est :

OF | F v oG _ FF,
5t e P R v
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192 G. MALECOT

et 1'équation de Kolmogoroff s'écrit :

. SO I
242 (k(x—g)f) + 3 axz(vx(l—x}f)

La deuxiéme équation peut se résoudre par séries hypergéométriques
ou polynémes de Gegenbauer. L'étude des singularités aux bornes a été
faite par Feller et Goldberg mais on peut aussi, a partir de la pre-
mieére équation, calculer les moments par résolution d'équations dif-
férentielles ordinaires.

d) Revenons au mouvement brownien, l'équation (3) ainsi
que 1'équation associée (pour la distribution, non absolument continue)
par la transformation de Laplace, seraient toutes deux des équations
aux dérivées partielles d'ordre infini. Mais la méthode des moments
convient trés bien.

On a en effet, d'apreés (2) et (3) :

)

%Eu; gt Bl =p) s, tli=Y n - Blseh)

i
c'est-a-dire :

F

v dM, s el 3 (sp,v,)" = (1-p:)'s" = o s’
:oa—t‘r—sf“'(~ T S M S jediee JBEe

. cay) G =

L'identification des termes pour lesquels r = 1, 2,..., conduit & des
équations différentielles qui permettent de déterminer, par récurren-
ce, les moments successifs. Ce sont des fonctions de t qui, quand
t—+o ,tendent vers des limites caractérisant la loi de probabilité
"stationnaire' de la vitesse de la particule. On trouve aisément, pour
limite de la moyenne M, (t) de cette vitesse :

v

LT

Wi s
i ¥ w P
(si les coefficients p, étaient les mémes pour toutes les molécules
heurtantes, on aurait 12 une moyenne pondérée par les probabilités
de rencontre - des vitesses des molécules heurtantes).

Mais la vitesse & chaque instant t de la particule heurtée pourra,
bien entendu, étre tres différente de sa moyenne M,. L'ordre de gran-
deur de 1'écart aléatoire sera donné par 1'écart quadratique moyen,
racine carrée de la variance qui est, dans 1'état stationnaire :
o = R R (T désignant la limite du deuxieme moment M,(t) quand
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LE PROBLEME DU MOUVEMENT BROWNIEN ET SES GENERALISATIONS 193

t— +w.On trouve :

:’ “ip?{V; = Ml)2
2 = L
N 4 pi(2-p)

(qui différe numériquement de la variance de la vitesse des molécules
heurtantes, méme dans le cas ou les coefficients p, sont les mémes
pour toutes).

Une fois que l'on a caractérisé la distribution de la vitesse de la
particule l'on peut, par une intégrale stochastique, en déduire 1'é-
volution au cours du temps de la distribution de la position. Mais il
est tout indiqué de généraliser le probléme et d'introduire, dans 1'é-
tude de la distribution de la vitesse X, la position (définie par Y) de la
particule. Cela revient a étudier, au cours du temps, la distribution
conjointe de X et Y (autrement dit, la distribution du "point aléatoire"
que représente la particule dans 1'espace des phases).

Cette étude peut naturellement étre faite & différents points de
vue, correspondant & des schémas différents. Je ne parlerai pas du
schéma de Ornstein et Uhlenbeck, qui a été étudié par Doob. Je me
bornerai & signaler que :

1°) On peut supposer que les circonstances des chocs, c'est-a-
dire les u,, les p, ou les v,, dépendent de la position de la particu-
le heurtée. Pour certaines lois simples de dépendance, 1'étude numéri-
que pourraitétre faite, et étendue & plusieurs dimensions, ce qui four-
nirait quelques schémas stochastiques simples de la turbulence dans
la "couche limite" comprise entre deux masses (solides ou fluides) de
vitesses différentes.

2°) On peut aussi traiter le cas ol la variation de la vitesse X de
la particule pendant l'intervalle de temps At est due non seulement aux
molécules heurtantes, mais aussiaun champ de forces dans lequel est
placée la particule, champs de force qui se traduit par 1'addition, a
l'expression déja écrite de aX, d'un deuxiéme terme traduisant 1'im-
pulsion P. At produite par ce champ de forces dans 1'intervalle pt. Nous
nous bornerons au cas particulier de 1'"oscillateur brownien" (dont la
premiere étude remonte & Yule qui avait posé le probléeme du "pendule
bombardé au hasard pardes particules')etqui a fait 1'objet de récents
travaux de Moyal et d'Edwards.

La force P est alors une attraction proportionnelle & 1'abscisse

donc de la forme-w?Y, et le systéeme régissant la vitesse et la position,
c'est-a-dire, les fonctions aléatoires X(t) et Y(t), est de la forme :
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194 G. MALECOT

AX(t) = - 0¥ () At + 2 w p,lv, - X(t)]at + o(at) + o (t, 4t)

AY(t) = X(t). At + o(at)

n,(t, At) étant une fonction aléatoire dont la moyenne conditionnée,
(quand X(t) et Y(t) sont connus) est nulle, mais dont la variance condi-
tionnée doit, en vertu de l'hypothése faite sur les chocs, dépendre de
la valeur déja acquise par X(t) (alors que Moyal et Edwards, comme
leurs prédécesseurs, admettent que la loi conditionnée de n,(t, A t) est
indépendante de ce qui précéde, c'est-a-dire, si 1'on s'en tient au deu-
xiéme ordre, admet une variance constante). Nous devons prendre pour
variance conditionnée de n (t, At) : w .4t =X p a?.4t (qui dépend, de
fagon quadratique, de X(t)). i

Or c'est 14 un cas particulier du probléme général des "processus de
Markoff & moyennes linéaires', qui consiste & étudier le 'vecteur aléa-
toire" défini (dans le cas de deux dimensions, cas qui d'ailleurs se gé-
néralise sans difficulté) par :

AX(t) = A (1) + 1 X(t)At + L, Y(t)at +n

(5)
£Y (1)

A (1) + 1, X(1)at + 1, Y(t)at +n,

((ASet A, fonctions certaines de t).

Les n ayantdes moyennes conditionnées nulles et des covariances con-
ditionnées (n,n.) = w...At + o(at) qui peuvent dépendre de X(t) et de
Y (t) (proces"sus de Markoff), et méme des valeurs antérieures (pro-
cessus non markovien).

Ce systéme permet d'étudier les variances a priori de X et Y en
fonction de t, et leur évolution quand t —+w. Il faut évidemment cal-
culer d'abord leurs moyennes a priori, X et Y, qui sont données par le
systéme déterministe' déduit de (5) en remplagantn, etn, par leurs
moyennes a priori nulles. Ce systéme fournit :

—‘?—: At) + 1,X (1) + 1,Y (t)
t L 4
(6) o
dy = -
Gr - Adlt) + LK (D) + LY ()

Quand A, et A, sont des constantes, ce systéme fournit pour Leiy
quand t — +w, des limites bien déterminées & condition que le systéeme
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LE PROBLEME DU MOUVEMENT BROWNIEN ET SES GENERALISATIONS 193

homogene associé soit amorti. Or c'est le cas quand les coefficients
ont les valeurs numériques fournies par (4) puisqu'il s'agitalors du
systéme déterministe bien connu régissant le "pendule en milieu ré-
sistant" (la résistance du milieu étant ici ramenée aux chocs molécu-
laires). L.? limite est alors, pour la vitesse : X = 0, et pour la posi-

- :- e
tion Y = —‘2— La vitesse de tendance vers ces limites est d'ail-
w
leurs caractérisée par les valeurs propres du systéme homogéne as-
socié a (6), valeurs qui sont les racines de :

pi+ (X up)p +2 = 0
i
Pour revenir aux variances (et covariances) a priori, v, (t), il suffit
de retrancher (5)et (6), de former les carrés et les produiis, de pren-
dre les moyennes conditionnées pour X(t) et Y(t) fixés - ce qui fait
apparailtre les W, - puis de prendre les moyennes a priori; dans le
probléeme des mouvements browniens, comme w,, - seule covariance
conditionnée non nulle - ne dépend de X(t) que de fagon quadratique ,
W, ne dépend que de X, (t) et de v ,,(t), ce qui permet d'écrire un sys-
téme différentiel linéaire pour les variances (et covariances) a priori.

On peut montrer que ce systéme différentiel a encore des valeurs
propres de parties réelles négatives et fournit pour limites quand t — +®

; : S e
des variances et covariances a priori (en posanti = 3 ¥ up.(2-p) les

valeurs suivantes :

% . \‘ N
= PV — “ipiv?
n -
vy, T, v, = 0, e
2 42 12 2 43w’

qui définissent le régime aléatoire stationnaire du pendule.

On peut également étudier les ''covariances décalées' ("lag cor-
rélations'), qui sont les moyennes a priori des quantités X(t) X(t'),
(t > t"), X(t) Y(t'), etc., si on les appelle vij(t, t'), on trouve aisément

avw{t, i)
que : _—T: }: likvkj(t, t'). Leurloi de variation avec t est done

fournie parles solutions du systéme homogeéne associé a (6); elles sont
amorties et tendent donc vers zéro dans les mémes conditicns - elles sont
exponentielles dans les mémes conditions, avec mémes pseudo-pério-
des et mémes coefficients d'amortissement. Donc, pour tout systeme
de Markoff & moyennes linéaires et & coefficients constants (méme si
les covariances conditionnées ne sont pas constantes) les formules de
Walker-Moyal subsistent.



