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"STATISTICAL METHODS
AND
SCIENTIFIC INFERENCE”

SIR R. A. FISHER

Compte-Rendu présenté par J. R. Barra

Examiner les bases logiques de l'analyse statistique et ses modes de
raisonnement, tel est le but que se propose Sir R. Fisher dans son dernier
livre : "'Statistical Methods and Scientific Inference''.

Et certes lebesoin s'en faisait sentir; sidansl'immense développement
des statistiques scientifiques ou appliquées 1l'auteur note deux époques :
d'abord essentiellement avec Pearson et Galton l'étude mathématique des
probleémes, puis plus récemment les essais d'expériences planifiées, il
n'en affirme pas moins que laconstruction d'expériences probantes et leur
interprétation doivent s'intégrer dans un ensemble logique et cohérent :
notre mode d'investigation du monde réel. Il s'agit d'établir lesbases mé-
me du raisonnement inductif statistique, n'hésitonsdoncpas a assurer par-
faitement nos étapes de raisonnement,

Le plan suivi par Sir R, Fisher est le suivant :

A - LA TENTATIVE DE BAYES des probabilités a priori et les critiques
qui lui ont été faites. Pour l'auteur, ces critiques montrent que la méme
forme de raisonnement ne pourra pas étre appliquée dans toutes les situa-
tions et il conviendra, suivant les cas, d'utiliser, soit la méthodede Bayes,
soit un test de signification, soit ...

B - QUELQUES FORMES GENERALES DE RAISONNEMENT :

Le test d'une hypothese et la valeur qu'il convient de lui donner, puis
la méthode fiduciaire d'estimation.

C - L'étude comparée de lanotion de probabilité et duconcept de vraisem-
blance sur des exemples,

D - Problemes particuliers a l'estimation.

Au cours de son ouvrage, l'auteur fait de nombreuses incidences sur
la notion de probabilité, tant pour remarquer la diversité de significations
pratiques que chaque esprit lui donne, que pour justifier la méthode des
probabilités fiduciaires. Nous analyserons cesremarques des maintenant,
pour apporter quelques éclaircissements a la suite .
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I. - LA NOTION DE PROBABILITE

Les points essentiels pour Sir R, Fisher semblent étre les suivants :

a - La définition mathématique n'estqu'un ensembled'axiomes autiliser
quand nécessaire (p. 32) la théorie axiomatique n'a jamais été prise bien
au sérieux dans les branches appliquées (p. 107). Le facteur d'incertitude
y est inopérant (p. 109).

f - Pour appliquer lesrésultats mathématiquesondoit prendrecertaines
précautions:par exemple, pour qu'un joueur en expectative devant le jet
d'un dé, soit obligé d'admettre la probabilité 1/ 6, il faut et il suffit qu'il
n'ait aucune possibilité pour distinguer entre elles les épreuves futures,
donc que son ignorance compléte soit bien établie (p. 32).

Y - En remarquant le rdle de l'ignorance comme donnée, l'auteur est
amené a critiquer la conception de Laplace de la probabilité . Renouvellant
contre lui l'objection de confusion entrepossible et probable - et que d'ail-
leurs tous les auteurs ne trouvent pas aussi importante - Sir R. Fisher
estime que la définitionL.aplacienne de la probabilité est exprimée de telle
facon que 1'on puisse confondre les deux propositions:

a) J'attriburai la méme probabilité aun éveénementaucours d'épreuves
futures, car je ne peux rien retenir pour les distinguer.

b) Je considérerai des hypoth&éses comme également probables si je
ne peux rien retenir pour les distinguer (p. 34).

Quand 1l'auteur pense a la théorie axiomatique, il semble que ce soit
4 la théorie des fonctions compleétement additives d'ensemble, cependant
on ne saurait oublier qu'avant de considérer un événement comme élément
d'un ensemble muni d'une loi de probabilité, on a di, non seulement faire
quelques abus de langage du type : confondre probabilité pour que la pro-
position ''a la suite de telle épreuve l'évenement se produira' soit vraie,
avec probabilité de 1'évenement par rapport a l'épreuve considérée, mais
surtout préciser lanotion de catégorie d'épreuves, notion essentielle (Fré-
chet ...) qui doit étre mise en évidence dans tous les cas délicats et que
1'on peut considérer comme représentative du '"facteur d'incertitude'

Quant 2 la condition ({3) n'est-elle pas aussi nécessaire a la validité
de la probabilité mathématique elle-méme? N'est-ce pas elle qui justifie
I'assertion suivante : Si p est la probabilitéde E surlacatégorie d'épreuves
représentée par | seul jet, p" est la probabilité de E;. 7 .iE sur la catégorie
d'épreuves représentée par n jets ? Autrementditl'indépendancedes épreu-
ves . Il apparaitrait donc que les propositions (a) et(b) de (Y ) ne soient pas
comparables. (a) justifie 1'indépendance des épreuves (b) est relatif & un
mode de formation de la loi de probabilité. Et certes en ce qui concerne
(b), comme le montre Sir R, Fisher, lescritiques de Venn et Boole, doivent
servir a éviter un usage abusif de 1'ignorance.

Ainsi les points (a) (B) (Y) prennent-ils toute leur valeur comme pré-
cautions a prendre en calcul des probabilités mais ne pourraient infirmer
1'image mathématique que 1'on peut actuellement construire des problgdmes
probabili tes!Mais si 1'on se préoccupe de rigueur, ne doit-on pas s'as-
treindre & ne parlerde probabilité uniquement pourdesélémentsaléatoires?
Cette idée avait déja conduit M. Fréchet & proposer probabilités des hypo-
théses au lieu de probabilités descauses. On pourraconstater dansla suite
qu'un tel souci évite bien des embarras.
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Il. - LE CONCEPT DE VRAISEMBLANCE ET LE PROBLEME STATISTIQUE

Parallélement i la notion de probabilité, Sir R. Fisher souligne avec
une particulizre vigueur l'importance de la notion de vraisemblance et
méme le réle complémentaire de celle-ci par rapport a la probabilité dans
la représentation mathématique de l'incertitude. Sir R. Fisher avait déja
remarquablementexprimé cecidans "Inverse probability” dans les termes :

"Connaissant la population nous pouvons exprimer notre connaissance

incomplete de 1'échantillon a venir en termes de probabilité .

Connaissant 1'échantillon nous pouvons exprimer notre connaissance
incomplate de la population en termes de vraisemblance' .

L'auteur note la différence entre ces deuxconcepts quin'obéissent pas
aux mémes loismais quipourtantmesurenttousdeuxune certaine '"croyance
rationnelle'" . Déduire de 1li une schématisation mathématique simple du
probleme statistique iln'yaqu'un pas,nous le ferons brievementne serait-
ce que pour préciser et simplifier le langage ; admettons la définition sui-
vante :

Soit un espace fonctionnel 2 de fonctions de probabilité que nous nom-
merons Hypotheses f (fe2). Il s'agit de tirer des conclusions sur ¥,
étant donnée une ''fonction de vraisemblance sur X', celle-ci défi-
nie comme suit

A tout f € ® correspond une certaine population,sur toutes ces popu-
lations est définieune méme catégorie d'épreuves . Supposons gue sans
que 1'on sache sur quelle population on opére on ait appliqué 1'épreuve
et soit & le résultat. On appelera vraisemblance de f,L¢ (f) : ''proba-
bilité pour que l'épreuve étant appliquée 2 la population correspondant
a f le résultat en soit £'',

On utilise quelquefois des quantités proportionnelles (vraisemblance
relative) ou encore le logarithme de L.

Sir R. Fisher souligne souvent au cours de son ouvrage que la notion
de probabilité, ne sera pas toujours susceptible de traduire mathémati-
quement l'incertitude d'une conclusion., En effet dans la définition précé-
dente, les informations que 1'on a sur 2 sont incomplétes et pourtantcom -
ment pourrait-on parler de loi de probabilité sur & puisque les éléments f
ne sont pas aléatoires? En effet possgéde-t-on une catégorie d'épreuves sur

7

Notons qu'en pratique :

1° - Les données permettent de réduire M, par exemple & un espace
fonctionnel isomorphe 2 R (cas paramétrique).

2° - L'épreuve utilisée souvent est un échantillon, mais on utilise
ensuite presque toujours une fonctionT (statistique) de cet échantillon et il
conviendra, par exemple, de savoir si T traduit bien les données expéri-
mentales (quantité d'information).

3° - Suivant le but poursuivi on tirera des conclusions orientées dans
un certain sens :

- test de signification, c'est-a-dire, choisissant un f particulier & 2€
on étudie la discordance entre l'observation et ce qui aurait été observé si
I'épreuve avait été appliquée a la population de f.

- estimation, choix d'un 6 optimum, dans quel sens? etc
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- processus de décision .

Sir R, Fisher examine séparément ces diverses méthodes, sur un
grand nombre d'exemples mais dégage particulierement l'esprit du
lil. - TEST DE SIGNIFICATION

Dans l'analyse que Sir R, Fisher fait de la structure d'un test de si-
gnification deux points lui paraissent essentiels,

A - Une vraisemblance tr&spetite jouit de la méme valeur psychologi-
que qu'une probabilité tres petite.

Supposons que L (fo) - fo hypothése & rejeter - soit tres faible on est
placé devant le dilemne suivant (p. 39),

- ou bien un hasard extraordinaire a joué,
- ou bien & n'est pas issu de la population correspondant a fo.

Sir R, Fisher estime qu'on éprouve la méme répugnance a accepter f,
dans ces conditions ‘qu'd escompter un événement de probabilité égale a
L(fo) et déclare (p. 43) :

""Bien qu'identifiable A une condition psychologique de rejet de 1'hypo-
these, le sentiment introduit par un test de signification apour base objec-
tive un état de probabilité ... et si L (fo) représente une mesure des fon-
dements rationnels de refus qu'il engendre ilest pourtantévidentqu'aucune
probabilité n'est établie sur 1'hypothése elle-méme''.

Ainsi on pourrait étendre aux vraisemblances tres voisines de o, le
sens pratique que Borel donnait aux probabilités trés voisines de o.

B - Ne pas confondre, comme le font Neymann et Pearson, test de
signification et processus de décision, et ceci pour les raisons suivantes :

1° - L (f,) petit entraine la quasi-certitude de se tromper avec une
fréquence bien inférieure 2L (fo). En effet si £ est issu de fo on se trompe
avec la fréquence L (f,) et si £ n'est pas issu de f, on ne se trompe pas.
Comme un expérimentateur ne choisitpas fo d'une facon quelconque on voit
qu'en pratique la fréquence d'évenements est trés largement inférieure a
L(fo). D'autre part pour unprocessus de décision, il faudrait connaitre les
deux erreurs ce qui est inutile dans un test de signification puisque si l'on
rejette f, on se préoccupe peu de la probabilité de l'accepter a tort. De
plus ces erreurs sont subordonnées a l'espace ® choisi, or celui-ci est le
fruit de 1'imagination du statisticien et n'est pas comparable a la popula-
tion bien déterminée et ayant un sens pratique d'un processus classique
d'acceptation. Enfin quand le test s'applique a un ensemble d'hypotheses,
les calculs précédents ne sont strictement plus possibles. Nous noterons
cependant qu'un effort a été fait pour remédier & ceci avec les structures
semblables,

2° - C'est enfin méconnaitre le caractered'un test de signification que
d'imposer rigidementune fréquenced'erreur. A lasuited'un test, un expé -
rimentateur ne prend qu'une décision provisoire, jusqu'a plus ample in-
formé, et suivant les cas se montrera plus ou moins strict sur L.(fs). Et
Sir R. Fisher s'indigne a 1'idée qu'un chercheur ne soit qu'un automate
sans responsabilité ni initiative au service d'une immense organisation a
lois imposées,
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Et l'auteur conclut en se défendant d'introduire des 'fonctions de prix
dans les travaux scientifiques commeon doit le faire dans un processus de
décision; car on cherche des méthodes également convaincantes a tous les
esprits libres, indépendammentdes intentionsque l'onpourrait avoir quand
3 1'utilisation du savoir obtenu''.

Le test de significationétanten quelquesorte 1'analyseimmédiatede la
vraisemblance, le deuxieme theme de 1'ouvrage de Sir R. Fisher estla
comparaison entre la méthode fiduciaire et celle des probabilités a priori
(Bayes) qui fournissent 1'une et l'autre, dans des cas simples, une sorte
de fonction de probabilité sur 3, Est-ce justifié€?

IV. - METHODE DE BAYES

Sir R. Fisher a déja exposécette méthodedans ''Inverse probability'' :

Supposons que la population dont est tirée l'observation ait été elle-
méme tiréeauhasardd'une super-populationde distribution connue apriori
d'élément ¢ (f), la distribution a posteriori est :

V() Le(f)
SLe® @0

De plus en l'absence d'information on prendra ¢ uniforme.

S'attachant plus particulidrement & la validité de cette méthode, Sir
R. Fisher i la suite de Venn et Boole, estime que la distribution a priori
doit correspondre i une véritable donnée. Exemple {p. S18)

Soient des souris noires de deux types BB et Bb satisfaisant a
(1) BB + grise ——noire

(11) Bb + grise ——50% de grises et 50 7% de noires

(111) Bb + Bb 25% BB, 50% de Bb et 25% de grises.

Soit une souris noire d'une portée III, avec une grise elle donne 7
noires, est-elle BB ou Bb?

probabilités a priori BB:1/3 Bb:2/3
vraisemblance BBl Bb:1/128
1x1/3 64
probabilités a posteriori | BB = 1x1/3+2/3x 1/128 *ig
Gpek+ 2/3-4 1/:128 =_14
LR/ /3273 % 1/ 12880165
La donnée : ''La souris appartient une portéeIIl' justifie ici les pro-

babilités a priori de 1/3 et 2/3 mais dire qu'en l'absence d'information
elle avait les probabilités a priori de 1/2 et 1/2 reviendrait a traiter le
probléme comme si elle était issue d'une portée donnant des BB et Bb a
50% et serait donc abusif.

Mais ne faudrait-il pas insister sur le fait que l'esprit accepte une loi
de probabilité sur 2 (ici réduit 2 deux propositions parce que le fait d'étre
BB est évidemment aléatoire pour une souris noire issue de III, sur l'é-

preuve facile & concevoir : choix d'une souris noire parmi les noires d'une
portée III?
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Sir R. Fisher traite des exemples, en particulier prédiction sur de
nouvelles épreuves (Regle de Succession) mais souligne qu'on ne doit pas
oublier - méme si le parametre a disparu du résultat - que ces déductions
supposent la validité des probabilités a priori.

V. - METHODE FIDUCIAIRE

A la méthode précédente Sir R, Fisher oppose sa méthode fiduciaire
(p. 51) qui n'est valable qu'en l'absence compléte de distribution a priori
mais qui exige :

1° - Des observations ''continues', c'est-i-dire pratiquement suffi-
samment précises pour étre considérées comme des valeurs observées
d'une variable continue (p. 50),

2° - 1l existe une statistique exhaustive, c'est-a-dire :
L(f) =L(f)
poure pour T

Supposons encore queT soit estimationde 0 et que si T est tirée d'une
population de parametre 6 on ait :

P = prob (T<<t) = F(@, t}

Avec F continue et monotone par rapport 2 8 et t,et exposons avec Sir
R. Fisher la méthode sur un exemple.

Soit une source radioactive, émettant des particules & des intervalles
de temps x, indépendants, aléatoires, distribuéesen 8 e °* dx,0inconnu.
Mesurons n intervalles x; et posons :

T=g X=3x

on a
L(8)=0"T e®™ ax; = 0"e ¥y ax;

I I
prenons la vraisemblance relative
0(0)6" e maximum pour @ :XT

d'autre part la distribution de X est
n-1

gn e'axx(n—_l)!dx (1)
d'ou si l'on pose
XN=E20X - 2n%
A a une distribution d'aprés (1) qui est simple et méme tabulée d'ou :
quelque soit P, il existe W(P) tel que
Prob[ Ka> X-?(P)] =P
soit

Prob [Zn—,% > X"'(P)] = P

e 2 e 72 ~ -
(Remarquons, en aparté, qu'ici X’est aléatoire sur la catégorie d'épreuves
complexe : mesure de n intervalles).
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Sir R. Fisher en déduit alors la proposition
T e 2
Prob [0 >0 X'® |- P

Ce qui représente & son avis une distribution sur 8 . Comme justifica-
tion nous nous limiterons aux propres termes de Sir R. Fisher (p. 54).

1° "Dans 1'égalité (1) I'ensemble deréférence est I'ensemblede toutes
les valeurs de T pouvant étre obtenues pour une valeur 8, I1, (1), a été
démontré pour tout 8 et est ainsi applicable & tous lescouples(T, 0 ) obte-
nus pourtoutes lesvaleurs de 8. Lecouple particulier d'un expérimentateur
appartient 4 cet ensemble élargi, a 1'intérieurduquel la proportion des cas
satisfaisant 1'inégalité

0> %Xz (p) est égale & P,

2° - p. 56 "En conséquence il est essentiel d'introduire l'absence
d'information a prioricomme une donnée distincte pour démontrer compleé-
tement 1'applicabilité de la méthode fiduciaire de raisonnement aux cas
particuliers expérimentaux auxquels elle est appliquée'",

Sir R. Fisher note plus loin qu'avec les notations du début%lg— dT est
la vraisemblance de 0 et - —g—iude la '"distribution fiduciaire' élémentaire

de ©; et enfin précise qu'il ne faut pas confondre les résultats issus de la
""distribution fiduciaire' avec les limites de tolérance.

Nous nous limiterons a indiquer les exemples largement traités par
Sir R. Fisher en application des deux méthodes précédentes.

- étude d'un''échantillonnormal'’ paramegtresinconnus{p.78) distribu-
tionde t et z,

- un cas de régression linéaire (p. 82),

- prédiction fiduciaire et Bayesanne (p. 111 2 121) et encore de nom-
breux autres.

Enfin dans son dernier chapitre Sir R. Fisher traite de la :

V.- THEORIE DE L’ESTIMATION

Rappelant ses travaux précédents l'auteur précise quelques notions

particulieres a cettebranche des statistiques:c'est-a-dire comment cons-
truire une statistique - définie a4 partir des observations - qui puisse étre
considérée comme une estimation satisfaisante. 3 notions essentielles,

A - CRITERE DE CONSISTANCE
Remarquons d'abord que si T estime O, f(T) doit estimer £(6) d'od
rejeter la condition de non-biaisage.
Ensuite si T(a;) est une estimation de ¢ (Aj)
aj; observations
©; parametres

T (ai) = @ (0;) défini une estimation consistante.
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Sir R. Fisher montreque cette définition est meilleure que la conver-
gence en probabilité de T—¢ cas si:

T'N1est une statistique quelconque définie pour N,observations,

T', est une statistique asymptotiquement consistante, toujours définie .
1
N (N1 Tp'” T (N‘N1) TN—N, )
satisfait & la condition asymptotique mais coincide avec 'I"N1. pour N = Ny.

B - CRITERE D'EFFICACITE

La premigre définition donnée fut asymptotique. Soit T une statistique
dont la distribution devientnormale si l'effectif n de 1'échantillontend vers
1'infini, V(T) la variance de T.

Si nV(T) a une limite minimum T est efficace,

Un souci semblable pour des échantillons finis a conduit au critére de
suffisance et a utiliser :

C - QUANTITE D'INFORMATION

T traduit-il bien toute l'information contenue dans 1'échantillon en vae
de @(6;i) 2 estimer ? Cettequestion estrésolue par la quantité d'information
de Sir R, Fisher qui ici examine plus particulidrement le probleme des
statistiques(ou de l'information) subsidiaires et insiste encore sur 1'impor-
tance de la vraisemblance dans tous ces problemes.




