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CHAPITRE V

QUELQUES CONSIDERATIONS SUR LA NOTION
D'INDEPENDANCE LIMITE DE DEUX VARIABLES
ALEATOIRES, APPLICATION A L'ETUDE
DE LA STABILITE DU MILIEU
ET DE L'ETENDUE D'UN ECHANTILLON

A - INDEPENDANCE LIMITE D'UN COUPLE ALEATOIRE -
I - PRELIMINAIRES -

Il est bien connu que si deux variables aléatoires X, et Y, sont
stables suivant le mode )i (en probabilité, presque sirement, presque
complétement) leur somme est stable suivant le méme mode. Nous
avons rappelé (cf. th. 19 & 36) dans le cas de la stabilité en probabi-
lité et de la stabilité p. co. que la réciproque est exacte si X, et Y, sont
indépendantes.

Cette hypothése d'indépendance jouait un trés grand r6le dans nos
deux démonstrations. Malheureusement, les valeurs extrémes d'un
échantillon ne sont jamais indépendantes, et les deux théorémes pré-
cédents ne peuvent ainsi s'appliquer a 1'étude de la stabilité du milieu
ou de 1'étendue d'un échantillon, Le probleme s'est donc posé d'assou-
plir la condition d'indépendance, et enparticulier, de lui substituer une
condition d'indépendance limite.

Il nous a semblé que ce terme d'indépendance limite", bien
qu'assez souvent employé, n'avait pas un sens clairement explicité et
méme, qu'il avait des sens différents suivant les auteurs. De toute
facon, afinde démontrer certaines propositions, nous avons été oblige
d'introduire des modes d'indépendance limite non classiques. Nous en
indiquons trois dans ce chapitre, mais il est évident que 1'on peut en
imaginer biend'autres: le tout est de savoir si les définitions adoptées
sont vraiment utiles et efficaces.

II - DISTANCE DE DEUX LOIS DE PROBABILITE A DEUX VA-
RIABLES -

Nos définitions de 1'indépendance limite reposent sur la notion de
distance entre deux lois de probabilité, ce qui est tout naturel puisque
cette notion permet d'exprimer que deux lois sont "trés voisines', ou
"aussi voisines qu'on le veut'.
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On sait qu'il existe de multiples fagons de définir la distance & de
deux répartitions, cette distance étant telle que la convergence en loi
d'une f.d. r. F, vers une autre F soit caractérisée par ;

5(F, F, ) —0 quand n— @

Nous emploierons ici l'analogue, pour des lois 4 deux variables
de la distance définie par M. Paul Lévy dans le cas des lois & une seule
variable. Voici quelques indications sur cette norme.

1/ - Soit z = F(x, y) la surface de répartition d'une certaine loi
a deux variables X, Y. En la complétant éventuellement par des por-
tions de plans paralléles a zOx ou zOy, on obtient une surface conti-
nue S .

Considéronsalors deux surfaces S: et S;. Une droite d'équations :

z==-x+a ; z=-y+b
les coupe respectivement en deux points M et M'. La longueur du seg-
ment MM', comprise entre 0 et \/3, varie continiment avec a et b; son
maximum sera, par définition, la distance des deux lois F et F'.
5 (F, F') = Max, (MM")
2/ -5 (F, F') possede les deux propriétés suivantes :
a) La relation :
F, (x, ¥)7F(z, y)
équivaut a : (o ) Tl B F—0,
b) L'inégalité :
5<e \ 3 (1)
entraine : &

B(x == 0y —= Y =lele B oy IR Gar i s e ol (2)
quels que soient x et y.

Réciproquement, silesinégalités(2) sont vraies quels que soient

X er y,'‘ona:
& < e \/E
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III - INDEPENDANCE ASYMPTOTIQUE GLOBALE -

1/ - Définition,

Seit B (oo, wyla fd. v, [duan.couple (3¢, ¥.) ; A (%) la f.d. ] mar-
ginale de X et B (y) la f. d. r. marginale de Y,. Nous dirons que X, et
Y, sont asymptotiquement globalement indépendantes si &6 [E,, A, B, Jtend
vers 0 avec 1/n.

Observons que, si X et Y, sontactuellement indépendantes, on a :

B ) = AL(x) B ()
et par suite : SRR A el =

Exemple :

SiX, et ¥, tendent vers 0 en probabilité, elles sont asymptotique-
ment globalement indépendantes.

2/ - La définition la plus répandue de 1'indépendance limite est
celle qui correspond au cas ou F, (x, y)T;‘F{x, ¥), les variables XetY

de loi i étant indépendantes (7 (x, y) = (x) & (y)). Nousallons montrer
que notre définition contient cette définition usuelle.

THEOREME 56 -

51 F (x, y)T.:'F(x, y) = (x) B (y), X, et Y sont asymptotique-

ment globalement indépendantes.
Démonstration.

Puisque s (F,, 7 )—0, on peut écrire, pour n > n_, et quels que
soient x et y :

Jlee e By i e AN v e (st e e e
On en déduit :

Fifkx=e, to)=c < B (x, +to)< J (x+te, +o) + ¢
et F(+tw,y-e) e < F(+o,y) < d(+0,y+e) +e
c'est-a-dire : H(x-e)-e <A (x)<H(x+e)+e

@(y-e)-e <B(y) < @3y te) +e

b}
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Il en résulte que s (A ,%0)—0 et que 5(B,, & )—0.

Les deux convergences légalesde A (x) et B (y) versxb (x) et & (y)
entrainent la convergence légale de A (x). B (y) vers sO(x). & (y). On
a done :

5 (Aad, A B)—0
Mais, en vertu de 1l'inégalité triangulaire pour les distances :

§(F,, AB)<6 (Fb®) +5(Hd, AB)

Par conséquent, 5 (F,, A.B,)—0 et ainsi X, et Y, sont asympto-
tiquement globalement indépendantes.

Réciproque.

SiX, et Y, sont asymptotiquement globalement indépendantes, et
g1
F, (X, y)—3> F(x, ¥)

on a nécessairement :
T (x, y) =H(x). & (¥)
Cela résulte des trois relations :
5 (b, AB)— 0
G e == O 5/(E , A,By)—0
et de l'inégalité triangulaire.
3/ - THEOREME 57 -
Etant donné deux v.a. X, et Y, asymptotiquement globalement in-
dépendantes, pour que X + Y soit stable en probabilité, il faut et il

suffit que X et Y, le soient.

Démonstration.

La condition est suffisante. Montrons qu'elle est aussi nécessaire .
La somme Z, = X, + Y, étant stable, si l'une des variables X,, Y, est
stable, l'autre l'est également.

Supposons donc que Z, soit stable, et montrons que X, ne peut
étre instable.
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D'aprés le théoréme 17, si X est instable il existe un nombre
d >0 et une suite infinie g (définie pour des valeurs de n formant une
suite It) tels que :
e llE) s U 1S A (5, rd] o pis

olia et p sont deux constantes.

D'autre part, puisque Z_ est stable, il existe une suite z, telle
que, pour n assez grand :

Pri{ zn..<,Xn+Yn<<z,,+g }>1-¢
¢ étant un nombre positif arbitrairement petit.

Considérons alors dans le plan
(X, Y, le point de coordonnées :

X, SE 45 0 Yot E-(E 4 D)
}ﬂ? ax n 2 4 . L n 2
PN Ona:  Fo(x, ¥)<e
d
An(x,,—4);“

Bn(}’n“%)>1-An(§n+d)—s Seni—e

Yn d
Donc, pourtout n > 0 telque n < 3
g P A=) >N a B iy 8T ) > BEs e
N
Dot
gﬂ IJ'!-% xn Enrd

Az, =l By, =il > B
el
Ao, ~w) By, —n)>ab-te -
Mais on peut toujours choisire¢ et n assez petits pour que :

aP=e - >c¢

Onaurait alors, pour des valeurs de n suffisamment grandes apparte-
nant & Jt:

A= B Gy Eln S g ies B (oc 1o )

ce quiest incompatible avec l'indépendance asymptotique globale de X,
et Y,. Il est donc bien impossible que X, ne soit pas stable.

7
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IV - INDEPENDANCE ASYMPTOTIQUE GLOBALE FURTE -

1/ - Dans notre note aux C.R. du 14 Octobre 1857, nous avons
définiun mode d'indépendance limite globale, que nous appellerons ici
"forte', et qui correspond & la convergence légale uniforme.

Définition,

X, et Y, tendent a devenir globalement fortement indépendantes
si 2

E, (x, y) - A (x) B, (y)—0 uniformément avec 1/n.
En choisissant comme distance d(F, F') l'expression :

d = Max | F(x, y)-F'(x, y) | ,

(x,y]

la condition précédente s'écrit :
d(F,, A,B,)—0 avec 1/n

On verrait aisément que si E (x, y) a une limite continue de la
forme Jb(x) &3 (y), X, et Y. sont asymptotiquement globalement forte-
ment indépendantes.

2/ - Considérons une application du plan (x , y,) sur le plan
(x', y') définie par :

li= gLl ; yL=v (¥.)

ol g, et y sont monotones (une telle application sera dite de la classe
A ). L'indépendance as. globale (faible) de X, et Y, n'entraine pas en
généralcelle de X! et de Y'. On constate cela en remarquant que, quelle
que soit la distribution du couple (X', Y'), les variables X, = X'/n et
Y, K = Y'/n sont as. glob. ind. Par contre, il est évident que l'indépen-
dance asymptotique globale forte est conservée pour tout systéme d'ap-
plications de la classe¢l. Donc, s'il existe un tel systéme d'applica-
tions conduisant & une loi limite pour le couple (x!, y!), cette loi cor-

respond nécessairement & deux variables x', y', qui sont indépendantes

K.

'
n’'n

(x', 0 (x', ¥') = @, (x!) 0,(y")

Il est d'ailleurs clair que l'existence d'une loi limite pour cha-
cune des variables X! et Y entrainera l'existence d'une loi limite pour
le couple (X!, Y!'), cette derniere loi étant de la forme indiquée.
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3/ - Critique de la notion d'indépendance limite globale.

Dire que Y, est indépendant de X, c'est dire que la loi de Y, est
indépendante de toute information sur X,. En particulier, on doit avoir :

Pl oy X s xih = PRile Sy L

relation qui, d'ailleurs exprime complétement l'indépendance de Y.
vis-#-vis .de X

Il semblerait donc logique de dire que, si Y, est as. indépendant
deX , la loi de Y, liée par X = x difféere peu (le sens de cette expres-
sion étant fixé quand on a choisi une distance entre deux lois) de la loi
marginale de Y, pour n assez grand.

Or, cela n'a pas toujours lieu dans le cas de l'indépendance as.
globale (forte ou faible). Nous allons le montrer sur un exemple,

Soit le carré : Qi E el Dicy <d
Partageons-le en 4nrectangles égaux, délimités par les droites :

1 2 1
: 0k, =
y ,2,1.

Y Choisissons 2n d'entre eux en pre-

nant, dans la bande 0 ¢ y ¢ % les rectan-

Il

gles de rang impair, et dans la bande
%g ¥ <1 les rectangles de rang pair. Dans
le domaine ainsi obtenu, répartissonsuni-
formément la probabilité unité, Il corres-
— pond a cette répartition une loi de proba-
bilité pour le couple (X,, Y,) que nousap-
pellerons F (x, y).

Il

[T

0 x

Les lois marginales de X et de Y, sont uniformes entre 0 et 1.
Si k/n est la valeur approchée de x & 1/n prés par défaut, on a tou-
jours :

gyl

b

5w

Yo E(x gy

En comparant ces inégalités & :

k ki
= ¥
n n

on obtient :
<

|Fn(x,y)-xy\<%\ 1/n
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Donc, F, (x, y) tend uniformément vers xy : il y a indépendance
globale forte de X et Y, .

D'autre part, la loi de Y, liée par X, = x est uniforme entre 0 et
1/2 pour un ensemble de valeurs de x de probabilité 1/2 ; elle est uni-
forme entre 1/2 et 1 pour un ensemble de valeurs de x de probabilité
176

Ainsi, le fait que nous signalions plus haut apparait ici. Il est 1é-
gitime d'en conclure a l'opportunité d'une définition de 1'indépendance
limite qui soit plus en accord avec le concept habituel d'indépendance
que ne l'est 1l'indépendance asymptotique globale.

V - INDEPENDANCE ASYMPTOTIQUE STRICTE EN PROBABILITE -

1/ - Définition.

On dit que Y, est asymptotiquement strictement indépendant de
X, en probabilité si la distance 5(x,) entre la loi marginale de Y, et la
loi de Y, liée par X, = x, tend vers 0 en probabilité,

End'autrestermes, si 1'on appelle E, l'ensemble des valeurs de
x, telles que 5(x,) <e, Ona :

Pr {X, € E, }—>1 quand n-—+ ® quel que soit & > 0,
2/ - THEOREME 58 -

L'indépendance as. stricte en probabilité de Y, vis-a-vis de X,
entralne l'indépendance as. globale de X et Y,.

Démonstration.

Soit B,(y) la loi marginalede Y,, et B (y; x) sa loi liée par X, =x.
Y, étant strictement ind, de X, en probabilité, a tout € > 0 il corres-
pond un entier n,_ tel que, en appelant E, 1'ensemble des valeurs de x
pour lesquelles :

5 [ Bulyzhx). iBily)] sue

on aif : 2L gE Bl (= Al quand n > n,
Désignons par R l'intervalle ]-wo, + o [, R, l'intervalle ] -®,
x [ et posons :
E'=R-E, ;& =B YR & = B R

10
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<

Sur & ona :
By -¢) -t < B(y; x}< B(y +¢) +¢ pourn>n,

Donc :
» .

[Bo(y -¢ ) -¢ ] dA(x) < / B,(y; x) dA,(x)

@ Vi
LR VA
W i

< mrer el Ao

D'autre part :

[ B-o-c1aam < [ aam <

e
LR

0« [ Biysmdam<e; 0< [ [Bly+e +eldafn

» »
o ! e

e G Wl
& n

n
On en déduit, en remarquant que &+ & = R

1
n n X

y x

[ (B-o-e1dam-c< [ B0 A

oo o

Ay

o / [Bn(y+ e) + e ] dA“(x)+e

LR

Soit :
A(x) [By-e)-e] - e <F(x, 5) <A(x) [B(y+e) +e] +e
et & fortiori :
Afx-e)B(y-c)-2c¢<F(x 7) <Az +e) B(y+e) + 2

Cette double inégalité, vraie pour n > n_ quels que soient x et y,
prouve que X, et Y, sont as. glob. indépendantes.

3/ - La réciproque du théoréme précédent est inexacte: X etV
peuvent étre as. glob. ind. sans qu'aucune de ces deux variables soit
strictement indépendante de l'autre en probabilité,

Nous vérifierons cela sur un exemple. Partageons le carré :
0¢ x<1,0 <y <1en quatre carrés égaux numérotés de 1 a 4 (voir
figure). Dans chacun des carrés 2 et 4, répartissons uniformément
une probabilité égale & 1/4. Dans le carré 1, répartissons la probabi-
lité 1/4 de la méme fagon que nous avons réparti la probabilité unité
dans l'exemple du §IV. Dans le carré 3, nous plagons enfin la répar-
tition déduite de celle du carré 1 par une rotation de *;-

11
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Considérons le couple (X , Y ) associé
a la répartition totale obtenue. On a :

AL () = B () 8= SR (o | S

Il yadonc bien ind. as. globale (forte)
de X, et Y,. Cependant on voit immédiate-
ment que Y, (resp. X,) n'est pas as. stric-
tement ind. de X (resp. Y,) en probabilité.

0 T 4/ - Lanotion d'indépendance asymp-
totique stricte en probabilité n'est pas ré-
ciproque. Ce fait est en évidence dans

l'exemple du §IV, ob Y, n'est pas strictement ind. de X, en probabi-

lité, tandis que X, est strictement de Y, en probabilité.

Il n'y a 14 aucun paradoxe ; cela résulte simplement de ce que la
Topologie de la convergence faible ne permet pas d'apprécier certaines
"modifications" d'une loi de probabilité ; elle n'est pas assez fine.

Montrons-le sur un exemple extréme. Partageons le segment
(0, 1) en 2n intervalles égaux LG = R Ee s n s el r\: la loi corres-
pondant & une répartition uniforme sur l'ensemble des intervalles de
rang impair I,,,,, etA> la loi correspondant & une répartition uniforme
sur l'ensemble des intervalles de rang pair I,,. Considérons alors le
couple (X , Y ) défini comme suit :

Pr{Y =0 }'= 172 lei de'X lice par ¥ = 0%
Pr{Y, =1} =1/2; loideX,liéeparY, =1: K

Y est lié fonctionnellement & X , puisque Y, =0 six, &1, et Y, =1
six €1,,,,. D'autre part, les deux lois liées de X, peuvent étre ren-
dues arbitrairement voisines en choisissant n assez grand : X, est
asymptotiquement strictement indépendant de Y, en probabilité,

Remarque.

Pour analyser plus profondément les liaisons stechastiques, on
pourrait songer & utiliser comme distance de deux mesures de proba-
bilité u,, u, d'unespace X (éléments d'une classe de mesures Nl définies
sur un o-corps & ) l'expression :

5 {4y u,) = Max [u) (E) - u,(E)} ]
ou E est un sous-ensemble quelconque de &, Cette distance prend sa
valeur maximum & = 1 si les répartitions sont disjointes, c'est-a-dire

s'il existe un & &€ & tel que :

12
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up SRRl S () =16

Dans l'exemple cité plus haut, A,l' et Ai ne sont plus arbitraire-
ment voisines, mais au contraire :

BN A0
4/ - THEOREME 59 -

Soit deux v.a. X, Y, , telles que Y, soit as. str., ind, de X, en
probabilité., Pour que la somme Z,6 = X, 6+ Y, soit stable, il faut et il
suffit que X, et Y, le soient.

Démonstration.

C'est une conséquence immeédiate des théorémes 58 & 57, mais
ilest intéressant d'établir ce théoréme par une méthode directe ; nous
verrons ainsi que l'indépendance stricte est plus facile a utiliser que
l'indépendance globale.

La condition donnée est évidemment suffisante ; montrons qu'elle
est nécessaire, Z ,étant supposé stable, si Y, est stable il en va de
méme pour X . Supposons maintenant Y instable. Dans ce cas il existe
une suite infinie 2t et deux constantes positives | et k telles que :

PrilX . fa|>1}> k
quel que soit a, pour n € M

Puisque la distance entre la loi marginalede Y, et sa loi liée par
X, = x_, peut étre rendue arbitrairement petite pour un ensemble de va-
leurs de x,dont la probabilité est arbitrairement voisine de 1, a con-
dition de choisir n assez grand, nous aurons la relation :

1
15 | Gl s e = o e
| e a|>2/Xn X, 9
quel que soit a, pour n € Jtetn > n, et pourunensemble E_, de valeurs
de x, de probabilité supérieure a 1/2, On peut alors écrire :

k
By R0+ N Ha s El,/XneEn}“}E

(@het 1.

Brefi vz e | > s Bri e B L Pe | })1;/}-{" SNk

Do~

On en déduit :

pI‘{!Zﬁ-i—a [

Do | —
—r
W
|
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quel que soita, pourn > n, etn €9, ce qui implique 1'instabilité de Z .
Il est donc impossible que Y, soit instable. C.Q.F.D.

VI - INDEPENDANCE ASYMPTOTIQUE STRICTE PRESQUE COM-
BT RRES

1/ - Définition.
On dit que Y, est asymptotiquement strictement indépendant de

X, presque completement si la distances (x ) entre la loi marginale de
Y, et la loi de Y, liée par X, = x_tend vers 0 presque compleétement .

End'autrestermes, si l'on appelle E  1'ensemble des valeurs de
x ,telles que 5(x,) < e, ona :

8

Priy Xn¢ By 2o

g

aussi petit que soit ¢ > 0,

Exemple.

Sinous reprenons 1'exemple donné au n°IV, 3, nous voyons que :

[ A y)i=A () | < 1/n quel que soit y.
X, est donc str. ind. de Y, presque compléetement.

2/ - Ilest clair que l'indépendance stricte p.co., de Y vis-a-vis
de X, entraine l'indépendance stricte en probabilité de Y, vis-a-vis de
X , et l'indépendance globale de ces deux variables.

3/ - THEOREME 60 -

Considéronsdeuxv.a. X,, Y tellesqueY, soit asymptotiquement
strictement indépendant de X presque complétement. Pour que la somme
Z, = X,+ Y, soit stable p. co. , il faut et il suffit que X, et Y, le soient.

Démonstration,

Nous savons déja que la condition est suffisante. Pour établir
qu'elle est nécessaire, remarquons d'abord que, si Z est stable p.co.
elle est & fortiori stable en probabilité ; vu l'indépendance asymptoti-
que de X, et Y, cela implique la stabilité en probabilité de X, et de ¥,

Enretranchant de X et de Y, des constantes convenablement choi-

sies, nous pouvons donc supposer que ces deux variables tendent vers
0 en probabilité, et par suite que Z, tend vers 0 presque complétement .

14
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Dans ces conditions, la stabilité p. co. de X, entrainerait celle de
Y,. Il nous reste & examiner le cas ott X, n'est pas stable p. co.

Cette propriété de X, équivaut 4 l'existence d'un nombre 1 > 0 tel
que, en posant :

25

G = R J:_l’+1]

et : ®
6= FEn{ X.& &}, on ait : Y s =+®
Appelons J l'intervalle [- 5 '?-21—} 2 Piisgue ¥ ==l S onia
p

Pr {Y, € }—1

Il existe alors un nombre ¢ > 0 tel que, si la distance & d'une loi
L a la loi marginale de Y, est au plus égale &4 ¢, on puisse écrire :

Pyl IR %, Y étant une variable de loi L.

Mais d'apres l'indépendance stricte p. co. de Y, par rapport 4 X, ,
si E, est I'ensemble des valeurs de x, pour lesquelles :

5 [ Ba(y), Buly; %) ] < ¢
la série de terme général
u, - L - Pr { X, € B, } estconvergente.
On a alors :

S =B . pour x, €EE,

0o | =

et par suite :

Pr {Y,€ g [X,. €& NE} > %

Pr{X€¢ MNE:}> a=-1u,
D'ou :
PriX e, ¥ e dis i eeNE, YE )5 %-{q" -u,)
La série (a,) étant divergente et la série (u,) convergente, on a :

PPr{X,E¢,¥Y,EJl=+a
1
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Il est clair que 1l'événement :

X e, Y E

2 1
entraine Wi |5 =

Finalement, on a donc :

1
Pr{‘Zn|>§}=+oo,

~ s

c'est-a-dire que 7, ne converge pas presque complétement vers 0, Des
lors il est impossible que X, ne soit pas stable p. co. G.Q. Fop:

4/ - Remarque.

La condition d'indépendance as. stricte p.co. gui figure dans le
théoréme précédent étant tres forte, on pourrait se demander s'il n'y
a pas moyen de lui substituerune condition moins exigeante, Nous som-
mes en mesure de fournir une réponse positive a cette question. Ce-
pendant :

a) Ilest impossible de beaucoupassouplir la condition visée .

Par exemple, l'indépendance as. stricte en probabilité ne serait pas

assezforte, Nous le constaterons facilement en prenant pour loi du cou-

ple (X, Y,) la masse (n - 1)/n placée a l'origine et la masse 1/n au

point x =1, y=-1. Ona : X, +Y, =0, ce qui entraine i fortiori :

K Y,,p—cﬂ). Y, (resp. X,)est as. str. ind. de X, (resp. Y.) en proba-
«COy

bilité, et tend vers 0 en probabilité, Cependant, ni X, ni Y, ne tendent
vers 0 p,co. puisque la série ¥, % est divergente,

b) Il semble difficile d'obtenir une condition intermédiaire
entre l'ind. as. stricte p.co. et 1'ind. as. siricte en probabilité qui
soit simple et naturelle.

B - APPLICATIONA LA THEORIE DES VALEURS EXTREMES -
VII - ETUDE DE LA LIAISON STOCHASTIQUE DE Y, ET Z, -

1/ - Etude gualitative.

Soit F,(y)laf.d.r. de Y,, et ¥, (y; 2z) la f.d.r. de ¥, connaissant
Zn. =z. Nous allons d'abord examiner la position de la courben (y) = ¥, (¥; 2)
par rapport a la courbe n(y) = F, (¥).

La f.d.r. E (y; z) est définie par :

16
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F,(y; 2)=0 siy<z

n-1

F, (v 2) = [————F(IY)__FIZ)Z)] siy:z

Siles deux courbes envisagées sont discontinues, nous les com-
pleterons par des segments verticaux de facon a obtenir des courbes
continues. Il est clair que, au voisinage de la valeur y = z, on a :
E (y) > F, (y; z). Pour que les deux courbes se traversent, il faut et
il suffit qu'il existe des valeurs de y telles que : F, (y) < F.(y; z). Posons
alors :

F(y) =a ; F(z) = b (0sb<ax< 1)

b étant fixé, il s'agit de voir s'ilexiste des valeurs de a pour lesquelles :
n-1

ey
T > a
Quand a est voisin de b, on a :
(a < b)"‘l ;s
T b < a

- b\ -1 y
Comme les deux fonctions a" et (H) sont continues par rapport

a a, l'équation :
n-1

- (35) o

admet dans ce cas au moins une racine. Or, cette équation se résoud
aisément en b :

valeur qui vérifie bien la condition 0 < b € a
Etudions les variations de b en fonction de a.
Pour a =0, b =0, et b/a— 1 quand a—0.

Quand a —1, b—1/n, et %——;1,’2&

S db
Onvoit aisément que @ est > O poura & (0, 1), donc b(a) est crois-

sante dans cet intervalle. La discussion de 1'équation (1) est immédiate

17



138 JEAN GEFFROY

sur le graphique de b(a) :

- sib > 1/n:0 solution

n On a toujours E, (y; 2z) < F,(y)
0 e 3 - sib< 1/n: 1 solution
Les deux courbes se traversent une seule fois. Pour yassez grand ,
on a :

B (7: 2) = E(¥)

2/ - THEOREME 61 -

La distance d,(z) entre les deux 1ois E, (y) et ¥, (y; z) définie par :
d(z) = Max { | F,(y) - E, (¥; 2) | }
Ly
vérifie 1'inégalité :

F(z)

dﬂ(z)<sup{'}1, T—_W}

Compte tenu du fait que Z,——-o, on en déduit que dn{Zn)__a() /
psco. pPac

c'est-a-dire que Y, est asymptotiquement strictement indépendant de Z,
presque complétement.

Démonstration.

Posons :

n-1
vy - [F) - F(z)
A (y) = Fn(.Y) - Fn(y; )=l (.Y) 3 [ (].y)‘ F(L)Z)]

L'ensemble des valeurs prises parA (y) quand y varie de -« & +
est contenu dans 1'ensemble des valeurs que prend la fonction

n-1
D(a)zan_(el‘:g) pour b<agl

Donc :

Wla el A () Max { D(a) )}
et : (y! bg a gl

Min { A(y))} > Min { D(a))

Lyl bg a1l
On peut écrire :
., = B i 3 (a—b)n -
D(a)<a—(l_b)<1_b A D(a)
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La fonction f)(a) est monotone croissante sur le segment (0, 1)
car sa dérivée :

n=1
T . S (a . b)
Ry @ T
s'annule pour a = 1, et est positive quand 0 < a < 1, Par suite :
= = b
Max { D(a) } _D(l)_l—b
Finalement :
b . F(z)
Ma il =3 % T B (1)
D'autre part, en vertu de l'inégalité : a > ? : E oI A

Dia)=ali=tal=l

Mais 1'on voit immédiatement que le minimum de a" - a"* sur le

n-1
segment (0, 1) est égala - %(1 = %) quantité qui est minorée par %

e 3 Min {4 (y)} > - 1/n (2)
ly)

Enrapprochant les inégalités (1) et (2), on obtient bien le résul-
tat annoncé.

Remarque.

Bienentendu, Z, posséde la méme propriété d'indépendance limite
vis-a-vis de Y.

VIII - INDEPENDANCE LIMITE DE Y'ET Z: =
THEOREME 62 -

Soit ¥* et ZF les valeu1s d'un échantillon de rang « 2 partir de la
droite et p & partir de la gauche, F, .(y) la f.d. r. marginale de Yiet
F,.(y; 2) la f.d.r. de Y*liée par Z° = z. La distance :

d(z) = R{Iya}x {| B, -Foly: 2| }

vérifie 1'inégalité :

n = 1
dz) < (ooe=) * T 7

Par suite, d (Z,)— 0 avec 1/n, et ainsi Y:lest asymptotiquement
indépendant de Z presque complétement.
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Démonstration,

La loi marginale de Y; est :

*Fly)

- il n-a, -
Bty “moe) (e- 0! ‘/ tim e

0

Sil'on connait Zf =z, Y?se présente comme la valeur de rang a
(a partir de la droite) d'un échantillon de taille n -f , dontla loiest égale

éwpoury >Z,eta0poury< 2z, Laf.d.r, de Y, lié par Z = z

1-F(z)
est donc : .
» ALIZELE]
- _ (n -p )r / 1-Flz) s 2 .
Ealys e = e en e g =28 (1 - djeiin

Considérons la différence :

Ay =tE (o) =k e

Il s'agit de majorer et de minorer A(y) quand y varie de z & +w .
En fait, A est une fonction de F(y) définie dans [ F(z), 1] . En rempla-
cant F(y) parun parameétret qui varie contindment entre F(z) et 1, nous
ne pourrons qu'augmenter le maximum des valeurs de A (y) et diminuer
leur minimum, Nous désignerons par D(t) la fonction déduite de a (y)
par le changement de variable t = F(y). Il sera commode d'introduire
la fonction :

nl{n=-a-=-pg)!

(atmitesd A paleh

m-o)! (a- 1! 1-F(z2) [1-F(z)°

“FLzl

Hn(t) = Fn,.a,(y; Z)

On peut écrire :

D(t) = [ B, () = 3 (80 [ H G (E) =30 Sz )]

dloi :
Max { D(t) } < Max [F, .(y)- H ()] + Max [H(t)-F, (v; 2) ]
On a d'abord :
HL (&) =B (55 z) [(n_u),(n«ﬁ): IJ 10l )
Dong
e ‘ 5 nif= 1)L (0 o 1) . n “_
Max( Hy(t)- B, o(7:9)} = g rin s o 1 (n_“_ﬁ) 1

20
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Etudions maintenant F, (y) - H (t). Ona :
Hoa ()
)= 1- F(2)P
et :
n! ot -wz) | (1-t) =t
B> @i (a- D! _/Fm |:1-F(z}} - Fe &
Par conséquent :
L Fooy) n! R(z)\ (1-t)*!
F e -BM < 5T mo e- 00 / J(lﬂF(z)) T FAT"

Nous désignerons par K (t) le second membre de cette inégalité .

o n! L= rzap il ol £ E0RZ) ¥
Bl m o ie-D! 1- P [t (I-F(Z)) }

3 t -
Quant t est compris entre 0 et 1, on a constamment t > #}:EZ;
ce qui entraine K!(t) > 0.

Par suite K (t) est croissante dans l'intervalle (0, 1) et 1'on a

Max (K, (t) } = K (1)

i 1 : ! AL (t- F(z)) (1 - 1))
AR (e e ./m. (1 = F(z)) [1-F()" dt
Le changement de variable u = %%% donne
L F(z))"'“(l-t)“ 8 e e e | 8 o) ()]
,/F”,(I‘F(Z) —'m——[l—F(z)]“ d‘c:l’U a1 du = =

Il en résulte que :

1
Max {K(t) } = 7=y - L
Finalement :
Max { D(t)} < (n iﬂ) YT -lp(zn“ s
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Pour minorer D(t), nous partirons de :

S E=ELE)

1y i 1-F(z)
B 7 2 =y, / u"*A(1-u)*t du
(it} SR ok=u1 ) 1 ’
t -
Puisque t > I—_%% , on a aussi :
n! ) i
B, 00 2t e e

0
On peut alors écrire :
1 i

(n - ul;." {a- 1) / R e
0

D(t) >

La fonction qui figure sous le signe d'intégration étant négative :

21
CH I, n-a-| _$+ya- S
M (DO et T 1)1.' tr-o-8(1 - £)1(t8 - 1) dt
n! [(n—c):(c«—n: _(‘n-a-ﬁ):(u—u:]
(n=o)ll (o=l ) @l (n-PB)!

nin - 1).. . n-a )

"l -mop@mp-D...(a e -p *1)

a

et enfin :
Min {D(t)} > 1 - (—“)

g B R &)

En résumé, nous avons :

- (}1_1__3) " < DY) < [(n—%—) i 1] +|:[1;F(z)—j 1]

et, A fortiori, la relation annoncée pour d (z).

Remarque.

La double inégalité ci-dessus est encore valable si « et p varient
avec n, mais ce n'est que pour des indices « (n) et p (n) convenablement
choisis que l'indépendance limite persisterait. Nous n'aborderons pas
ce probleme ici.
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IX - STABILITE EN PROBABILITE DU MILIEU ET DE L'ETENDUE -
THEOREME 63 -

Le milieu M, d'un échantillon (ou son étendue R,) est stable en
probabilité si et seulement si les deux valeurs extrémes Y. et Z. sont
stables en probabilité,

C'est la une conséquence immédiate des théorémes 59 & 61.

Dans ce cas :

Y= B (1= L 7. = B (l)—»O
n P n P
donc :
i 1 1 Sl
= - - =Y+ F o=
R R R K R B
Corollaire 63.

Pour que M, converge en probabilité vers une limite certaine 1,
il faut et il suffit que Y, et Z, soient stables en probabilité, et que 1'on
ait :

[F‘l(l—%) +F‘l(%}]—>1 quand n —w

(SR

Notons d'ailleurs que l'on peut remplacer 1/n par une variable
continue h qui tend vers 0.

THEOREME 64 -

La stabilité de 1'un des milieux ou pseudo-milieux M :"J;entraine
celle de tous les autres, et de plus :

M2A - M,—— 0
P
Démonstration.

y R 5 1
D'aprés les théorémes 59 & 62, M»F = £ (Bt Zf) est stable en

probabilité si et seulement si Y* et Z° le sont. Or, nous savons (th. 26)
que la stabilité de Y:équivaut 4 celle de Y,, et que la stabilité de 75
équivaut a celle de Z,.

Finalement, nous voyons que la stabilité de M:”s équivaut acelle
de M,. En utilisant les relations :

T e el P e
P [
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on obtient : M:’3 — Wi )
[

Corollaire 64.
Si 1'un des milieux ou pseudo-milieux M} A converge en probabi-
lité vers une limite certaine 1, ils convergent tous vers cette limite.

X - STABILITE PRESQUE COMPLETE DU MILIEU ET DE L'ETENDUE -

En s'appuyant sur les théorémes 60, 61 & 62, on obtient les ré-
sultats suivants :

THEOREME 65 -

Le milieu M, (ou l'étendue R,) d'un échantillon est stable pres-
que complétement si et seulement si les deux valeurs extrémes Y, et
Z . sont stables presque complétement.

On a alors :

1opag-dy sprd
-3 [FH1-3) +F ()] 5 0

PsCOs

M

n

Corollaire 65.

Pour que M, converge presque completement vers une limite cer-
taine 1, il faut et il suffit que Y, et Z, soient stables presque comple-
tement et que 1'on ait :

1-= [F*1-h)+F*'(h)]—0 avech,

1
2
THEOREME 66 -

La stabilité presque compléte de 1'un des milieux ou pseudo-mi-
lieux M® 5 entraine celle de tous les autres, et de plus :

M*P - M,—— 0
pPsCOa

Corollaire 66.

Sil'un des milieux ou pseudo-milieux \/I:”@ converge presque com-

pletement vers une limite certaine 1, ils convergent tous vers cette
limite.
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CHAPITRE VI

ETUDE DE CERTAINES LOIS LIMITES

I - INTRODUCTION -

Les premiers statisticiens qui étudiérent les valeurs extrémes
d'un échantillon constatérent qu'en réduisant convenablement la loi de
Y,, c'est-a-dire en substituant 2 Y, la variablea, Y, + e fane =i elle —
ci admet souvent une loi limite :

L(x) = lim. F'a.x +b)

n=>o

Dés lors, les deux problémes suivants étaient posés :
1/ - Quelles sont les formes possibles de L(x) ?

2/ - Quelles conditions doit vérifier F(x) pour que F'(a,x + b,)
converge vers une loi L(x) d'un type déterminé ?

D'importants résultats ont été indiqués sur ce sujet par Fisher
et Tippett, Gumbelet Von Mises, mais c'est Gnedenko qui a résolu (en
1943) les deux questions précédentes dans le cas général et de fagon
vraiment rigoureuse.

La méthode suivie par Gnedenko pour résoudre le premier pro-
bléeme s'étend d'elle-méme & un probléme un peu plus complexe, et
doué, nous semble-t-il, de quelque intérét pratique.

Considérons un systéme de k variables aléatoires X', X SRS
ayant pour f.d.r. F(x!, x¢,...x%. Ce sont les coordonnées d'un point
M de l'espace euclidien E®.

Enfaisant n épreuves inc&épendantes, on obtient n points M;, M, ,
.M,. Appelons X;, Xf, ...X,; les coordonnées de M;, et posons :

¥ = Max{xl, x!,...%}} G=1,2,...k
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La f.d. r. du point (Y} ¥2,...YX) est :
Bk, e, O xSy e e R

hQuelles sont alors les lois limites possibles de l'ensemble (Y,l, :

.Y,) ? Dans l'hypothések = 1, nous montrerons comment certains de

nos résultats peuvent s'appliquer 4 la détermination des lois limites du

milieu ou de l'étendue, mais nous n'insisterons pas sur ce point, qui
a déja fait 1'objet de nombreux travaux,

A - CONVERGENCE DE DEUX LOIS DE PROBABILITE DU MEME
ARl &=

I - CAS DE LOIS A UNE SEULE VARIABLE -

1/ - Définition,
Ondit que deux f. d. r. F(x) et F'(x) sont du méme type s'il existe
deux constantes a > 0 et b telles que :
E(x) = Hiax+ b)

Cette terminologie est classique depuis Khintchine et P, Lévy.
Il est clair que la propriété pour deux f.d. r. d'étre du méme type est
une relation d'équivalence dans l'ensemble des f.d.r. En principe,
nous considérerons des f.d.r. non dégénérées (c'est-a-diretelles que
F(-x) =0, F(+®«) = 1) et non unitaires (c'est-a-dire telles que toute la
probabilité soit concentrée en un point). Une loi ni dégénérée ni uni-
taire sera dite propre. On définirait de facon similaire deux f.d. r. de
méme type dans le cas de plusieurs variables.

2/ - THEOREME 67 -

Ftant donné une suite de f,d. r. F (x), supposons qu'il existe des
constantes a, >0, o, > 0, b_ et p, telles que

B (a.x + bn)”T’® (x)
FH(G"X +Bn)7"{" (X)

les deux fonctions ¢ (x)et y(x) correspondant & des lois propres. Dans
ces conditions, o (x) et y (x) sont du méme type.

Démonstration,

Soit E l'ensemble des points de continuité de ¢ (x) et E'l'ensem-
ble des points de continuité de y (x).
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Puisque o (x) est non dégénérée et non unitaire, il existe dans E
deux nombres x, et x, vérifiant les inégalités :

G = iz )i (X)) < 1 5 S ey
Considérons alors la suite £ définie par :
a X tibi = g By
On a : IS s e G )
La suite g est bornée. En effet :

a) si§ n'était pas majorée, on pourrait trouver une suite
infinie n; telle que, aussi grand que soit A € E', on ait .

e AT,
donc : B (o, &, B )2 B, (o, A +8,.)
et & la limite : o (%) > v (A)

Cela entrainerait ¢ (x,) = 1 contrairement & 1'hypothése.

b) On verrait de méme que si ¢ n'était pas minorée, Oon au-
rait o (x,) = 0, ce qui est impossible.

D'autre part, on peut écrire :

a Dn-PBn
7nx+n3

S o

an a'\
d'ou :

an b B

- L —X, t— <t w
Jnx" an (1}

Par analogie :

an ba - Bn

_;r_.(.,_xl+_—< + @ (2)
op an

On déduit de (1) et (2) que :

an

S e I e e
X -
an - bn -Bl'\ . . -
done que est borné, Il en résulte que est aussi bornée. Fina-
[ 4 (o &%)

lement, nous voyons que l'on peut extraire de la suite des n une suite
n; pour laquelle :
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ag B, = By
lim, Lo e L e e
J > o &, Ea.—,j (I":

]
ol A et u sont deux nombres finis. On a d'ailleurs A # 0, car par rai-

o4
son de symétrie, le rapporta_"- est borné,

Choisissons alors un nombre x € E et tel que :

gl = At SRRl

La suite E"i définie par :

SN I R R o (3)
j j ity j

converge vers§. Aussi petit que soit e > 0, on peut toujours trouver
deux nombres h;, >0 et h, > 0 vérifiant les conditions

h <'Ejh < e = t‘;—hleE' 2 §+h2€E'

£l 2

On aura alors, pour j >J(e) : €-h <g < § +h, et:
j

F,

ne

J

[ a”j(g i h1)+ an ] < ij (‘xnj gnJ +‘3nj)~§ F‘nl [unj (§+h2) +an ]
d'oll, en passant a la limite et en tenant compte de (3) :
y(E-hy) < 0 (x)< y(€+hy)

La fonction y étant continue pour la valeur de § envisagée, on a
nécessairement :

0 (x) = w(8) =y (Ax +u)
Cette relation est établie pour tout x sauf peut-é&tre pour un en-
semble dénombrable de points. On en déduit qu'elle est vraie quel que

soit x, enremarquant que ¢(x) et y (x) sont monotones croissantes, et
continues a gauche.

Ainsi, ces deux fonctions sont bien du méme type.

Corollaire 67.

5'il existe des constantes a_> 0, o > 0, b et p_tielles gue :

F, (a,%+ b,)—— 0 (%) (4)
F, (a,%,+B,) ——0 (x) (5)
28
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ol ¢ (x) est une loi propre, on a nécessairement :

3 a . b, - P
aniy = ] s ==t 2 S )
n>m %n n>o Ty

Réciproquement, sices deux conditions sont satisfaites, la .rela-
tion (4) implique la relation (5).
Démonstration.

1/ - D'aprés ce que nous avons vu plus haut, si les relations (4)et

(5) sont vraies, on a :

@ s
2n < + mw, A s Tl i ~m <=0 70 B”<+uc
X n a, {s 31

Supposons que a_/a« netende pas vers 1. On pourrait alors trou-

ver une suite n; telle que :

an.
'_,A, avech ¥ let #0
(In.
eitquest:
bn. - |3n.
i s
uﬂ.
En procédant comme ci-dessus, nous aboutirions & la relation
o (x) = 0(Ax + u) (6)
Soit x_le nombre défini par : x_ = Ax, +u

Introduisons la nouvelle variable z = x - x,, et posons :

0(x) = 0(x, +2)=0 (2)
Il vient :
O(Ax+u)=0 [Afx,+z)+u] =8 [A(x, +2)+u-x,]=0(22)
Lia relation (6) s'écrit :

b (z) = ) (A z)
En itérant, on obtient :

o (z) = 0 (2 =2)
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oli n est un entier positif quelconque. Pour tout z> 0, on a :

3(z) = lim. 6 (A"z) = & (+o) =1

n >o

Pour tout z <0
9(z) = lim. d \"2z) =8 (-©) = 0

La fonction ¢ (x)y, supposée non dégénérée, serait donc unitaire ,
ce qui est contraire a 1'hypothése. Par conséquent :

Limy,, (2 o} =1

n2>o

Supposons maintenant que (b, - 2, ) /2, netende pas vers 0, Il exis-
terait alors une suite n; telle que :

by, = By )/x, o

avec p # 0, On aurait donc :
0 (x) = 0(x +u)
d'ot1 1'on déduit : 0 (x) = 0 (x + ku)

k étant un entier quelconque. En faisant tendre k vers +® ou - @ ,on
obtient :

0(x) = 0(+tw) = 0(- )

ce qui est impossible puisque ¢ (x) n'est pas dégénérée. On a donc né-
cessairement :

lim, (bn “Bn )/an =

n>wo

2/ - Réciproque,

Partons des conditions :

Fo(a,x + by) — 0 (x) loi propre
lim. (anfan) =1 ; lim. (b, -G )/&, =0
n > @ n 2o

Prenons unnombre arbitraire x dans E, et associons-lui la suite
g, définie par :

A b by mait s
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Quand n—ow, § — x et, puisque ce point est un point de con-
tinuité de ¢ (x), on a :

lim. BEifaSes £ib)F = 0 (x)

n 2@

d'ot : lim. E (@, x+Ba) = 0 () LG D,

n o

III - CAS DE LOIS A PLUSIEURS VARIABLES -

Les résultats analogues au théoréeme 67 et au corollaire 67 pour
desf. d. r. de plusieurs variables s'établissent facilement si l'on s'ap-
puie sur certaines propriétés de ces f.d. r.

Signalons tout d'abord qu'une f. d. r. de plusieurs variables sera
dite propre si et seulement si toutes les f.d. r. marginalesassocices
sont des lois propres ; unitaire, si l'une des marges est unitaire.

THEOREME 68 -

: 1 ! .
Sio(x, +w,...+tx)estcontinue pour S xi, la fonction ¢ (xl, x?
...x" estcontinue dans tout le planx* = x,, sauf peut-étre en son inter -

section avec un ensemble dénombrable de régions :

B

i = gonstante (i = 2,3, ... ou k)

Démonstration,

Choisissons deux points :

NG (e el e et SN (e ) E

le premier est dans le plan x' = xi, le second est absolument quelcon-
que. On peut écrire :

o(M,) -0 (M) = F (et %) = (beny sl
oz, x5...x) -8z, %, X oo s
GO (ot Mo - SR 2= 0l(o e L B (7)
Montrons alors que :
[PiEs xi,...xl“) =E xi,...X‘l‘)}.g |®(Xi, LR o)
-o(xh +o,...+o)[(B)
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Supposons par exemple x} > x.. Aprés avoir supprimé les signes
de valeur absolue, mettons 1l'inégalité ci-dessus sous la forme :

gL, +9, . o 0] -0 (Rl R ) Sl g oy Ry

= O(xi,x{,. Z .x:)

Elle est maintenant évidente, car le premier membre est égal a :
k

Pr {X'<xl}-Pr{ (X <x)N[NX<x)1)
=2

k . .
= Prg(X e sd NI w0 1)
i=2
tandis que le second est :
ke

Prj (X< &) QDLIE 5 ] }
i=2
On traiterait de la méme fagon le cas xl < x, et 1'inégalité (8)
est ainsi établie. En l'appliquant a 1'équation (7), on obtient :

k 4 s
[o (M) =0 (My) | <Y [0(+®,.c.xy.. . +®)= 0(+®, ... %4 ... +®)
i=1

Dans ces conditions, si l'on pose :

1 2 k
s{at e s ) = (o0, x2+0,. . x +0) -0l x )
on a :
k . S
slxl. .20 ey [0 [FD 20, sl tiieE L xS e il
1=2

ce qui s'écrit, enappelant s i(x') le "saut" de la loi marginale de X' au
point x; :

sl B ST ) S e (i B Rl )

o? a? o X

Par suite :

k
{s(x},...x7) >0}=J{ 8;(x,) >0)

i=2
OF, sxa(x;) n'est positif que pour une infinité dénombrable de va-
leurs de x', d'ou le théoréme.

Lemme 69.

Si une suite de f.d. r. F, (x!, %2 ...x¥) converge légalement vers

(x4 x?%...x", cette fonction vérifiant la conditiono(+o,+«@,. .. +®@) = 1 ,
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laconvergencede F (x!, y,...y) vers F (x', +®,. . .+%) quand y—+ @
est uniforme par rapport a n,

Démonstration,

Si le lemme était en défaut, il existerait un nombre © > 0, une
suite d'indices n; et une suite de valeurs de y (y"i) tels que :

G e avec j , et
j

n.

¥ o te,,, te) =B LY .5 ) > B
J ) ] 3

e étant unnombre positif arbitrairement petit, on peut trouver un point
(A',...A") en lequel 0est continue, et vérifie :

e R T ey S IR

G
T e (A RZ L AR SO (AY LAY L AT
donc : F“_(AI,AZ,...Ak)>1—2s quand j>_jt_ (9)

j
D'autre part :
B, (A, +0,.. . +0)- F (&8, 5,,...5%,)3 F, (x} +a,.. +o)
J J J
- F"i (=, y“i,...y”] >
Pour j assez grand :
2 k
o Wl (AT AT
d'on : F,,j(Al,+oo,...'rw)-F,,i(A1,A7,...A")>U

et cette inégalité est manifestement incompatible avec 1'inégalité (9)
des que 2 e <3 .

Lemme 69'.

Etant donné une f.d. r. 0 (x% x?...x") vérifiant la condition
Gi{idiea ot it =
si une suite de f.d.r. E, (x!, x?,...x*) converge légalement vers ¢,k la
suite des lois marginales F, (x!, tw,...+x) converge légalement vers

e St )
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Démonstration.
Soit x! un point de continuité de o (x!, +@,. .. +®),

A tout € > Oarbitrairement petit, il correspend en veriu du lem-
me 69 deux nombres y et n, tels que, pour n> n., on ait :

B ims, ra.. wals BAx, g Wi

et 0 (%L tao, 0. t@) - 8(x, V.aT) < E

L'ensemble des points de discontinuité de o (x*,...x*) situés dans

le plan x! = x!correspondant 2 un ensemble dénombrable de valeurs

de x2?, x3...x% on peut choisir y de fagon que ¢ (x%,...x") soit conti-

nue au point (xt, Yoo ¥)
En ce cas :
Ml Bo(xl, voo Lav) S0 e v ol

Il existe donc un indice N > n tel que n > N entraine :

| B s #oena ¥~ 0 )] < e

Finalement, on a quand n >N :

| B, hoor D8 S o) S xS oo T O S
< | B (aed, Feonrino s e RSB ac Sy SRe S|
+ [ Bl 3 ey = el s
3 [ (ES vaes ¥ b b (e ren o BB o

THEOREME 69 -

Etant donné une suite de f.d.r. F, (x', x%...x", supposons qu'il
existe des constantes a; >0, u,i =00, bietpiii =1 B2 By el g g e
Eil(nsocssril’ JEPES o feni b:)va(xl,. ex)
U (il ok S et )Tq}(xl,...x")

les deux fonctions ¢ et y correspondant a des lois propres. Dans ces
conditions, o (x!, x?,...x*) et y (x*, x?,...x") sont du méme type,

Démonstration,

D'aprés le lemme précédent :
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E(ax b, to, ... t@)—0 (x @, . o)

n B
Folanx' + 8, +0,. . o)y (27, +o,...+0)

Donc les quantités ab /as, as/as, et(@n - by)/a; sont bornées. D'une
facon générale, lesquantités«,/a,, a,/a, et (ph- bo)/a,(i=1,2,...k)
sont bornées. Parconséquent, il existe une suite d'indices n, telle que :

lim. a} /o) =A' (70 &®); lim. (bl -pl)/fal=u! (#9

v m v v v v

A un point x(x, x%, . . . x*) faisons correspondre le point § (£%,. .. §:‘/)
par les formules :

al s Sl S (1=1,2, 50 k)
"V v "U L4 v
Onia : : :
.
s i
al a,
v v

et l'on voit que la suite de points ¢, a une limite § guand v—>w , de
coordonnées :

g =l x4 4

Supposons qu'aux points x et ¢ considérés, les fonctions © (x) et
y (£) soient continues. Alors :
TraE (o2t S Rl o B Rt )
v o v i v v v v
= o BN (A L T e B R )
v >o v v v v v

On peut toujours trouver k nombres positifs h' tels que h' <e et
que la fonction y soit continue aux points (5' - h') et (g + 1],

Pour v > v (g) , ona:

£ - < g g g+h
et R T (U o R W R
v ny, v v .

1 1 1 k ke k
¢ B (o & B oo 8+ P ]

G S Ll
v iz v

n

On en déduit, en passant a la limite :
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(€ -hl,...8 -h*) go(xl,...x") <y(g +h'...8 +hY
et, puisque y est continue au point (£* ,...&")
w (B8 L8 s el e S
En vertu du fait que o et y sont monotones et que 1'ensemble de
leurs points de discontinuité est de mesure nulle, 1'égalité précédente
est partout vérifiée, donc v et ¢ sont bien du méme type :
pat 2Tt ca xRk ie gt Ll

Corollaire 69.

S'il existe des constantes a! > 0,a > 0, bl etp] (i=1,2,...k)
telles gue :

E (alxi + bl aknb+ bhinix? 2, .00 2% (10)
B (ol x1 tpL gk ki gk )fm(xl,xf....xk) ()

olt ¢ est une loi propre, on a nécessairement :

lim, alfol=1 ; lim. (b} -l )/« =0 (12)
n. =* o n > w©
b= DR i)

Réciproquement, silacondition(10) est satisfaite, les conditions
(12) entrainent la condition (11).

Démonstration,

Si (10) et (11) sont vraies, on a, d'aprés le lemme 69° :
Bkt +m,...+CD)-;;r>®(x1, h e )
E (a;x*+p) , to,. . to)—20(x, +o,... +o)

d'olil'on déduit, d'apres le corollaire 69, que al /al—1et(bi-pl)e; — 0.
Méme démonstration pour les autres valeurs de i,

Pour établir la réciproque, choisissons un point de continuité de
o, soit(x*, x?,... x"), etassocions-lui la suite de points g, définie par:

gl e bl =t el e = ] 3 )
On a : Fﬂ(uixl+ﬂf,...a:x“+ﬁ:):Fn(a:§i+bi,...a:§:+b:)
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Quand n—®, £ —x, el puisque ¢ est continue en ce point le
second membre de 1'égalité précédente tend vers® (x). On a donc bien,
en tout point ot ¢ est continue :

i Tl it 1 Rzl K = 1 K
Jabaeh STl s o il i ) Dol X )

n>ao

B - DETERMINATION D'UNE CLASSE DE LOIS LIMITES -

Soit ¥!, Y% ...Y¥Y! les plus grandes valeurs d'un échantillen de n
points & k dimensions, Nous allons rechercher les lois limites possi-
bles pouruntel systéeme de v.a., c'est-a-dire les formes possibles des
limites de la fonction :

et e L e et )

Nous désignerons par I l'ensemble de ces lois limites, dont les
marges seront toujours supposées ni dégénérées, ni unitaires. if con-
tient seulement trois types de lois, mais pour k > 1, on a des ensem-

bles qui dépendent de fonctions arbitraires,
IV - L'IDENTITE FONDAMENTALE -
THEOREME 70 -
Pour qu'une f. d. r. propre ¢{x?', x? ...x")appartienne & L', il faut

et il suffit qu'a toute valeur de l'entier p > 0 corresponde un systéme de
constantes o > 0, g; donnant lieu & l'identité :

Wled xR et bR sl (xR )
Démonstration,

a) Sio € L', ilexiste une f.d.r. F(x!, x?,...x" telle que :

S (et e L e Y =R T S O (A e Rk S

Soit p et m deux entiers positifs, le premier fixe, le second va-
riable. On peut écrire :

. m P 1 2 k

lim. [ F"(a}, x*+ bl ,...ap, x*+bi) ] = o0(x ,x ,...x)

m > o

Il en résulte que F'(aj x*+b_ ,...af x*+b; ) a une limite quand

m—w et, d'aprés le théoréeme 69, cette limite est nécessairement du
méme type que ¢. Il existe donc des constantes cx; y ﬁ; pour lesquelles :

A S 3l k k k = 1 2 k
0P (o) x Hp DSt S X E ) = (G R )
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b) Réciproquement, si l'identité précédente peut étre réa-
lisée pour chaque valeur de p,® & LS . Il suffit pour le voir de choi-
Chipe

Bzt sl = S ik
V - DETERMINATION DE LI -

1/ - Rappelonsqu'ils'agit de 1'ensemble des f. d. r. propres o(x)
telles que, atoute valeur de k (entier positif) il corresponde deux nom-
bres o, et B, pour lesquels :

0% (a x +Bu) = 0 (x) (13)
THEOREME 71 -
Etant donné une f,d,r. o (x) vérifiant 1'identité (13) pour une va-

leur déterminée de k > 2, il se produit nécessairement l'une des trois
circonstances suivantes :

a)ao. > 1
On a alors : 0(x) =0 pour xg Bu/(l -ak)
et : 0 < gifx) < 1 pour x> B/l ~ax)

b) ey < 1.
On a : 0<®(x) <1 pour x< Buf(l -aw)
et 0 (x)=1 pour x> Pu/(l-ak)

c) ay = 1,
On a : 0 < 0i(x) < 1 pour tout x.
Démonstration.

a) 8i «, # 1, 1'équation : =t e
admet une solution : X, = Bl =ay)

L'identité (13) peut s'écrire :
0" (%, +a,h) = o (%, +h) (14)

Pour h = 0, cela donne : 0" (x) = viix)
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d'ou : o(x,)) =0 ow = Oix,) =1
Supposons d'abord o« > 1. Sih est négatif, ona :
X, baphiee g th
donc : 0 (x,+a, h) ¢ 0(x,+h)
Mais, en vertu de (14) :
0 (X,+%ch) > ®(x,+h)

On a done :

o (x,+a,h) = o (x,+h)

et par suite :

9% (x,+h) =0 (x,+h) pourtout h < O

La loi o (x) n'étant pas dégénérée, cela entraine :
®(xo+h)=0 pour h <0

On aura aussi :0 (x,) = 0, puisque 0 (x) est continue 4 gauche.

Prenons maintenant une valeur positive quelconque de h, et mon-
trons que :

0<o(x,+h) <1
En effet, si l'on avait :
9 (x, +h) =0,
on aurait également, d'aprés (14) :

Qlifezack b ) E=N0
et, en itérant :

o(x,taf h) = 0 (nentier > 0)
Quand n— ®, hoaf —r+ @, d'ol : o (+w) = 0

ce qui est impossible.
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Si l'on avait ¢
e s e VRS B
on aurait aussi, d'apres (14)
0 (X, +hfay) = 1
et, en itérant :

® (xu+h/a:) = 1.
Quand n ——w, h/u: —— 0, d'ol : i (xet 0) = 1.

Cela est impossible, car ¢(x) n'est pas unitaire., La lére partie
du théoréme est donc établie.

b) Supposons o, < 1, et considérons le nombre x, défini plus
haut. Si h est positif :

SRR B S
done : o (x, +a, h) ¢ 0(x_+h)
Or, d'aprés (14)
® (X, ta, h) » o(x, +h)
On a done :
o(x, +ta, h) = o (x_ +h)

et par suite :
X (o ph) = pi(x, - h)  pour tout R0,

La loi de o (x) n'étant pas dégénérée, cela entraine :
oz, +h) = 1 pourh > 0
®(x) n'étant pas unitaire, on aura aussi : ¢ (x,) = 1.
Donnons & h une valeur négative quelconque, et montrons que :

0<o(x,+h) <1

Si l'on avait :
o (x;+h) =0,

on aurait aussi, d'aprés (14) :
o (x, +=, h) = 0,

40




CONTRIBUTION A LA THEORIE DES VALEURS EXTREMES 161

et en itérant :

n
[==]

O (x,+af h)
Quand n— s ®, ok h—0, d'ol ; 0 (x0) = 0
ce qui est impossible.

Si l'on avait :

pfc ey =l
on aurait aussi, d'apres (14) :
‘D(Xo +h/ﬂk) =8k

et, par itération :

o (x,+h/g) =1

Quand n— o, hfal+ —> -, don: 0 (-®) =1

ce qui est impossible.
eS8l =1 el relation (13)a'écrit ¢
o' f{x +p,) = 0(x) (15)

On a évidemment p, # 0, sans quoi ¢ (x) serait dégénérée ou uni-
taire, Montrons que l'on ne peut avoir ¢ (x) = 1 pour une valeur finie de
la variable. En effet, on aurait alors, d'aprés (15)® (x *P«) = let, en
itérant : o(x T np, )= 1.

Il en résulterait, en faisant croitre indéfiniment n :

0 (-w) =0 (+e) = 1,

ce qui est impossible,
On verrait de la méme fagon que o (x) # 0 pour tout x.

Corollaire 71.

Soitune f.d.r. o(x) € L', c'est-a-dire vérifiant 'identité (13) pour
toute valeur de k. Dans ces conditions, les coefficients o, associés sont
tous supérieurs & 1, ou tous inférieurs & 1, ou tous égaux & 1.

Dans les deux premiers cas, le nombre x, =f /(1 - ax) est indé-
pendant de k.,
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Démonstration,

Appelons respectivement K;, K,, K; les sous-ensembles de Ll for-
més par les f, d. r. ¢ (x) telles que :

a) il existe un nombre x, vérifiant les conditions :
¢ (x) =0 pourxg x, ; 0<o(x) <1l pourx >x,

b) il existe un nombre x, vérifiant les conditicns :
0 cwi(x) <1 pourx<x, : 0(x)=1 pourxs x

el Gna: O <o(xpzl quel que soit x.

Cestrois sous-ensembles sont disjoints, etil résulte du théoréme
71 que :

K, Ug UKk, =1,
d'ou l'on déduit la 1ére partie du corollaire.

Quant au nombre x, =B« /(1 - «), il est clair gu'il ne dépend que
de #(x), et non de k.

2/ - Etude de la famille K ;.
THEOREME 72 -

Pour qu'une f.d.r. appartienne & K., il faut et il suffit qu'elle
soit du méme type que l'une des fonctions ¢, (x) (v > 0), définies par :

®,(x) =0 pour xg O

0,(x) = exp(-x ") pour x>0

Démonstration.

On vérifie immédiatement que toute fonction de méme type gu'une
fonction ¢, (x) appartient & K, Etablissons la réciproque, Soit ¢ (x) une
fonction de K,. D'aprés le théoréme et le corollaire 71, il existe une
constante x, telle que :

(%, +h)=0 pour hgO ; O<op(x, +h) <1 pourh > 0

Il s'agit de déterminer ¢(x,+ h) pour h > 0. Pour cela, posons :

f(h) = -Logao(x, + h)
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La fonction f(h) est posiiive et monotone non croissante.
A tout entier k > 0, il correspond un nombre a, > 1 tel que :
k f(a, h) = f(h)

s k f(u) = f(—2) (u > 0)

X K

En particulier, on a :

% f(u) = f(Au) AT
§3f(u) = f(Bu) B<l

En itérant, on obtient :

(16)

f(A" u) = 2 f(u) (nr=EEEIe )
f(B"u) = 3 f(u)

Puisque f(u) # 0 pourtoutu >0, il est impossible de trouver deux
indices m et n tels que : A" = B". Done le rapport Log A / Log B est
irrationnel.

Soit A unnombre positif quelconque, et e un nombre positif arbi-
trairement petit. L'ensemble des nombres de la forme :

Log A _
n Log B m

étant partout dense, on peut toujours cheisir m ec n de fagon que :
J q

a LDEA_m_LOEA- o, g ‘
Log B Log b |Log B |

On a alors :

= he” (-1 <8 <1)

On peut écrire, d'apres les équations (16) :

f(ae u) = 2° f(L—;‘a)

f(u) = 3 fiz9)

e

d'od 1'on déduit : F(a efe u) == f(u) (17)
&
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Supposons alors que e —— 0 tandis que m——+ w et n ——s+w,. On
LogA = lirr;. (n Log A - m Log B) < @
e >
D'apreés (17) on a aussi.:

nlLog2-mLog3 < w

Il en résulte :

s |B

LogA _ Leg2 _ 1

Log B Log 3 50

Posons :

Log2 _Logd __
Togh Logs 4 (120

On.peut donec écrire :

gn
5 e
lim. 3

Le second membre de (17) ayant une limite quand € — 0, le pre-
mier membre a également une limite, qui est f(A u), et l'on a :

f(A u) = A% f(u) (18)
En faisant u = 1, il vient finalement :
f(A) =K (1)
ce qui prouve que f(h) est de la forme :

f(H) =0 o g

Remargue,
La limite du second membre de (17) étant continue en A, il est
légitime d'écrire :

lim. f(* €% u) = £f(A u)

3/ - Etude de la famille K.
THEOREME 73 -

Pour qu'une f.d.r. appartienne a K,, il faut et il suffit qu'elle
soit du méme type que l'une des fonctions w (%) (v >0), définies par :
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v

v, (x) = exp -(- x) pour xg 0
)i pour x> 0

Démonstration,

Condition suffisante : évident.

Conditionnécessaire : on procéde comme au théoreme 72, en re-
marquant simplement que, cette fois, f(h) est définie pour h < 0. On
arrive ainsi a la relation :

f(a u) =avf(u) (vasiB))

qui donne, en faisant u=- 1:

If- ) = 2 f(~1)
d'otr : f(h) = C.(- h)¥ C.Q.F.D.

4/ - Etude de la famille K, .
THEOREME 74 -

Pour qu'une f. d. r. appartienne aK,, il faut et il suffit qu'elle soit
du méme type que la fonction :

A (x) = exp(- e™™)

Démonstration,

Condition suffisante : évident,

Condition nécessaire : nous avons vu que toute f. d. r. de K, est
caractérisée par l'identité :

0" (x +py) =0 (x) B = 28, s (19)
Lechangement de variable x = Log u (u > 0) transforme ¢ (x) en :
F(u) = o (Log u),
Si l'on pose :
By = Log oy

l'identité (19) devient : F*(a,u) = F(u)
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Dans ces conditions, F(u) € K,, donc elle est de la forme :
F(u) = exp(- u*) (n>0)
Finalement, on a bien :
Ol(ER) =i exp(=le=tan)

Remarque.

Les f.d. r. du type 0,(x) et y, (%) sont généralement appelées "lois
de Fréchet'. La loi A (x) est dite : "loi de Gumbel'.

VI - DETERMINATION DE Lf -

1/ - Afin d'alléger les notations, nous prendrons k = 3 ; les ré-
sultats de notre étude s'étendent d'eux-mémes au cas général,

Posons : II = L. La famille L est donc l'ensemble des f.d.r.
o(x, y, z) dont les marges ne sont ni dégénérées, ni unitaires, et qui
vérifient pour toute valeur de l'entier p > 0 la relation :
oF (alx +p', a?y +p?, 0’ 2 +p7) = 0 (%, ¥, 2) (20)

(il 00 wE 0 Sa 2

2/ - Etude des marges.

Les lois marginales d'une fonction ® € L. sont, par hypothése,
des lois propres ; désignons-les respectivement par A(x), B(y), et C(z).
Elles vérifient les identités :

A ez +pY) = Alx) ; Bfiely ) - Bl
C? (a3z + B?) = C(z)
Donc, elles appartiennent 2 L' (ceciest d'ailleurs évident a priori).
Nous allons supposer dorénavant que A(x) est.du méme type que 0, ,
B(y) du méme type que v, et C(z) du méme type que exp( - e”). Moyen-

nant une transformation linéaire sur chacune des variables X, Yet Z
(qui conserve leur type), nous pouvons alors nous ramener au cas ol :

A(x) = exp(-x*) ; B(y)=exp [-(-y)"]1; C(z) = exp(-e™")
avec : X>0 et Y > 0.

La fonction ¢ est changée en une fonction y (x, y, z) qui vérifie:
vf (a'x, a®y,z+B3) = y(x, ¥, 2) (21)
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Nous appellerons L' la sous-famille de L. formée par les f.d. r.
propres qui satisfont cette identité pour toute valeur de p.

3/ - Considérons les trois v.a. positives U, V, W, déduites de
X, Y et Z par les relations :

O EE s e qewre W = exp(Z)

Leurs f. d. r. marginales sont :

=

A= b SHEC }=Pr{X<u:‘}=exp(_%)
1
B,(v)=Pr{V<v)}=Pr{Y«<-v?¥) =exp(—%)

(W) =Pr{W< W} = Pr{iZ.< LUgW}=exp(-%v)

Quant a leur loi jointe ® (u, v, w) elle est définie par :
il

u

1
® (u, v, w) =y (u*, - v ", Logw)

I1 est facile de voir que ® C L, En effet, l'identité (21) peut s'é-
erire :

1 =1 1 -1
ve (au”, - bv”, Logw+c) =y (u” -v *

, Log w)
ou : @P(aku, b¥v, ew) =0 (u, v, w)
relation qui est de la forme :

@ (a'u, b'v, c'w) = @ (u, v, w)

En considérant les lois marginales de ©®, on obtient immédiate-
ment : a' = b' =c¢' = p. Finalement, ® vérifie la relation :

@P(pu, pv, pw) =@ (u, v, W) (22)
4/ - Soit L." l'ensemble des f.d.r. propres © vérifiant (22). Il
est évident que L" C L, et qu'd toute fonction ® € L" correspond un

systéme de trois v.a. positives U, V, W, dont les lois marginales
sont :

1 1 1
exp( - 5) exp( - ;) oexp( - )
THEOREME 75 -

Pour qu'une f.d.r. ® (u, v, w) appartienne a L" il faut et il suf-
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fit que Log @ (u, v, w) soit homogene de degré - 1 dans la région :

u >0, v>0, w>0.

Démonstration,

Etant donné une fonction ® € L", posons :
g(u, v, w) = Loge (u, v, w)

quel que soit 1'entier positif p, on a :
g(pu, pv, pw) = % g(u, v, w)

On en déduit que, p et q étant deux entiers > 0 arbitraires :

PP p =9
S T ) u, v, w
g(q 4 ) o2 )
La condition d'homogénéité :
glhu, Av, Aw) = %g(u, v, W)

est donc satisfaite pour les valeurs rationnelles de A. Par continuité ,
elle est satisfaite quel que soit a.

Réciproquement, si une f.d. r. propre ® vérifie cette condition,
elle vérifie & fortiori 1'équation (22), et ainsi appartient & L".

THEOREME 76 -

Si une fonction e(u, y, w) appartient a L e £ dr ey e )
des trois variables : X = U™%; Y = - Tk ; Z = Log W appartient a L',

Démonstration,

On voit d'abord que les lois marginales de y sont respectivement :
o, v,, etA. Lafonctiony (x, y, z)est donc une loi propre. Dans la ré-
gionx >0, y<0, ona:

P, oz = 8 el (= mae S

p étant unentier positif quelconque, 1'identité de définition de ® s'écrit
alorss:

e[ pxt, pl~3) . pe | - wix, y. 2)

d'o : v* (pix, p¥y, z +Logp) = v(x, y, 2)
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Cette relation est bien de la forme (21), et par suite y appartient
bien & L'.

Corollaire 76.
Lafamille L est constituée parlesf. d. r. de méme type que celles
que 1'on déduit de L" en effectuant sur chacune des variables U, V, W
1'une des transformations :
U=X*; U=(-X)" ;U =expX)

ol u et v sont des constantes positives.

Cecorollaire est une conséquence directe de 1'étude précédente,
et sa généralisation A unnombre quelconque de variables est immédiate .

VII - CONSTRUCTION EFFECTIVE DES FONCTIONS DE L? AYANT
UNE DENSITE -

a) D'apres le corollaire 76, 1'ensemble de ces fonctions se
déduit par les transformations indiquées du sous-ensemble 0 constitué

des f.d.r. o (%, y) possédant les propriétés suivantes :

1/ - Les variables X et Y sont positives, de lois marginales e’x
et e’y .

2/ - Lafonctionlog ® (x, y) esthomogéneen x et y, de degré - 1.
3/ - La fonction @ (x, y) a une densité e, .
b) On peut toujours écrire une fonction ® € @ sous la forme
1 i )
= e + 1
o(x, y=exp (-3 1o H+1)
Cherchons alors les conditions que doit vérifier la fonction ¢ (t).

1/ - Densité,

La densité @, existe si et seulement si ¢'(t) et ¢''(t) existent
pour t >0, (t = y/x). Dans ce cas :

K“t 2®"I,y :{ xtz q:"(t) L q)'(t) [q>(t) -1 ‘PI(” 4 1] }L"J (X, y)

Cette densité @' doit étre essentiellement positive. Or, le cro-
chet qui figure au second membre est de la forme : ax + b ; pour que
cette expression soit positive quand x varie de 0 a + x,a et b restant
fixes, il faut et il suffit que a et b soient positifs, D'ou les deux con-
ditions :
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¢''(t) >0 pour t> 0 @)
o'(t) [p(t) -t o' (t) +1] > O pourt >0 (C2)

2/ - Lois marginales.

On a les deux conditions :

Kim <

. L e
lim, v [cp(x) EEIS)]

X=+0

2 1
lim. v [q)(%) ]

y=+m
On voit aisément qu'elles sont respectivement équivalentes a :
¢ (t)—0 avec t (Ca)
¢ (t)~t quandt—+o (C,)
Toute fonctione (t) vérifiant les conditions C,...C, répond 2 la
question,

D'apreésC,, ¢ (t) est convexe, ¢'(t) est monotone croissante. Donc
¢'(t) aune limite (finie ou infinie) quand t—+ @ et, d'apres la regle de
1'Hospital :

o (1)
t

lim, = lim. ¢'(t)

t=+@
Compte tenu de C,, C, est donc équivalente a :

Iim. plies = (C')

t=+m

Pour étudier C,, nous distinguerons deux cas :

«) ¢'(0) <0 La fonction ¢'(t) est croissante et tend vers 1 quand
t—+w, Il existe alors un nombre r> 0 tel que :

p'(t) <0 pourt< r
¢'(t) > 0 pourt> r
La fonctiony (t) = ¢ (t) - t ¢'(t) + 1 doit étre telle que :
yp(t) >0 pourt> r
ory (t) est décroissante car sa dérivée est :

p'(t) = -t o"(t) < O,
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On aura donc, a fortiori :

y(t) >0 pourt<r

et C, ne sera pas vérifiée dans 1'intervalle (0, ).

B) ¢'(0) > 0 Danscecas, onaconstamment g'(t) > 0, et @, s'écrit :
y(t) > 0. Puisque cette fonction est décroissante, il
faut et il suffit que :

lim. y (t) = lim. ¢ (t) -t o'(t) + 1% 0

t=+0 t=+m

Cela revient & dire que l'ordonnée a l'origine 9(t) - t ¢'(t) de la
tangente a la courbe : [ = ¢ (t) admet une limite finie supérieure a - 1
quand le point de contact s'éloigne indéfiniment, Comme ¢ (0) = 0, cette
limite sera comprise entre 0 et - 1.

En résumé :
Pour qu'une fonction ¢ (t) convienne, il faut et il suffit :
- que ¢'(t) et ¢'(t) existent pour t > 0
- queg(0) =0, 9'(0)>0, ¢"(t)> 0

- que lacourbe ( = ¢(t)aitune asymptote { =t +a avec :

= 1ga g0

Exemples.
1/ - En prenant ¢ (t) = t, on obtient le cas de l'indépendance :

o (x, ¥) = exp(- ). exp(- ).

Il est assez curieux de constater que la courbe { =t correspondante
est au-dessus de toutes les autres.

2/ - En prenant comme courbe [ =¢(t) un arc d'hyperbole équi-
latére tangent en O a Ox, on obtient :

@ (x, y)=e
VIII - REMARQUES DIVERSES -

1/ - Dans I'hypothések = 1, si Y, a une loi limite, Y, a aussiune
loi limite, que R. Fisher appelle la forme "pénultiéme' ; sa détermi-
nation & partir de la limite de Y est trés simple.
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Les lois limites pour les plus petites valeurs se déduisent des
précédentes par le changement de variable X' = - X déja utilisé au ch,I.

2/ - Supposons qu'il existe des constantes a, > 0, b, et c, telles
que les variables :

Un=a‘nYn+bn’Vn=anZn+cn
convergent légalement. Posons :

Sh = anM; + %(bn T Cn)

TI‘! = anR‘n + (bﬂ i C“)

L'indépendance asymptotique stricte presque compléte de Y, et
Z, s'étend évidemment & U, et V, . Il en résulte :

- que S, et T, convergent légalement ;

- que leurs limites peuvent se calculer directement & par-
tir des limites U et V de U, et V,, les variables U et V étant indépen-
dantes.

On obtiendrait de la méme fagon les lois limites de M:’ﬁ et de
Rﬂ"ﬁ a partir des lois limites de Y:’ﬁet Zf,"s. Les résultats de ces cal-
culs sont d'ailleurs bien connus (par exemple, on les trouvera dans
certains articles de Gumbel mentionnés a la fin de ce travail).




CHAPITRE VI

PROPRIETES DES ECHANTILLONS
A DEUX DIMENSIONS

I - UN THEOREME D'INDEPENDANCE LIMITE -
THEOREME 77 -

Etant donné une f.d.r. F(x, y), supposons qu'il existe un point
{0 . Niieliques;

iy =t e Rl (e by < ] ponr i<k, 0w YKy
(X citm, ¥ g + )

Soit ;(, et i’,, la plus grande abscisse et la plus grande ordonnée
d'un échantillon de n points indépendants M,,...M, de loi F(x, y).

Pour que ;(" et i soient asymptotiquement globalement indépen-
dants (fortement), il suffit que :

. 1+ F(x, y) - F(x, y) - F(x,, ¥) J g
(C) lim. [ e =0

T Y,

Démonstration.

Des paralléles aux axes de coordonnées menées par le point M(x, y)
découpent le plan en quatre régions, de probabilités respectives :

ol = 0l e (S,
g = H(ce s v a0 ) b= B e Sy ) 8 R (S )
e=1-(p+athb)=1+F( ) - v,)- BEx, 5

La condition (C) peut s'écrire :
c/g—0 quand x—x, ety—y,

1" L1]

cu encore :c/(a + b)—0
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En vertu des hypothéses faites sur F(x, y), les trois quantités
a, b, et c tendent vers 0 quand x—x, et y—y,.

On a d'ailleurs :

. e, y)} y
Lim. {-~——a(x, ¥) ORSRBOUT TR Y

a

et lim. {Eb((’;—?-)i

Cela montre que la condition (C) doit étre assez souvent vérifiée .
La f.d.r. du couple (X,, Y,) est : F'(x, y) = p"

0 pour x € X, < X,

x=xg

Les lois marginales de ;(" et —fn sont :
Bz, v)=(p+al | ElL,3) -4pEby

Pour qu'il y ait indépendance as. globale de 3(“ et Y,, il suffit que
lton ait :

(C,) P =(p+dal’ B+ b)"—u»O avec 1l/n
Choisissons deux constantes x, < x, et y; < y,. Il est clair que,

dans toute région : (x < x,)|J (y € y,) la condition (C,) est vérifiée. Il
nous suffira donc de montrer qu'elle est satisfaite dans une région :

i o i N Vs Sy

oil x, et y, peuvent étre choisis arbitrairement voisins de x, et y,. Po-
sons :

d=pt- (p+a)t (p+h)"

]

fL-e)" -~ [fL-B-u)(l-ac)]"

={l-g)"~(1-4g+eg~etah)

(L-a)"-(1-kq)

c - ab
avec : k=1-c+—="

D'aprés (C), ¢/g—0 quand x—x, ety—Y,.

De plus :

ab/q < aibb :l i 1 —0 quand x—%x,, ¥—Y,
a b

>4
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Par suite, k—1 quand x —¥x, et y—Y,.

h étant un nombre positif arbitrairement petit, il lui correspondra donc
deux nombres x, < X, ¥, < ¥, tels que:

l1-h<k<1+h pourx >x , y>y, (régionR)
La fonction d croissant avec k, on peut écrire dans R :
(1-q) - [1-(1-h)ql’ <d <(1-q)"-[1-(1+hq]’
et, a fortiori :
(1-a) - {5 (1-(1-Wq]" <d <(1+h)(1-q)" - [1-(1+h)g]’
Considérons la fonction ;
fla) = (1= )" - = [1- (1-h)q)’

Sa dérivée est donnée par :
1L i ; n-
= Play =01 = (= b} g (1= gi™

Elle est positive quand q est positif ; le maximum de {(g) estdonc
atteint pour q = 0 :

ey MRS Sy
G—l-"l—_'E—l_'h> 2h

Considérons maintenant la fonction :
g@=(1+h(1-q"-[1-(1+h)q]"

Sa dérivée, donnée par :

S
n(l + h)

n-1

g(@=-(1-q "+ [1-(1+hyq]
estnégative pocur q > 0 ; le maximum de g(q) est donc atceint pour q = 0 :
p=nh
Ainsi l'on a dans R :
= 2 hiad<h

D'auire part, on pourra ioujours associer aux nombres h, x,, y;,
un entier N tel que : n > N entraine :
|d| <h pour (x sx)U(y<y,)

B b ]
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Onauradonc, danstoutleplan:|d | < 2 h pour n > N et par suite:
d—u-—)() avec 1/n B, B
II - APPLICATION A LA LOI DE LAPLACE-GAUSS -
THEOREME 78 -

Les plus grandes valeurs }_(n, ?(,. des marges d'un échantillon de
Laplace-Gauss & deux dimensions sont asymptotiquement globalement
indépendantes (fortement).

Démonstration.

Il esttoujours possible de supposer que la loi est réduite. Sa den-
sité de probabilité est alors :

1 X°= rey + it
f(x, )= — —___ exp [-T_—X}yz)*y:l

2w \1-r2

En appelant D le domaine X> x, Y> ¥y, ona :

c = /j[, f(x, y) dx dy

«

Considéré comme fonctionde x, letrinéme : T(x, y) = x2- 2 rxy + y?
est minimum pour x = ry. On a donc :

X2 -2rxy +y2 2 (1l -r2) y?
De méme X = 2y b TRy 2 e

On en déduit :
Ih=t s

= (el

e~ 2wy LWl >

et par suite :

sl e /‘/ﬁ exp l:—%(x‘ +y‘)—! dx dy
D =l

I‘, exp (-77) dx. Jy exp (~) dy
ot s 2 x?
(@5 ", exp(-4 }dx~;exp('4—)
1 1
On a donce : C ¢ —————exp [-I(XZ*'}’Z)J
\V1-r2xy
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D'autre part :

@

2 2
b+c = - ’ exp(—)z(—)dxa- exp(-%—-)
\,‘21{ o X \f21:x
2
et de méme : a e —lexp(-%)
2% x

Il résulte des relations précédent 's :

atb+3c 1-r? [ e } [1 : Z])
[ — e - — ey + i A
- 2 o (yexp 4(x ¥9 X exp 4(x W)

L'une des deux exponentielles figurant dans 1'inégalité ci-dessus
est » 1, donc le second membre croit indéfiniment quand x—>+ @ et
y—>+®. Cela entraine :

lim., a_+f:'ﬁ'2 0 pour x—s+w et y—rto  C.Q.F.D.

Corollaire 79,

La loi limite du couple (}_{n, T(,,) formé par les plus grandes va-
leurs des marges d'un échantillon normal & deux dimensions est dutype:

o (%, y) = exp(-e™") exp(-e™)

C'est une conséquence immédiate du théoreme 79, compte tenu
du fait que la loi limite de X est du type exp(-e™).

III - LOCALISATION ASYMPTOTIQUE PRESQUE SURE DU "POLY-
GONE D'APPUI'" D'UN ECHANTILLON NORMAL BIDIMENSION-
NEL -

1/ - Soit M;, M,,...M, un échantillon d'une loi normale a deux
dimensions. Nous appelons ''polygone d'appui'’ de cet échantillon le plus
petit polygone convexe contenant tous ses points.

Nous allons voir qu'il est possible de localiser (asymptotique-
ment) presque sfirement ce polygone aléatoire entre deux ellipses ho-
mothétiques dont 1'écart maximum tend vers 0 quand la taille de 1'échan-
tillon croft indéfiniment.

2/ - Moyennant une affinité, on peut toujours se ramener au cas

o1 les deux variables X, Y sont indépendantes et ont pour écart-type
1/ \[ 2. La densité est alors :
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f(x, y) = ﬂl exp [ -(x2 +y?) ]
Si 1'on effectue le changement de variables :

= ONES \/x2 Loyt

@=(Ox, OM) (0< 6 <2m)

les deux variables Z et ® que 1l'on obtient sont indépendantes., ® est ré-
partie uniformément entre 0 et 2w , tandis que :

Filz) =1 e

3/ - Ense reportant au théoréme 53 (ch. 4), on verrait aisément
que F(z) €., c'est-a-dire que les plus grandes valeurs d'un échantil-
lon (Z,, Z,,...%Z,)sont stables presque sirement. Elles se concentrent
au voisinage de :

L
- 2

(}1;) = (Logn}

k

ns aie

Appelonsz:‘, Ei \ i
de la droite vers la gauche.

les valeurs de l'échantillon ordonnées

Nous allons d'abord déterminer une suite certaine £ telle que :
e
B,o—e we Lo aite et ei=—lliiavectlin
L I n n

a) La condition :

=
Ly i< A b el
pPaSa

équivaut, d'aprés le théoréme 6, & :
2Gla, +e,) <@
c'est-a-dire : > expila( \ Log n + ¢, )2] < @

Cette condition est satisfaite par :

i
e, = (Logn)? LogLogn

car on a alors :

1
nLog?n

expf =( \f Logn +¢ )]~ exp(-Logn - 2Log Logn) =
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b) La condition :

=
a, -6, << Z,
PeSe

-
est conséquence de : a,-¢g << Z,
O

n n
psC

Or, cette dernidre condition équivaut a:
n
YF'(a, -5 ) <w

Posons u, = F'(a, -¢, ) ; il vient :

' 2
Logu, = n Log {1 - exp [-( Togn - 28Logn, }}

\’ Logn

< -nexp[-Logn+2LogLogn-(Logn) ‘LogLog'n ]
< -nexp [-Logn+2LogLogn] = - (Log n)

Donec : u, < exp (- Log2n) = n-to9"

et par suite : S

4/ - Nous allons maintenant chercherune suite d'entiers k , crois-
sant indéfiniment avec n, et telle que :

i M (1)

Pour cela, reprenons l'étude faite lors de la démonstration du
théoréme 12. A présent, l'indice a est variable, et le second membre
de la formule 4 (p. 16) sera équivalent & son premier terme s

n Gla, - ¢, )
kn

(Log n)Q/k,,—acn (2)

——> ® avec n, c'est-a-dire si :

Supposons cette condition réalisée, et considérons le rapport :

(b 0 s s Ime B

5 N1

1 2 a2
(In50E = Jencld =)

On a :

k,- 2
(k, - 2) Log(1- =2 ) < Logp, < (ky - 2)Log(1-2)

Or, si (2) est vraie, k /n et k%n tendent vers 0 avec 1/n et par
suite Loog p, — 0, doncp, —> 1.
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En fin de compte :

= 1) (0 Bad 2] acken
{kn = 1).' F

(a,-¢,)G"" (a,-¢,)

n

< B (a,~e,) [nG(a, ~5.) ]k”*l =W,

La convergence de la série (w.) entralnera la condition (1) si la
condition (2) est satisfaite. On aurait alors :

(Log Logn)?

Log w, < -exp [2 LogLogn - g = 1) [2 LogLogn

Logn §
_(LogLogn)*
Logn
2
< -exp [2 LogLogn - %]1— 2 k, LogLogn

~ - Log’n + 2 k, LogLogn
‘Si 1'on prend :

ke, :%Log"‘n / LogLogn, on a :

1
Logw, <- i Log®n , donc Y W<
De plus, la condition (2) est bien vérifiée par cette valeur de k,.
5/ - Les résultats déja obtenus peuvent s'exprimer ainsi :

- Tous les points M}, M,,. ..M, del'échantillon sont asymp-
totiquement presque slirement intérieurs A un cercle I, de centre O, de
rayon :

1 !
R = (Logn)? +(Logn)? LogLogn

- Le nombre N(n) de ces points appartenant a la couronne
LogLo
limitée par et ' (cercledecentreO, rayon R! = \ﬂLogn - _gL_g__n)

\} Logn

est asymptotiquement presque completement supérieur a :

% Log‘n/LogLogn,
Il nous reste & étudier la répartition des N points a l'intérieur de
la couronne.

6/ - Soitp ,u,,...un, lespoints del'échantillon { M} situés al'ex-
térieur de I'!, et numérotés par ordre d'argument 9, croissant. Appe-
lenstiE el polyoone ) i, e s,




CONTRIBUTION A LA THEORIE DES VALEURS EXTREMES 181

Partageons la région du plan extérieure a4 I'! en v, domaines égaux
par des demi-droites Aju,, A,u,.... dont les prolongements passent
par 0, et limitées a I''.

Si 1'on choisit :

VL [(Logn)%], on a :

o=

lAlA3 ~ 27 (Log n)

A Ay~ 2

La corde af obtenue en joignant deux points pris dans la réunion
de deux régions consécutives u; A A, u, et u, A, A, u, sera nécessaire-
ment intérieure au domaine limité par les droites A, u,, A Ay, A u,.
Or, la distance d de O & A, A, est telle que :

1
B! —'d, ~ 2v% (Log m) + < (Logn)’ Log Logn

Par conséquent, si le polygone P a au moins un sommet dans
chacune des régions u;A;A;, u,;,, (hypothése H), il sera extérieur au
cercle I'"', de centre O, et de rayon :

1 e
R" = (Log n)’ - 2LogLogn (Logn) *

7/ - Montrons que l'hypothése H est presque complétement siire-
ment réalisée pour n assez grand.

Supposons que :
N =k,= % (Log n)° (Log Log n)

La probabilité pour qu'un point u; tombe dans une région déter-
minée u; A jAj,;uj, est : LT

Donc la probabilité pour que, au cours de k, épreuves, les points
u;ne tombent jamais dans cette région est :

L "
)

(el

Vi

Enfin, la probabilité m, pour qu'il existe une région quelconque
du type précédent dans laquelle ne tombe aucun point pendant les k, épreu-
ves est telle que :

g <v (1 —Vl

hﬂ
)
n

Ory e
2
Log B, ~ % LogLog n +%L0gzn(LogLogn)'lLog [1-(Log n) 3]

2 -1
= % (Log n)’> (LogLog n)
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Par conséquent :

"
}_, T, < @
Compte tenu du fait que :
N> k.
PeCO.

on voit alors que l'hypothése H est presque complétement siirement
réalisée pour n suffisamment grand,

8/ - En résumé, on a :
B as. presque sirement
et : [l as. presque complétement.

Le polygone d'appui o, de 1'échantillon { M;} contenant aussi le
polygone d'appui de P, on a finalement les relations asymptotiques :

o (G N (G

p.co. PeSs
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