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CHAPITRE V

QUELQUES CONSIDÉRATIONS SUR LA NOTION
D'INDÉPENDANCE LIMITE DE DEUX VARIABLES

ALÉATOIRES, APPLICATION A L'ÉTUDE
DE LA STABILITÉ DU MILIEU

ET DE L'ÉTENDUE D'UN ÉCHANTILLON

A - INDEPENDANCE LIMITE D’UN COUPLE ALEATOIRE -

I - PRELIMINAIRES -

Il est bien connu que si deux variables aléatoires Xn et Yn sont
stables suivant le mode JH (en probabilité, presque sûrement, presque
complètement) leur somme est stable suivant le même mode. Nous
avons rappelé (cf. th. 19 & 36) dans le cas de la stabilité en probabi-
lité et de la stabilité p. co. que la réciproque est exacte si Xn et Yn sont
indépendantes.

Cette hypothèse d'indépendance jouait un très grand rôle dans nos
deux démonstrations. Malheureusement, les valeurs extrêmes d'un
échantillon ne sont jamais indépendantes, et les deux théorèmes pré-
cédents ne peuvent ainsi s'appliquer à l'étude de la stabilité du milieu
ou de l'étendue d'un échantillon. Le problème s'est donc posé d'assou-
plir la condition d'indépendance, et en particulier, de lui substituer une
condition d'indépendance limite.

Il nous a semblé que ce terme d'"indépendance limite' , bien
qu'assez souvent employé, n'avait pas un sens clairement explicité et
même, qu'il avait des sens différents suivant les auteurs. De toute
façon, afin de démontrer certaines propositions, nous avons été obligé
d'introduire des modes d'indépendance limite non classiques. Nous en
indiquons trois dans ce chapitre, mais il est évident que l'on peut en
imaginer bien d'autres : le tout est de savoir si les définitions adoptées
sont vraiment utiles et efficaces.

II - DISTANCE DE DEUX LOIS DE PROBABILITE A DEUX VA-
RIABLES -

Nos définitions de l'indépendance limite reposent sur la notion de
distance entre deux lois de probabilité, ce qui est tout naturel puisque
cette notion permet d'exprimer que deux lois sont "très voisines", ou
"aussi voisines qu'on le veut".
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124 JEAN GEFFROY

On sait qu'il existe de multiples façons de définir la distance 5 de
deux répartitions, cette distance étant telle que la convergence en loi
d'une f. d. r. Fn vers une autre F soit caractérisée par :

6 (F, Fn)—>0 quand n »°o

Nous emploierons ici l'analogue, pour des lois à deux variables
de la distance définie par M. Paul Lévy dans le cas des lois à une seule
variable. Voici quelques indications sur cette norme.

1/ - Soit z = F(x, y) la surface de répartition d'une certaine loi
à deux variables X, Y. En la complétant éventuellement par des por-
tions de plans parallèles à zOx ou zOy, on obtient une surface conti-
nue SF .

Considérons alors deux surfaces S F et SFr. Une droite d'équations :

z = - x + a ; z = - y + b

les coupe respectivement en deux points M et M'. La longueur du seg-
ment MM', comprise entre 0 et \f~3~, varie continûment avec a et b; son
maximum sera, par définition, la distance des deux lois F et F'.

6 (F, F') = Max. (MM')

2/ - 5 (F, F') possède les deux propriétés suivantes :

a) La relation :

Fn (x, y)*7*F(x, y)

équivaut à : 5 (F, Fn) »0

b) L'inégalité :

5 < 6 \[T (1)

entraîne :

F(x - 6 , y - e ) - e< Fn(x, y) <F(x+e,y + e) + e (2)

quels que soient x et y.

Réciproquement, si les inégalités (2) sont vraies quels que soient
x et y, on a :

5 < e \f~3

4



CONTRIBUTION A LA THÉORIE DES VALEURS EXTRÊMES 125

III - INDEPENDANCE ASYMPTOTIQUE GLOBALE -

1 / - Définition.

SoitFn(x, y) la f. d. r. d'un couple (Xn, Yn) ; An(x) la f. d. r. mar-
ginale de Xn et Bn(y) la f. d. r. marginale de Yn. Nous dirons que Xn et
Yn sont asymptotiquement globalement indépendantes si 5 [Fn , AnBh ]tend
vers 0 avec 1/n.

Observons que, siXn et Yn sont actuellement indépendantes, on a :

Fn(x, y) I An(x) Bn(y)

et par suite : S [Fn , AnBn] = 0

Exemple :

SiXn et Yn tendent vers 0 en probabilité, elles sont asymptotique-
ment globalement indépendantes.

2/ - La définition la plus répandue de l'indépendance limite est
celle qui correspond au cas où Fn (x, y)—^-»rïï(x, y), les variables X et Y

de loi ;F étant indépendantes ( ïF (x, y) = Js (x) ôb (y)). Nous allons montrer
que notre définition contient cette définition usuelle.

THEOREME 56 -

Si Fp(x, y)—^^(x, y) = Jo (x) cV> (y), Xn et Yn sont asymptotique-
ment globalement indépendantes.

Démonstration.

Puisque 6 (Fn, rF )—► (), on peut écrire, pour n > n , et quels que
soient x et y :

iF (x - e , y - e ) - e < Fn (x, y) < rF (x + E , y + £ ) + e

On en déduit :

îT> (x - e , + œ) - e < Fn (x, +œ )<;F(x + e, +co) + e

et & ( + °°, y - e ) - E < Fn (+ œ, y) < ^(+00, y + e ) + e

Jk> (x - e ) - e < An(x) < j(s(x + e ) + E

Æ (y - E ) - E < Bn(y) < Æ (y + E ) + 6

5
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126 JEAN GEFFROY

Il en résulte que 5 (An, Jk>)—* 0 et que 5 (Bn, iïï ) —>0.

Les deux convergences légales de An(x) et Bn(y) vers jh (x) et (y)
entraînent la convergence légale de An(x). Bn(y) vers^è(x). (y). On
a donc :

5 (JbB'j AnBn)—>0

Mais, en vertu de l'inégalité triangulaire pour les distances :

5 (Fn , AnBn) <: 6 Bjé B) +6 (jbg, |Ll^ )
Par conséquent, 5 (Fn , AnBn)—et ainsi Xn et Yn sont asympto-

tiquement globalement indépendantes.

Réciproque.

SiXnet Yn sont asymptotiquement globalement indépendantes, et
si :

Fn (x> y)-^ ^(x, y)
on a nécessairement :

& (x, y) = 4>(x). B. (y)

Cela résulte des trois relations :

S (J) oh, AnBn) > 0

6(rF, Fn)—>0 ; 5 (Fn , AnBn)—>0

et de l'inégalité triangulaire.

3/ - THEOREME 57 -

Etant donné deux v. a. X^, et X, asymptotiquement globalement in-
dépendantes, pour que Xn + Yn soit stable en probabilité, il faut et il
suffit que Xn et Yn le soient.

Démonstration.

La condition est suffisante. Montrons qu'elle est aussi nécessaire .

La somme Zn = Xn + Yn étant stable, si l'une des variables Xn, Yn est
stable, l'autre l'est également.

Supposons donc que Zn soit stable, et montrons que Xn ne peut
être instable.
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CONTRIBUTION A LA THÉORIE DES VALEURS EXTRÊMES 127

D'après le théorème 17, si Xn est instable il existe un nombre
d > 0 et une suite infinie Ç (définie pour des valeurs de n formant une
suite £l) tels que :

MO»a>0 ; 1 - An( §n+d)^.|3>Q

où a et p sont deux constantes.

D'autre part, puisque Zn est stable, il existe une suite zn telle
que, pour n assez grand :

Pr { zn^Xn + Yn«:zn + — }> 1 - e

e étant un nombre positif arbitrairement petit.

Considérons alors dans le plan
(X,,, Yn) le point de coordonnées :

xn = 5n +1 ; y„ = zn - (5n + f )
On a : Fn (xn, yn) < e

d.
An(xn- -) » «

Bn(yn - |) > 1 - An(çn + d) - e > p-e
Donc, pour tout > 0 tel que tj <

A„ (xn - n ) » « ; Bn(yn - r\ ) > (3-e

D'où :

An(xn - r| ) Bn(yn - n) > a (3 - e
et

An(xn - T! ) Bn(yn - il) > a |3 - e - t)

Mais on peut toujours choisir e et ^ assez petits pour que :

a|3-E~T|>£

On aurait alors, pour des valeurs de n suffisamment grandes apparte-
nant à :

An(xn - ii) Bn(yn - n ) - ri > Fn (xn, yn)

ce qui est incompatible avec l'indépendance asymptotique globale de Xn
et Yn. Il est donc bien impossible que Xnne soit pas stable.

7
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128 JEAN GEFFROY

IV - INDEPENDANCE ASYMPTOTIQUE GLOBALE FORTE -

1/ - Dans notre note aux C. R. du 14 Octobre 1957, nous avons
défini un mode d'indépendance limite globale, que nous appellerons ici
"forte", et qui correspond à la convergence légale uniforme.

Définition.

Xn et Yn tendent à devenir globalement fortement indépendantes
si :

Fn (x, y) - An(x) Bn(y)—»0 uniformément avec 1/n.

En choisissant comme distance d(F, F1) l'expression :

d = Max | F(x, y) - F'(x, y) | ,

(*,y)

la condition précédente s'écrit :

d(Fn , AnBn)—>0 avec 1/n

On verrait aisément que si EJ (x, y) a une limite continue de la
forme Vfb(x) tij (y), Xn et Yn sont asymptotiquement globalement forte-
ment indépendantes.

2/ - Considérons une application du plan (xn, yn) sur le plan
(xn', y1) définie par :

Xn =tPn(Xn) ï

où tpn et sont monotones (une telle application sera dite de la classe
cl). L'indépendance as. globale (faible) de Xn et Yn n'entralne pas en
général celle de XJ et de Yn'. On constate cela en remarquant que, quelle
que soit la distribution du couple (X', Y'), les variables Xn = X'/n et
Yn = Y'/n sont as. glob. ind. Par contre, il est évident que l'indépen-
dance asymptotique globale forte est conservée pour tout système d'ap-
plications de la classe cl. Donc, s'il existe un tel système d'applica-
tions conduisant à une loi limite pour le couple (xJ, yn'), cette loi cor-
respond nécessairement à deux variables x', y', qui sont indépendantes

#j,ï£| (x', y')—tt-*®(x', y') - ®i(x') ®2(y')
Il est d'ailleurs clair que l'existertce d'une loi limite pour cha-

cune des variables XJ, et Yn' entraînera l'existence d'une loi limite pour
le couple (XJ, Y/), cette dernière loi étant de la forme indiquée.

8



CONTRIBUTION A LA THÉORIE DES VALEURS EXTRÊMES 129

3/ - Critique de la notion d'indépendance limite globale.
Dire que Yn est indépendant de Xn, c'est dire que la loi de Yn est

indépendante de toute information sur Xn. En particulier, on doit avoir :

Pr { Yn < y / X n = x } = Pr { Yn < y }

relation qui, d'ailleurs exprime complètement l'indépendance de Yn
vis-à-vis de Xn.

Il semblerait donc logique de dire que, si Yn est as. indépendant
deXn, la loi de Yn liée par Xn = x diffère peu (le sens de cette exprès-
sion étant fixé quand on a choisi une distance entre deux lois) de la loi
marginale de Yn pour n assez grand.

Or, cela n'a pas toujours lieu dans le cas de l'indépendance as.

globale (forte ou faible). Nous allons le montrer sur un exemple.

Soit le carré : 0 < x < 1 ; 0 < y < 1

Partageons-le en 4 n rectangles égaux, délimités par les droites :

x = 0, J_ 2_
2n ' 2n'

1 ; y = 0, -, 1 .j ' 2 '

Choisissons 2n d'entre eux en pre-

nant, dans la bande 0 ^ y «£ 4, les rectan-

gles de rang impair, et dans la bande
—

^ y ^ 1 les rectangles de rang pair. Dans

le domaine ainsi obtenu, répartissons uni-
formément la probabilité unité. Il corres-
pond à cette répartition une loi de proba-
bilité pour le couple (Xn, Yn) que nous ap-
pellerons F (x, y) .

Les lois marginales de Xn et de Yn sont uniformes entre 0 et 1.
Si k/n est la valeur approchée de x à 1/n près par défaut, on a tou-
jours :

F (x, y) <
k+ 1
— y

En comparant ces inégalités à :

k k+ 1
— < x <
n n

Fn (x, y) - xy | < ^ 1/n
on obtient :
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Donc, Fn (x, y) tend uniformément vers xy : il y a indépendance
globale forte de Xn et Yn.

D'autre part, la loi de Yn liée par Xn = x est uniforme entre 0 et
1/2 pour un ensemble de valeurs de x de probabilité 1/2 ; elle est uni-
forme entre 1/2 et 1 pour un ensemble de valeurs de x de probabilité
1/2.

Ainsi, le fait que nous signalions plus haut apparaît ici. Il est lé-
gitime d'en conclure à l'opportunité d'une définition de l'indépendance
limite qui soit plus en accord avec le concept habituel d'indépendance
que ne l'est l'indépendance asymptotique globale.

V - INDEPENDANCE ASYMPTOTIQUE STRICTE EN PROBABILITE -

1 / - Définition.
On dit que Yn est asymptotiquement strictement indépendant de

Xn en probabilité si la distance 6 (xn) entre la loi marginale de Y„ et la
loi de Yn liée par Xn = xn tend vers 0 en probabilité.

En d'autres termes, si l'on appelle En l'ensemble des valeurs de
xn telles que 5 (xn) < e , on a :

Pr { Xn S En } » 1 quand n —»+ oo quel que soit e > 0.

2/ - THEOREME 58 -

L'indépendance as. stricte en probabilité de Yn vis-à-vis de Xn
entraîne l'indépendance as. globale de Xnet Yn.

Démonstration.

Soit Bn(y) la loi marginale de Yn, et Bn(y; x) sa loi liée par X„ = x .

Yn étant strictement ind. de Xn en probabilité, à tout e > 0 il corres-
pond un entier ne tel que, en appelant En l'ensemble des valeurs de x
pour lesquelles :

5 [Bn(y; x), Bn(y) ] < e

on ait : Pr { Xn G En'} > l-*e quand n > ne

Désignons par R l'intervalle ] - oo, + oo [, Rx l'intervalle ] - 00 ,

x [ et posons :

En ; KM = EnHRx ; §} = En' O Rx

10



CONTRIBUTION A LA THÉORIE DES VALEURS EXTRÊMES 131

Sur £' on a :

Bn(y - e ) -e < Bn(y; x) < Bn(y +

Donc :

/ [ Bh(y -e ) -e ] dAn(x) < /
* Ijll J s

D'autre part :

/ [Bn(y- e) - e ] dAn(x) <
;

0 < / Bn(y; x) dAn(x) <e ; 0

On en déduit, en remarquant que &n+ «Pj = Rx

/ [Bh(y - e ) -e ] dAn(x) - e < / Bn(y; x) dAn(x)
♦^-CO t/_00

< J [Bn(y+ e) + e ] dAtl(x) + e
Soit :

A„(x) [Bn(y - e ) - e ] - e < Fn(x, y) < An(x) [Bn(y + e ) +e ] + e

et à fortiori :

A^x - e ) Bn(y - e ) - 2 s < Fn (x, y) < An(x + e ) Bn(y +e ) + 2 e

Cette double inégalité, vraie pour n > n€ quels que soient x et y,
prouve que Xn et Yn sont as. glob. indépendantes.

3/ - La réciproque du théorème précédent est inexacte: Xn et Yn
peuvent être as. glob. ind. sans qu'aucune de ces deux variables soit
strictement indépendante de l'autre en probabilité.

Nous vérifierons cela sur un exemple. Partageons le carré :
0< x < 1, 0 ^ y ^ 1 en quatre carrés égaux numérotés de 1 à 4 (voir
figure). Dans chacun des carrés 2 et 4, répartissons uniformément
une probabilité égale à 1/4. Dans le carré 1, répartissons la probabi-
lité 1/4 de la même façon que nous avons réparti la probabilité unité
dans l'exemple du § IV. Dans le carré 3, nous plaçons enfin la répar-

TT

tition déduite de celle du carré 1 par une rotation de —.

e ) + e pour n > ne

Bh(y; x) dAn(x)

< f [Bn(y + e ) + e ] dAn(x)

J dA„(x) < e
< / [ Bn(y + e) + e ] dAn(x)

•J ffiü r

11



132 JEAN GEFFROY

Considérons le couple (Xn, Yn) associé
à la répartition totale obtenue. On a :

An(x) = x ; Bn(y) = y ; Fn(x, y) ->xy

Il y a donc bien ind. as. globale (forte)
deX,, et Yn. Cependant on voit immédiate-
ment que Yn (resp. Xn) n'est pas as. strie-
tement ind. deXn(resp. Yn) en probabilité.

r 4/ - La notion d’indépendance asymp-
totique stricte en probabilité n’est pas ré-
ciproque. Ce fait est en évidence dans

l’exemple du §IV, où Yn n’est pas strictement ind. de Xn en probabi-
lité, tandis que Xn est strictement de Yn en probabilité.

Il n’y a là aucun paradoxe ; cela résulte simplement de ce que la
Topologie de la convergence faible ne permet pas d’apprécier certaines
"modifications" d’une loi de probabilité ; elle n’est pas assez fine.

Montrons-le sur un exemple extrême. Partageons le segment
(0, 1) en 2n intervalles égaux L(j = 1, 2, ... n). Soit A„ la loi corres-
pondant à une répartition uniforme sur l’ensemble des intervalles de
rang impair I2k+1, et la loi correspondant à une répartition uniforme
sur l’ensemble des intervalles de rang pair I2k. Considérons alors le
couple (Xn, Yn) défini comme suit :

’Pr{Yn = 0 } = 1/2 ; loi de Xnliée par Yn = 0 : A*
Pr{Yn =1} = 1/2 ; loi de Xnliée par Yn = 1 : A*

Yn est lié fonctionnellement à Xn, puisque Yn = 0 si xn €rl2ket Yn = 1
si xn €E I2k+1. D’autre part, les deux lois liées de X„ peuvent être ren-
dues arbitrairement voisines en choisissant n assez grand : Xn est
asymptotiquement strictement indépendant de Yn en probabilité.

Remarque.

Pour analyser plus profondément les liaisons stochastiques, on
pourrait songer à utiliser comme distance de deux mesures de proba-
bilité ux, u2 d’un espace X (éléments d’une classe de mesures ;vit définies
sur un cr-corps 2> ) l'expression :

6 (jj^, n2 ) = Max [ |i1 (E) - n2 (E) ]

où E est un sous-ensemble quelconque de 'S. Cette distance prend sa
valeur maximum 6 = 1 si les répartitions sont disjointes, c'est-à-dire
s'il existe un €E tel que :

12
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Ml (£’) - 1 ; m2 (<£’) - 0

Dans l'exemple cité plus haut, aJ et A* ne sont plus arbitraire-
ment voisines, mais au contraire :

6 ( A„, A* ) = 1

4/ - THEOREME 59 -

Soit deux v.a. Xn, Yn, telles que Yn soit as. str. ind. de Xn en
probabilité. Pour que la somme Zn = Xn + Yn soit stable, il faut et il
suffit que Xn et Yn le soient.

Démonstration.

C'est une conséquence immédiate des théorèmes 58 & 57, mais
il est intéressant d'établir ce théorème par une méthode directe ; nous
verrons ainsi que l'indépendance stricte est plus facile à utiliser que

l'indépendance globale.

La condition donnée est évidemment suffisante ; montrons qu'elle
est nécessaire. Z n étant supposé stable, si Yn est stable il en va de
mêmepourXn. Supposons maintenant Yn instable. Dans ce cas il existe
une suite infinie 01 et deux constantes positives 1 et k telles que :

Pr { | Yn + a | > 1 } > k

quel que soit a, pour n S pX

Puisque la distance entre la loi marginale de Yn et sa loi liée par

Xn = xn peut être rendue arbitrairement petite pour un ensemble de va-
leurs de xn dont la probabilité est arbitrairement voisine de 1, à con-
dition de choisir n assez grand, nous aurons la relation :

Pr { | Yn + a | > -| / Xn = xn } > |
quel que soit a, pour n G01 et n > n , et pour un ensemble En de valeurs
de xn de probabilité supérieure à 1/2. On peut alors écrire :

Pr { | Xn + Yn + a | > -| / Xn S En } > |
Or :

Pr { | Zn + a | > Pr {Xn e En } Pr { | Zn + a | > Xn G En }

On en déduit :

Pr ( I Zn + a | >

13



134 JEAN GEFFROY

quel que soit a, pourn > etnG.^, ce qui implique l'instabilité de Zn.
Il est donc impossible que Yn soit instable. C. Q. F. D.

VI - INDEPENDANCE ASYMPTOTIQUE STRICTE PRESQUE COM-
PLETE -

1 / - Définition.
On dit que Yn est asymptotiquement strictement indépendant de

Xn presque complètement si la distances (xn) entre la loi marginale de
Yn et la loi de Yn liée par Xn = xntend vers 0 presque complètement.

En d'autres termes, si l'on appelle En l'ensemble des valeurs de
xn telles que S(xn) < 6 , on a :

00

2 Pr { Xn (f E n }< œ
1

aussi petit que soit e > 0.

Exemple.

Si nous reprenons l'exemple donné au n°IV, 3, nous voyons que :

I AJx; y) - An(x) | < 1/n quel que soit y.

Xn est donc str. ind. de Yn presque complètement.

2/ - Ilest clair que l'indépendance stricte p. co. de Yn vis-à-vis
de Xn entraîne l'indépendance stricte en probabilité de Yn vis-à-vis de
X , et l'indépendance globale de ces deux variables.

3/ - THEOREME 60 -

Considérons deux v. a. Xn, Yn telles que Yn soit asymptotiquement
strictement indépendant de Xn presque complètement. Pour que la somme
Zn = Xn + Yn soit stable p. co. , il faut et il suffit que Xn et Yn le soient .

Démonstration.

Nous savons déjà que la condition est suffisante. Pour établir
qu'elle est nécessaire, remarquons d'abord que, si Zn est stable p. co .

elle est à fortiori stable en probabilité ; vu l'indépendance asymptoti-
que de Xn et Yn, cela implique la stabilité en probabilité de Xn et de Y.

En retranchant de Xn et de Yn des constantes convenablement choi-
sies, nous pouvons donc supposer que ces deux variables tendent vers
0 en probabilité, et par suite que Zn tend vers 0 presque complètement.

14
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Dans ces conditions, la stabilité p. co. de Xn entraînerait celle de
Yn. Il nous reste à examiner le cas où X„ n'est pas stable p. co.

Cette propriété de Xn équivaut à l'existence d'un nombre 1 > 0 tel
que, en posant :

$ = cK. . [ - 1, + 1 ]
et : œ

an = Pr { Xn €E S } , on ait : 2 “n = + 00
1

Appelons jj) l'intervalle [- —, + —] . Puisque Yn >0, on a :£ Z p

Pr { Yn S } >1

Il existe alors un nombre e > 0 tel que, si la distance 6 d'une loi
L à la loi marginale de Yn est au plus égale à e, on puisse écrire :

Pr { Y E J* } > jr, Y étant une variable de loi L.
Mais d'après l'indépendance stricte p. co. de X par rapport à X„ ,

si En est l'ensemble des valeurs de xn pour lesquelles :

6 [ Bn(y), B„(y; xn) ] < e

la série de terme général :

un = 1 - Pr { X„ 6 En } est convergente.

On a alors :

Pr { Yn E. Si / X n = xn } > ^ pour xn £ En
et par suite :

Pr { Yn e «•» / Xn G & n En } > |
Or :

Pr { Xne & n En } > an - Un

D'où :

Pr { Xne <S , X e & } > Pr { xn e S n En, Yn e oT } > -|(an - un)
La série (an) étant divergente et la série (un) convergente, on a :

00

2 Pr { Xn<E & , Yn e cl } = + oo

15
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Il est clair que l'évènement :

xn c s , Yn c ;<

entraîne | Zn | > ^r.

Finalement, on a donc :

00 |
2 Pr {p Zn | > 2 } = +0° »
1

c 'est-à -dire que Zn ne converge pas presque complètement vers 0. Dès
lors il est impossible que Xn ne soit pas stable p. co. C. Q. F. D.

4/ - Remarque.

La condition d'indépendance as. stricte p. co. qui figure dans le
théorème précédent étant très forte, on pourrait se demander s'il n'y
a pas moyen de lui substituer une condition moins exigeante. Nous som-
mes en mesure de fournir une réponse positive à cette question. Ce-
pendant :

a) Il est impossible de beaucoup assouplir la condition visée .

Par exemple, l'indépendance as. stricte en probabilité ne serait pas
assez forte. Nous le constaterons facilement en prenant pour loi du cou-

pie (Xn, Yn) la masse (n - l)/n placée à l'origine et la masse 1/n au
point x = 1, y 11- 1- On a : Xn + Yn = 0, ce qui entraîne à fortiori :

Xn + Yn »0. Yn (resp. Xn) est as. str. ind. de Xn (resp. Yn) en proba-
P O C O D

bilité, et tend vers 0 en probabilité. Cependant, ni Xn ni Yn ne tendent

vers 0 p. co. puisque la série 2 ~ est divergente.

b) Il semble difficile d'obtenir une condition intermédiaire
entre l'ind. as. stricte p. co. et l'ind. as. stricte en probabilité qui
soit simple et naturelle.

B-APPLICATION A LA THEORIE DES VALEURS EXTREMES -

VII - ETUDE DE LA LIAISON STOCHASTIQUE DE Yn ET Zn -

1/ - Etude qualitative.
Soit Fn (y) la f. d. r. de Yn, et Fn (y; z) la f. d. r. de Yn connaissant

Zn = z. Nous allons d'abord examiner la position de la courber) (y) = Fn (y; z)
par rapport à la courbe r| (y) = Fn (y).

La f. d. r. Fn (y; z) est définie par :

16
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'

Fn (y; z) = 0 si y < z

i Fn (y; z) =
F(y) - F(z)

1 - F(z)
si y z

Si les deux courbes envisagées sont discontinues, nous les com-
plèterons par des segments verticaux de façon à obtenir des courbes
continues. Il est clair que, au voisinage de la valeur y = z, on a :
F (y) > Fn (y; z). Pour que les deux courbes se traversent, il faut et
il suffit qu'il existe des valeurs de y telles que : Fn (y) < Fn(y; z). Posons
alors :

F(y) i a F(z) = b (0 < b « a < 1)

b étant fixé, il s'agit de voir s'il existe des valeurs de a pour lesquelles :
n_l

a - b
1 - b i

Quand a est voisin de b, on a :

a - b\n
1 - b J < a

Comme les deux fonctions an et

à a, l'équation :

I - IH
sont continues par rapport

(1)

admet dans ce cas au moins une racine. Or, cette équation se résoud
aisément en b :

b =

1 - a

valeur qui vérifie bien la condition 0 < b $ a

Etudions les variations de b en fonction de a.

Pour a jjo, b = 0, et b/a—* 1 quand a—»0.

Quand a—>1, b—»l/n, et ^—>l/2n.
On voit aisément que -y- est > 0 pour a 6E (0, 1), donc b(a) est crois-da

santé dans cet intervalle. La discussion de l'équation (1) est immédiate

17
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sur le graphique de b(a) :

- si b > 1/n : 0 solution

On a toujours Fn (y; z) < Fn (y)

- si b < 1/n : 1 solution

Les deux courbes se traversent une seule fois. Pour y assez grand ,

on a :

(y; z) > Fn (y)

2/ - THEOREME 61 -

La distance dn(z) entre les déux lois Fn (y) et Fn (y; z) définie par

dn(z) = Max { | Fn(y) - Fn (y; z) | }
vérifie l'inégalité :

dn(z) < Sup { F(z)
n * 1 - F(z)

Compte tenu du fait que Zn >-co on en déduit que dn(Zn) *0 ,
p o co » p.ca

c'est-à-dire que Yn est asymptotiquement strictement indépendant de Zn
presque complètement.

Démonstration.

Posons :

A (y) = Fn (y) - Fn(y; z) g Fn(y) F(y) - F(z;
1 - F(z)

L'ensemble des valeurs prises parA (y) quand y varie de -œ à +
est contenu dans l'ensemble des valeurs que prend la fonction

n-1

D(a)
a - b
1 - b pour b < a ^ 1

Donc :

et :

Max { A (y) } ^ Max { D(a) }
(y )

Min { A (y) } £ Min { D(a) }
(y)

On peut écrire :

D(a) < an -

b.< a <1

a - b)
1 - b i

a - b
1 - b

1 D(a)

18
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La fonction D(a) est monotone croissante sur le segment (0, 1)
car sa dérivée :

D'(a) - -j-L i*|-
s'annule pour a = 1, et est positive quand 0 < a < 1. Par suite :

b
Max { D(a) } = D(l) = 1 - b

Finalement

Max { A (y) } <- -
(y ) 1 - b

F(z)
1 - F(z)

1)

â, ” b
D'autre part, en vertu de l'inégalité : a > — —, on a :

D(a) > an - an_1

Mais l'on voit immédiatement que le minimum de an - an_1 sur le
1 1 n-i 1

segment (0, 1) est égal à - — ( 1 - — ) quantité qui est minorée par —.

Donc :
Min {A (y)} > - 1/n (2)

En rapprochant les inégalités (1) et (2), on obtient bien le résul-
tat annoncé.

Remarque.

Bien entendu, Zn possède la même propriété d'indépendance limite
vis-à-vis de Yn.

VIII - INDEPENDANCE LIMITE DE Y “ET zf -

THEOREME 62 -

Soit Y^ et les valeui s d'un échantillon de rang a à partir de la
droite et p à partir de la gauche, Fn>a(y) la f. d. r. marginale de Yn et
Fn>a(y; z) ^ r- de Y“ liée par Zf = z. La distance :

dn(z) 4 Max { I F (y) - Fn,a (y; z) | }( y >

vérifie l'inégalité :

( a -\ + i B- - 2
n - a -pj [1 - F(z)]

Par suite, dn(Zn)—>0 avec 1/n, et ainsi Y,Test asymptotiquementRu p.co. '
indépendant de Z„ presque complètement.
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Démonstration.

La loi marginale de Y* est :

Fn,a(y)
/* fi y )

(n - a ) : (« - 1)•

/ ' ' J1

/ t"-a(l -1)( dt

Si l'on connait = z, Y“se présente comme la valeur de rang a

(à partir de la droite) d'un échantillon de taille n - p , dont la loi est égale
à I pour y > z, et àO pour y < z. La f. d. r. de Yn lié par Zn = zl-.F(z)
est donc :

F H Z) :rn,a^' (n - a - P ) .' ( a - 1) .' J

Considérons la différence :

Fl y ) — FC z )
r l-F(z)

( 1 - u)0-1 du

A (y) i Fn,a(y) " (ÉMÉ ^
Ils'agitde majorer et de minorer A(y) quand y varie de z à + œ .

En fait, A est une fonction de F(y) définie dans [ F(z), 1.] . En rempla-
çant F(y) par un paramètre t qui varie continûment entre F(z) et 1, nous
ne pourrons qu'augmenter le maximum des valeurs de A (y) et diminuer
leur minimum. Nous désignerons par D(t) la fonction déduite de A (y)
par le changement de variable t = F(y). Il sera commode d'introduire
la fonction :

H„ (t) =
n J (n - a - p) .'
(n - a) ] (n - p) ! ■Hi z)

n]

(n - a ) .' (a - 1 ) .'

On peut écrire :

/»t / \ n-a-P
f (t -F(z)\ (1 - t)

Jn2) \ 1 - F(z)j [1 -F(z)]“

D(t) = [ Fn,a(y) - HJt) ] + [ Hn(t) - Fn>a(y; z)]
d'où :

Max { D(t) } < Max [Fn>a(y)- Hn(t) ] + Max [ Hn(t) - Fnj a(y; z) ]
On a d'abord :

Hn(t) ~ Fn,a(y; Z)
Donc :

n .' (n - a - p ) .'
(n-a ).' (n-P ) .' Fn,a(y; Z)

Max{ Hn(t) - Fn a(y; z) }
n(n - 1). , . (n - g + 1) f n

_

(n - P)(n-P - 1). . . (n - P-a + 1) < \n-a~pj

20
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Etudions maintenant Fn a(y) - H^t). On a :

Fn-„(y)
Fn.a(y) < ■ - F(z)]c

et

HB >
(n - a ) « (a - 1) J

t -F(z) (1-t)l-F(z)J [1 - F(z)]
dt

Par conséquent :

K mÈmnM <
Fn.g(y)

[1 - F(z) ]a (n-a).'(oc-l)
t-F(z)\ (1-t)* dt
l-F(z)/ [ l-F(z)]

Nous désignerons par Kn(t) le second membre de cette inégalité .

fÜ m-m tn-a _ (t - F(z)\ "
\i - F(z)y J(n -a) i (a - 1) J [1 - F(z)]

t - F(z)Quant t est compris entre 0 et 1, on a constamment t > =77—7
1 - F(z)

ce qui entraîne K'(t) > 0.

Par suite Kn(t) est croissante dans l'intervalle (0, 1) et l'on a :

Max (Kn(t) } = Kn( 1)
1

[1 - F(z)]a " (n-a).' (a - 1):
t - F(z)\ (1 - t)*-1
1 - F(z)/ [1 - F(z)]a

dt

Le changement de variable u = r donne1 - F(z)

t - F(z)\ (1-t)
JHz] Vl- F(z)/ [1 - F(z)]c

Il en résulte que :

dt = un-a( 1 - u) a_1 du =
(n - a ).' («-!).'

n.'

Max<K"(t) > wmmm "1
Finalement

Max { D(t)} <
-a- pj [1 - F(z)]a

- 2
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Pour minorer D(t), nous partirons de :

F-(y; Z)< (ïï~-'a)"'(«- i),^ïr?n7u""*~'i(l-u)-1 du
t - T

Puisque t > 1 - F(z)
, on a aussi :

z) < (5--.)n.'(«-- ni J (1 ‘url du
On peut alors écrire :

n.'
D(t)> (n1)1 - tr1^- l)dt

La fonction qui figure sous le signe d'intégration étant négative :

! /»!
Min {D(t) } > - , t.^l-nT^i- 1) dt

(n - a) : (a - 1) :

n.' (n-a) ! («-!).' (n-g-p).'(g- 1) J
(n - a) J (a - 1) L n(n - P ) J

n(n - 1). . . (n - a + 1)
= 1 -

et enfin :

(n-p)(n -p - 1). . . (n-a - p + 1)

Min<D“» (ir^hù*
En résumé, nous avons :

i - iGr^) ‘ < «t) < [(^) * -1
et, à fortiori, la relation annoncée pour dn(z).

U 1 - F(z) ]
a" 1

Remarque.

La double inégalité ci-dessus est encore valable si a et p varient
avec n, mais ce n'est que pour des indices a (n) et p(n) convenablement
choisis que l'indépendance limite persisterait. Nous n'aborderons pas
ce problème ici.
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IX - STABILITE EN PROBABILITE DU MILIEU ET DE L'ETENDUE -

THEOREME 63 -

Le milieu Mn d'un échantillon (ou son étendue Rn) est stable en

probabilité si et seulement si les deux valeurs extrêmes Yn et Zn sont
stables en probabilité.

C'est là une conséquence immédiate des théorèmes 59 & 61.

Dans ce cas :

Yn - F'1 (1 - -) >0 ; Zn - F'1 (-) >0n
n p n p

donc :
111

M"- 2 (n)]^°

Corollaire 63.

Pour que Mn converge en probabilité vers une limite certaine 1,
il faut et il suffit que Yn et Zn soient stables en probabilité, et que l'on
ait :

— [ F-1 11 - —Y + F_:i(^) ]—>1 quand n »œ

Notons d'ailleurs que l'on peut remplacer 1/n par une variable
continue h qui tend vers 0.

THEOREME 64 -

La stabilité de l'un des milieux ou pseudo-milieux M “'^entraîne
celle de tous les autres, et de plus :

M^,/3 - Mn > 0

Démonstration.

D'après les théorèmes 59 & 62, MïfJ| = ^ (Y^ + Z^) est stable en
probabilité si et seulement si Y^ et le sont. Or, nous savons (th. 26)
que la stabilité de Y* équivaut à celle de Yn, et que la stabilité de Z^
équivaut à celle de Zn.

Finalement, nous voyons que la stabilité deM^ équivaut à celle
de M„. En utilisant les relations :

Ya - Y >0 ; zf-Zn >0n 0
p P
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on obtient : Ma,P - Mn » 0n
p

Corollaire 64.

Si l'un des milieux ou pseudo-milieux Ma,,â converge en probabi-
lité vers une limite certaine 1, ils convergent tous vers cette limite.

X - STABILITE PRESQUE COMPLETE DU MILIEU ET DE L'ETENDUE -

En s'appuyant sur les théorèmes 60, 61 & 62, on obtient les ré-
sultats suivants :

THEOREME 65 -

Le milieu Mn (ou l'étendue R,,) d'un échantillon est stable près-
que complètement si et seulement si les deux valeurs extrêmes Y„ et
Zn sont stables presque complètement.

On a alors :

Mn - | [F-1( 1 - i) +F-1(^)] 0

Corollaire 65.

Pour que Mn converge presque complètement vers une limite cer-
taine 1, il faut et il suffit que Yn et Zn soient stables presque complè-
tement et que l'on ait :

1 - | [F-L(l - h) + F'^h)] >0 avech.
THEOREME 66 -

La stabilité presque complète de l'un des milieux ou pseudo-mi-
lieux M“>^ entraîne celle de tous les autres, et de plus :

- Mn > 0
p .CO.

Corollaire 66.

Si l'un des milieux ou pseudo-milieux M“’^ converge presque com-
plètement vers une limite certaine 1, ils convergent tous vers cette
limite.
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CHAPITRE VI

ÉTUDE DE CERTAINES LOIS LIMITES

I - INTRODUCTION -

Les premiers statisticiens qui étudièrent les valeurs extrêmes
d’un échantillon constatèrent qu'en réduisant convenablement la loi de
Yn, c ’est-à-dire en substituant à Yn la variable a^Yn + bn (an > 0), celle-
ci admet souvent une loi limite :

L(x) = lim. Fn(anx + bn)
n p oo

Dès lors, les deux problèmes suivants étaient posés :

1/ - Quelles sont les formes possibles de L(x) ?

2/ - Quelles conditions doit vérifier F(x) pour que Fn(anx + bn)
converge vers une loi L(x) d'un type déterminé ?

D'importants résultats ont été indiqués sur ce sujet par Fisher
etTippett, Gumbelet Von Mises, mais c'est Gnedenko qui a résolu (en
1943) les deux questions précédentes dans le cas général et de façon
vraiment rigoureuse.

La méthode suivie par Gnedenko pour résoudre le premier pro-
blême s'étend d'elle-même à un problème un peu plus complexe, et
doué, nous semble-t-il, de quelque intérêt pratique.

Considérons un système de k variables aléatoires X1, X 2, . . . X ,

ayant pour f. d. r. F(x1, x2,. . . xk). Ce sont les coordonnées d'un point
M de l'espace euclidien E .

En faisant n épreuves indépendantes, on obtient n points Mz, M2 ,

...Mn. Appelons X;, Xj,... X; les coordonnées de M|, et posons :

YÎ = Max ( X{, xJ,. . . Xi } (j = 1, 2, . . . k)
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La f. d. r. du point (Y*, Y^,. . . Yk) est :

Fn (x1, x2,. . . xk) = Fn(x1J x2,. . . xk)

Quelles sont alors les lois limites possibles de l'ensemble (Y„,
. . . Yn) ? Dans l'hypothèse k ■- 1, nous montrerons comment certains de
nos résultats peuvent s'appliquer à la détermination des lois limites du
milieu ou de l'étendue, mais nous n'insisterons pas sur ce point, qui
a déjà fait l'objet de nombreux travaux.

A - CONVERGENCE DE DEUX LOIS DE PROBABILITE DU MEME
TYPE -

I - CAS DE LOIS A UNE SEULE VARIABLE -

1 / - Définition.
On dit que deux f. d. r. F(x) et F (x) sont du même type s'il existe

deux constantes a > 0 et b telles que :

F*(x) = F(ax + b)
Cette terminologie est classique depuis Khintchine et P. Lévy.

II est clair que la propriété pour deux f. d. r. d'être du même type est
une relation d'équivalence dans l'ensemble des f. d. r. En principe ,

nous considérerons des f. d. r. non dégénérées (c'est-à-dire telles que
F(-œ) = 0, F(+œ) = 1) et non unitaires (c'est-à-dire telles que toute la
probabilité soit concentrée en un point). Une loi ni dégénérée ni uni-
taire sera dite propre. On définirait de façon similaire deux f. d. r. de
même type dans le cas de plusieurs variables.

2/ - THEOREME 67 -

Etant donné une suite de f. d. r. Fn(x), supposons qu'il existe des
constantes an > 0, a„ > 0, bn et pn telles que

Fn (anx + bn)—>d) (x)

Fn (ocnx + pn )—7-» y (x)

les deux fonctions <D(x)et y (x) correspondant à des lois propres. Dans
ces conditions, <D (x) et 4/ (x) sont du même type.

Démonstration.

Soit E l'ensemble des points de continuité de 0 (x) et E'l'ensem-
ble des points de continuité de y (x).
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Puisque <D (x) est non dégénérée et non unitaire, il existe dans E
deux nombres x0 et x: vérifiant les inégalités :

0 < 0 (x0) < o (xJ <1 ; x0 < xx

Considérons alors la suite Çn définie par :

anx0 + bn = a n Çn + pn

On a : Fn(anXo + bn) = Fn (a n + Pn )

La suite Çn est bornée. En effet :

a) si Çn n'était pas majorée, on pourrait trouver une suite
infinie n: telle que, aussi grand que soit A €rE', on ait .

Çnj > A ,

donc : In.(an. Çn.+|3n.)^.ï^. (an. A + pn. )

et à la limite : d) (x0) > y (A)

Cela entraînerait o (x0) = 1 contrairement à l'hypothèse.

b) On verrait de même que si Çn n'était pas minorée, on au-
rait <D (x0) = 0, ce qui est impossible.

D'autre part, on peut écrire :

an bn - P n

Çn = Xo +

d'où :
an bn - pn

■ co < xn + — < + co
an an

Par analogie :

an bn - Pn
-00 < x, H < + oo

a n a n

On déduit de (1) et (2) que :

an

(1)

(2)

< (X1 - xJ < +

donc que-^- est borné. Il en résulte que Üü est aussi bornée. Fina-
a n a n

lement, nous voyons que l'on peut extraire de la suite des n une suite
nj pour laquelle :
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a

lim. —

j -» oo an
g A lim.

bn. - Pn.
1 )

où A et n sont deux nombres finis. On a d'ailleurs A f 0, car par rai-
a

n

son de symétrie, le rapport est borné.
a n

Choisissons alors un nombre x GE et tel que

§ = A X + |a GE E'.

La suite définie par :

an x + bn =an §n + (3. (3)
J J j j j

converge vers § . Aussi petit que soit e > 0, on peut toujours trouver
deux nombres hx > 0 et h2 > 0 vérifiant les conditions

hx < e ; h2 < 6 ; § - hx G E' ; § + h2 GE E '

On aura alors, pour j > J( e) : Ç - hx < Ç n < § + h2 et :

Fp. [ CC„.(Ç - h1)+ pn. ] < Fn. («n. §nj +pnj)4 Fn. [an. (Ç+h2) +pnj ]
d'où, en passant à la limite et en tenant compte de (3) :

Y ( f - hj < 4> (x) < v ( Ç + h2)

La fonction y étant continue pour la valeur de Ç envisagée, on a
nécessairement :

0 (x) = y(Ç)=y (Ax + m)

Cette relation est établie pour tout x sauf peut-être pour un en-
semble dénombrable de points. On en déduit qu'elle est vraie quel que
soit x, en remarquant que q(x) et y (x) sont monotones croissantes, et
continues à gauche.

Ainsi, cejs deux fonctions sont bien du même type.

Corollaire 67.

S'il existe des constantes an > 0, > 0, bn et pn telles que :
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où <D (x) est une loi propre,, on a nécessairement :

.. an | .. bn-(3nlxm. = 1 ; lim. = 0
n œ « n n-»oo«n

Réciproquement, si ces deux conditions sont satisfaites, la rela-
tion (4) implique la relation (5).

Démonst ration.

1/- D'après ce que nous avons vu plus haut, si les relations (4) et
(5) sont vraies, on a :

a. , H 1 bn 1 I—2- < 4- oo, < + oo 9 - œ < —2 LJL < + œ
a n a n a n

Supposons que an/an ne tende pas vers 1. On pourrait alors trou-
ver une suite nj telle que :

a„.

» A, avec A f 1 et f 0
°cn.

et que :

bn." fl
—! ! » n

an

En procédant comme ci-dessus, nous aboutirions à la relation :

<D (x) = 0 ( Ax + n) (6)

Soit xc le nombre défini par : xQ = Ax0+ijl

Introduisons la nouvelle variable z = x - x0, et posons :

0 (x) = 0 (x0 + z) = ô (z)

Il vient :

0(Ax + n) = 0 [A (x0 + z) + u] =$[A(x0+z) + n- x0]:::^(^z)

La relation (6) s'écrit :

0 (z) =0 (A z)

En itérant, on obtient :

0 (z) = 0 ( A n z)
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où n est un entier positif quelconque. Pour tout z> 0, ona :

$ (z) = lim. (t (Anz) = $ (+œ) = 1
n oo

Pour tout z < 0 :

$ (z) = lim. $ Çhn z) = $ (-oo) = 0
n oo

La fonction <D (x>, supposée non dégénérée, serait donc unitaire,
ce qui est contraire à l'hypothèse. Par conséquent :

lim. (an/an) = 1
n -» co

Supposons maintenant que (bn - Pn )/«n ne tende pas vers 0. Il exis-
terait alors une suite n, telle que :

bn. " Pn.)/an.—

avec n f 0. On aurait donc :

0 (x) = 0 (x +m )

d'où l'on déduit : 0 (x) = <D (x + k m)

k étant un entier quelconque. En faisant tendre k vers +°° ou - 00 , on
obtient :

<D (x) = <p(+oo) = (D(-oo)

ce qui est impossible puisque <t> (x) n'est pas dégénérée. On a donc né-
cessairement :

lim. (bn -pn )/an = 0
n oo

2/ - Réciproque.
Partons des conditions :

Fn(anx + bn) —r* o (x) loi propre

lim. (an/an) = 1 ; lim. (bn -(3n )/an = 0
n -> oo n || oo

Prenons un nombre arbitraire x dans E, et associons-lui la suite
Çn définie par :

an £ n + = ®nX + Pn
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Quand n—»co, §n » x et, puisque ce point est un point de con-
tinuité de <D (x), on a :

lim. Fn (an Çn + bn) = <D (x)

d'où: lim. Fn(anx+pn) - <D (x) C.Q.F.D.
n fjjjj oo

III - CAS DE LOIS A PLUSIEURS VARIABLES -

Les résultats analogues au théorème 67 et au corollaire 67 pour
des f. d. r. de plusieurs variables s'établissent facilement si l'on s'ap-
puie sur certaines propriétés de ces f. d. r.

Signalons tout d'abord qu'une f. d. r. de plusieurs variables sera
dite propre si et seulement si toutes les f. d. r. marginales associées
sont des lois propres ; unitaire, si l'une des marges est unitaire.

THEOREME 68 -

Si <D (x1, + co,...+ oo) est continue pour x1 = x^, la fonction 0 (x1, x2,
... xk) est continue dans tout le plan x1 = x„ sauf peut-être en son inter-
section avec un ensemble dénombrable de régions :

x' = constante (i = 2,3, ... ou k)

Démonstration.

Choisissons deux points :

M„(x1, x2,. . . x*) et M (x:k x2,. . . xk) :

le premier est dans le plan x1 = x1, le second est absolument quelcon-
que. On peut écrire :

<J> (Mx) -<t> (Mo) = [ <D (xi, x*,. xk) |® (xJ, Xj,. . . xk) ]
+ [(p (x^, x2,. . . xk) - <D (x], X2o, . . . xk) ] +. . . .

+ [<D (xJ, x^.-.x^-1, xk)-<D(xi, x2, ...xk)] (7)

Montrons alors que :

I 0 (x1, X2, . . . xk) - <P (x1, X 2,. . . xk) I < I <t> (x1, + 00 ... +00 )1 ' i* 1 i' ' V i r 1 M. 1 '

-0(x^, + œ,...+oo) |(8)
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Supposons par exemple > x*. Après avoir supprimé les signes
de valeur absolue, mettons l'inégalité cirdessus sous la forme :

0 (xJ, +œ, . . . +œ) -<t (x^, X2, . . . x!^) < Q (x^, +“,... + œ)
- 4>(x*, x2,. . . xk)

Elle est maintenant évidente, car le premier membre est égal à :
k

Pr { X1 < xJ I - Pr { (X1 1 x°) Pi [ H(X' < BI } }
1=2

= Pr {(X1 < x$ p) [Û (X' > x| ) ]}
i.= 2

tandis que le second est :
k

Pr { (X^ x]) fl |ÜH > x)]}
i = 2

On traiterait de la même façon le cas xi < x£, et l'inégalité (8)
est ainsi établie. En l'appliquant à l'équation (7), on obtient :

k

■ i| 0 (Mx) - Q (M0) |<2 | 4> ( + œ, . . . X*, • - • + œ) ~ <J>(+00>. • . Xq, , . . + co)
Î=1

Dans ces conditions, si l'on pose :

s(Xq • x^,. . . Xq) = 0 (x^+ 0, x, + 0, . . . xJ +0) - <D (Xq, x j, , , . x*)
on a :

k

sfx1, . . . xk) ^ V [0 (+00, ...x! + 0, . . . + oo) - (t( + oo .x',...+œ) ]' O O ' O ' O 7
1=2

ce qui s'écrit, en appelant sxi(x') le "saut" de la loi marginale de X1 au
point X; :

ÉtBÜ x2a, . . . xk) ^ s 2 (x2) + . . . + S k (x k)'O* O* X'O'

Par suite :

{ s(xj,. . .xk) > 0 sx, (x’) >0 }
i=2

Or, s i(x') n'est positif que pour une infinité dénombrable de va-
leurs de x', d'où le théorème.

Lemme 69.

Si une suite de f. d. r. Fn (x1, x2,. . . xk) converge légalement vers
<1> (x1, x2,... xk), cette fonction vérifiant la condition 0(+ûo,+ +œ) = i «
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la convergence de Fn (x1, y,... y) vers Fn (x1, +00 ,. . . + 00 ) quand y—►+ œ
est uniforme par rapport à n.

Démonstration.

Si le lemme était en défaut, il existerait un nombre œ > 0, une
suite d'indices nj et une suite de valeurs de y (yn.) tels que :

y > + œ avec j , et
nj

Fn (x1, + œ t. . . + oo ) - ir (x1, yn ,. . . yn ) > œn

j j j j

e étant un nombre positif arbitrairement petit, on peut trouver un point
(A1 ,. . . Ak ) en lequel <D est continue, et vérifie :

A1 ^ x 1 ; <D (A1, A2 ,. . . Ak) > 1 - e

On a :

lim. Fn (A1, A2,. . . Ak) = 0 (A1, A2 ,. . . Ak )
n ^ co

donc : F (A1, A2 ,. . . Ak) > 1 - 2 e quand j > j (9)
j €

D'autre part :

Fn. (A1, + œ ,. . . +œ) - Fn (A1 , yn. ,. . . yn. ) > Fn. (x1, +oo)

- Fn. (x1, yn. ,... yn.) >ts

Pour j assez grand :

y > Max (A2,. . . A ) ,
nj

d'où : Fn. (A1, +oo,... + œ) - Fn. (A1, A2,. . . Ak) > w

et cette inégalité est manifestement incompatible avec l'inégalité (9)
dès que 2 e < a .

Lemme 69'.

Etant donné une £f d. r. <P (x1, x2,. . . xk) vérifiant la condition

0 (+ œ , . . . + oo) = 1,

si une suite de f. d. r. Fn (x1, x2, . . . xk) converge légalement vers 0 ia
suite des lois marginales Fn (x1, +œ , . . . + co) converge légalement vers
0 (x1, +00, ... + oo).
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Démonstration.

Soit xJ un point de continuité de 0 (x1, +°°,. . . + °°).

Atout e > 0 arbitrairement petit, il correspond en vertu du lem-
me 69 deux nombres y et ne tels que, pour n > ne, on ait :

F (x*, + 00, . . . + 00) - Fn(Xg, y,. . . y) < e

et <P (x£, + œ,... + œ) - <p (xJ, y,... y) < e

L'ensemble des points de discontinuité de <p (x1,. . . xk) situés dans
le plan x1 = xJ correspondant à un ensemble dénombrable de valeurs
de x2, x3,. . . xk, on peut choisir y de façon que <P (x1,. . . xk) soit conti-
nue au point (x£, y,... y).

En ce cas :

lim. Fn (x*, y,... y) = 4> (x^, y,... y)
n * co

Il existe donc un indice N ^ n£ tel que n > N entraîne :

I Fn (x^ y,... y) - <p (x^, y,... y) | < e

Finalement, on a quand n >N :

| Fn (x^, + oo , . . . + oo) - <p (x1, + oo , . . . + oo) |
< |Fn(x£, + 00, . • • +œ) “ Fn(Xo» y, ... y) I
+ Fn(fl y, ... y) - (P (xJ, y,... y) i
+ | (p (Xq, y,.. .y ) - o(x^, +œ ,... +oo)| < 3e

THEOREME 69 -

Etant donné une suite de f. d. r. Fn (x1, x2,. . . xk), supposons qu'il
existe des constantes a' >0, > 0, b^ etp„ (i = 1,2,.. . k) telles que :

Fn (a^x1 + bi,. . . akxk + bk)-^ <P (x1,. . . xk )

Fn (ot J- x1 +p^ ,. . . ak xk +pk ) (x1, . . . xk)n C

les deux fonctions (p et ^ correspondant à des lois propres. Dans ces
conditions, <p (x1 , x2,. . . xk) et y (x1, x2,. . . xk ) sont du même type.

Démonstration.

D'après le lemme précédent :
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(a1 x + b i, + œ,... + oo)——)o (xfij + 00,...+00)
Fn(otnX1 + Pn> +0° , . . . + °°)-pr+T (x 1, + 00, ... + 00 )

Donc les quantités 'nàmkàï a.n/ai, et (pi- bi)/ai sont bornées. D'une
façon générale, les quantités ai/ai, a„/an et (p'n- bn)/an (i = 1, 2,. . . k§
sont bornées. Par conséquent, il existe une suite d'indices n,, telle que :

lim. a' /a' = A1 (/0 &œ) ; lim. (b' - pi )/a'n = ia ' (f °°)
V V V V V

1/ -> 00

A un point x(xx, x2,. . . xk) faisons correspondre le point 1 (fc * • »*)
par les formules ;

s? x' + b! = § l + fF (i = 1, 2, . . . k)

et l'on voit que la suite de points a une limite Ç quand v >œ , de
coordonnées :

B = A1 x1 +

Supposons qu'aux points x et Ç considérés, les fonctions <D (x) et
f (§) soient continues. Alors :

lim. Fn (a^ ç1 + pi ,. . .ak Çk + pk )
v œ i/ v v is n y i/ i/

= lim. F (a1 x1 + b1 ,. . . ak xk + bk ) = <D (x)
V -> oo V v nV V V

On peut toujours trouver k nombres positifs h' tels que h' < e et
que la fonction y soit continue aux points (£' - h' ) et (£' + h' ).

Pour v > v ( e ) , on a :

Ç' - h1 < f' < P+ h’

et Fn [ ai (Ç1 - h1) +fii ,. . . «k (Çk - hk ) + pk ]V n V ni/

I Fn fe + pi + à ]V V V v v

«ç Fn [a1 (Ç1 +h1)+|3i , . . .C5k (Çk + hk)+pi ]n nv ”v v

On en déduit, en passant à la limite :
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Y (Ç1 - h1,. . .§k M hk ) < <D (x1, . . . xk) < y (Ç1 + h1,. . . + hk)

et, puisque y est continue au point (Ç1 ,. . . Çk ) :

4» (Ç1,^2 , . . . Çk ) = (P (x1, x2,. . . xk)

En vertu du fait que <d et y sont monotones et que l'ensemble de
leurs points de discontinuité est de mesure nulle, l'égalité précédente
est partout vérifiée, donc y et 0 sont bien du même type :

Y U1 x1 + ti1,...Ak xk+^k) = o (x1,. . . xk )

Corollaire 69.

S'il existe des constantes a' > 0, a'n > 0, b^ et p^ (i * l,2,...k)
telles que :

F (aj; x1 + b^,. . . a kxk + bk )—^ <D(x1,x2,...xk) (10)

Fn (c£ x1 +pi , . . .ak xk + pk )—pr» <D (xx,x2, , . . xk) (11)
où 0 est une loi propre, on a nécessairement :

lim. a„/oCn= 1 ; lim. (b,!, - p„ )/a„ =0 (12)
n -> cd n -> œ

(i = 1,2, . . . k)

Réciproquement, si la condition ( 10) est satisfaite, les conditions
(12) entraînent la condition (11).

Démonstration.

Si (10) et (11) sont vraies, on a, d'après le lemme 69' :

(aj; X1 + b^, +U0,... + œ)—^->0(x1, +°°,...+03)

Fn(oc^X1 + P^ , + 00 , . , . + oo) 0 (x1 , + 00 , . . . + oo)

d'où l'on déduit, d'après le corollaire 69, que a„ /a P—>1 et (b„ - p „ )/“n —* 0.

Même démonstration pour les autres valeurs de i.

Pour établir la réciproque, choisissons un point de continuité de
0, soit(x1, x2,.. . xk), et associons-lui la suite de points §n définie par :

an 5 n + = “n x ' + ( A = 1,2, . . . k)

On a : Ç» xx+p^ ,. . . ak xk + pk) = Fn(a^ + b* . . . ak ç k + bk)
36



CONTRIBUTION A LA THÉORIE DES VALEURS EXTREMES 157

Quand n >œ, »x, et puisque <p est continue en ce point le
second membre de l'égalité précédente tend vers<P (x). On a donc bien,
en tout point où 0 est continue :

lim. F (aj; x1 +P1 , . . . ock xk +pk ) = <D (x1, . . . x k)
n -> oo

B - DETERMINATION D'UNE CLASSE DE LOIS LIMITES -

Soit Y^, Y^ . . . Yn les plus grandes valeurs d'un échantillon de n
points à k dimensions. Nous allons rechercher les lois limites possi-
blés pour untel système de v. a. , c'est-à-dire les formes possibles des
limites de la fonction :

Fn (aj x1 + b„ ,. . . ak xk + bk )

Nous désignerons par Ü l'ensemble de ces lois limites, dont les
marges seront toujours supposées ni dégénérées, ni unitaires. L1 con-
tient seulement trois types de lois, mais pour k >1, on a des ensem-
blés qui dépendent de fonctions arbitraires.

IV - L'IDENTITE FONDAMENTALE -

THEOREME 70 -

Pour qu'une f. d. r. propre <D(x1, x2,. . . xk) appartienne à Lk , il faut
et il suffit qu'à toute valeur de l'entier p > 0 corresponde un système de
constantes «i >0, p^ donnant lieu à l'identité :

<Dp(ap x1 + pj ,. . .ak xk + pk ) = 0 (x1, x2 , . . . xk )

Démonstration.

a) Si 0 €E Lk, il existe une f. d. r. F(x1, x2,. . . xk) telle que :

<p (x1, x2 ,. . . xk) = lim. F "(ajjx1 + b*,. . . akxk H- bk)

Soit p et m deux entiers positifs, le premier fixe, le second va-
riable. On peut écrire :

lim. [ Fm(a^p xx+ b*p,. . . akp xk+bkp) ]P = d>(x\x2,. . .xk)
Il en résulte que Fm(a^px1 + b^p,. . . akp xk+ bkp ) a une limite quand

m—>œet, d'après le théorème 69, cette limite est nécessairement du
même type que (p. Il existe donc des constantes^ , p^ pour lesquelles :

Op(ap1X1 + pJ,...akXk + pJ) = (P (x1, X2,...Xk)
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b) Réciproquement, si l'identité précédente peut être réa-
lisée pour chaque valeur de p, <D G Lk . Il suffit pour le voir de choi-
sir :

F(x1, x 2,. . . xk) = <b (x1, x2,, . . xk)

V - DETERMINATION DE L1 -

1/ - Rappelons qu'il s'agit de l'ensemble des f, d. r. propres <t>(x)
telles que, àtoute valeur de k (entier positif) il corresponde deux nom-
bres ak et pk pour lesquels :

tpk(ak x + pk) = (p (x ) (13)

THEOREME 71 -

Etant donné une f. d. r. 0 (x) vérifiant l'identité (13) pour une va-
leur déterminée de k > 2, il se produit nécessairement l'une des trois
circonstances suivantes :

a) a k > 1.

On a alors 0 (x) = 0 pour x Pk/(1 -

«k

et : 0 < <D (x) < 1 pour x > P k /( 1 - ak

o) P A

On a : 0 < <t> (x) < 1 pour x < Pk/(1 - a k

et : d) (x) = 1 pour x > Pk/(1 “ «k

c) ak = 1.

On a : 0 < q> (x) < 1 pour tout x.

Démonstration.

a) Si ak f 1, l'équation : x = ak x + fik

admet une solution : x0 = £k/( 1 - a k)

L'identité (13) peut s'écrire :

0k (x0 +akh) = 0 (x0 + h) (14)

Pour h = 0, cela donne : o (x0) = <D(x0)
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d'où : 0 (x0) 18 0 ou : <t> (xc) = 1

Supposons d'abord ak > 1. Si h est négatif, on a :

x0+ockh< x0 + h

donc : <D (x0+ak h) < <t> (x0 + h)

Mais, en vertu de (14) :

<D (x0 + ak h) >0 (x0 + h)

On a donc :

<D (x0 +ak h) = o (x0 + h)

et par suite :

<Dk (xD + h ) = o (x0 + h) pour tout h < 0

La loi (p (x) n'étant pas dégénérée, cela entraîne :

<D (x0 + h) = 0 pour h < 0

On aura aussi : 0 (xo) = 0, puisque <D (x) est continue à gauche.

Prenons maintenant une valeur positive quelconque de h, et mon-
trons que :

0 < <D (x0 + h) < 1

En effet, si l'on avait :

U (x0 + h) =0,

on aurait également, d'après (14) :

d> (x0 + <xk h) = 0

et, en itérant :

0) (x0 + «k h ) i 0 (n entier > 0)

Quand n —> œ, hak > + œ, d'où : $ (+ 00) = 0

ce qui est impossible.
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Si l'on avait :

U (x0 + h ) = il
on aurait aussi, d'après (14)

<D (x0 + h/« k ) = 1

et, en itérant :

d) (x0 + h/ak) = 1.

Quand n-—►«>, h/ak > 0, d'où : <D (xo+0) = 1.

Cela est impossible, car ®(x) n'est pas unitaire. La 1ère partie
du théorème est donc établie.

b) Supposons ak < 1, et considérons le nombre x0 défini plus
haut. Si h est positif :

x0+akh<x0 + h

donc : <t> (xo + ak h) ^ <D (x0 + h)

Or, d'après (14) :

0 (x0 + ock h) > 0(xo + h)

On a donc :

0>(xo+akh) = 0 (x0 + h)

et par suite :

<Dk (x0 + h) = <t> (x0 + h) pour tout h > 0.

La loi de <t> (x) n'étant pas dégénérée, cela entraîne :

d> (x0 + h) = 1 pour h > 0

<D(x) n'étant pas unitaire, on aura aussi : <D (x0) = 1.

Donnons à h une valeur négative quelconque, et montrons que :

0 < <D (x0 + h) < 1
Si l'on avait :

d) (x0 + h) = 0 ,

on aurait aussi, d'après (14) :

0 (x0 +ock h) = 0,
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et en itérant :

<D (x0-+.a; h) = 0

Quand n » oo, ak h >0, d'où : 0 (x0) = 0

ce qui est impossible.

Si l'on avait :

0 (x0 + h) = 1 ,

on aurait aussi, d'après (14) :

0 (x0 + h/ak ) = 1 ,

et, par itération :

0 (xo + h/ak) = 1

Quand n »œ, h/a [J + » - oo , d'où : <D (- oo) = i

ce qui est impossible.

c) Si ak = 1, la relation (13) s'écrit :

0k(x + pk) = <P(x) (15)

On a évidemment pk f 0, sans quoi <p(x) serait dégénérée ou uni-
taire. Montrons que l'on ne peut avoir 0 (x) = 1 pour une valeur finie de
la variable. En effet, on aurait alors, d'après ( 15) b (x xpk ) = 1 et, en
itérant : <D(xtn|3k)=l.

Il en résulterait, en faisant croître indéfiniment n :

0 (- oo ) s(D(foo)= 11

ce qui est impossible.

On verrait de la même façon que 0 (x) f 0 pour tout x.

Corollaire 71.

Soit une f. d. r. <p(x) €E L1, c'est-à-dire vérifiant l'identité (13) pour
toute valeur de k. Dans ces conditions, les coefficients ak associés sont
tous supérieurs à 1, ou tous inférieurs à 1, ou tous égaux à 1.

Dans les deux premiers cas, le nombre Xo =Pk/(l - ak) est indé-
pendant de k.

41



162 JEAN GEFFROY

Démonst ration.

Appelons respectivement Ki, K2, K3 les sous-ensembles de L,1 for-
més par les f. d. r. 0 (x) telles que :

a) il existe un nombre x0 vérifiant les conditions :

0 (x) = 0 pour x<x0; 0 < 0 (x) < 1 pour x > x0

b) il existe un nombre x0 vérifiant les conditions :

0 < <D (x) < 1 pour x < x0 ; $ (x) = 1 pour x ^ xo

c) On a : 0 < 0 (x) < 1 quel que soit x.

Ces trois sous-ensembles sont disjoints, et il résulte du théorème
71 que :

K , U U K3 = L1 ,

d'où l'on déduit la 1ère partie du corollaire.

Quant au nombre xQ = Pk/(1 - ak), il est clair qu'il ne dépend que
de 0(x), et non de k.

2 / - Etude de la famille K,.
THEOREME 72 -

Pour qu'une f. d. r. appartienne à K i, il faut et il suffit qu'elle
soit du même type que l'une des fonctions <D (x) (n > 0), définies par :

<D (x) = 0 pour x < 0

(x) = exp( -x~M) pour x > 0

Démonstration.

On vérifie immédiatement que toute fonction de même type qu'une
fonction 0M(x) appartient à Kx. Etablissons la réciproque. Soit 0 (x) une
fonction de Kx. D'après le théorème et le corollaire 71, il existe une
constante xQ telle que :

0 (x0 + h) = 0 pour h^Q ; O<0(xo+h)<l pour h > 0

Il s'agit de déterminer 0 (x0 + h) pour h > 0. Pour cela, posons :

f(h) - - L og 0 (x0 + h)
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La fonction f(h) est positive et monotone non croissante.

A tout entier k > 0, il correspond un nombre ak > 1 tel que :

k f(ak h) = f(h)

°U :
k f(u) I Î(JL)

«k

En particulier, on a :

( 2 f(u) = f(Au)

| 3 f(u) = f(Bu)
En itérant, on obtient :

( f(An u) = 2 f(u)

/ f(Bn u) = 3 f(u)

(u > 0)

A < 1

B < 1

(n = 1,2,... )
(16)

Puisque f(u) f 0 pourtoutu > 0, il est impossible de trouver deux
indices m et n tels que : An = Bm. Donc le rapport Log A / Log B est
irrationnel.

Soit X un nombre positif quelconque, et e un nombre positif arbi-
trairement petit. L'ensemble des nombres de la forme :

Log A
n -—s— - m

Log B

étant partout dense, on peut toujours choisir m et n de façon que :

n -L°gA -

Log B
Log X
Log B Log B

On a alors :

An
B m

X e (- 1 < e < 1

On peut écrire, d'après les équations (16) :

f( X H u) • 2" î{f.)
f(u) = 3"

d'où l'on déduit : F(X e*£ u) =-4- f(u) (17)
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a :

Supposons alors que e > 0 tandis que m ► + co et n *+ go. On

Log À = lim. (n Log A - m Log B) < œ
€ “» 0

D'après (17) on a aussi :

n Log 2 - m Log 3 < oo

Il en résulte :

Log A Log 2 ,. m
1—2TT = 7—- lim. —Log B Log 3 e~»0 n

Posons :

Log 2 Log 3
Log A Log B (m > 0)

On.peut donc écrire :

lim.
■
3m

=

Le second membre de (17) ayant une limite quand e —» 0, le pre-
mier membre a également une limite, qui est {(Au), et l'on a :

f(A u) - f(u) (18)

En faisant u = 1, il vient finalement :

f( A ) = f( 1)

ce qui prouve que f(h) est de la forme :

f(h) - C. h"'* C.Q. F. D.

Remarque.

La limite du second membre de (17) étant continue en À, il est
légitime d'écrire :

lim. f(A e9e u) = f(A u)

3 / - Etude de la famille K2.

THEOREME 73 -

Pour qu'une f. d. r. appartienne à K2, il faut et il suffit qu'elle
soit du même type que l'une des fonctions y (x) (v >0), définies par :
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(x) = exp -(- x)v pour x < 0

Y (x) =* 1 pour x> 0

Démonstration.

Condition suffisante : évident.

Conditionnécessaire : on procède comme au théorème 72, en re-

marquant simplement que, cette fois, f(h) est définie pour h < 0. On
arrive ainsi à la relation :

f(À u) f(u) ( v > 0)

qui donne, en faisant u = - 1 :

f(- A) = Av f(- 1)

d'où: f(h) = C. (- h)v C.Q.F.D.

4/ - Etude de la famille Kk .

THEOREME 74 -

Pour qu'une f. d. r. appartienne à K3, il faut et il suffit qu'elle soit
du même type que la fonction :

A (x) = exp(- e‘x )

Démonstration.

Condition suffisante : évident.

Condition nécessaire : nous avons vu que toute f. d. r. de K3 est
caractérisée par l'identité :

0k (x +pk) -0 (x) (k = 2,3,. .. ) (19)

Le changement de variable x s Log u (u > 0) transforme <D (x) en :

F(u) = o (Log u).

Si l'on pose :

Pk “ Log ak

l'identité (19) devient : Fk(ccku) = F(u)
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Dans ces conditions, F(u) G Kx, donc elle est de la forme :

F(u) = exp(- u"M ) (m> 0)

Finalement, on a bien :

<t> (x) = exp( - e )

Remarque.

Les f. d. r. du type 0 (x) et ^(x) sont généralement appelées "lois
de Fréchet". La loi A (x) est dite : "loi de Gumbel".

VI - DETERMINATION DE Lk -

1/ - Afin d'alléger les notations, nous prendrons k = 3 ; les ré-
sultats de notre étude s'étendent d'eux-mêmes au cas général.

Posons : L = L. La famille L est donc l'ensemble des f. d. r.

<D(x, y, z) dont les marges ne sont ni dégénérées, ni unitaires, et qui
vérifient pour toute valeur de l'entier p > 0 la relation :

<î>p(a1x+|3;L,a2y + p2,a3z+p3) = <t>(x, y, z) (20)

(ax> 0, a2> 0, a3> 0)

2/ - Etude des marges.

Les lois marginales d'une fonction 4* G L sont, par hypothèse,
des lois propres ; désignons-les respectivement par A(x), B(y), etC(z).
Elles vérifient les identités :

A^c^x+p1) = A(x) ; Bp(a2y+p2) = B(y)

Cp (a 3 z + |3?) = C(z)

Donc, elles appartiennent à L1 (ceci est d'ailleurs évident à priori).
Nous allons supposer dorénavant que A(x) est du même type que 4^ ,

B(y) du même type que sv etC(z) du même type’ que exp( - e~z). Moyen-
nant une transformation linéaire sur chacune des variables X, Y et Z
(qui conserve leur type), nous pouvons alors nous ramener au cas où :

A(x) = exp(- x*M) ; B(y) = exp [-(-y)v]; C(z) = exp(-e'z)

avec : X > 0 et Y > 0.

La fonction (p est changée en une fonction y (x, y, z) qui vérifie :

it»p (a1x, a2 y, Z+ P3 ) = y (X, y, Z) (21)
46



CONTRIBUTION A LA THÉORIE DES VALEURS EXTRÊMES 167

Nous appellerons L' la sous-famille de L formée par les f. d. r.
propres qui satisfont cette identité pour toute valeur de p.

3/ - Considérons les trois v. a. positives U, V, W, déduites de
X, Y et Z par les relations :

U = ; V = (- Y)~v ; W = exp(Z)

Leurs f. d. r. marginales sont :
- J

A0 (u) = Pr { U < u } = Pr {X < uM } = exp(- — )
i 1

B0 (v) = Pr { V < v } = Pr { Y < - v " } = exp( - -)

C0 (w) = Pr { W < w} =Pr{Z< Log w } = exp( - — )

Quant à leur loi jointe © (u, v, w) elle est définie par :

® (u, v, w) = t (uM, - v v, Log w)

Il est facile de voir que 0 CL. En effet, l'identité (21) peut s'é-
crire :

i -i A -i
y p (au'1, - bv v, Log w + c) = y (u M, - v v, Log w)

ou : ©P(a^u, b~v v, ec w) = © (u, v, w)

relation qui est de la forme :

®p (a'u, b'v, c'w) = © (u, v, w)

En considérant les lois marginales de ®, on obtient immédiate-
ment : a' = b' = c' = p. Finalement, © vérifie la relation :

®p(pu, pv, pw) =© (u, v, w) (22)

4/ - Soit L" l'ensemble des f. d. r. propres ©vérifiant (22). Il
est évident que L" C L, et qu'à toute fonction © G L" correspond un
système de trois v. a. positives U, V, W, dont les lois marginales
sont :

exp( - — ) ; exp( - — ) ; exp( )
u v w

THEOREME 75 -

Pour qu'une f. d. r. © (u, v, w) appartienne à L" il faut et il suf-
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fit que Log ® (u, v, w) soit homogène de degré - 1 dans la région :

u > 0, v > 0, w > 0.

Démonstration.

Etant donné une fonction © GL", posons :

g(u, v, w) = Log © (u, v, w)

quel que soit l'entier positif p, on a :

g(pu, pv, pw) = -jj g(u, v, w)
On en déduit que, p et q étant deux entiers > 0 arbitraires :

g(-u, —v, —w ) § — g(u, v, w)ë
q q q P

La condition d’homogénéité :

g( A u, Av, Aw) = — g(u, v, w)À

est donc satisfaite pour les valeurs rationnelles de A . Par continuité ,

elle est satisfaite quel que soit A.

Réciproquement, si une f. d. r. propre © vérifie cette condition,
elle vérifie à fortiori l'équation (22), et ainsi appartient à L",

THEOREME 76 -

Si une fonction ®(u, y, w) appartient à L", la f. d. r. y (x, y, z)
des trois variables : X = U“m; Y = - V v ; Z = Log W appartient à L'.

Démonstration.

On voit d'abord que les lois marginales de y sont respectivement :
yv , et A . La fonction f (x, y, z) est donc une loi propre. Dans la ré-

gion x > 0, y < 0, on a:

Y (x, y, z) = © ixj| (- yTv , ez ]

p étant un entier positif quelconque, l'identité de définition de © s'écrit
alors :

©p [ pxM, p(- y)-", pez ] = ÿ(x, y, z)

d'où: Yp(pèx, p~^y, z + Log p) = y (x, y, z)
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Cette relation est bien de la forme (21), et par suite y appartient
bien à L'.

Corollaire 76.

La famille L est constituée par les f. d. r. de même type que celles
que l'on déduit de L" en effectuant sur chacune des variables U, V, W
l'une des transformations :

U = ; U = (- X)~v ; U = exp(X)

où u et v sont des constantes positives.

Ce corollaire est une conséquence directe de l'étude précédente,
et sa généralisation à un nombre quelconque de variables est immédiate .

VII - CONSTRUCTION EFFECTIVE DES FONCTIONS DE L2 AYANT
UNE DENSITE -

a) D'après le corollaire 76, l'ensemble de ces fonctions se
déduit par les transformations indiquées du sous-ensemble Q constitué
des f. d. r. ® (x, y) possédant les propriétés suivantes :

1 / - Les variables X et Y sont positives, de lois marginales e”x
et e"7 .

2/ - La fonction log ® (x, y) est homogène en x et y, de degré - 1.

3/ - La fonction © (x, y) a une densité ®" .

b) On peut toujours écrire une fonction @E2 sous la forme

© (x, y) = exp (" ~ [ <P (^) + 1 l)
Cherchons alors les conditions que doit vérifier la fonction 9 (t) .

1/ - Densité.
La densité ©'J existe si et seulement si q>'(t) et q>"(t) existent

pour t > 0. (t = y/x). Dans ce cas :

x’t 2 ®”
y = { xt2 <p"(t) + <p'(t) [ 9 (t) - t 9'(t) + 1 ] } ® (x, y)

Cette densité ’m doit être essentiellement positive. Or, le cro-
chet qui figure au second membre est de la forme : ax + b ; pour que
cette expression soit positive quand x varie de 0 à + œ,a et b restant
fixes, il faut et il suffit que a et b soient positifs. D'où les deux con-
ditions :
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f <p"(t) > 0 pour t > 0 (Ci)

( <p'(t) [ q> (t) - t 9 '(t) + 1 ] > 0 pour t > 0 (C 2)

2/ - Lois marginales.
On a les deux conditions :

lim. — [ 9 (^) + 1 ] = ~
x=+«. y x y

lim. — [ 9 (^) + 1 ] mm
y=+00 y L Y x J x

On voit aisément qu’elles sont respectivement équivalentes à :

9 (t)—>0 avec t (C3)

9 (t) ~ t quand t * + co (C4)

Toute fonction 9 (t) vérifiant les conditions C^. . . C4 répond à la
question.

D'après Cx, 9 (t) est convexe, 9'(t)est monotone croissante. Donc
9'(t)aune limite (finie ou infinie) quand t—» + °° et, d'après la règle de
l'Hospital :

lim. ^ = lim. 9 '(t)
t = + 00

Compte tenu de Cx, C4 est donc équivalente à :

lim. 9 '(t) = 1 (C')
t=+co

Pour étudier C2, nous distinguerons deux cas :

a) 9'(0) <0 La fonction 9'(t) est croissante et tend vers 1 quand
t—H-00. Il existe alors un nombre r> 0 tel que :

9 '(t) < 0 pour t < r

9 '(t) > 0 pour t > r

La fonction9 (t) = 9 (t) - t 9'(t) + 1 doit être telle que :

9 (t) > 0 pour t > r ;

or 9 (t) est décroissante car sa dérivée est :

9 '(t) | - t 9"(t) < 0.
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On aura donc, à fortiori :

ip (t) >0 pour t < r

et C2 ne sera pas vérifiée dans l'intervalle (0,r).

(3 ) 9 '(0) >0 Dans ce cas, ona constamment cp'(t) > 0, et C2 s'écrit :
if (t) > 0. Puisque cette fonction est décroissante, il
faut et il suffit que :

lim. 9 (t) = lim. 9 (t) - t q> '(t) + 1 > 0
t=+oo t=+œ

Cela revient à dire que l'ordonnée à l'origine 9(t) - t 9'(t) de la
tangente à la courbe : £ = 9 (t) admet une limite finie supérieure à - 1
quand le point de contact s'éloigne indéfiniment. Comme 9(0) = 0, cette
limite sera comprise entre 0 et - 1.

En résumé :

Pour qu'une fonction 9 (t) convienne, il faut et il suffit :

- que 9 '(t) et 9M(t) existent pour t > 0

- que 9 (0) = 0, 9'(0) > 0, <p"(t) > 0

- que la courbe Ç = 9 (t) ait une asymptote £ = t + a avec :

- 1 a < 0.

Exemples.

1/ - En prenant 9(t) = t, on obtient le cas de l'indépendance

© (x, y) = exp(- -). exp(- \
Il est assez curieux de constater que la courbe £ = t correspondante
est au-dessus de toutes les autres.

2/ - En prenant comme courbe £ = q> (t) un arc d'hyperbole équi-
latère tangent en O à Ox, on obtient :

V»2 t Y2
© (x, y) = e

VIII - REMARQUES DIVERSES -

1/ - Dans l'hypothèse k = 1, si Yn a une loi limite, Y„ a aussi une
loi limite, que R. Fisher appelle la forme "pénultième" ; sa détermi-
nation à partir de la limite de Yn est très simple.
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Les lois limites pour les plus petites valeurs se déduisent des
précédentes par le changement de variable X' = - X déjà utilisé au ch. I.

2/ - Supposons qu'il existe des constantes an > 0, bn et cn telles
que les variables :

Un = an Yn + bn , Vn = an Zn + cn

convergent légalement. Posons :

Sn = a„Mn +-|(bn + Cn)
Tn = anRn + (bn - cn)

L'indépendance asymptotique stricte presque complète de Yn et
Zn s'étend évidemment à U„ et V„ . Il en résulte :

- que Sn et IJ, convergent légalement ;

- que leurs limites peuvent se calculer directement à par-
tir des limites U et V de Un et Vn, les variables U et V étant indépen-
dantes.

On obtiendrait de la même façon les lois limites de et de
R“,/3 à partir des lois limites de Y“’^et Z“’^. Les résultats de ces cal-
culs sont d'ailleurs bien connus (par exemple, on les trouvera dans
certains articles de Gumbel mentionnés à la fin de ce travail).
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CHAPITRE VII

PROPRIÉTÉS DES ÉCHANTILLONS
A DEUX DIMENSIONS

I - UN THEOREME D'INDEPENDANCE LIMITE -

THEOREME 77 -

Etant donné une f. d. r. F(x, y), supposons qu'il existe un point
(x0, y0) tel que :

F(x0, y0) = 1 ; F(x, y) < 1 pour x < x0 ou y< y0

(xo <+oo, yo < +0û)

Soit Xn et Yn la plus grande abscisse et la plus grande ordonnée
d'un échantillon de n points indépendants Mx,. . . Mn de loi F(x, y).

Pour que Xn et Yn soient asymptotiquement globalement indépen-
dants (fortement), il suffit que :

(C) lim.

Démonstration.

1 + F(x, y) - F(x, yj - F(x„, y)
1 - F(x, y)

Des parallèles aux axes de coordonnées menées par le point M(x, y)
découpent le plan en quatre régions, de probabilités respectives :

p = 1 - q = F(x, y)

a 1 F(x0, y) - F(x, y) ; b = F(x, y0) - F(x, y)

c = l-(p+a+b) = 1+ F(x, y) - F(x, y0) - F(xo, y)

La condition (C) peut s'écrire :

c/q—>0 quand x—>x0 et y—>y0

eu encore : c/(a + b)—>0 "
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En vertu des hypothèses faites sur F(x, y), les trois quantités
a, b, et c tendent vers 0 quand x >x0 et y—*y0 .

On a d'ailleurs :

lim.
X = XQ

fc(x, y)) = o(a(x, y) J
pour y 4 Yi< y,

et : lim.
X =x0

(0(x, y)) . 0
(b(x, y)J pour x ^ xx < x,

Cela montre que_la condition (C) doit être assez souvent vérifiée.
La f. d. r. du couple (Xn, Yn) est : Fn(x, y) = pn

Les lois marginales de Xn et Yn sont :

F"(x> yD) = (P + a)n ; F "(x0, y) = (p + b)n
Pour qu'il y ait indépendance as. globale de Xn et Yn, il suffit que

l'on ait :

(Ci) pn - (p + a)n (p + b)n—u >0 avec 1/n

Choisissons deux constantes xx < x0 et y1 < yQ. Il est clair que ,

dans toute région : (x xjlj (y ^ yx) la condition (Cx) est vérifiée. Il
nous suffira donc de montrer qu'elle est satisfaite dans une région :

xi < x < xo ; yx < y < y0

où xxet yx peuvent être choisis arbitrairement voisins de Xq et y0. Po-
sons :

d = p" (P + a)n (p + b) "

= (1 - q)n - [ (1 - b - c)(l - a - c)] n

= (l-q)n-(l-q+cq-c + ab)n

= (1 - q)n - (1 - kq)n
, . , c - ab

avec : k = 1 - c h —
q

D'après (C), c/q—*0 quand x—»x0 et y—»y0 .

De plus :

ab/q < l 1 J >0 quand x—» x0 , y—»y0
a b
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Par suite, k—>1 quand x—»xQ et y—»y0.

h étant un nombre positif arbitrairement petit, il lui correspondra donc
deux nombres xx < x0, y1 < yD tels que :

l-h<k< 1+h pour x if , y > y (région R)

La fonction d croissant avec k, on peut écrire dans R :

(1 - q)n - [ 1 -( 1 - h) q]n < d <(l-q)n - [ l-(l+h)q ]"
et, à fortiori :

(1 - q)" - T7|l [l-(l-h)q]n < d < ( 1 +h)( 1 - q)n - [ 1 - ( 1 +h) q ]"
Considérons la fonction :

f(q) = (1 - q)n- TTh U - d ~ h) q ]"
Sa dérivée est donnée par :

~ f'(q) = [1 - (1 ~ h) q ]n_1 - (1 - q)n-1

Elle est positive quand q est positif ; le maximum de f(q) est donc
atteint pour q = 0 :

Considérons maintenant la fonction :

g(q) = (1 + h)(l - q)n - [ 1 - (1+ h) q ]n

Sa dérivée, donnée par :

n(iVh) g'(q) = -(1 - q)n_1+ p -(1 + h) q ]n-1
est négative pour q > 0 ; le maximum de g(q) est donc atteint pour q = 0 :

P = h

Ainsi l'on a dans R :

- 2 h < d < h

D'autre part, on pourra toujours associer aux nombres h, xx, yx ,

un entier N tel que : n > N entraîne :

| d | < h pour (x ^ xx) U (y < yx )
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On aura donc, dans tout le plan : | d j < 2 h pour n > N et par suite:

d—>0 avec 1/n C.Q. F. D.

II - APPLICATION A LA LOI DE LAPLACE-GAUSS -

THEOREME 78 -

Les plus grandes valeurs Xn, Yn des marges d'un échantillon de
Laplace-Gauss à deux dimensions sont asymptotiquement globalement
indépendantes (fortement).

Démonstration.

Il est toujours possible de supposer que la loi est réduite. Sa den-
sité de probabilité est alors :

f(x> y)=
1

2 ir \J 1 - r2
exp

x2 - 2 rxy + y 2
2(1 - r‘)

En appelant D le domaine X > x, Y > y, on a :

c = ff f(x, y) dx dyJ */D

Considéré comme fonction de x, le trinôme : T(x, y) = x2- 2 rxy + y2
est minimum pour x = ry. On a donc :

x2 - 2 rxy + y2 > ( 1 - r2) y2

De même x2 - 2 rxy + y2 ^ (1 - r2) x2

On en déduit :

x2 - 2 rxy + y2 > 1 2 T- (x2 + y2) ,
et par suite :

2 ir y 1 - r2 c < exp
1,._2JL ■ J \

x +y ) dx dy

exp (~|-)dx. f exp(-2-)dy
Or : t 2 ( x \exp (-—) dx ^ - exp (-—)

On a donc

y 1 - r2xy
exp - (x2 + y2)
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D'autre part :

1
b + c

et de même :

2 u *

a + c

exp(-—) dx
\[2^

exp ( -—)

exp(-2 )W 2 TT X

Il résulte des relations précédent ^s

a + b + 2c \ 1 ~ r '
V 2 TT

y exp (x2- y2) + x exp Lï<*2

L'une des deux exponentielles figurant dans l'inégalité ci-dessus
est > 1, donc le second membre croît indéfiniment quand x > + °° et
y >+oo. Cela entraîne :

c
lim. ; =0 pour x—►+ œ et y—H-œ C.Q.F.D.

a + b + c

Corollaire 79.

La loi limite du couple (Xn, Yn) formé par les plus grandes va-
leurs des marges d'un échantillon normal à deux dimensions est du type:

<D (x, y) = exp(-e"x) exp(-e_y)

C'est une conséquen£e immédiate du théorème 79, compte tenu
du fait que la loi limite de X„ est du type exp(- e“x ).

III - LOCALISATION ASYMPTOTIQUE PRESQUE SURE DU "POLY-
GONE D'APPUI" D'UN ECHANTILLON NORMAL BIDIMENSION-
NEL -

1/ - Soit Mx, M2,. . . Mn un échantillon d'une loi normale à deux
dimensions. Nous appelons "polygone d'appui" de cet échantillon le plus
petit polygone convexe contenant tous ses points.

Nous allons voir qu'il est possible de localiser (asymptotique-
ment) presque sûrement ce polygone aléatoire entre deux ellipses ho-
mothétiques dont l'écart maximum tend vers 0 quand la taille de l'échan-
tillon croît indéfiniment.

2/ - Moyennant une affinité, on peut toujours se ramener au cas
où les deux variables X, Y sont indépendantes et ont pour écart-type
1 / \l 2. La densité est alors :
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f(x, y) = ~ exp [ -(x2 + y2) ]

Si l'on effectue le changement de variables :

Z = OM = \Jx* + Y2
® = (Ôx, OM) (0 < e < 2ir )

les deux variables Z et ® que l'on obtient sont indépendantes. ® est ré-
partie uniformément entre 0 et 2ir , tandis que :

Fz (z) = 1 - e‘z2
3/ - En se reportant au théorème 53 (ch. 4), on verrait aisément

que F(z) £,i(, c'est-à-dire que les plus grandes valeurs d'un échantil-
Ion (Zx, Z2,... Zn) sont stables presque sûrement. Elles se concentrent
au voisinage de :

an = G_1(^) = (Log n j|
Appelons Z^, Z2n,. . . Z^. . . les valeurs de l'échantillon ordonnées

de la droite vers la gauche.

Nous allons d'abord déterminer une suite certaine en telle que :

an -e < < Z < < a +e et g >0 avec 1/n
p.s. p.s.

a) La condition :

Zn << an + en
p.s.

équivaut, d'après le théorème 6, à :

2 G(an + en ) <00

c'est-à-dire: ^ exP [ ~ ( \J Log n + en )2 ] < œ

Cette condition est satisfaite par :

1

6n = (Lognf2 LogLogn

car on a alors

exp[-( Log n + ej2] ^ exp (- Log n - 2 Log Logn) = ——;
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b) La condition :

—i

an -en < < zn
p.s.

— 1

est conséquence de : an - en < < Zn
p .CO.

Or, cette dernière condition équivaut à :

2 Fn(a„ ~ en ) < 00

Posons un = Fn(an -en ) ; il vient :

Log un = n Log 11 - exp - ( \ / Log n - k°gko_g n jL v
< - n exp [ - Logn +2 LogLogn - (Logn)_1LogLog2 n ]

< - n exp [-Logn + 2 Log Logn] = - (Log n)2

Donc : un < exp (- Log2n) = n-109"

et par suite : Y un < œ

4/ - Nous allons maintenant chercher une suite d'entiers kw crois-
sant indéfiniment avec n, et telle que :

an -en < < zn
p.co.

(1)

Pour cela, reprenons l'étude faite lors de la démonstration du
théorème 12. A présent, l'indice a est variable, et le second membre
de la formule 4 (p. 16) sera équivalent à son premier terme si :

n G(an - en )
k„

(Log n)2/k„-

avec n, c'est-à-dire si :

(2)

Supposons cette condition réalisée, et considérons le rapport :

3njn- 1) (n-k„t2) . .j. , . 2
n nkn 1 ' n n n '

On a :

(kn - 2) Log( 1 - -kn-—2) < Log pn < (kn - 2) Log(l

Or, si (2) est vraie, l^/n et k^/n tendent vers 0 avec 1/n et par
suite Log pn > 0, donc pn * 1.
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En fin de compte :

n(n ' )[’ ' ' (»~ k" * 2) F-M(a„ - ..■Hfr-1(Kn ~ i).

< Fn(an-en)[ nG(an - en ) ] n = wn

La convergence de la série (w ) entraînera la condition (1) si la
condition (2) est satisfaite. On aurait alors :

L°g wn < -exp jj2 Log Logn - J+(kn - 1) [2 Log LognJLocf n

(Log Logn)2~l
Logn J

-exp j^2 Log Logn - J+ 2 k n Log Logn

~ - Log2 n + 2 k Log Logn

Si l'on prend :

kn = — Log2n / Log Log n, on a :

Log wn < - — Log2n , donc ^ wn < 00

Déplus, la condition (2) est bien vérifiée par cette valeur de kn.

5/ - Les résultats déjà obtenus peuvent s'exprimer ainsi :

- Tous les points Mx, M2,. . . Mn de l'échantillon sont asymp-
totiquement presque sûrement intérieurs à un cercle rn de centre O, de
rayon :

i A
= (L,°g n) 2 + (Log n)'2 Log Log n

- Le nombre N(n) de ces points appartenant à la couronne

limitée par r et r' (cercle de centre O, rayon R' = \/Logn - LogLogjiv \/ Log n
est asymptotiquement presque complètement supérieur a :

- Log2 n/Log Log n.

Ilnousresteà étudier la répartition des N points à l'intérieur de
la couronne.

6/ - Soit ii1,n2,...uNles points de l'échantillon { M .} situés à l'ex-
térieur de r'n, et numérotés par ordre d'argument e, croissant. Appe-
Ions IJ, le polygone , n2,... nM .
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Partageons la région du plan extérieure à rn' en vn domaines égaux
par des demi-droites A^u% A2u 2,.... dont les prolongements passent
par 0, et limitées à P .

Si l'on choisit :

2

v„ = [ (Log n )3 ], on a :
i J

Ai A,- ^ AlA3 - 2 tt (Log n) 6
La corde a[3 obtenue en joignant deux points pris dans la réunion

de deux régions consécutives u1A1A2u2 et A2 A3 u3 sera nécessaire-
ment intérieure au domaine limité par les droites A1u1, Ax A3, A3 u3.
Or, la distance de O à A:A3 est telle que :

1 i
Rn' - d„ ~ 2TT2 (Log n) 6 < (Log n) Log Log n

Par conséquent, si le polygone Pn a au moins un sommet dans
chacune des régions u. A, Ai+1ui+1 (hypothèse H), il sera extérieur au
cercle r", de centre O, et de rayon :

1 _1
R” = (Log n)2 - 2 LogLog n (Log n) 2

7/ - Montrons que l'hypothèse H est presque complètement sûre-
ment réalisée pour n assez grand.

Supposons que :

1 2 -1
N = kn = - (Log n) (LogLog n)

La probabilité pour qu'un point n, tombe dans une région déter-
minée Uj A jAj+1Ujn est : l/vn .

Donc la probabilité pour que, au cours de kn épreuves, les points
n | ne tombent jamais dans cette région est :

Enfin, la probabilité cn pour qu'il existe une région quelconque
du type précédent dans laquelle ne tombe aucun point pendant les kn épreu-
ves est telle que :

1 kn
B < v ( 1 - )n n p. vn 7

Or :

2 1 2
Log jjjj g LogLog n+-Log2n(LogLogn)1Log [l-(Lognp]

1 a I
~ "

g" (L°g n)3 (LogLog n)
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Par conséquent :

2 CTn < 00

Compte tenu du fait que :

N > > kn
P . CO.

on voit alors que l'hypothèse H est presque complètement sûrement
réalisée pour n suffisamment grand.

8/ - En résumé, on a :

C rn as. presque sûrement

et : rn" (2 P as. presque complètement.

Le polygone d'appui Qn de l'échantillon { Mj} contenant aussi le
polygone d'appui de Pn , on a finalement les relations asymptotiques :

r" C Qn C rn
p.co. p.s.
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