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LES PROCESSUS STOCHASTIQUES ET

LA METHODE DES FONCTIONS GENERATRICES OU CARACTERISTIQUES

par G. MALECOT

Professeur & la Faculté des Sciences

de LYON

On trouve en Physique et en Biologie bien des exemples de systémes formés

By e e

de corpuscules élémentaires et qui évoluent de fagon non déterministe mais aléatoire, |

soit par suite d'un indéterminisme essentiel, soit peut-&tre seulement par suite
d'une connaissance insuffisante des conditions internes ou des conditions ambiantes.
Si 1l'on étudie 1'évolution au cours du temps de la loi de probabilité des différents

états d'un tel systéme, on se trouve en présence d'un probleme de processus aléatoire

ou stochastigue.

I) - Les plus simples des processus stochastiques que 1'on ait étudiés rentrent dans
la catégorie des processus conservatifs. Ce sont les processus dans lesquels un
nombre constant N de corpuscules, chacun de nature invariable, se déplacent dans
un certain espace (qui sera par exemple, dans le cas de la physique, l'espace des
phases). Bornons nous au cas ou il s'agit d'un espace discret (comme 1'espace des
états de la mécanique quantique divisé en cellules dont la dimension est réglée par
la constante de Planck h ; ou encore l'aire d'extension d'une espéce biologique,
divisée en domaines panmictiques, & l'intérieur desquels tous les croisements sont
également probables). Nous pouvons alors repérer par un ou plusieurs indices entiers

la "position" ou "1'état" d'un corpuscule, d'un individu, d'une unité, dans cet espa- |

ce; et introduire la probabilité, supposée infiniment petite, qu'un corpuscule occu=-
pant la position (ou 1'état) Ai a4 1'époque t passe dans la position Aj a 1l'époque

infiniment voisine t + dt; soit 1ij-(t) dt cette probabilité; elle ne dépendra

pas des positions qu'a occupées le corpuscule aux époques antérieures & t si la
définition de la "position Ai & 1'époque t" est suffisamment précise pour englober

tous les éléments de prévision que fournit le passé (par exemple, en mécanique cor-
pusculaire, il faudra considérer la position dans l'espace des phases qui sera 1l'en-
semble de la position au sens ordinaire et de la viteggg) ; on dira alors qu'on a
affaire & un Processus de Markoff ; on s'efforce le plus possible, dans les diverses
application, de se ramener & de tels processus. Un cas plus particulier sera celui
des "processus additifs", ou & "accroissements indépendants" dans lesquels les ac-
croissements instantands des coordonnées qui caractérisent la "position", sont indé-
pendants (en probabilité) de la position déja atteinte (comme dans la "promenade au
hasard" suivant le schéma de Polya, ou encore dans la variation du gain total dans
un jeu de hasard formé de parties successives indépendantes). Ces processus ont été
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trés étudiés depuis laplace (voir en particulier les études de P. Levy sur le mou-
vement Browniens).

1°) Nous ne traiterons dans ce qui suit que de processus de Markoff, en supposant

d'abord que le comportement de chaque corpuscule est indépendant des positions des

autres corpuscules. (corpuscules indépendants). Si on multiplie la probabilité

P (n1, — Ny -, t) pour que, & l'époque t , il y ait n, corpuscules dans
n

1'état A1 , etc, n, corpuscules dans 1'état Ai , ete, par 211

fasse la somme pour tous les systémes de valeurs des n, , on obtient par défini-

i
O Zi .++ et qu'on

tion la fonction génératrice des n, a4 1'époque t soit W (Z1 3Lk Zi,..., £
qui est forcément pour un processus conservatif, puisque 25 n, = N , une fone-
tion homogéne de degré N des Zi.

Chacun des n, corpuscules occupant 1'état Ai aura, dans l'intervalle de
temps At, la probabilité lij_At + o (At) de passer dans 1'état Aj ; la fonc-

tion génératrice & 1'époque t + At s'obtiendra donc en remplagant dans JX la va-
riable Z:.L par Zi + }j'. Z, = Zi) 1.. At + o (At), ce qui revient & augmen-

i :
tar de DM T (2, =2, )1, /At +860 F (Z. -2.)1 A&t +-+ 00
5 - péil 1 =y Tl d dsy 13
8 Z1 3 § Zi dJ
Il en résulte immédiatement, en divisant par A t et faisant tendre At vers zéro,
que la dérivée partielle % au temps de la fonction génératrice JT est ¢
(1) or= 3> = S 1
T : s r Z i Z by B =
53 i 113 ( 3 1) 5 2, (Bartlett)
Le systéme différentiel associé & cette équation aux dérivées partielles peut se
mettre sous la forme - dt = % =e—— = ;_i_% = en désignant pé.r
1 i
By et s les valeurs propres et les solutions propres de la substitution li=-

néaire définie ﬁar les formules :
Z e
(2) 1 J i3 (Z,] - 21)

g s
i Rl (zj-zi)

it
Ce qui donne les intégrales premiéres yi e&l = constante.

L'intégrale générale T de (1) est donc une fonction forcémert homogéne et du de-
gré N de ¥y eB'1t ¢ et
conditions initiales. Si les corpuscules sont par exemple tous initialement dans
1'état Ak sonapur t=0 M=z2Z E, donc, puisque Zk est une forme linéaire
des Yi y. BOIL Zk = }:1 2l y; s ona pour t quelconque

seees ¥y i * yesse dont la forme est déterminée par les

1
b (f ak‘i; ¥ e t) e sndiationls Dybuing dscianm et iy than (2) a ses

éléments tous > 0O, sauf ceux de la diagonale principale qui sont tels que la
somme des éléments de chaque ligne soit nulle : il en résulte qu'il y a au moins
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une valeur propre nulle et que, d'aprés le théordme de Tambs-Lyche, complété par
Fréchet, les valeurs propres non nulles ont des parties réelles négatives.

T tend donc alors, quand t—> + 00 , vers la puissance ¥ d'une fonction lindaire des !

Y donec des Zj’ soit 24% Zj ; la probabilité pour qu'il y ait des nombres don+
nés n, des corpuscules dans les états Ai tend donc asymptotiquement vers

N ! P ny p, 2 (loi multinominale)
gl 1 -

Remarque ¢ Dans le cas plus général ou les corpuscules seraient initialement dans

des état divers, I serait un produit de puissances de sommes %F ak%'yi eyﬁ ¥

correspondant & différentes valeurs de k. Mais, s'il y a une seule valeur propre

nulle, soit 91 ’ T tend toujours quand t-» +o@ vers la puissance ¥ de ¥y

(2 un facteur constant prés) et la loi de la répartition des corpuscules entre les
différents états Ai tend alors vers une Loi multinomiale indépendante de la répar-

tition initiale (processus de Markoff réguliers au sens de Fréchet

2°)  Un schéma de Markoff un peu moins simple correspondra au cas ou les mouvements
des différents corpuscules ne sont plus stochastiquement indépendants, et ol des
interactions sont possibles entre eux (chocs de la mécanique statistique classique,
interactions de la mécanique quantique). Si 1l'on ne tient compte que des interac-
tions des corpuscules 2 & 2 (les autres étant supposées négligeables comme trop im=
probables), on désignera par 1lrs, uv dt la probabilité pour que, pendant 1l'inter-
valle t... t + dt, 2 corpuscules d'abord dans les états respectifs Ar et AS agis-

sent l'un sur l'autre et passent respectivement dans les états Au et AV (on peut

d'ailleurs englcber si l'on veut dans ce cas le cas précédemment traité d'évolution
indépendante en remarquant que ce qui était précédemment appelé 1,, fournira mainte-

nant la probabilité pour que, le 2e corpuscule restant par exempl%J dans 1'état AS o [

. devra main-

le I%F évolue indépendamment de l'état Ai a 1'état Aj s par suite 1iJ

tenant &tre noté 1, , avec deux indices égaux).

s’ js

La considération du changement de la fonction génératrice relatif & une
durée At que 1l'on fait tendre vers zéro conduit maintenant, au lieu de 1'équa-
tion (1), & 1'équation

‘ R 2
¢l s R SR, o BT (Zuzv- Tk ) 6grj(62

que Moyal étudie dans le cas ou s'applique le "principe de microreversibilité"

] = ! 1 44 4 1 Py
d'aprés lequel 1r o e 1u & A (c'est la transposition en mécanique quanti

que de 1'hypothdse des chocs parfaitement élastiques) : il remarque qu'alors 1'é-
quation (3) est vérifide par toutes les solutions de 1'équation

SER bt N
8% 8%,  § &r 8%,
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& partir de quoi Moyal retrouve la loi de distribution des molécules de Maxwell
Boltzman, classique en théorie cinetique des gaz. Et moyennant des modifications de
1'équation aux dérivées partielles pour l'adapter au cas de corpuscules indiscerna-
bles & fonction d'onde symétrique, ol au cas de corpuscules & fonction d'onde anti-
symétrique obéissant au principe d’e:fclusion de Pauli, il retrouve les statistiques
de Bose-Einstein et de Fermi-Dirac. =

II) Passons maintenant aux plus simples des processus multiplicztifs

1°) Imaginons d'abord que chague corpuscule ait, pendant l'intervalle t...t+At et
indépendamment de sa position ainsi que du nombre d'autres corpuscules présents
une probabilité 1At+ o (At) , de se fragmenter au deux corpuscules identi-
ques; si les corpuscules initiaux sont tous identiques entre eux, le processus se
traduira simplement par une multiplication aléatoire de leur nombre au cours du
temps, multiplication diie aux "naissances" par bipartition. C'est le processus dit
de Furry. Si on suppose que pour tous les corpuscules existant & chaque instant 1la
probabilité de bipartition 1 At est une constante indépendante de 1l'ancienneté
de la "naissance" de chacun, il suffit de considérer la fonction génératrice du
nombre n de corpuscules a 1l'époque t, soit :

M(z,t) = Zpt) 7
pour remarquer que la fonction T (z, t+ /_\.t) s'en déduit en y remplagant Z par
Z+1 (22 —Zy At =+ o (At), on a donc, en divisant par At et en faisant tendrelf

vers zéro

on by 2 dn
qui donne, en supposant gqu'initialement Y (Z,0) = 2 (un seul corpuscule) :
- 1t
Z e
T (Z,t) =
T T o

Les Pn (t) sont done, pour t fixé, les termes d'une série géométrique.

Ce processus admet une extension simple die & Feller ( processus de "naissance
et déces") en supposant qu'indépendamment de la probabilité de bipartition 1 A
chaque corpuscule admet, dans l'intervalle t... t + At, une probabilité de dispe=
rition, de "déces" égale & MAt + o0 (At)

On a alors :

)
(a7) %35 = [1(22-z)+ k(1 -2)] —5—‘%—

qui donne encore, si l'on part d'un seul corpuscule initiale, pour les 2 (t)
(pour t fixé et quand 1 ;étk) une série géométrique dont la raison qui est

1 (1 ‘P)t 1 N ’ 3 . . ~,

e = croit ou décroit quand t croit suivant que 1>n oul(ku

1ed 't“st_[k d'ol l'on peut déduire que, quand 1>\ il y a
une probabilité supérieure & zéro pour que le nombre de corpuscules tende vers +%

avec t, alors que, quand l(tk (et aussi quand 1 = B), il y a presque certitude
d'extinction totale.
Si on part initialement de n corpuscules, il faut élever la fonction T pré-

cédente & la puissance n_ et on obtient (Kendall g ) pour les P, (t) 1a série de

Pascal ou "négative binomial" (qui représente en général trés bien la distribution
| BETTT T 25 5010, pads]




S

des nombres d'individus de différentes espéces animales capturés en un temps déterminé
sur un espace donné).

e

20) Le processus introduit par Arley comme modéle mathématique des gerbes de rayons cos: |
miques secondaires suppose deux catégories différentes de corpuscules, photons ou élec-
trons, chaque corpuscule d'une catégorie étant susceptible, dans 1l'intervalle
t....t +At, de se transformer, par choc sur la matidre, avec probabilité

1At +o0 (At), en deux corpuscules (paire d'électrons ou électron + photon); et
aussi de"décéder", c'est-a-dire de perdre son énergie, avec la probabilité wAt;ce

qui donne pour la fonction génératrice N (Z, w, t) == P (t) 2™ w™ des nombres |

m et n de corpuscules des deux catégories & la date t 1'équation :

(4") ‘g—?= [1(22-w)+ P.(1-w)] %—‘T} + [l(wZ-Z)+ 9(1_2)] g—’g- ;

oLy : : 1
équation qui n'a été résolue qu'approximativement par Arley et Bartlett. =

3°) On obtient un autre type de processus multiplicatif, important en démographie et
en biologie, en considérant une population ol sont séparées les générations successi-
ves FB 5 F1 , etc.. les unités constituant chaque génération étant, suivant le cas,

soit des individus, soit des gamétes, soit des génes mendéliens.

et e B e

Si on suppose que chague unité a des probabilités déterminées a4 d'engen-

drer s unités de la génération suivant, et cela indépendamment de ce qui se passe

pour les autres unités, on voit aisément que la fonction génératrice w, (z) =

z R

i, e e e : .
du nombre n d'unitées de la r  genération Fr qui sont issues

d'une ou plusieurs unités déterminées de la génération initiale o satisfait &

ke

1'équation de récurrence :
(5) X (2) =T, (T o 2)

r+ 1 P
2 U m > s “]
[pulsque B, (r + 1) est le coefficient de Z dans E%I% (r)(S q )

2 i 7
L Fmnma e

Cette équation avait été donnée par Watson, Erlang, et Steffensen pour le probléme
de 1'extinction du hasard des noms de famille; R.A. Fisher et Haldane 1l'ont utili-
sée dans le probléme de l'extinction de mutations.

De cette équation on peut par passage & la limite = déduire une équation
"4 temps continu" comme celles qui ont été indiquées précédemment. Il suffit de
considérer les individus engendrés non plus pepdant une durée finie, prise pour
unité de temps, mais pendant un temps At, et de supposer que la fonction généra-
trice du nombre total d'unités issues pendant le temps t...t+/AAt de chaque unité
existante & la date t est de la forme :

Z q 2° =2 +n(2,t) At +o0 (At)

e

PR S e T

(le Ier terme correspondant & la permanence trés probable de l'unité engendrante,et
le 2tme terme pouvant comprendre comme dans le cas particulier du 1°), un terme de
natalité et un terme de mortalité). .

S N T e

ul

Le 2tme membre de (5) devient alors, aprés substitution de cette expres-

Wr(z)+§__z"‘_l‘ AL TS AL
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ce qui montre que la fonction génératrice YU (Z, t) du processus "a temps contimy"
vérifie 1'équation aux dérivées partielles :

-

(6) %ﬂ“_ R ey g_g (Barlett)

équation qui comprend comme cas particulier 1'équation de Feller (4') et qui se
résout trés aisément dans le cas particulier d'un processus "homogtne dans le temps"
ou h(Z,t) est indépendant de t. On trouve alors, si n_est le nombre d'individus
de la génération initiale dont on étudie les descendan®s (YT(Z, 0) = Z No) :
= 7 No u/‘Zh dll

W(zt)=2, avec t 7 BT
ce qui redonne en particulier tous les résultats du 10) i
III) Franchissons maintenant un pas de plus vers l'adaptation des moddles stochas=
tiques au réel en introduisant des processus avec multiplication et limitation.

1°) On sait que le nombre de descendants laissés par un individu d'une population
n'est en général (contrairement & ce que nous avons supposé précédemment au (II) )
indépendant de 1l'effectif total : la fécondité en descendants adultes d'un animal
ou d'un végétal est beaucoup plus grande quand il s'agit du "peuplement d'une place
vide" que quand la population est devenue nombreuse. Aprés un phase initiale de
"multiplication pure" ol l'effectif de 1la population pourrait &tre regardé comme
obéissant & un processus du type (II), intervient une phase de "limitation" ol le
nombre d'individus déja existants restreint & chaque instant la multiplication des
autres. On peut certes en tenir compte, dans 1l'équation (4') par exemple, en suppo-
sant que la natalité représentée par 1 diminue ou que la mortalité représentée
par W\ augmente avec l'effectif N de la population. C'est ce qu'a fait Feller (acta
‘biotheorica, 5, 1939) en prenant pour 1 une fonction linéaire (décroissante) de N
et pour W une -constante, c'est-ad-dire en faisant 1'hypothése qui, dans un schéma
déterministe et non plus stochastique de 1'évolution de l'effectif, conduit a la
loi dite "logistique" de Verhulst-Pearl. Comme dans le schéma de Feller N est de-
venu aléatoire, 1'équation (4') doit &tre elle-méme modifiée pour en tenir compte,
mais Feller a pu résoudre 1'équation ainsi modifiée. (L'étude détaillée reste par
contre & faire en suivant quelques apergus de Kendall 2 dans le cas ou @ , au
lieu d'étre une constante, serait lui aussi une fonction linéaire-croissante de NL

2°) Mais le probléme ainsi posé est celui de la fluctuation du nombre total d'indi-
vidus entre deux bornes correspondant respectivement & un taux de mortalité nul et
& un taux de natalité nul. Un probléme différent se posera si 1l'on distingue les
individus de la population suivant leur nature (héréditaire), par exemple suivant
les génes mandelions qu'ils portent. Il y aura alors, outre les fluctuations de 1l'-
effectif total, des fluctuations dans les proportions des différents génes repré-
sentés, et ces fluctuations pourront &tre regardées comme stochastiquement indépen=
dantes de celles de l'effectif dans le cas ou la reproduction de chaque individu
n'est pas influencée par les génes dont il est porteur, c'est-a-dire dans le cas ol
il n'y a pas de sélection des gtnes. Je me suis autorisé de cette remarque pour
séparer le probléme de la proportion des gines du probléme de l'effectif total. Si
l'on désigne par N (t) 1'effectif total (constant, fonctionnellement variable, ou
aléatoire) & la date t, le nombre total de "loci" c'est-3-dire d'emplacements occu
pables par un géne déterminé est (dans le cas usuel ol les individus sont "diploi-
des" c'est-a-dire porteurs de deux chromosomes de chaque paire) 2 N (t) . .
Le nombre de ceux qui sont occupés effectivement par un géne déterminé que nous dé-
signerons par E est l'entier aldatoire r (t) (les autres étant occupés par les
gbnes "alldles" de E que nous grouperons sous la désignation e).

() ibid., p. 220 - (2) ibid., p. 245.
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I1 est commode d'introduire le quotlent q (t) = FN (T
qui sera appelé la fréguence (aleat01re) du gene E a la date t. Cette fréquence
vérifie, dans certains cas, une équation différentielle stochastique qui rentre
dans la catégorie de celles qui ont été étudiées par S. Berstein, mais qu'il est
préférable, (pour ne pas avoir a distinguer entre la distribution discontinue de
la fréquence et une approximation continue de celle-ci) de remplacer par 1l'équation
aux dérivées partielles que vérifie la fonction caractéristique de ¢ (t), soit

F(st)-m(sq(t) 1

I1 est & remarquer que cette fonction caractéristique se raméne immédia-
tement, quand N (t) n'est pas aldatoire, & la fonction génératrice 6(Z,t) de
r(t), en posant

ET%E——z Z ce qui donne G(Z, t)= F (2N 1log Z,t)

Cette équation aux dérivées partielles peut se déterminer directement (Bartlett,
ibid. p. 220; G. Malecot "Les Mathématiques de 1'hérédité", p.45) en partant de la
loi de probabilité conditionnée de g (t + At) quand on connait la valeur de g (t)
ainsi bien entendu que celle de N (t + t) regardée d'ailleurs comme égale, avec
une erreur relative négligeable, & N (t) . Il est commode de définir cette loi par
les moments conditionnés de q (t +At) ou, ce qui revient au méme, de

Aqg =q (t +At) - q (t), soit :

m (Aq) = 4 (q,N, t)At +o (At)
M (&) =8° (a,N, t) At +o (A1) M (A% q) =1’ At + o (At)

On en déduit que, d'aprés la régle des moyennes conditionnées et pour s fini quel-
congue 3

(3 gR S0 [esq(t + At)] =m[e sa (t) 1, .8 Aq]

-m [esq (t) Me (14s Aq + L 'qu s i_\."q3 + )]
=M [esq (t) (148 &4 At +_§2 B At +§3 I K€ itois (At)
21 31

F(s,t) + [sM@a &8 (D >+%2ch2 o5 ()

_s_3m (Dse = (t))+...]At+o (At)

3!
La fonction caractéristique F(s,t) vérifie donc une équation aux dérivées partielles
gqui peut s'écrire symboliquement, en posant

mlew o <] =med)e <] = P& M =P E

§r - 4 8 Bl O o W) s
7) o s A (5 Nt)F+; 132( N, &) F+_§_ (és N, t)+

e

L) I1 est inutile ici de prendre comme d'habitude 1l'exposant isg, car aucune ques-
~ tion de convergence ne se pose, q variant entre o et 1.

EQ F est indéfiniment dérivable % & s, puisque g, reste dans l'intervalle 0...1.Et

on a évidemment
()F—”m(qesq " =M e®
Q) Cette équation a ete donnée par Bartlett 1b1d p. 220,

R A s
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ou, si 1'on suppose N (%) non aléatoire et si 1l'on introduit la fonction génératri-
ce de l'entier’ r, soit: G (Z,t)_i F(2nN logZ,t), et en tenant compte de ce que

Y SV b
e o 6 BT A
da : ARy % 5
(1) st=2Nlogz4 (_2—1\1 -—gf-,N,t)G +(2. N log 2)S BS (2. & N,t) G &8
2 2N 82

Les équations (7) et 7') ne seraient du Ier ordre (comme 1'étaient les équations(1)
et (6) des processus conservatifs et multiplicatifs & corpuscules indépendants) que

si 4, B2, D3, etc, étaient des fonctions lindaires de q (on ne peut d'ailleurs fai-
re rentrer dans (7') les équations des processus précédents, puisque le passage de
(7) & (7') suppose que N (t) n'est pas aléatoire).

Mais, dans la plupart des applications A et 32 sont % & q des polynocmes
de degré supérieur & 1, (7) et (7') sont alors méme quand D3 est négligeable comme

; 3 g 1
souvent le cas des équations d'ordre supérieur & 1, = . Nous le constatons sur quel-
ques cas particuliers :

a) si tous les gtnes ont égale probabilité de laisser des descendants et si ces des-
cendants sont de méme nature qu'eux (pas de "mutations“), on a

™m L [q(t+ [&t)] = q(t) donec A = o, mais lekt, qui est alors la variance

conditionnée de q(t+At), ne peut &tre nul, car q(t+At) fluctue autour de sa
moyenne q(t) du fait que les individus qui décédent et ceux qui se reproduisent pen-
dant 1'intervalle t - t + At sont regardés comme choisis au hasard, 2 ainsi que
les génes qu'ils portent. Si le nombre moyen de ces individus est supposé proportion-
nel & 1'effectif N (t) et & At, donc de la forme K N At, le nombre total de genes
qu'ils portent sera le double, 2K NAt, et la variante du nombre de gines E qu'ils
portent sera, d'aprés la formule de Bernoulli,

a(t) [ l-q(t)] 2 K NAt; par suite la variance de la proportion de ces ghnes dans

la population totale, c'est-&-dire aussi la variance conditionnée lext de q(t+llﬂ'
que nous cherchons, sera le quotient par (2N)¢ du nombre précédent d'ou, (

8 B (gNt) = K oo

(i1 appartient & la zoologie ou & la démographie de fournir, dans chaque cas, une
évaluation numérique raisonnsble de la valeur de la constante K).

L'équation (7) s'éerit alors :

2 2 3
K ) S K
(9) gi=4§1 (55"25:2 S 5a 0(%2)

T Sl el q(1-q) (1-2q)
E30) e e

b) on étend aisément la formule précédente & un schéma de sélection du géne E
(toujours sans mutation ),& condition de supposer que la sélection ne dépend que

des proportions relatives ¢ et 1-q des genes E et e, et non de leur nombre total

2 N. Suivent la schéma adopté usuellement par les généticiens, on admettra que ,

R

G. Malecot, "les Mathématiques de 1'hérédité", p.47, équation (3)

o it—

Ce choix étant souvent plus concentré sur certains &ges, une étude plus poussée
devrait prendre en considération les fluctuations des proportions de génes entre

les différents" groupes d'8ge", pour voir dans gquels cas ces fluctuations peuvmﬁ
avoir un effet important.
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par l'effet de la sélection, le rapport Ti?- de ces proportions augmente en moyen-—

ne, pendant le temps At, de(I'[Stg O étant une constante (ou plus généralement une

fonction donnée du temps)l . Cette hypoth&ése fournit alors :

mc[q (t+At)] a (t) +oa (t) [1-a (1)]A t+o0 (A+)

d'ot  10) A (q,N,t,) = o q(1-q)

et, si 1'on conserve pour B2 la formule (8) (le terme correctif gu'y introduirait

la sélection serait en général négligeable, parce que de l'ordre deAt), on aura :

dF 8F -3°F K s° 1
(11) 5t5(0-5+4N)( B;"E_)+BT Qi)

Cette équation parabolique peut s'étudier facilement siC~, N et K sont constants,
et si on néglige les terme en 1/N . En effet elle montre que les valeurs F (O,t)

etF(—4N

,t) sont indépendantes de t donc égales & leurs valeurs FO et F1 2

l'instant initial t=0, valeurs qui se calculent & partir de la fréguence initiale

q du géne E; puisque F (s,0) =m(esqo) 20ghae sroncs ¢t
0 e AR

En outre 1'équation (11) admet des solutions statiomnaires (c'est-a-dire.

indépendantes du temps, donc conduisant & un processus stationnaire) données par :

2
gi‘ -?) F2 = 0 c'est-a-dire F=0 e° + [3 :

S

il y en a une , T quis prend pour iiss=p0jets s = Hy =5 4 NO/k 1les mémes va-
leurs F et F; que la solution F (syt) qui correspond & la donnée initiale a8

c'est celle qui correspond & @ et [’J donnés par

(!+‘)’=O=T
-4NO £ il -4 NOgqo
e X +(5_F1 =. e X

1 - exp. (- 4 No-qo/K) (63_1) i

a don f =
o8 SN RL TR Sern (k4RO /K )

Si 1l'on désigne par Fr l'excés sur F de la solution cherchée F (e t), Fr sera

une solution de (11) qui s'annule & la fois pour s =0 et pour s = Sy j or

toutes les solutions de (‘I?) qui Joulssent de cette propriété sont des séries de
Sturm-Liouville de la forme 1-00
S =1¢T_1 a, £, (s) g (t)

chague produit fi g; vérifiant 1'éguation (11) avec :

g! . £1 - fr
- PR ol ST (s + ¥Ke° /oy ) 2L
B g jan I

et fi étant nul pour s = 0 et s = Sy , ce qui ne peut &tre réalisé que pour une in-

1 Cela revient & admettre que les taux de multiplication de 2 gines sont dans un
rapport constant voisin de 1 .

e b g g =

T AR R

e

e
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finité dénombrable (au plus) de constante 1, qui sont les valeurs propres relatives
a4 1'intervalle O....s1 de 1'équation différentielle :

(K/4X) s (s - si’) (f"i - f'i) B4 =R

Or cette derniére équation peut se mettre de la fagon habituelle sous la forme de
Sturm ¢ : '
d -8 5 1 & 3l
= e + i =4 = 0o
(K/4 X) s (si - s, )

et les théorémes de Sturm montrent que, les coefficients de fi et f'i étant posi-
tifs, les valeurs propres li sont nécessairement toutes positives; donc toutes
les séries oo
iy N A ey (s)
1 il i

tendent vers O quand te» +00 (avec une vitesse définie par l'inverse de la plus
petite valeur propre). Fr tend donc certainement vers O, par suite

Plst) > F quand t— + o o

Or F est la fonction caractéristique d'une distribution de probabilité
dans laquelle q est égal & 1 avec la probabilité
e = 1 - exp. (-4 NO gp/K)
1 - exp.: (=4 Noo [/ K°)

et & O avec la probabilité complémentaire 1 -Wr, ce qui signifie que asymptotique-
ment, quand t- + 00 , la population devient génétiquement homogéne, avec exten-
sion & tous les individus du géne E (avec probabilité W ) ou d'un alldle e
(avec probabilité 1 - W ). C'est 1'effet Hagedoorn d'extinction des génes au
hasard 1 (on peut développer W sous la forme

L L i e e e T T

W est égal a 9, quand il n'y a pas de sélection et supérieur & a4 quandO‘positif]'

¢) I1 en va tout autrement s'il y a des mutations ayant pour effet de transformer,

pendant chaque intervalleAt, une proportion wA t des génes E en alltles §
et de faire apparaftre le géne E par mutation d'une proportion v At des genes
e . On aura alors, s'il n'y a pas de sélection 2

me [E+A0]= a@®) +ua (@At +v [i-a (t)] At

dtot (101) A(q,N,t)=-ug+v (1-q) 3

que nous écrirons pour simplifier

(10n) s —k(q-C) avec k=u+vetcs= "J’/;J.+V .

Si 1'on conserve pour 8% la méme expression (8) qu'avec a) et b), on auras

F BF - Ks?2 (J/F 2 G s 8
() i3 (e K e Bl B0 = ) 4 150 (g )

équation qui n'est pas commode & résoudre correctement, mais qui donne aisément

les coefficients succesifs du développement de F(s,t) en série entidre de puis-

sances de s, c'est-a-dire les moments Mp (t) de la loi de probabilité de q.
p=co

Il suffit de poser F(s,t) = 2=, Mp (1) sP
effet déja signalé par de Candolle pour 1l'extinction des noms de famille, qui
s'héritent comme des génes portés par le chromosome mfle Y .

ga¥iL ait en tre sélection, il faudrait prendre pour A la somme des expreés
Sions{10) et 12315515’301'611"9 de’At prs%s.a 2 P 5 g

—

o =
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la convergence uniforme et celle des séries dérivées étant assurée du fait que, q ]
restant dans 1'intervalle O....1, tous les PT})(t) sont aussi dans cet intervalle.
(12) donne alors : '

d M
(13) p p(p = 1) 1 1 |
- -k M - - T i
: SreaG RN g e e K, Mp)+o(N2 ) {
et en particulier, puisque M.'= 1.3
(13,) o 3 T
dt

La valeur moyenne M, de g tend donc, quand t— + e , vers la limite c; sa différence |
avec sa limite est de l'ordre de Ek{ , €lle ne tend donc que trés lentement vers zéro |
si k = u+v, somme des "taux de mutation", est faible; la valeur moyenne varie peu '
dans tout intervalle de temps qui est faible par rapport & l/k.

On a aussi :

dt ‘
et cette formule montre que , dans un groupe peu nombreux ou K /2N supposé constant
est trds grand ©°/ & k, la variance V se stabilise beaucoup plus rapidement que la
_ M- wf
144N k /K
de exp. [- (2x + K /2N) t] ; la valeur Vg subit elle-méme, aussi longtemps que
My n'est vas stabilisé, une variation, mais cette variation est beaucoup plus lente,
puisqu'elle est réglée par exp. [-K t]

(135] " 0Tlotv 2l 00p PORoune O S5 2o e bty s
2 2 b T3 ;
dt 2N “

ce qui donne pour la varianceV = M2 - M12 desqis ;“‘
SV _(x+K/N)V +(K/N) (¥ -nuf) {

ST

moyenne My : 1'écart entre V et la valeur V. est en effet de 1'ordre

SIS LTS

o

Les autres moments pourraient faire l'objet de calculs analogues et on dé-
montrerait que, quand t — +oc0 et si N et K sont constants, ils tendent bien, ol
avec des vitesses réglées au moins par exp. [—kﬁ] 3 4 vers des valeurs limites i
qui sont solutions des equatlons (13) avec Iers membres nuls, et qui sont donc
liédes par la formule de récurrence suivante (dans laquelle nous remplagons k et ¢
en fonction de U et v) :

Moo= N p-1+4Nv /K+0 (/)
p=-1+4N(u+v)/K+o0(1/N)

Les quantités ainsi définies ne sont autres, si 1'on néglige les termes O(1/N),que
les moments de la "distribution ﬁ de Pearson", distribution absolument continue
dont la probabilité élémentaire est :

4 Nv/K"1(1_q) 4 Nu/K-1

ettt

(14) 9 (q) dg = cte x g dq (S. Wright i) |

J'ai montré 2 qu'on peut suivre toujours avec la méme approximation 1'évolution au 1
cours du temps de la distribution de probabilité de g, supposée absolument continue, i
|
4

|

I —

s'il y avait une selectlon, cette équation ferait en outre intervenir M 4
resolutlon par récurrence serait impossible. I

geut montrer que les termes de 1l'ordre de 1/N dans les équations (131)et (132)
sop toujours nuls .

y €t la

o

1
i
4
1
1

2 Cf "les mathématiques de 1'héréditéy p.54. l 2 "Les mathématiques de 1'hérédité" p.B=
4 Genetics 16, 1031 Statistical Genetics, actualités scient.et ind.,802,1939;1a for-
T mule %14) ¥y "est déterminée seulement par une condition de stationarité du 2e ordre.



T by

et obtenir ainsi, par une autre voie, la distribution limite (14), en déduisant de
1'équation (12)[én remplagant §  par q puis s par —_§_ y en vertu des propriétés
bs 89

de la transformation de Laplace] 1'équation aux dérivées partielles de Fokker-Plancke
Kolmogoroff que vérifie la densité de probabilité quand elle existe et a des déri-
vées nulles aux bornes. Mais les Méthodes basées sur la fonction caractéristigue ne
supposent pas l'existence d'une densité de probabilité, et elles s'appliquent,comme
nous l'avons vu au b), & des cas qui échappent & la méthode de Kolmogoroff. Elles
permettraient d'ailleurs dans le cas présent, de corriger la formule (14) en tenant
compte des termes négligés en 1/N, 1/N2 , etc.

L'équation (14) montre qu'asymptotiquement la densité de probabilité de
la fréquence g du géne E est répartie, dans le cas ol u et v sont { K / 4N, sui-
vant une "courbe en U" qui fournira une probabilité appréciable pour que gq soit

voisin de O ou 1, c'est-a~dire qu'un des gtnes soit prés de s'éteindre (extinction
qui n'est incompléte qu'en raison de la réintroduction par mutation). Dans le cas
contraire 1 ol uetv sont DK /4N, la densité est répartie suivant une "courbe
en cloche" d'autant plus serrée autour de sa moyenne que la variance V_ est petite
c'est-d-dire que 4N (u+v) /K est grand. 5

Iv) Une extension notable des processus & limitation et mutation étudiés au
paragraphe III) sera obtenue en les combinant avec un processus de déplacement au
hasard analogue & ceux étudiés au paragraphe I).

Supposons que les unités considérées (individus, ou gines) soient répar-
ties & la date t entre p groupes distincts A, ,... A , et que quand t varie
certaines unités se déplacent d'un groupe & un aulre. Adm8ttons que, pendant 1'inter-
valle de temps t.. t+At, chague individu du groupe A, ait, indépendamment des
autres et indépendamment de sa constitution génétique, b T probabilité
Aijllt + 0 (At) de passer dans le groupe Aj ; S 1'on désigne par Nj le nombre

d'individus dans le groupe A, & la date t, la proportion moyenne"d'immigrants"
arrivés dans ce groupe, pendint le temps At, depuis le groupe Ai, sera
N i ?‘i,jﬁf i e i L)
N j

que nous représenterons dorénavant par ,Iéj At =0 (AY) 25168 igj étant aﬁ-
pelés les "taux d'immigration".

Si 1'on désigne par 9 (t) la proportion du géne E dans le groupe Aj &
la date t, 1l'immigration précédente aura pour effet de changer cette proportion en
une autre dont la valeur moyenne est : qJ. (t) +Z Ty [ qi(t) - qJ.(t)]AHo (At)'

A ce déplacement de la moyenne pourra s'en ajouter un autre dii & la mutation ou 2
la sélection (et éventuellement aux deux). Si nous désignons ce dernier [ comme
précédemment au paragraphe III, 2°), b) ou c), équation (10) au (10")] par Aj

(qj, Nj’ t) At+0 (At), ou plus bridvement par Aj (qj) At +o (At), on aura en
désignant par C les conditions qui consistent en la donnée de

t)yeeerq (t) M (Aqg. )M [q. (t+At)] = q.(t) = 4. (q.)Dt+ X "ij(q.~q.
% (£), 0050 (t) M (Mg, )M Lo ( )] a5(t) = 4, (ay) ; 13(a;-q;)
Do (A1),

Si 1'on désigne les 2° et 3° moments conditionnés par

B

la discussion est la méme dans le cas plus généfal ol il y a sélection (ibid.{-49

| =

car la sélection compléte seulement la formule (14) par un facteur exponentie
sans aucune discontinuite.
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m_ (A2 ay) = Bg (1) At +0 (At)
D? Bitii o AT

]

2
m, & qJ.)

les hypothéses faites au paragraphe III, 2°), a), montrent encore gue B? (qj) est
donné, & l'ordre de At prés, par la formule :
2 ke gy (1=9.
(8) 7 Bialad ook i o)
2 N,
J

et que D? n'est que de 1l'ordre de 1/N§

En outre, si 1l'on admet 1'indépendance stochastique des fluctuations aléa-
toires relatives & 2 groupes différents, on aura

me[ Ay Ag] =, Boyy xm, (Agg) =0 (At) si i £ 3 g oete

Or il est facile d'exprimer, en fonction des moments conditionnés, 1'équation aux
dérivées partielles que vérifie la fonction caractéristique conjointe de q1(t),...
q (t). S3i 1l'on désigne cette fonction par

P [ Sy e R sP q (t)]

F (s1 ofaataly Sp’ t) =Mle p

une extension immédiate des calculs faits dans le cas p = 1 donne

23, g, (t) 5 Ag. (%)
F (31,..., At =1l [e 3 Sy W Lk ]

g 2
SELD. AT
= (qJ)

e

;:S. an (t)
z'm[e & i {1 %ﬁ} 55 ﬂ-j (qi-qj)At-*?sj Aj(qs)A‘HjZ

5]
42 53 D? (qj)At+...+0(At)}]

J 35
d S s
S e et e e O e e w e 52
ekl TR (asi 6sj) e o x (O ) +2J-:25 ; (5';5)
BAL A3 40 (D)
d'ol 5 |
BF: Bty dge(@ Lo BBy il iy 3 by asperg: 85 g2 (o
OF _ Ot nou ek Bl B° P i
(15) e R A g 5, B 55, ) J'_;T 3 (5sj) *+ef

(dans le cas absolument continu ol les qj possedent une densité de probabilité con-

jointe nulle sur la frontiére, cette densité, admettant F pour transformée,de
laplace, obéit & 1'équation, généralisation de celle de Kolmogoroff, qui se déduit
de (15) en y remplagant 8. par q. puis s, par - e e
&s. J J hisf
J J
Donc, en remplagant les moments conditionnés par leurs valeurs et supposant
D

. \N

y qui_est de 1'ordre de 1/N§ , négligeable % & B? (qj) qui est de l'ordre de

! (de la page 16) En supposant gue les valeurs moyennes T ; de tous les groupes
considérés se sont stabilisées a une qaleur‘comqyne que nous designons §ar 7 (cet-
te valeur pourra n'étre pas su%posee égale ac=q dans le cas ol l'achemine-

ment extrémement Llent vers cette derniére valeur sous l'influence des mutations ne
serait pas achevé. ‘

I

e R

T D
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1/N. , on aura, dans le cas de mutations & taux constant sans sélection ol, suivant

L1on], A (qj) = - k(qJ.—C) t

l(
DE = DF BF dF i &F &F
(16)513 T S l bs 65 ) kX SJ( .-CF)Z ( 3 53.2)+
J 3 5t 3 J j
3
IS Tk b e <
Ji 5t N?

Le developpement de F en série entiére toujours uniformément convergen-
te ainsi que les séries dérivées) permet alors d'obtenir des équations différen-
tielles récurrentes pour les moments.

Les moments d'ordre 1, m (qj), gue nous désignerons par qj , sont les
coefficients des s. dans le développement de F, ou les termes constants dans les
) dF .
développements des —g*s- Fud Do,

J d—=
| SoEli et o]
T ek = (@, - ) .
Dans le cas usuel ou les taux d'immigration ‘eij entre groupes voisins sont beau-
coup plus élevés que la somme k = u + v des taux de mutation, les moyennes 'qj (t)

relatives & des groupes voisins tendent d'abord & devenir egales entre elles, leur
limite commune évoluant ensuite lentement pour tendre vers = v/ u+v) avec une
vitesse réglée par = e

Plutét que de faire le calcul des moments d'ordre supérieur, il nous sera
plus commode de faire celui des cumulants , c'est-a-dire des coefficients du déve-
loppement en série entiere de H = log F. On sait en effet que les cumulants du 2e

ordre ne sont autres que les covamancesm = ’n'][(q - q ) (q - qJ)

[ou la variances 'n‘[[(q'j - qj) ] quand i = j] ; et ils resulteront du développement

de H = log F par la formule 3

- 2
(17) H=;s.q.+i_ 8. W+ Zs.s.’m..]
T 21[13 37 ° gy 173 Wy
- 8 H - )
qui donne 53‘]- = q,j + o mrj .
Or la transformation F = e° dans (16) montre que H vérifie 1'équation :

SE. = OE _JH_ 3
(18} o8 =Fss Eij (551-553) kZ s, ( 5 - c) +
2
K ®H H -Sh IR
*z.j-zﬁrsa‘[ ;) s"‘sz]* i gt
J

D'oli, en substituant (17) dans (18) :

(19) g m, - b 5
- k




T = 5
S:ij étant égal & O quand i £ j et d 1 quand i = j.

Si 1'on suppose que les taux d'immigration sont constants au cours du temps
ainsi que les Nj et les Kj , on voit que les mij sont donnés par un systéme lindai-

re & coefficients constants non homogéne. La matrice formée par les coefficients
des e dans les d m, & les éléments de sa diagonale principale (c'est-a-dire

dt
les coefficients des m, ) égaux a

sehel Zglqj-z(uw)--S Ky/2 N,
k £i K# s

alors que tous les autres éléments de chaque ligne sont positifs ou nuls, la somme
de tous les éléments de chaque ligne étant toute fois toujours négative puisqu'égale
-2 Eu+v) - 6% K3 . ; il résulte alors du théoréme de Tambs-Lyche que les

racines de liequdtlon caractéristique du systéme rendu homogéne ont toutes leurs

parties réelles négativés, donc que la solution du systéme (19) satisfaisant & des
conditions initiales quelconques tend quand t = +00 vers une limite indépendante de
1'état initial, les valeurs limites des mij étant définies par le systéme algébri-

que lindaire ron homogéne obtenu'en remplagant par zéro, dans la formule (19), les
dérivées qui figurent au Ier membre (ce systdme a toujours une solution unique, car
son déterminant ne peut &tre mul, sSans guoi il existerait une racine caractéristique
nulle). :

I1 résulte de cette étude que,\si 1'on considére une population fragmentée
en "greupe panmictfques""ayant des effectifs constants et des coefficients de migra-
tion constants, '‘les frequences dang ces différents groupes d'une géne mendélien ne

donnant pas prise i la selection seront des fonctions aléatoires Gutemps dont les variance

ecovariances tendent asymptothuement vers des valeurs stationnaires dont le calcul
numérique peut se faire facilement par les ‘formules de Cramer. Et on déduit immédia-
tement les valeurs asymptotiques de coefficients de corrélation entre les fréquences
dans -les différents groupes, coefficient dont les valeurs expérimentales dans une
population donnéde peuvent dans certains cas 8tre déterminés par les biologistes ou
les démographes, ce qui permettra en particulier, une fois évalués les taux de mi-
gration, de faire une estimation des taux'de mutation.

Toutefois, dans le cas ol le nombre  p de groupes panmictiques est trés
grand, la détermination expérimentale de tous'les taux de migration des groupes 2 &
2, quoique théoriquement nécessaire pour la construction numérique du schéma stochas-
tique, deviendra pratiquement inextricable. On recourra alors & 1! hypothese simpli-
ficatrice de migration homogéne entre groupes égaux. Je me bornerai & la formuler
ici dans le cas d'une seule dimension d'espsce .1 : nous supposerons alors que les

‘p groupes sont d'effectifs égaux (301t N), repartls de fagon éguidistante sur une
courbe fermée, et numérotds en parcourant cette courbe dans un sens déterminé, de
sorte ‘que chagque groupe sera repéré par un indice entier Jj défini seulement

"modulo: p"; le taux d'immigration 1,. sera supposé une fonction - perlodlque et

de péri - dei-j ; s0it? 1(i=3); la valeur 1 (0) £ im
période p - de'i-j seulement; soi bL| a valeur sera fixée arbitrai

rement. 2 La matrice des lij sera slors dnvariante si 1l'on effectue sur ses li-

gnes et ses colonnes une méme permutation circulaire; il en résulte que les valeurs

asymptotiques des o g définies comme $olutions uniques du systéme de Cramer indiqué

précédemment, seront invarisntes dans les mémes conditions, donc seront fonctions de
période p de. la différence i-j seulement. Ep particulier 'mii sera indépendant de

i et représentera ‘la variance v de g dans un groupe guelcongue. Le quotient ms

our le schéme & 2 dimensions v. G.Malecot, Annales de 1'Univ. de Lyon-Seiences 4
ath. 1950, p. 52.

1
2 Car an verra aisément qu'elle n'intervient pas effectivement dans les formules;
= nous ne 1'introcuisans- gue pour alleger les notations.

pan =
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sera le coefficient de corrélation entre les fréquences q dans deux groupes
séparés par (i-j) intervalles, nous le désignerons par f (i-j) avec f (0§= 1

Le systéme de Cramer (systéme (19) a T°L° nembres nuls) donnera alors, en divisant
tous les membres par V :

(20) %[f(i—k) 1(k=3)+( 3=k) 1(k—i)] < 2(1=3)X LOet) +1 (k—j)]- 2(usv)f (i-3)=
k
[E - e 1] 1 (voir note page 13)

a4

K
- 8ij 2N

Et cette formule conduit & une relation trés simple entre la "fonction génératrice
desi £ geit e

3P
ool O) a3 8 oud o)

JH Jtp

: g : ; S
et la "fonction génératrice des 1" soit L Gﬁ) = :E: oc. 1 (s) .

3+ 1 =

I1 suffit de supposer quedest 1l"une quelcongue des racines pemes de l'unité pour
constater qu'alors F @@ et ‘L G‘) ne dépendent pas du choix de l'entier j , et
que par suite la formule (20) donne, apres multiplication par of1™J et somma-
tion par rapport &*j et k'

)
(21) F () [L(ac) +L(1/°().-2L(1)-2(u+v)]=-—2-K—NE~_;.q. '1].

les p équations obtenues en remplagantel, dans (21), par chacune des racines
p émes de 1'unité, se résolvent trés facilement et fournissent les expressions
explicites de la variance V et des p -1 coefficients de corrélation f (i=3). IB

suffit en effet de 'poser i W= e2 ik “7p et de remarquer que la somme de p

puissances successives de w, est nulle dé&s que W, £ 1 ; en ajoutant membre a

k
membre les équations (21) derites pour = W 4eey® = W, yooy K =W 1 apres les
avoir résolues 0/ oa F puis divisées rgspectivement par e

. W eso W
ety - p=1 on a :

(22) p £(s) = = L. (‘1'_"12_ 1) s W,
2N v

et en particulier, pour s = 0 :

k=p-1 1
: :
p = -2% (3%9— 24 k% L(w ) + L (1/w) - 2 L(1)-2 (u+v)

Si 1'on fait augmenter indéfiniment le nombre p de colonies, on obtient le schéma
de la "migraticn homogéne illimitée" & ung dimension. La formule (21) est alors
vérifiée par continuité pour tout of = e ® de module 1. la fonction L (a¢)
étant connue en fonction des "taux d'immigration", la fonction F () est définie
par la formule (21) sur le cercleac= ei¥ ; en en effectuant un développement
en série de Laurent au voisinage de ce cercle, on obtient les valeurs des
f (i-j) comme coefficients de ce développement; on vérifie aisément qu'elles
sont données par les formules déduites de (22) en remplagant les sommes par des
intégrales; cela permet en particulier de montrer que le coefficient de corréla=-
tion) f*(i-j) décroit sensiblement en fonction exponentielle de la distance

R e

1* Ce résultat établi pour la Iére fois gar G. Mglécot dans le Compte-Rendu, du

= international de Probabilités de Lyon (éditions du C.N.R.S., 1949) pour
une forme particulidre de la loi d'immigration, a été généralisé et ses limites
de validité ont_été précisédes par le méme auteur dens les Annales de 1'Univ. de
Lyon, Sciences Math.,XIII(1950) p.50 et XIV (1951) p. 116.




