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FONCTIONS DE REPARTITION
A N DIMENSIONS ET LEURS MARGES

M. SKLAR

M. M. Fréchet (1) a étudié le probléme de la détermination des
fonctions de répartition 4 n dimensions dont les marges sont données.
En ce qui suit nous considérons ce probléme d'un point de vue nouveau.

Pour les définitions des fonctions de répartition, des marges,
etc., voir p.67 dans le premier ouvrage cité en (1). Les définitions
qu'ony trouve sont exprimées pour n= 2, mais elles peuvent étre éten-
dues & n quelconque.

THEOREME 1 -

Soit G, une fonction de répartition 4 n dimensions avec les mar-
ges B B UL, B,. Seit R; l'ensemble des valeurs de F,, pour
k=1, 2,..., n. Alors il existe une fonction unique H,, dont 1'ensem-
ble de définition est le produit Cartésien R, xR, x ... xR et telle que :

Gn (xla LB xn) = I-In (F]_ (xl): Fz (Xz), LR Fn (xn))-

Définition 1 :

Nous appellerons copule (4 n dimensions) toute fonction C, conti-
nue et non-décroissante (2) définie sur le produit Cartésien de n inter-
valles fermés [0, 1] et satisfaisant aux conditions :

(1) M. Fréchet : sur les tableaux de corrélation dont les marges sont données,
Ann, Univ. Lyon, Sect. A(3), 14, 1951, 53-77, Voir aussi M. Fréchet,
Comptes Rendus Acad. Sci., Paris, 242, 1956, 2426-2428; E.J. Gumbel,
Ibid, , 246, 1958, 2712-2719 ; R. Féron, Publ. Inst, Statistique Univ. Paris,
5y 1956, 3=12,

(2) "Non-décroissante' au sens employé pour une fonction de répartition a n di-
mensions.
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THEOREME 2 - i
Lafonction H de Théoréme 1 peut étre prolongée (en général de

plusieurs fagons) & une copule C,. Etant un prolongement de H,, la
copule C, satisfait & la condition :

G, (xp «vvs X)) = C (Fr(x), Fp(xy), ..., Fn(xd)
THEOREME 3 -

Soient données des fonctions de répartition F,, F,, ..., F, a2 une
dimension. Soit C, une copule quelconque & n dimensions. Alors la
fonction G, définie par :

Go(xy, vvvy %0 = C(Fr (%)), Fp(xy), ...y Fa(xi)

est une fonction de répartition 2 n dimensions avec les marges
et g

Les Théorémes 1-3 réduisent le probléme mentionné de
M. Fréchet auprobléme de la caractérisationdes couples & ndimensions.
Il n'y a qu'une seule copule & une dimension, notamment P,, qui satis-
fait la condition P,(x) = x pour tout x entre 0 et 1. Pour n >1, ily a
une infinité de copules de dimension n, limitées par deux fonctions
particulieéres.

THEOREME 4 -
Une copule quelconque C, & n dimensions satisfait aux inégalités :

L.<C, sM,,
ou :
LiGasopts  wonne = Max (o tlo b et o —on L )

M, (o, s Soian) = Min (e S St iii an ).
Pour n > 1, les fonctions P,, définies par :
B, (oo e, ,ab)fsiapail id (D8Fcka <ilsBk SHlged il n)

sont des copules 4 n dimensions. Elles déterminent le tableau de cor-
rélation de n variables aléatoires indépendantes,

(1) Des cas spéciauxde telles fonctions ont été considérés par M. Féron, op. cit.
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Or, les copules sont en général d'une structure plus simple que
les fonctions de répartition. On peut utiliser cette simplicité en intro-
duisant la notion du "quasi-inverse' d'une fonction monotone.

Soit f une fonction monotone d'une variable réelle. Ajoutons a
I'ensemble des points (x, f(x)) tous les segments fermés de la forme
[(x, f(x+)), (x, f(x-))]. Réfléchissons 1'ensemble résultant dans la li-
gne y =x. Enlevons de 1'ensemble réfléchi tous les segments verticaux
A l'exception d'un seul point sur chacun d'eux. Tout ensemble qu'on
peut obtenir de cette fagon représente une fonction, que nous nomme-
rons une quasi-inverse de la fonction f (1

Selon cette définition, chaque fonction de répartition F a une di-
mension posséde au moins un quasi-inverse F* défini et non-décroissant
sur l'intervalle fermé [0, 1] et prenant des valeurs finies sur l'inter-
valle ouvert (0,1). Parmi ces quasi-inverses, ily enaunquiest continu
a gauche sur (0, 1) et continu 4 0 et & 1.

THEOREME 5 -

Soit Q, une fonction de n variables, intégrable dans l'espace
euclidien E" & n dimensions par rapport aune fonction de répartition G,
4 n dimensions. Soit C, une copule telle que 1'on ait :

G" (xl’ x2‘ i) Xn) = Cn (Fl (xl)»‘ F2 (xz)) seu, Fn (xn))

ouE Bt E v oL sontiles margesideiG, . ‘Alors :

(1) ff Gt eteonil i e Y Az Jiaetel)
Eh
. / / D e s o O VG el R - B o TR SRR 3
Uﬂ

ol U" est le produit Cartésien de n intervalles [0, 1].

L'expression au c6té droit de la formule (1) peut étre plus simple
que celle au c6té gauche, C'est le cas, par exemple, si C, est absolu-
ment continue, comme au cas C,=PB, ;oun=2etC, =L,ou M,; ou

sin=3etCB=M3.

(1) Des formes diverses de telles fonctions quasi-inverses ont été considérées
par plusieurs auteurs.



