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DESCENDANCE D'UN ELEMENT DE POPULATION

par Louis HENRY

Dans sa "Théorie analytique des associations biologiques", deuxiéme partie,
A.J. LOTKA a étudié comment évolue une population soumise & des lois de fécondité et
de mortalité par &ge indépendantes du temps. Il a montré qu'd la limite la croissance
de la population est exponentielle et que son taux d'accroissement P est la racine
réelle de 1'équation :

(1) udfa e p(a) m(a) da = 1

dans laquelle p (a) est le taux de survie féminin & 1'Age a , m (a) da la probabi-
1lité pour une femme d'8ge a de mettre au monde une fille entre a et a + da.

LOTKA & obtenu ce résultat en partant de 1'équation intégrale

(2) B (t) =/ B(t-a) p(a) m(a)da ‘

ou B (t) désigne les naissances féminines & 1l'instant t.

Nous nous proposons ici de montrer comment on peut arriver au méme résultat |
par une voie directe en étudiant la descendance d'un élément de population. It

Désignons par Bo les naissances féminines & 1l'instant initial; B, est 1'-
effectif initial de 1'élément de population dont nous allons étudier la descendance
de génération en génération.

Appelons f (a) la fonction

p(a)m (a)
R

ol R est le taux net de reproduction, on a :

(3) R =L////q p (a) m (a) da ;

La fonction f (o) est la densité de probabilité de 1'Age des méres & la naissance de
leur fille; c'est aussi la densité de probabilité de la date de naissance des filles

de 1'élément de population B_, ou densité de probabilité de la date des naissances

de la premiére génération.

La répartition des dates de naissance ) des descendances de la ni®me gé-
nération s'obtient en remarquant quef) est la somme de n variables aléatoires de
méme loi, 1'4ge & la naissance de leurs filles des n meéres successives.
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Si on désigne par fn (8) 1a densité de probabilité des dates de naissan-

ce de la niéme génération, on a @

; lim P M R e
(4) fn (e) = SN s wﬂ‘f(‘t)] e d/{ \
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ob ¢ (t) est la fonction caractéristique de f (a). (f; s,
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En désignant alors par 3B (@) le total des naissances féminines de
toutes les générations & la date ) on peut écrire :

RSP Mg eSS s e
: LB : T—ii [(?(t)] Tt
-T

dans laguelle n, et n, sont les générations extrémes auxquelles appartiennent
les filles nées a la date 8 . En introduisant la deuxiéme fonction caractéristie-
que de f (a &P (£) .11 wient ,

n22 A lim [LP (t)] at, -itedt

ni T—c

(6) B (8) =

b vs}
Hlo

5 ~ T
réelle

Introduisons la raciné//P de 1'éguation (1), on a :
bis ™ :
(1 3 15g “H "= -¢@Gp)
et 1'on peut écrire :
n2 37 - i@ (t-if )+ »n &(t)—?(if)]
ePe 2{ lim e at

n1 =T

(7) B (0) =D T(

D'aprés 1'équation (1) on & en posant

e v Ak sepe p

(9)/+ s & ded i adl

(a) peut donc &tre considérée comme une densité de probabilité de 1' ﬁge a.

Sa deuxidme fonction caractéristique ‘P1 (t1) est telle que

¢; (ti) o it, a -fa
(10) e = R e f (a) da
.°+ (ip) - (t, + iP) a
=7 / o f(a) da
. % «p(iP) +4,(t1 +if)
on en tire ‘ .
(45 ¢ (t) - 4;(:.?) $(t - 1f>)

et 1'on a & considérer l'intégrale

+T ¥ - :
(12) 27( Tity e i SR L i

ou en posant

(13) z=1t-1ip




c'est-a-dire 1'intégrale le long d'une paralléle & 1l'axe des z réels de
-if z

: [(PI (2) ]

Mais la loi limite de la somme normée de n variables aléatoires de m@me loi est
une loi de Laplace Gauss
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Et en vertu du théoréme sur les fonctions caractéristiques la loi limite de
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P1 et F\z étant la moyenne et la variance de la distribution h (a).

En d'autres termes, les naissances de la niéme génération sont dlstrlbuees {
suivant une loi de Gauss (pourvu que n soit suffisamment grand) dont la moyenne et |

la variance sont égales & n fois la moyenne et la variance de la distribution
h (a) [et non f (a)]

La formule - (6) peut donc s'écrire : 5
o !9 =nk) B Pe
& s b B, e 2np2 =7 glat A

RS T

le facteur A se présente comme la somme des ordonnées, correspondant & une méme
abscisse, d'une famille, de courbes de Laplace-Gauss - fig.l -

Mais on pourrait aussi calculer A en relevant les ordonnées de la courbe

représentative de V;—T( e =z 2 aux points d'abscisse x = -0

= Vnt.lZ

et en faisant la somme de ces ordonnées pondérées pour les coefficients

1
Vn M b

Appelons n le nombre entier le plus voisin de O et posons

(17) 9 = nc::th1 Ty

Si nous appelons X, et x; + 1 ‘les abscisses correspondant aux générations

yTelit sy (e il T s e W B Tl T

o (no + i)l - noMy -¢€ = ip, i o
e W Vino + 1‘fy 5
(no+i+1)t‘1-nok‘1-= (4 1)B1 <€
\f(no+i+1)F-2_—_ no +i+1)p2

La différence entre ces deux valeurs xi + 1 et xi est égale & :

Xi+1 =
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(19) o+ tF =k i - &

Vi(ne i +1)92 V(no + i) R 2
qui si @, donc nB, est grand peut s'dcrire
(20) E

V(no + i) B2 2

n2 =
1 —h
il en résulte que Z P 6 .~2

ni V?ﬁ?f?f?-

qui est égal & v1 A

tend vers la surface comprise entre l'axe des x et la courbe de laplace-Gauss,soit 1,

A tend donc LL1 quand n augmente indéfiniment , et nous avons & la limite

(21) B (§) =B—k,: . PO

La descendance d'un élément de population, & mortalité et fécondité par &ge,
indépendante du temps, suit, & la limite, une loi exponentielle; le taux d'accrois-
sement est indépendant de 1'effectif de 1'élément initial.

Considérons maintenant une population féminine initiale quelconque gue nous
supposons soumise & partir de 1'instant initial & des lois de mortalité et fécondité
par 8ge indépendantes du temps.

Pour tout intervalle de temps compris entre 1l'instant initial et la date &
laguelle les éléments les plus jeunes de la population initiale auront atteint 1'&ge
limite de procréation, nous pouvons déterminer le nombre de filles (de la premiére
génération§ nées de cette population initiale. Ces filles constituent autant d'é1lé-
ments de population auxquels s'applique 1l'analyse précédente.

Si B! (t) dt est 1'effectif de 1'élément né entre les dates t et t+dt
on a en désignant par B (9) l'ensemble des naissances a la date 6

(2efia) ami e ;ﬁe /2 L AT o ST

&, étant 1'Age limite de procréation des femmes.

L'on retrouve ainsi le résultat principal obtenu par Lotka. A la limite, la
descendance d'une population initiale quelconque soumise & des lois de mortalité et
de fécondité.par &ge indépendantes du temps a une croissance exponentielle. Le
taux d'acecroissement et par conséquent, la composition par Age de la population
limite stable, sont indépendants de la composition par &4ge de la population initiales
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