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S B =
QUELQUES PROFRIETES CARACTERISTIQUES DE 1A LOI DE LAPLACE-GAUSS.

par ‘R, FERON et C. FOURGEAUD

Soit un couple aléatoire X Y, de fonction de répartition
F(x,y). On se propose de rechercher l'ensemble des couples satis-
faisant aux conditions suivantes :

1°) X et Y sont mutuellement en corrélation dure - (par extension
de la définition de Serge Bernstein, X et Y seront dits en
corrélation dure si :

P, ) = Fly- ¥ )

ol FX(Y) est la fonction de répartition de Y lide par x et ¥ (x)
la ligne de régression).

2°) les lignes de régression de X en y et de Y en x sont des droi-

tes.
Le probléme a été étudié par Serge Bernstein en suppo-

sant 1l'existence de la densité de probabilité et des dérivées par-
tielles des 4 premiers ordres.

Cette question est rebrise ici dans sa généralité, 1'ou-
til mathématique employ<é étant la fonction caractéristigue.

soit ¥ x(V) 1a fonction caractéristique liée de Y pur x:

¢ Lv) = / eV 4 F (y) (1)
ol Fx(y) est la fonction de répartition liée.
On sait que :
¢ (0,v) = /?x(‘” a F(x) (2)
Calni ) o= .//xPx(v) Ehucis P(x) (3)

Soient y = ax et x = by 1les lignes de régression de Y en x

et de X en y.
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Les hypothéses 1°) et 2°) s'expriment par :
iaxv
P v) = e ¢, (v)

b 1PV § ()

I

pr(u)

Il s'ensuit que :

Plra v . = qgl(v) P (u + av, 0)
. @2(11) P(0, v + bu)
avec : (I)l(v) _ - ORI w)
?(v,0)
b ?(u,0)
bal¥ nd s i

Rechercher les couples satisfaisant aux hypothises précédentes

revient 4 résoudre 1'éguation :
¢ (utav,0) ?(0,v) ?(0,v + bu) ¥ (u,0)

it il T 2
) G - v B 9 (0, bu) (5)

Théoréme auxiliaire . La fonction caractéristique ¢ (u,v) ne peut

s'annuler en aucun point du plan des wu v.

Démonstration.

Posons :

? (u,0) g(u)

et :
?(0,v) = n(v)

1'équation devient :

Pa,v) = glu+av) ¢,(v) = h(v+du) $,(u) (6)
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Supposons que ¢ (u,v) s'annule en un point Mo(uovo).

D'aprés le premier membre de (6) ®(u,v) doit s'annuler
soit sur la droite u+av = u + av,
soit sur la droite L
donc en un point My (ou Mi) de la droite v + bu =0

Le second membre de 1l'équation -(6) montre que si ¢ (u,v)
s'annule, par exemple en Ml(ulvo), il est nécessaire, ou bien
qu'il soit nul sur la droite v + bu =0
ou bien sur la droite u=u; doncenM, (ul,vz).

Le premier cas est impossible car il entralnerait la nullité
de ve P (u,v) al'origine.

Le second cas peut donc &tre considéré comme seul possible.
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I1 entraine le fait que ¢ (u,v) est nul en M3. En renouve-
lant 1l'opération, on détermine une suite de points M, qui tend
vers l'origine. Tl s'ensuit qu'en vertu de la continuité de ¢ (u,v)
& l'origine ¥ (0,0) = 0 ce qui est contraire & la propriété

fondamentale de la fonction caractéristique ¢ (0,0) = 1.
On peut donc prendre les logarithmes des 2 membres de (6):

Y (u,v) = G(utav) + ¥ 1(V) = B(v + bu) + 1Ifz(u) (7)

Donnons & u et v des accroissements h et k tels que k=~ b h

11l -wvient

G [u + av + (1-ab) h] - G(utav) = Wa(m—h) - W 2(11) —[Wl(v-fk)-lpl(v)]
si ab 3

DGl .8 = AY o(u) + AN 1(v)

done AG est une fonction linéaire de u + av
et G est un polynbme du second degré.

I1 s'ensuit que bl (u,v) est un polyndme du second degré,
ce gqui nous permet d'énoncer le théoréme suivant.

Th. Ia loi de Laplace-Gauss est la seule loi & corrélation dure

dont les lignes de régression sont des droites.
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Généralisation.

- Cas de l'espace & 3 dimensions.

On peut définir la corrélation dure dans l'espace & 3
dimensions par le fait que les surfaces engendrées par les fonc-
tions de répartition liées restent indéformables & une transla-

tion prés. Si en plus la liaison est lindaire, on a :
FX(Y;Z) = Sr 1(.Y = blxv z- clx)

Soit ‘Px(v,w) la fonction caractéristique liée. Alors on a:

i(‘r;alv:a: +C1 W X)

e ¢, (v,w)

¢ X(V,W)

P (u,v,w) = ?i(u+byv + clw) tf)l (v,w)

D'une fagon analogue, on peut écrire :

LPl(u + byv + C]_W) ‘1’ (v,yw) (Pz(azu EnTack °2W) ‘I’z( uw )

‘P3(a3u - 'b3v + W) @3(u,v ) (8)

1°) ¢ (u,v,w) ne peut s'annuler en aucun point de 1l'espace.

En effet, si ¥ s'annulait en un point Bt v, w.) ls
premier membre de (8) devrait s'annuler. P serait nul, soit dans

1v + clw = (Cte

le plan'u + b
soit sur la droite déf.{nie par :

= W =W
v Vo o

donc en un point Ml(vl,wl) du plan u = 0. ILes deux dernitres
des dquations (8) ol 1'on fait u = 0 prennent la forme (6) et

on voit comme précédemment que ¢ ne peut s'annuler.
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2°) Prenons les logarithmes de (8) :

v 1(u+blv+elw) + W l(v,w) =V 2(8.211 + vV + _bzw) + 1Fe(u,w)

Vi(agu + bgv + w) + Vas(u,v) (9)
Considérant w comme constant dans la premidre égalité, on

obtient des expressions analogues & (7).

Y1s Voo V3 sont donc des polyndmes du 2&me degré et qfl(v,w)

un polyndme de la forme :

W) < oaf Mg de o) v V) (10)

De méme :

qu(u,w) = ﬁglz(w) +u\.L2(w) it 2(w)

en porant ces valeurs dans la premidre des égalités (9), on trouve

gue : ;
U (v,0) = Bylvye) + Vilw)

La comparaison entre la léreet la 3¥me égalité (9) montre que
vi(w) est aussi un polyndme du second degré. Donc les 3 varia-

bles X,Y,Z obéissent & une loi de lLaplace Gauss.




