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SUR LE THEOREME DE LEVY-CRAMER

par

M. D. DUGUE

(Faculté des Sciences de Paris - Ecole Polytechnique)

Il arrive parfois que 1'énoncé d'un théoréme soit donné par un mathé-
maticien et sa démonstration par un autre, L'histoire mathématique
comporte quelques exemples de ce genre dont un des plus récents est le
théoreme donné par M. Denjoy en 1904 et établi par M. Ahlfors en 1926.
Ces résultats sont en général des faits mathématiques d'une grande
profondeur et d'une grande difficulté. Ils sont la source d'autres recher-
ches mathématiques. Tel est le cas du célebre théoréme de Lévy-Cramér
que M. Paul Lévy avait donné comme tres vraisemblable longtemps avant
que M, Cramér 1'établisse en 1936.

s

I1 nous est agréable d'apporter en hommage a M. Paul Lévy les
résultats qui suivent dont je précise que 1'idée m'est venue a la suite
d'une conversation de M. Lukacs me rapportant un exposé de M. Linnick
a2 un Séminaire de l'Institut Indien de Statistique., Malgré des lettres
envoyées & Léningrad pour connaitre le point olt en étaient les recherches
de M. Linnick je n'ai pu obtenir de réponse. Une lettre de M. Lukacs
m'a informé que M, Linnick comptait publier dans le n® 11 du Vestrik
Leningradskogv Universitate un théoréme établissant que si l'on a :

e e Sy

cFétant la fonction caractéristique d'une variable normale, a;,...;q,
étant des nombres réels et positifs et ¢, ,...,yp, des fonctions caracté-
ristiques, il en résultait nécessairement que Qirenes Py étaient les fonctions
caractéristiques de variables normales, M. Lukacs m'a en méme temps
communiqué la démonstration oralement donnée par M. Linnick qui ne
parait pas utiliser le préambule que je donne sur les fonctions absolument
monotones et qui ne parait pas pouvoir €tre étendue directement a la loi
de Poisson, Je citerai dans le cours de ce mémoire les résultats qui
appartiennent 2 M. Linnick en regrettant de ne pouvoir &tre plus précis
sur ce point,

Le théoréme de Lévy-Cramér est le suivant :
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Sil'onae? =@y Paspy !\f’z étant des fonctions caractéristiques il en
e TR o T 1

22 . T Zz4_.
résulte que ¢ = e o 7 4im2 et g, = e Sthid ""'"(c| 10, et m étant réels).

Raikoff a ensuite donné le théoreme suivant :

Sillona ze’E 1) =4y 9, s, et o, étant des fonctions caractéristiques
il en résulte que :

¢ = ell('i’-’)“'"} ¢y = elz(‘k")'"“‘(rn réel ;n ,N; ,N, TEels positifs),

On voit aisément que ces deux théorémes entrainent immédiatement
les conséquences suivantes :

el G Bo
1%) si e 2 =% ...p," avec Py, Pysvee Pns 9y s Q2s...qpentiers
positifs, ¢, ,... ¢, étant caractéristiques il en résulte encore que :

2
-gi X
Oty 7 timgz

L

o : iz_ < § n A 5
2 )ge"(' l):(ﬁq\ nﬁﬁ...l\on%.p”pz....pn.q1,....qnetantent1ers
positifs ettf;, reeesly caractéristiques, il en résulte que :

_ aele®=1) +imy 2
o = e k(e =1) +imy

Le but de ce mémoire est d'étendre ces deux résultats au cas ol les
exposants sont des nombres positifs quelconques rationnels ou irration-
nels, Je rappelle que celui qui concerne les variables de Laplace-Gauss

=

est di @ M. Linnick avec une démonstration qui me parait différente; je
crois inédit celui qui concerne les variables de Poisson.

1 - UN THEOREME SUR LES FONCTIONS A DERIVEES TOUTES
POSITIVES

On appellera série de Taylor associée en 0 i la fonction f la série :

s o 0D

n!

Nous allons établir le théoréme suivant :

THEOREME 1,1

S5i llon a £7' ;1 0= g PGy 2%y syee.,0, &étant réels et positifs ,
ty, f),... f, étant des fonctions de x positives & l'origine, ayant i l'origine
des dérivées de tout ordre positives ou nulles les séries de Taylor asso-
ciées en 0 a £y, f5,... f, convergent au moins dans le cercle de conver-
gence de la série associée a g.

On appellera F les fonctions analytiques définies par les séries de
Taylor associées aux fonctions f, G la fonction analytique définie par la
série associée a la fonction g et‘g la fonction dont la série de Taylor a
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1
pour coefficients les valeurs absodlues des coefficients de celle de%.
Puisque g n'est pas nulle en 1, on peut écrire :

gl
Sy e Tt =R 6
1

1
Les dérivées en 0 de —gg— fi ... f, sont inférieures en module aux déri-

vées en 0 de ¢ F, ... F,. Les a; étant tous positifs et les dérivées en 0 de
fi...f, (qui sont celles de F, ... F,) étant toutes positives ou nulles il s'en

suit que les dérivées en 0 de f' f; ... f;.; f;,; ... f, sont toutes inférieures

ou égales & celles de ?}7 % Fy ... F,. Donc, on a pour tout i :
i

1
? O 100 R o s ...E«E}%F; ssaiian: B py

le signe <€ signifiant comme d'habitude que la série écrite a droite majore
la série écrite a gauche, On a donc :

1
Zi: e TRl F,,«[;:E—ig]n 5

n

Ouenposantz-e%ﬁ = A stilanan F s A X' AX
E 1

A est par hypothese une fonction analytique a coefficients tous positifs
1

. G
dont le cercle de convergence est celui de < Le rayon de ce cercle est

le plus petit des deux modules suivants : module de la singularité de G le
plus proche de l'origine, module du zéro de G le plus proche de 1l'origine.

Considérons l'équation différentielle :
Nt ALY:
et une intégrale Y, telle que Y, (0)=>X(0) = £,(0) ... £,(0).

On voit en calculant de proche en proche les coefficients de Y par
identification que ces coefficients sont supérieurs a ceux de X (les coeffi-
cients de A sont tous positifs), Donc

X<€Y,

Comme Y, =Y, (0) e‘f;“", Y, est holomorphe au moins dans le cerclede

convergence de A et il en est de méme de X.

D'autre part, Fy F; ... F, = X. Fj (00 fenn i By (0) et X(0) sontdifférents
de 0 par hypotheése. On pourra prendre toutes ces quantités égales a 1 et
on en déduit trés aisément que F;<€ X et par suite que Fj converge au
moins dans le cercle de convergence de X, donc dans celui de A,

Montrons maintenant que le cercle de convergence de F; est au moins
celui de G (et non pas seulement celui de A, c'est-a-dire celui passant
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par le zéro de G le plus proche de l'origine, si G a un zéro intérieur a
son cercle de convergence, ce qui n'est pas exclu par ce que nous venons
d'établir), Considérons la fonction analytique G; supposons tout d'abord
qu'elle n'a pas de zéro sur l'axe réel positif & 1'intérieur de son cercle de
convergence en 0., Soit R le rayon de convergence de G en 0. Dans un
cercle de centre 0 et de rayon R-£, il y a un nombre fini de 0 de G. Soit
h la plus petite valeur absolue des parties imaginaires de ceux de ces
zéros dont la partie réelle est positive. Par hypoth&se on a h=>0 puisque
G n'a pas de zéros sur l'axe réel positif, Ona F* ... Fp" = G. Partant
de 0 on pourra prolonger analytiquement sur l'axe réel positif les fonctions
F; jusqu'en R-¢, puisqu'en un point quelconque de l'axe réel positif inté-
rieur au cercle de convergence de F;, F; a toutes ses dérivées positives

et que la démonstration précédente utilise uniquement le fait que les
1

: : o G
dérivées soient positives, le cercle de convergence de < autour de tout

point de l'axe réel positif intérieur au cercle de convergence en 0, ayant
au moins comme rayon h (& moins qu'il ne rencontre le cercle de conver-
gence de G en 0). La fonction F; est donc analytique de 0 2 R-¢ sur l'axe
réel positif, quel que petit que soit ¢ . Mais F; a toutes ses dérivées posi-
tives a l'origine., Donc en vertu du théortme de Pringsheim la série de
Taylor de F; en 0 converge dans le cercle passant par la premiére singu-
larité atteinte sur l'axe réel positif, Donc la série de Taylor de Fj en 0
converge au moins dans le cercle ou G converge : ceci dans le cas ou G
n'a pas de zéro sur l'axe réel positif a l'intérieur de soncercle de conver-
gence en 0, Montrons maintenant que G ne peut avoir de zéro positif a
l'intérieur de son cercle de convergence en 0. En effet, appelons p le
module du zéro de G situé sur l'axe réel positif a 1'intérieur du cercle de
convergence en 0, le plus voisin de 0. Ce que nous venons d'établir mon-
tre que F; est quel que soit i analytique dans un cercle de centre 0 et de
rayon p. Quand z tend versp sur l'axe réel positif F;(z) étant non dé-
croissant doit tendre vers une limite non nulle (F;(0)#0). Donc
F, (z)* ... F, (z)*"doit tendre vers une limite non nulle ce qui estincompa-
tible avec le fait que le produit G(z) doit tendre vers 0.

Le théoreme 1,1 est donc établi dans sa généralité,.

Montrons le théoréme suivant que nous utiliserons pour généraliser
le résultat de Raikoff.

THEOREME 1.2 :

Si l'on pose f:“. onfi?=e%yey .o s, Etant tolls positifs et 1, f2, .04 £n
3 dérivées toutes positives ou nulles a l'origine la série de Taylor associée
a f; représente la fonction eM**Hi (A étant positif). Dans ce cas g et G sont
confondus,

e* étant une fonction entitre, d'apreés le théoreme I,1 F; sera une
fonction entitre, e* n'ayant pas de zéros F; ne devra pas non plus avoir de
zéros. Donc F; devra é&tre de la forme : e¥i(¥) » i (x) étant une fonction
entiere, Comme F; est représentée par une série entiere a coefficients
tous positifs, e¥i*) est égale au maximum du module de F; dans le cercle

1
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de centre O et de rayon x.yp; (x) est donc une fonction non décroissante de
la variable x > 0. Pour x = 0 on peut prendre tous les fiiscen iy (etpar
suite les Fy ,... Fp) égaux & 1, Doncy;(0) = 0 ety; (x)= 0 pour x> 0.
Commey  «; @i (x) = x les a; étant positifs il en résulte que

ﬂt,'if;(x)‘x 3

@i (x) étant le maximum sur le cercle de rayon x de la partie réelle de
¢; (z) il résulte du théoreéme de Liouville-Hadamard que ¢; (z) est un
polynéme de degré inférieur ou égal & 1; ce qui établit le résultat,

2 - EXTENSION DE RESULTATS D’ARITHMETIQUE DES FONCTIONS
CARACTERISTIQUES

Dans le cas ol l'on a 2 étudier des relations de la forme ¢ = Presen
Gr@laennsPn étant caractéristiques on peut s'aider de la signification de
cette équation. Le probleme est plus compliqué dans le cas ot l'on a:
® = Qe (s 4240, étant simplement des nombres positifs), Pourtant
a4 cause des résultats du paragraphe précédent beaucoup des résultats
d'arithmétique des lois de probabilités restent valables. Montrons :

THEOREME II.1 :

Si l'on a: ¥ =t.P:" (F.f'z s .’.P:": Y aPys Pyraaasy, étant des fonctions carac-
téristigues Oy »0gseeassly, étant des nombres positifs et si la variable
aléatoire dont w_est fonction caractéristique a des moments d'ordre quel-
congue il en est de méme des variables dont les fonctions caractéristiques
sont les ®i -

Ce résultat s'établit trés simplement sia;.;...;0, sont des entiers
(voir par exemple D. Dugué, Arithmétique des lois de probabilités
(Mémorial des Sciences Mathématiques)), Il me parait contenu dans
l'exposé de Linnick avec une autre démonstration.

La démonstration du théoreme II, 1 sera fondée sur le résultat suivant:

Sie (t) est une fonction caractéristique réelle.‘f(iP*'z) (t) existe si et,
seulement si :

(20) (0) - (2P
(-1f 22 (0) tzup B

est bornée quand t tend vers 0 (LFM signifiant dérivée Kiéme).

Pour nous ramener au cas de fonctions caractéristiques réelles nous
multiplierons les deux membres de 1'égalité :

¢ () =[g O] .o [ga O]

par ceux de l'égalité que 1'on en déduit en changeant t en -t. D'ou :

¢ ®)¢ (1) =[g ), (=)]™ ... [gn ()0 (-)]

2
Si donc la premiere égalité est vérifiée on endéduira en posant'cf)(t)’ =0 (t)
qui est une fonction caractéristique réelle :
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o) =[o®]"... [ ()]

Sig(t) est indéfiniment dérivable il en sera de méme de ¢ (t) réelle. Si 1'on
établit que dans ce cas Q;(t) est indéfiniment dérivable on aura établi le
théoréme car :

&gp(_t)ﬁ:(-ﬂ est indéfiniment dérivable il en est de méme dey (t). Pour
la démonstration des deux théoremes qui viennent d'étre indiqués voir le
Mémorial des Sciences Mathématiques déja cité,

Nous sommes donc ramenés au cas oty (t) est réel (et symétrique)
ainsi que ¢; . Montrons que siy (t) a une dérivée du second ordre il en est
de mé&me de g; - Qi (t) étant réel et inférieur 2 1, on a :

¢ ()= (t)
Donc : : -t‘f (t);;l —~ f:‘ (t) :o._ikFim:-*(e t) 1 ‘tfgi (t)

avec 0 =<0 =<1, D'apres l'hypothese 1-v (t) est bornée quand t tend vers 0,
‘) 1-o;(t) t
Il en résulte que —:g'—l'est aussi et par suite que\Fi" (t) existe

Il s'agit maintenant de montrer que sig; a des dérivées jusqu'a l'ordre
2D, SiLP a une dérivée d'ordre 2p+2 il en est de méme detF; .

Ona 3
1 1 1
_\L =0.'—L?|—+ i +Qn$_“-
if 91 b LI
. Al
Pour calculer la dérivée 2 pi¢me nous considérons-—&comme le produit
1

I o : 5 o S :
de o/ par—i- et nous dériverons 2 p-1 fois 1'égalité précédente ce qui est
possible puisque d'aprés nos hypothéses toutes les dérivées d'ordre 2p
existent. On a :

i Sk el 1 . el e
t.F“P)%i- Cap-1 t{)“"’ 4 (Tr;-) e =Z aj [ﬁf’i(lp) ?+ Clp- (LPi)zp : (TPI') + ]
On aura :
1 1 v 1.} . 1ol E
[p#(0)5(0) - 4P (1) |+ Chr [ 6013 (0) - ¢V ) ()] ... =

1 1 ¥ Los? o gt
Z ai [ ¢l0) 7 (0) - ;10 (1) () ]+ Gl [9i®* 0N (0) - i Vel )]+

En multipliant les deux membres par (-1)° et en divisant par t? on voit
d'apres les hypotheses que le premier membre tend vers une limite quand
t tend vers 0, En effet, le premier terme est égal a :

1ZLF [ (2p) @) (1)) L (_1, : (2p) ]
7 L(6™(0) - 90 (6) 20 +(3(0) -t)) ¢ (1)

Il tend vers une limite puisquenf (t) a une dérivée d'ordre (2p+2).
Puisque? (t) est réel et symétrique ses dérivées a l'origine d'ordre impair

& § b § by

T
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sont nulles ainsi que celles de i Le second terme sera donc :
1

) (t)

t

1

(2p-1) (o

('I)P C‘Zp-‘ i t (t) !
1"

Il tend vers une limite égale a (-1)P C’Zp-i kF“P)(O)(%-) (0) et ainsi de
suite ; tous les termes du premier membre tendent vers une limite. Dans
le second membre les termes autres que le premier tendent tous vers une
limite pour la méme raison que pour le premier membre (nous supposons
que les ¢;; ont des dérivées jusqu'a l'ordre 2p). Donc :

P
!-I? 1 1
Nl o) = M) s
t zi:u'l[‘f’i{’(o) !?-I(O)' ‘f’|(P(t) ?'(t)]
tend vers une limite quand t tend vers 0, Cette quantité est donc bornée au

voisinage de t=0. Chacun des n termes de cette somme est positif, Donc,
chaque terme de la somme est borné. Or, l'un d'eux peut s'écrire :

P
('—:1) { [$#(0) - ¢i® ()] Tl, (0) +[%(0) " ?fln‘(‘)] (Pi(‘lp)(t)}

t—lz[?% (0) -%(t)] tend vers une limite quand t tend vers 0 puisqueg;’ (0)
i i
(-1
7

existe. Donc : n

dérivée d'ordre 2p+2 pour tous les indices i, Le théoreme II, ] estdonc
établi,

(z.Fi“’)(O) - tPi“P) (t)) est borné et par suite il existe une

Montrons maintenant :

THEOREME 1II,2 :

Sil'on a vy =’th:' ‘P_?' ceePr"s 0y s Ggsaa. &, s POsitifs et g RIS SREREL N
fonctions caractéristiques ety analytique dans une bande a 1'intérieur de
lagquelle est l'axe réel,sc' » P2 > ..y SONt analytiques au moins dans la

bande d'analyticité de P .
Rappelons une propriété importante des fonctions caractéristiques.

Elles coincident avec la fonction analytique définie par la série de
Taylor qui leur est associée a l'origine et leur domaine d'analyticité com-
prend la bande parallele a 1'axe réel qui contient le cercle de convergence
ayant pour centre l'origine,.

Ce théoréme est donné par M. Paul Lévy, p. 41, dans son livre
"Théorie de l'addition des variables aléatoires'',

La condition de 1'énoncé : l'axe réel est intérieur a la bande d'analy-
ticité de ¢ (autrement dit n'est pas frontiére) me parait pouvoir étre levée,
Dans le cas olla),8;,...,%, sont rationnels l'arithmétique des lois de
probabilité (voir le Mémorial cité) montre que le théoréme est encore vrai
méme sil'axe réel est frontitre de la bande d'analycité dew. Il y a donc
de fortes présomptions pour qu'il en soit de méme pour oy ,&; ., ... 0,
réels rationnels ou irrationnels , La démonstration que je vais donner
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impose toutefois la condition de l'énoncé du théoreme II.2. Ce théoréeme
suffira pour les démonstrations de ce mémoire.

Sig est analytique donc indéfiniment dérivable, il résulte du théoreme
11,1 que ¢y 93 s++..yp, sont indéfiniment dérivables.

Nous commencerons par é&tablir le théoréme dans le cas ol
5P 3¢, seasp, SoNt les fonctions caractéristiques de variables symétri-
ques et par suite sont elles-mé&mes symétriques et réelles[cf (t) =¢ (-t)].

Dans ce casy (t) a ses dérivées d'ordre impair nulle & l'origine et
ses dérivées d'ordre pair alternativement positives et néga.tivesgfa(\/-—u)
aura des dérivées a l'origine toutes positives; il en sera de méme de

¢i (V-u).

D'apreés le théoréme 1.1 et du fait que les fonctions caractéristiques
coincident avec les fonctions analytiques associées a l'origine, il en
résulte que le cercle de convergence de ¢; (/- u) a un rayon supérieur ou
égal 2 celui deg (V-u) et la bande d'analyticité de Pi (t) recouvre la bande

d'analyticité deg (t).
Dans le cas oEu.P(t) et @; (t) ne sont pas symétriques, on considérera le
5 . %1 Sn %
produity (t)¢ (-t) égal h[v.P, (t) ¢ (-t}} G [‘F“ (t) fn (—t)] . On pourra appli-

quer le résultat que l'on vient d'obtenir sur les fonctions caractéristiques
symétriques,

La bande d'analyticité dey (t)r?(-t) sera recouverte par la bande
d'analyticité de ¢ (t)‘f; (-t) par conséquent par la bande d'analyticité de
Pi (t) d'apres les résultats d'arithmétique des lois de probabilité.

La bande d'analyticité de ¢ (t)‘f (-t) est la bande symétrique par rap-
port a l'axe réel et dont la frontitre passe par le point singulier dey (t) le
plus rapproché de l'origine (d'apres les résultats connus sur les fonctions
caractéristiques, ce point est sur l'axe imaginaire pur).

Pour obtenir le théoréme II.2 il suffit de remarquer que siy (t) est
A . t+i P o M BB
caractéristique la fonctmn?( i.;;r) est caractéristique, si iy est intérieur

a la bande d'analyticité,

Car ¢ (t+iy) =fei("ii)" dF (x) =/‘e‘l" e¥* dF (x)

et [ eY* dF (x) est convergente si iy est intérieur a la bande d'analyticité.

On pourra ainsi prolonger de proche en proche sur le segment de 1'axe
complexe intérieur & la bande d'analyticité, La relationy =o' tf‘;‘ g - .(]o:"
sera toujours valable et la bande d'analyticité de i (t) recouvrira toujours
la bande que 1l'on obtiendra pour la fonction ¢ . Finalement, la bande d'ana-
lyticité de $i (t) recouvre la bande d'analyticité denf LE):

Mais le raisonnement suppose que l'on puisse prolonger ¢ & partir de
p
q EETTD
l'origine ce qui impose que ¢ soit analytique 2 l'origine,
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3 - APPLICATION AU CAS OU ¢ EST LAPLACIEN OU POISSONNIEN

Il est possible maintenant d'utiliser les résultats précédents pour
établir les deux théorémes extensions des théorémes de Lévy-Cramér
et de Raikoff annoncés au début de cet article.

THEOREME III. 1

EELP 2Py reeay sont caractéristiques.np laplacien,a; ,8;,...,a, réels
positifs et si¢ = cff“ LP;‘ ces¥R"s9) 4Py » .., SONE laplaciens.

Ce résultat a été établi par Linnick par une autre méthode. Il était
connu quanday ,...0, sont entiers positifs. On pouvait facilement 1'étendre
au cas ol ,05 ,...%, sont rationnels. Le cas ol a, ,&; ,...a, ne sont
pas tous rationnels présente plus de difficultés.

D'apres le théoréme I1.2 puisque la bande d'analyticité dey est l'en-
semble du plan il en résulte que ‘F' »%g » - atpy SONL holomorphes dans tout
le plan donc entieres. Comme y n'a pas de 0, ¢, 29250005 P sont des fonc-

tions entieres sans zéro et par suite yp; e%, gy, étant une fonction entigre.
On pourra par l'addition de quantités certaines s'arranger pour gque l'une
des variables aléatoires dont ¢,..., o sont fonctions caractéristiques

prenne avec des probabilités non nulles des valeurs positives et des valeurs
négatives. Ilen résulte que quand y augmente indéfiniment en valeur abso-
lue y; (iy) tend vers +w . Par suite, en vertu des propriétés du maximum
d'une fonction caractéristique (voir D. Dugué, Analyticité et convexité
des fonctions caractéristiques, Annales de 1'Institut Henri Poincaré 1951)
on aura

- sur le cercle de centre O et de rayon R, pour tout R assez grand :
Ryi (x+iy)mR g (x+iy) < R g’ '“" (i#j)
(o étant l'écart type dey et e arbitrairement petit positif), En vertu du

théoréeme de Liouville-Hadamard il en résultera que ¢; (x + iy) est un
polyndme de degré au plus égal a 2; ce qui établit le théoreme III.1 :

On a de méme :

THEOREME III.2 :

Sig = ¢yt ...%,c{;,cf«.. 24++<0§n Etant caractéristiques,ay ...,
réels positifs, siyp est égal A e'™ (fonction caractéristique de la variable
certainement égale a m)t{:, +evespn SoOnt égales a eiMz , ___, éimpz

Ce résultat s'obtient immédiatement en remarquant que ¢; (iy) est une
fonction convexe de y et que dans ce casZaiq;;(iy) est une fonction
linéaire, Il en résulte que chacun des termes de cette somme doit &tre
linéaire.

Montrons le :
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THEOREME III.3 :

Si le support de la probabilité de la variable donty est fonction carac-
téristique est 1'ensemble des entiers positifs ou nuls et SRS R on"
(u.l....,cs." réels positifs) le support de la variable dont pi est fonction
caractéristique est contenu dans l'ensemble obtenu en faisant subir
l'ensemble des nombres entiers positifs ou nuls la translation hj avec
> aih; = 0, sila fonction caractéristique dey contient l'axe réel a 1'inté-
rieur de son domaine d'analyticité,

Ce résultat s'obtient aisément si O :...30, SOnt rationnels. C'est un
cas particulier du fait que le support de la somme de deux variables aléa-
toires indépendantes est la fermeture de la somme vectorielle des supports
de chacune des deux variables,

Si une variable aléatoire est positive, plus généralement, est bornée
inférieurement, sa fonction caractéristique sera analytique au moins dans
le demi-plan J z =>0.

L'énoncé du théoreme III.3 impose la condition que l'axe réel soit

5

intérieur 4 ce domaine pour que 1'on puisse appliquer le théoreme 11,2,

D'aprés le théoréme ©1»---+ @y Seront analytiques au moins dans le
demi-plan J z >0,

La démonstration est fondée sur l'étude du comportement des fonc-
tions caractéristiques sur 1'axe imaginaire pur (J z = 0).

1°) Si une variable aléatoire n'est pas bornée inférieurement, on a
pour sa fonction caractéristique h(iY) 1'inégalité suivante :

h(iY) :/ e ' dF (x)=e™ F (m)

m négatif étant arbitrairement grand en valeur absolue et Y =0.

2°) De mé&me si une variable aléatoire est bornée inférieurement par
M, ona

+oQ
h (Y= / e dF (x) =e™YM avec Y=>=0
oy
D'apres cela, on auray (iY)==1 pour Y=>=10 sicP est la fonction carac-

5

téristique d'une variable aléatoire A support positif,

3°) Enfin si M est la borne inférieure d'une variable aléatoire et si
F (M40) = 0 (c'est-a-dire si la borne inférieure de la variable aléatoire a
une probabilité nulle), on aura :

Lim hi(iv)e™='0 En effet pour Y=0
Y= +c0
M+ g 00 +MeE +0
h(iY) =/ e aF (x) +/ e dF (x) = [ e™dF (x) +/ Y e g (x)
L M+ g M M+ E

Donc pour Y==0 et quel que soit ¢ =0

h(iY)=e™F (+M+e) + e-Y(M+e) et
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e™ h(iY)==F (M+e)+e¥¢; ¢ étant pris tel que F(M+¢) soit inférieur ?a:]é-ce

qui est possible d'apres l'hypotheése faite sur F (x), on prendra Y assez
Y® soit inférieur él, ce qui montre que 1l'on peutprendre

2
Y assez grand pour que e "M h(iY) soit arbitrairement petit,

grand pour que e

Ces trois propriétés vont permettre d'établir le théoreme III, 3.

Supposons qu'il y ait pour chaque variable X; dont la fonction carac-
téristique est Pi » ume valeur hj telle que F; (h;)==0 avecZa;hi{O. On
aura pour Y =0 (& cause du 1°)

[ ()] -« .[on (iy)]“";,e‘(hi"i]Y Fifhe) b o« aniFydbd 7

qui augmente indéfiniment quand Y tend vers + o ce qui contredit le fait
queg (iY)==1 pour Y=0. Il est donc impossible que 1'on ait> a;h; <O0.
Toutes les variables sont donc bornées inférieurement et l'on peut leur
ajouter des quantités certaines telles que la borne inférieure de chacune
d'elles soit nulle. On supposera maintenant que cette correction a été
faite,

Aprés cette opération supposons que la variable X; ait pour support
l'ensemble 'S(il des entiers 0, 1,..., n, avec une répartition de la proba-
bilité sur cet ensemble égale a Fim (x) et un ensemble Bim de valeurs non
entieres dont la répartition de probabilité sera égale a Fim (x) avec :
il (x)+ Fim(x) = F; (x). Si la borne inférieure de 1'ensemble 8? est une
valeur entiére, on pourra faire entrer la probabilité de cette valeur dans
F;“ (x) ce qui fait que dans ce cas F‘;m (x) est continue adroite en ce point.
_F;m (M+0) =0 si M est une valeur entiere. Ce point est important pourla
suite. On a alors :

gelix] = plt fp ety . 00l &M LAI1Y)

l'entier nj étant tel que la borne inférieure de l'ensemble ‘Gim soit égale a

nj +hj (0=h;=1). On aura donc :
g N whi) =A; (iY)>—e_Y("i*hi+E) a;(e) pour Y=0 ete = 0 avec
aj(e)=0. On prendra hj +e¢ =<<I.
Il en résulte que

[¢i (0] "= +q ¥+ ... +al) ¥ + Bi(iY) (@= 0)

avec Bi e Y(nith) —p; (iy)=eYnithite) pb, (¢) avec B, ¢ et

bj(e) =0 cette fois pour Y=0 suffisamment grand.

Soit n+h le plus petit des nj +h{ ... On aura :
["Pl (iY)]u""[‘fn (iY)]an= Kok kaeilit as. Hibua P £.G6iY)

~¥nah) >C(iY)>e_”n+h”)c(E) avec C, ¢ et c(e}=0

avec Ce
pour Y suffisamment grand. A cause de la remarque faite tout a 1'heure :

(F;m (M+0) =0 si M est entier)
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ona sih=0, Lim &' C(iY) = 0.C'est la conséquence immédiate du 3°)de
Y=400

tout & l'heure; car alors si h; =0, IY,im e i Aj(iY)=0
=4

. : : b : o : .
Le fait que ¢ (iY) =[lf‘ (1Y)] % ..[tpn (lY)] "aVectP (iY) fonction carac-
téristique d'une variable aléatoire a support de valeurs entiéres positives
ou nulles n'est pas compatible avec ce résultat ; car alors on a :

AN R acY SRERER R R i KNS =, W feri e n iR G (1Y)

En faisant tendre Y vers +o on en déduit P, = k, ; en multipliant par
e¥ apres avoir retranché P, et k, des deux membres on endéduit en faisant
tendre Y vers +w, k; = P, ,... et ainsi de suite jusqu'a :

Poe™ + ... =k,e" + C(iY)

en multipliant encore les deux membres par e*"Y et en faisant tendre Y

vers +o comme e™ C(iY) tend vers 0(que h soit positif ou nul) on a P, = kg
et par suite Pp,, e (™4 | = C(iY); C(i¥)= eY(h+e) ¢ (g) pour Y suffi-
samment grand avec h + e =<1 ce qui contredit cette égalité, Il est donc
impossible que les ensembles !’.im ne soient pas tous vides : ce qui établit
le théoreme 111, 3,

Donc, le support de chacune des variables X; est contenu dans l'en-
semble des entiers positifs ou nuls, En posant e = u, on transforme les
fonctions caractéristiques en fonctions génératrices et sip (z) = eMe-1)
(variable de Poisson), on a :

eh(u-1) = EA ()T BBE ()%

fys..., f, ayant leurs dérivées A l'origine toutes positives et coincidant
avec leur série de Taylor associée a l'origine, D'aprés le théoréme 1.2

ona : f; = e)"”*l""ki}{). Comme f;(1) = O.lzi = -A; et par suite :
THEOREME III.4 :
Siy = eX(ef-1) gtf,;u ""f"“h avec ayy...0, =0 et gy,..aatp, caracté-

ristiques, ¢, » Y, »---,P, sont des fonctions caractéristiques de variables
de Poisson ce qui généralise le théoréme de Raikpff.

ANNEXE 1|

Rappelons quelques problemes posés dans cet article ainsi que d'au-
tres suggérés par les travaux de M, Paul Lévy.

I1°) Le théoreme 11,2 est-il encore vrai si l'axe réel est frontiérede
la bande d'analyticité ? On obtiendrait ainsi un théoréme tauberien,

II°) Y a-t-il des fonctions caractéristiques de la forme e*t), A(t)
étant une fonction entiere d'ordre inférieur & 1 ? (un théoréme de
Marcinkiewicz-Dugué affirme cette impossibilité si A (t) est un polynéme
de degré supérieur a 2).
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II1I°) Y a-t-il des fonctions caractéristiques entiéres ayant le maximurh
de valeurs asymptotiques égal au plus grand entier contenu dans 2p+1,
¥ q 24 g P
P étant 1'ordre, d'aprés le théoréme de Denjoy-Ahlfors).

IV®) Il serait intéressant d'étudier la structure de l'ensemble des
fonctions -.P(t) o ks produit de deux telles fonctions n'appartient pas
forcément A l'ensemble., Par exemple :[cos 1:]"t [cos Zt:[ﬁn‘est pas ung®,
S'il en était ainsi il devrait exister un « tel que :

n 2
[cos t]"— [cos Zt:l o soit caractéristique,
x .
o
[cos t]o' et [cos Zt] étant analytiques autour de l'origine il devrait y

V2
avoir analyticité dans une bande ce qui entraine que%et - devraient tous

deux €tre entiers,ce qui est impossible.

ANNEXE 1l

Les résultats présentés dans ce travail me paraissent des cas parti-
culiers de 1'énoncé un peu vague suivant :

Si dans un théoréme, il est question d'une suite infinie de coefficients,
on obtient en général un résultat intéressant en imposant a tous les coeffi-
cients d'étre positifs,

Exemples :

I - THEOREME DE PRINGSHEIM : Une fonction analytique a coeffi-
cients tous positifs a sur son cercle de convergence un point singulier sur
1'axe réel positif.

II - THEOREME DE VALIRON : Si une fonction entiere d'ordre infini
a tous ses coefficients positifs, elle a 1'axe réel positif pour demi-droite
de Julia.

III - THEOREME DE BERNSTEIN : Si une fonction indéfiniment déri-
vable a toutes ses dérivées positives sur un segment elle est analytique
sur ce segment,

IV - THEOREME DE THOGER-BANG-BOREL : Si une fonction quasi
analytique a toutes ses dérivées positives en un point elle est analytique,

V - THEOREME DE DUGUE : Si une fonction continue est limite de
polyndmes a coefficients tous positifs, la limite ne peut €tre qu'uniforme
et la fonction analytique.

VI - THEOREME DE LEBESGUE : Si une fonction continue et symé-
trique a tous les coefficients de sa série de Fourier positifs, elle est égale
a la somme de sa série de Fourier,

VII - THEOREME DE DUGUE : Une fonction caractéristique est égale
a4 la somme de sa série de Fourier,






