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SUR LA SOLUTION DE L'EQUATION PARABOLIQUE NORMALE
AUX CGEFFICIENTS HOLDERIENS
QUI EST UNE PROBABILITE CONDITIONNELLE
DE PROCESSUS STOCHASTIQUE

PARTIE |

Halina MILICER GRUZEWSKA

INTRODUCTION

On sait, certaines conditions étant admises, que la probabilité
de passage de processus stochastique est une solution de la premiére
équation de Kolmogoroff [1], et que la solution de deux équations de
Kolmogoroff est une fonction de passage. Les solutions des équations,
dont il s'agit, se trouvent chez Feller [2] et Dressel [3]. Mais la
supposition de la continuité des secondes dérivées des coefficients de
la forme caractéristique de la premiere équation de Kolmogoroff est
essentielle.

Récemment 1'équation parabolique fit résolue par M. W, Pogor-
zelski (voir [4] et [7]) sous 1'hypothése que les coefficients qui figurent
dans cette équation sont hélderiens donc sous une hypothése beaucoup
plus générale. Dans ces conditions la seconde équation de Kolmogoroff
peut ne pas exister, On verra, que le théoréme d'unicité de la solution
de 1'équation parabolique [5] suffit pour démontrer, que la solution de
la premiére équation de Kolmogoroff est la densité de la probabilité
de passage.

Les notations sont appropriées de l'article [4].

1/ Soit1'équation parabolique normale avec un signe changé (preés
de i ).
- n n
Y) =Y aX, t) u' . +Fa (X, t) ul + (X, tyu+ul=0(l) (1.1)

i, =1 IS = | ;

Nous admettons les hypothéses suivantes :

-l. Les coefficients a;; (X, t), a; (X, t) et c(X, t) sont définis, bornés

(1) Pour ¢ (x, t) = 0 c'est 1'équation de Kolmogoroff.
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et continus dans la région (X€R,, 0 ¢t ¢ T), R, désignant 1'espace
euclidien des points X (x , x,, ... x ).
-1I. ces coefficients sont soumis aux conditions d'Hélder, a savoir :

|3, £)) - 2 (L, 4,) jusletiBnBis htiatefio.f < b B < L,
e (X, t)=a . )| <=1 |X-F" 0=hzl, (2.9

[e {X 1) =.ed¥, t)] <E'[X - ¥[% ypE o

h, h', k, k' et k" désignent des constantes positives, Y=Y (¥, » - F)E0
2 n
| X =Y. =3 fxe=3 ) = B g
i=1

-III. la forme quadratique Z ai; A A : est définie positive et,si a'i(Z,t),

Z=2(z, ... z,)ER,, 0<tgT, désignant les éléments de la matrice
inverse & la matrice ||a;;(Z, t)||, et que :

554X, Y) = 3 2l (2, 1) [2s 899 prigniineg § (3.1)
iyj=1 ;

alors il existe des telles constantes positives g et G que :
glX-Y[’s 8%4(X, Y)< G |X-Y[". X,Y,Z €R,, 0<t<T.(4.1)

En posant comme toujours:

WETHRC LY ] (-r—t)'; exp IESZ:E——i(_’—?;E], T >, (oS

on a comme solution fondamentale de 1'équation (1., 1), (v.[ 4] ) la fone-
tion suivante :

AT
MX;t, Y,7) = whi(X, t;Y,7) + / f wh8(X,1;2,0)0(Z,6;Y,7)dZda(6.1)

et “Rp
ou®(X, t; Y, ) est la solution de 1'équation intégrale :
¥ [w' X, £5Y,7)] - V)" A (X, 1) (X, 1Y, 1)+ (7.1)
T

+ / /@“[wzre(X,t;z,e)w(z.,a;y,T)dz'_de=0,
R El

vy VR

AX, t) =\det [ali (X, t)].
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En posant encore :
A=(2yT)" N(X, 6.2,0)=016(X, 152, 0)=4,  [wP(X,t,2, )A(X,1), (8. 1)

on peut ecrire que :
T »
0 (X, t;Y,7)=f(X, t;Y, 1) + :\/ / N(X,t;2Z, 0)£(2,8;Y,7)dZ de,t <1 (9. 1)

Ptede

N(X,t;Z,98) c'est le noyau résolvant de 1'équation (7. 1); les noyaux
itérés du noyau N(X, t; Y, ¢ ) sont déterminés par la relation de récur-
rence :

~» 8 -
N, (X, t;¥,8)= J [ N(X,0;Z,8')N,(Z,0';Y,0)dZde', N =N (10.1)

t “Ry

L'existence des intégrales des équations (10.-1), (9.1) et (7. 1),
pour t <g ¢ T, résulte des articles [4] et[7].

M. Pogorzelski fait intervenir dans 1'article [6] 1'intégrale que
voici :

JE, 61)= 7 TR Y, 1) oY, ) dY, dici t<n. (11. 1)

o
Rn

P(Y,7) est une fonction bornée dans l'espace (R,, 0<t< T) et inté-
grable dans tout domaine mesurable et borné de cet espace. L'inté-
(11. 1) existe et vérifie 1'équation (1, 1) pour 0 ¢ t <t <T.

Il fit démontré dans le méme article [6], que si la fonction
P(X,7) est continue au point (X, t), alors on a la propriété limite :

Lm J (X, t,7) =[d A(X, t)]7" . P(X, t). (12. 1)

Rappelons que la fonction (X, t; Y,v) dans 1'expression (L1
est définie par les formules (6. 1), ... (10. 1).

2/ On fait intervenir l'expression que voici :
VX, &Y, )= A0, S Ir (L. T, 1 ), ter g T (1..2)

Cette fonction est une solution de 1'équation (1. L), pour t < =,
Par rapport 4 X et t.

Lemme (1.2).

Si la fonction f(X, t) est une solution de 1l'équation (1.1),
X€R,, 0 <t < T, ouelle est continue et bornée (voir [5]), alors on a
l'identité suivante :
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f(X,t) = f U, 6 Nem) el e Jed Y 0 it i < T (2.2)
RH
oula fonction U(X, t; Y, 7) est définie par 1'égalité (1. 2), si les coeffi-

cients de 1'équation (1. 1) vérifient les hypotheses I, II et III du 1/.
Preuve du Lemme (1. 2).

Nous savons, a cause des égalités (12. 1)et(1.2), que :

lim U3, 1iYoa) 5 ) 4T 25X, ). (3.2)

t 2>T-o0 R
Mais la fonction f(X, t) est la solution de 1'équation (1. 1) et :

Lo £(X, 1) = HX, 7). (4. 2)

t=>T

les fonctions f(X, t) et 1'intégrale :

/' UK, t;Y, 7) £(Y, ) dY ,

Rn

v

sont les solutions de la méme équation (1. 1) avec les mémes conditions

finales: (3.2) et (4.2) et elles sont bornées, donc de classe E, (v. 5 )(l),
elles sont donc identiques, c.q.f.d.d...

On déduit immédiatement les corollaires suivants :

Corollaire (1. 2).

Si les coefficients de 1'équation (1. 1) vérifient les hypothéses L
II et III du 1/ et que c(X, t) = 0, alors la fonction U(X, t;Y, ), définie
par l'expression (1. 2), satisfait & 1'identité suivante :

/U(X,t;Y,1)dY =1,X,YER , tg-.

Rﬂ
Preuve du Corollaire (1. 2).

On y pose dans l'expression (2.2) : f(Y, 1) =1, ce qui est légiti-
me, parce que une telle fonction vérifie 1'équation (1. 1), ou on a posé
c(X; t)y=0, et im (X, t) =1, ts1  XER |
Corollaire (2. 2).

La fonction (1.2) vérifie 1'équation de Smoluchowski, & savoir:

LU0 G S =_// U, t; 2, 8) U(Z;0 Y, v)dZ pour 2 £ < bl< T

RFI

si les conditions I, II et III du 1/ sont accomplies.

T . : it
(1) La condition finale revient & la condition initiale par le changement d€®

variable par exemple : t ent = 1 - t.
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Preuve du Corollaire (2. 2).

Ontransforme 1'expression (2.2) en écrivant : Y = Z et 1 =6 > )
et ony pose £(Z,8) = U(Z,0;Y, 7). C'est 1'égitime parce que la fonc-
tion U(X, t;Y,r) est une solution continue de 1'équation (il..1), pour
t<8 <7, et 1{11% UX, t;Y,7) = UX,8; Y,1). Outre cela la solution

U(X, t;Y, ) est bornée pour 0 <t <8 <7, 8 étant fixé, d'apresl'article
7] . csg. fodad,

On peut démontreraussi (1), pareillement que l'a fait Feller dans
l'article [2], que l'expression (1. 2) est non négative, sous les suppo-
sitions du Corollaire (1. 2). On a donc le Théoréme suivant :

Théoréme (1. 2).

La fonction (1.2) est la densité de la probabilité de passage de
I'état X, au moment t, & 1'état Y, au momentr > t, X, Y ER.; siles
coefficients de 1'équation (1.1) satisfont aux hypothéses du Corol-
laire (1. 2).

Les conditions de continuité de la fonction (1.2), & savoir 1'exis-
tence des moments moyens (voir [2]), sera démontrée dans la seconde
partie de cet article.
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(1) Soit : UX', t'; ¥, t') <0 et c(X, t) =0. Posons : g(X, t) = U(X, t; Y', 1') et
2(X, t) = g(X, t) exp (-t+t'). Ona: ¥ _, (g(X, t)) =0, g(X', t') <0, alors z(X, t)
est une solution d'une équation para’boliqug normale avec le coefficient liné-
aire ¢, =~ 1 ; de plus z(X', i< o)

Soit: t' <t, <t' et K un cercle de centre (X', t') et de rayon t,-t'. Sur la
Partie K, dece cercle ou t 3 t' la fonction z(X, t)aura un minimum par exem-
Ple au point (X", t") et nous pouvons écrire, A cause du théoréme de Gévrey ,
que z(X", t")< z(X', t') < 0. Mais c'est une contradiction avec le fait que

z(X", t") est la solution de la dite équation parabolique normale, ouc, = - 1,
c.q.f.d.d,






SUR LA SOLUTION DE L'EQUATION PARABOLIQUE NORMALE
AUX CEFFICIENTS HOLDERIENS
QUI EST UNE PROBABILITE CONDITIONNELLE
DE PROCESSUS STOCHASTIQUE

PARTIE I

Halina MILICER GRUZEWSKA
INTRODUCTION

Onadémontré dans la premiére partie de cet article que la solu-
tionde la premiére équation de Kolmogoroff est une probabilité de pas-
sage, si les coefficients de cette équation sont soumis aux conditions
I, II, III. Dans cette partie on prouvera, que cette solution accomplie
les bien connues conditions de continuité de la probabilité de passage.
Les notations de la partie premigre seront maintenues ici. Les dites
conditions de continuité pourront donc étre écrites comme il suit -

3

Tt =AE>0, (X, ta)= / (x1-3) UX; 1, Y, 1) dY = 0(\]1“3): i=l...n.

Rn

lim (a1 | im 3 ) == 50) UK, 85 Y, ) dY =2 8yy(X,o4)s g =1 10

ql‘!

Jim WO 1 o x ) BEE, #8859, )9 = b, 1 ik .,
t=2o & Rn

Ces conditions de continuités, étant démontrées, permettront
d'affirmer que la solution de la premiére €quation de Kolmogoroff est
Ton seulement une probabilité de passage, mais encore que ses deux
Premiers moments, centralisés vers 1'état initial X, et divisés par
l'accroissement du double de temps At, ou pour cet accroissement mé-
e, convergent vers les coefficients de la dite équation, quand At =0,

1/~ Lemme (1 12;

Les premiers moments de la fonction de passage U(X, t, Y, 13 T
tentralisésvers 1'état initial X, sont o(\ 7-t), si les coefficients de la
Premiére équation de Kolmogoroff (équation (1. 1) dans la partie I de
cet article) accomplissent les suppositions du Théoréme (1.2) de cet-
le partie,

Nous pouvons écrire, avec les définitions (1. 2) p.I et de 1'article
(4) (p.1) que :

m(X, t, 1) = / (x;-y) (Y, 1) [W"' X, t; Y, 1)+ W (X, t;Y,7)]dY, (1. 1)

iR
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oll :
O, ) AR )
whT (X, t; Y, v) est défini par 1'équation (5. 1) p.1 et
vy S
(X, t:Y,r): f / WX t;Z,8) 0(Z, 8, Y, 1) dY de
't Ry
v.(4) p.1, formules (98) et (99).
Nommons les intégrales correspondantes aux deux composants
de l'expression (1.1) par I, et I, respectivement. Nous avons donc :
Hi (X: tl T) = I-l + 12-

On transformera le premier composant comme il suit :

L=p(X,7) [ (-3 WhHK, tY,7) 4Y + (2. 1)

o(X,7) [ ey [WOIK, 6 Y,0)-wh (K, Y, 1) 1dY +

-

[ oY, 1) - p(X,7)] (xi- 31) WHT(X, £5Y,7) dY.

o
n

Mais il résulte de la définition de la fonction P(Y, 7) et des suppositions
Iall, I p.ilaue, :

(¥, v )i~ p=,0) =0(1":T"2 " (3: 1}
et gue :

iy
Wl (s ¥m) Wi R )= 0§ n? 2 (m=thiZoesup |ali(¥Y,1)-all (X, t) |

2
S

v.p. ex.(4) p.l formule (16).

Outre cel on regoit par une transformation linéaire convenable
de la variable Y 1'égalité suivante :

f o =X T W (X LN ) dX =

=R

fr-8y5 | '3 ez ek [—)} 22 /4(T—t)] dz,,...,dz,. Al (X, t) =0.

v=1

ou ¢, sont des constantes.

Ces égalités permettent d'écrire que :
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Wik EE =0{ / (= 5 Yl = tl’z‘lg. rZ sup | a't {¥,r) -
- all(X, t)| exp [- gr2 [(z-t)] d¥) +
+Oil1 (xi'Yi)(T't)nz ry texp b= gr o) dY}

Yn,
Chacune de ces intégrales est représentée comme une somme
des deux intégrales répendues respectivement sur les domaines: r,, €1

et r,, > 1. Cette derni2re converge vers zéro avec (t-t), comme il est
facile de voir.

Quant & la premiére on y pose :

rXY/VT__E =

d'oll on regoit & cause de la supposition IL. p.I, 1'inégalité suivante :

sup |a'l (Y, 1)-ali (X, t)| sk{(u\'—r-t)" i —t)ie] ",

et on peut écrire :

5P (1) 10 /H— [u(r-t)"/2 + (1-t)"' Jexp (-guz)du} +

05 / u™"2 (r-t)'"* exp (-gu?)du} > 0, (v-t) > 0, c.q. f.d. d.
‘u‘élf\f‘r_-t

L'intégrale I, sera traitée comme dans l'article (4) p.I. & savoir :

+ T

12=/ p(Y,—r)(xi-yi)\_;v(X,t;Y,T)dY= / / wz,B(X,t;Z,ﬂ)ﬁi(Z,B,T)dZCE,
ey 2 St
ot : 52,8 ,7)= | 0(Z.0, Y,1) o(Y, ) (x,-5) aY.
Ya,

Posons maintenant :
X[ Ay R g RO Ry
et écrivons comme dans les articles (4) et (7) p.I que :

X~ T WEZ. 0 T, 4) =0 e 1L [ - AT R L (x4 20))

72 fai

ny Zenctelispd e the G anges iR 2= 2R NS

e

12 hyfi2k<h i F2 ipony v i iliS et A1 eN -gl.
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h
M < 1/2 = b2, pour ty 21, 6 Wiy,
eda.d.

pi =ALA% i fel, ul'=1-h;2t5'1,

ou e, £ >0 seront petits.

I1 résulte d'ici, que :
2 -Hy -
P (Z,8,7) =0{(r-0) " + (x;-2;)(x-0) 1} .

Onauraalors, pour O < ¥, maisu+u <l/2etu' =-1/2 T o, st NN
mais e' + e <h,/2, 1'égalité suivante :
T
L=0{ [ [(8-ty" (r-8)™+(0-t/" (e-6)"i]1de )=
o

0 [(r-t) ™1 4 (1= )™M M) = 0 [(+- t)'?]

- comme u'+ ! < 1/ 2. e Hlitads diigs

2/ - Lemme (1. 2).

Les valeurs moyennes des secondes, moments centralisés vers
1'état initial X, de la probabilité de passage U (X, t, ¥, ), qui est la
solutiondel'équation (1.1) p.I, tendent versles doubles des coefficients
respectifs de la forme quadratique de cette équation avec (7-t) >0, si
les suppositions du Théoréme (1. 2)p.I1. sont vérifiées. A savoir :

T-t o

lim (r-t)™ / (%i-y1) (x;-¥;) UK, t;Y,1)d¥=2 2, (X,t), i,j=1,2,..n.(1.2)
e,

Preuve du Lemme (1. 2).

On écrit, conformément aux notations qui précédent :

=07/ G -3 (- 3) UK, £5Y,7) dY =

n

-7 () (%73 [WOT(K, BY, 4K, 61, 1) 1P(Y,7)dY = (2.2)

(r-ty"* p(X, t) / (, - ¥1) (% - )W (X, £5Y, 1) dY + 0(1).

n

La derniére égalité c'est une conséquence des formules (3. 1) et
de l'analogue a (2. 1) (1),

Désignons maintenant la dernigére intégrale de 1'égalité (2. 2) par

B;. et formons la somme qui suit :

i
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N ali (X, t) By, = B, / Yali (X, t) uu; exp -5%* (U,0)1dU. (3.2)
iyj R 'sJ

oll on a posé :

u
1

X, i = 2u\' t-t, U=(u,...u) =9y, la matrice d'une colonne,
u

50U, @)=Y, all (X, 1) upu
Vi

j El
B fratfe 2™ p(X, b -ty =PENGRE TR REE Y

Mais nous pouvons écrire :

[lall (Xs 6y = || agy (Ko )| 58" =8y et 5t (U0 =l By M sy
en usant la notiation U' pour la matrice oposée 4 U.et pour la matrice
inverse ala matrice A la notiation A . Soit maintenant la matriceorto-

gonale et normée C, et soit :

U = €N, done Ul = ¥V&. (G

Kk, 0

AT S VLGl A‘lCV=V'K’V,avecK=C'A1C=§0k2 0%
00 :

On peut donc écrire au lieu de la somme (3. 2) 1'égalité :

3 A X, 8 B, =8, / V' K V.exp (-V'KV)dV  (4.2)
1y] Re:

parce que dU =
Mais ¢n sait que :

MEV Y kvl Bl V¥V s{9, %, «ou %)
izl

et alors on a : au lieu de 1'égalité (4. 2) 1'égalité suivante :

¥ ali(xX. t)B,.=pg ¥ k; v? exp. (=¥ k; v#)dV. (5. 2)
il ] n p e
iy i=1 Ry

Changeons les variables d'intégration en posant :

Vk; v; = z,, alors dV = dZ/\k k,... k, =az/\1A,].
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On regoit donc :
» n n n

Zali(X,t) B;; =4x"2% [ z2exp (-3 22)dZ = 4«7 2 yin=2nm,
iyj il 7R 1

Mais on peut écrire que :

A n i n

2 e lixeny =N (alioy ¢ 8) e L GIRK Y B,) = 2 3
iyj j=1 j=1

Les sommes des produits :

oF al (X, t) B; + ... aV (X, 1) B

ce sont ces éléments du produit des déterminents A, et B qui se trou-

vent sur la diagonale principale. Soit le déterminent d'ordre n de la
forme :

-

2
K, = |0
0

-

o N o
-

N oo
1}
Do
a3

.

et soit C, un déterminent qui donne 1'égalité qui suit :

e B
£ (i BYE o Orie Sy .ol
OJ OJ Gnn

alors on aura :
il } €A ) (B (k)= _\_‘_"‘jj AR Ly = N o
d'olu :, j=1
{1}C, (A, B)C, (1) ={1} K, (1), donc C} A BC, =K, et A B=C,K,C;= 2"
parce que : C. K, C'l = gloel =

Mais on a :

Aol B gok a2 ot Bu= A, "= A, oAl
on a :
By, =2 a; (X, t),
ce qui prouve, avec 1'égalité (2. 2), le Lemme (1. 2).

3/ - Lemme (1. 3).

Les valeurs moyennes des premiers moments, centralisés vers
1'état initial X, de la probabilité de passage U(X, t, v), solution de 1'é-
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quation (1.1) p.I, tendent vers les coefficients des dérivées premiéres
de cette équation, si les suppositions du Théoréme (1.2) p.1 sont véri-
fiées, avec (r-t) » 0. A savoir :

T-t o

lim 6= t5 ofs (s ima) DKot Xom Jrd¥ =y (K, 1), i Bs. o (L. 8]
.

Preuve du Lemme (1. 3).

La démonstration est ici classique (v.p.ex. (2) p.I). On part de
1'équation de Smoluchowski pour la fonction de passage U(X, t-t;2Z, t)
et l-At st = rn

U(X, t-at, Y,1)= [ UK, t-at;Z,t)U(Z,t,Y,1) dZ,
mais d'iei : k.
U(X, t-at, ¥,7)=U(X, t, 2,10+ $ UL(K, 6Y,1) /(20 - x)UX, t-at,2,t)dz+
=1 TRy
1
By UL XY, 5) f(x,.- 2,) (x; - z;) U(X, t-at; Z,t)dZ +0 (1), X£Y
= &R

donc :

0=U;+ 3 U Lim 1/at [ (21 - x) U(X, t-0t;2, t) dZ+XFY+ S U a, (X 1)
t=1 I At=o “r j xi*]’

i=j
n

Mais la fonction U est la solution de 1'équation (1.1) p.I, avec le
coefficient ¢(X, t) = 0. D'ici et de 1'égalité précédente résulte que :

lim 1/at / {2y = =) B, 4= 4y Z,%) 42 =-b;, i = 1L, n, adldd
ft—*o .'Rn

Le Théor2me (1.2) p.I1, les Lemmes (1.1), (1.2) et (1.3) p. II
permettent d'énoncer le Théoréme (1. 3) :

THEOREME (1. 3) -

Les suppositions du Théoréme (1. 2), étant admises, la solution
de 1'équation (1.1) p.I estla fonction de passage de 1'état X au moment
t A I'état Y au moment 1, et les coefficients de cette équation sont res-

¢ & 1
pectivement les valeurs limites moyennes de 2 des moments seconds

etdes premiers, pour (T -t) »0. On peut traiter le coefficient du ter-
me linéaire, qui est ici égal & zéro, comme limite moyenne du carré
du premier moment, pour (7 - t) > 0. Tous les moments sont centrali-
sés vers 1'état initial X.
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note de la page 9 -

(1) (T-t)'ll PL(Y,m) W(X, t;Y,7)dY =d, P (Y, 1) = (x;-¥) (x;-¥;) P (Y, 1)
=

donc : "
T

d = (1-t)? /., /{w.e(x, t;2,0)P (2,0,7) dZ de ,ou: si IX - YI =x,

alors : Tl

P (Z,8,7)= / 0 (Z,8;Y,7)P(Y.1)dY =0 { / 'l o) e e dY} »
i SR

ORI Dok e Z-Zul-hl.

On a donc :
d=0 {f r;}*2 @E-e M 4y + / I g e, aY 4 j e (-r-ﬂ)_wl'dY} ’

Y

Rn Ry Rn
Il faudra poser u)'' = 1 - h /2% ' selonlecasour, <1, our, > 1,
”1' = 1‘," 2 - h_/z A E; " mnonon " 3 B
B, ==h /2 1’751 LA LA T B TR 1 MR
14

En intégrant 1'expression d il faudra accepter pour 1'exposant de (6-t) de la
fonction dominante du quasipotentiel:p" = -1% ", y' = - 1/2% o1, =+, 1le
signe +ou - étant assujeti au cas de r, <1 ou r, >1, on recevra ainsi com-
me l'exposant de (r-t) dans l'expressiond :h,/2t ¢ ¥¢, ou ke ol T ol
h,/2% e * ", I1s seront tous positits des que s +¢ < h/2, "+ <h e
e+ " < h /2, ce qui est toujours possible. L'expression d sera donc 0 (47
elids fod.d,





