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INTRODUCTION

Ces questions, qui ont des applications importantes dans des
domaines variés, ont été abordées par Sir Ronald FISHER dans ses
études sur 1'influence des pluies (X (t) dt étant la quantité de pluie
tombée pendant la durée t, t + dt, X (t) étant une fonction aléatoire)
sur la récolte (variable aléatoire Y). La théorie des fonctions aléa-
toires n'étant alors pas développée, il a remplace la fonction alea-

toire X (t) par 'approximation iA.; P; (t), les A; étant des variables

aléatoires et les Py (t) des fonctions certaines qu'il a choisies. Il
a étudié la correlation multiple et la régression multiple de Y par
rapport aux A; et a considéré ses résultats comme des approxi-
mations satisfaisantes (sans plus de précision mathématique) de la
corrélation et de la régression de Y par rapport a la fonction aléa-
toire X (t) définie sur 1'année correspondante (corrélation et régres-
sion qu'il n'a pas définies, et il n'a pas abordé les difficultés que
tette définition soulevait). Ce n'est qu'apreés une étude mathématique
Yigoureuse que 1'on peut justifier les approximations faites dans

lutilisation pratique de cette étude. Ceci a fait 1'objet de notre tra-
vail,

Le chapitre I est consacré a quelques préliminaires sur l'inté-
fration aléatoire qui joue un rdle fondamental dans l'ensemble de ce
ravail, La régression linéaire en moyenne quadratique de Y par
fapport 4 X (t) est définie et étudiée au chapitre II. On montre no-
lamment que, moyennant certaines hypothéses, elle est limite m.q
de la régression multiple de Y par rapport aux L variables aléatoires

7P (t) X (t) dt (les p; (t) formant un systéme complet base de
L, (T)) quand L + + o,

Le chapitre III est consacré a la definition et a 1'étude du
Coefficient de corrélation de Y par rapport & X (t) définie sur T qui,

& encore, peut &tre considéré, moyennant certaines hypothéses
tUmme limite du coefficient de corrélation multiple de Y et de L

Variables aléatoires Jr Py () X (t) dt quand L tend vers l'infini .
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Le chapitre IV traite de théorémes limites, la régressiop ot
le coefficient de corrélation de Y par rapport a X (t) étant, moyennap;
certaines hypothéses, limites de la régression multiple et du coeffj.
cient de corrélation multiple de U par rapport aux n variables alg,.

toires le Xty at L f;“ X (t) dt ou par rapport aux n variableg
aleéatoives X (%) ... X {t.), gquand n» +®

Le chapitre V est consacré a des généralisations :

1/ au cas ol on considére la régression d'une fonction aléa.
toire Y (7) par rapport a la fonction aléatoire X (t)

2/ au cas on on considére la régression de Y par rapport i
plusieurs variables aléatoires et fonctions aléatoires.

Dans le chapitre VI on examine la régression non linéaire,

La régression des espérances mathématiques conditionnellgg
est comparée a la régression m.q. au chapitre VII.

Dans les chapitres VIII et IX on étudie des problémes d'esti-
mation de la régression.

Enfin l'estimation de la loi conditionnelle de Y par rapport i
X (t) est examinée au chapitre X.

L'étude de la dépendance de probabilité d'une variable aléatoire
par rapport a une fonction aléatoire constituant un domaine trag
vaste. Il a fallu nous limiter, et bien des questions, que nous avions
primitivement 1l'intention d'inclure dans ce travail, ne sont pas trai-
tées ici. En particulier, dans le cas ol la fonction aléatoire est i
accroissements orthogonaux, on peut obtenir la fonction de régressiom
sans résolution d'équation intégrale. Dans le cas ou la fonction aléa-
toire est stationnaire du 2e ordre, on peut considérer une fonction
de régression de la fréquence Vv (en utilisant la décomposition spec-
trale). Des problémes de tests d'hypothéses seraient intéressants i
étudier.



CHAPITRE |

PRELIMINAIRES SUR L'INTEGRATION ALEATOIRE

Nous consacrerons quelques préliminaires a des intégrales
ﬁp () X (t) dt p (t) € L, (T), X (t) étant une fonction aléatoire ,

T étant dans 1'ensemble de ce travail un intervalle fini ou une somme
dun nombre fini d'intervalles finis sur R,.

Ces intégrales que nous rencontrerons constamment dans ce
travail peuvent, moyennant certaines hypothéses, &tre définies dans
des sens trés divers. Nous étudierons particulidrement deux défini-
tions de cette intégrale qui interviendront fréquemment dans la suite.
Nous les appellerons intégrales aux sens A et B. Toutefois la plu-
part des théorémes des chapitres suivants sont valables méme
lorsque cette intégrale est définie dans d'autres sens pourvu que
cette intégrale posséde certaines propriétés. Dans les chapitres
Suivants, nous énoncerons donc beaucoup dethéorémes sous des hypo-
théses moins simples que les hypotheses A ou B, mais moins res-
irictives.

4) SUR QUELQUES PROPRIETES D'INTEGRALES STOCHASTIQUES
DE CERTAINES FONCTIONS ALEATOIRES PRESQUE SUREMENT
INTEGRABLES - L sur T.

lenne 1-1 - Si X (t) = x (t,w) est un processus mesurable sur T x Q

¢ si, p (t) étant une fonction mesurable sur T,

Lo WIEIX @t <+,

Uintégrale - L j; o (t) x (t,w) dt existe pour presque tout w, définit
e variable aléatoire, et E[j; o (t) X (t) dt] existe et est égal a
j: Bl E L (1)] dt.

Yémonstration

p (t) x (t,w) étant mesurable sur T X R ce lemme résulte des
héorémes de Tonelli et Fubini.
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Dans la suite nous appellerons cette intégrale, intégrale au seng A

Théoreme 1-1

Si X (t) est un processus mesurable et si p (t) et E | X ) |
appartiennent a L, (T), P (t) X (t) est presque slirement intégrale .|

sur T,f; p (t) X (t) dt définit une variable aléatoire, et E[j; p (£)X(t) dt]
existe et est égal afT Pt B G A(t)) i

Démonstration :
Il résulte du raisonnement qui permet de démontrer 1ins.

galité ,de Schwarz que si P (t) et E|X (t)| € L, (T) lintégral
L [ |o@|E|X (t)|dt existe et I'application de lemme 1.|

nous donne le résultat.

N.B. Si X (t) est un processus mesurable et si E (X* (t)) existe ¢

est intégrable - L sur T, E | X (t)| existe et appartient a L, ()

en effet, l'existence de E (X? (t)) entraine l'existence de E [R5 (t) |

et la propriété résulte de| Ll | X (t)|]2 € E (X2 (t))

Lemme 1-2 : Si X (t) = x (t,w) est une fonction aléatoire mesurahle
sur T x Q et si l'intégrale - L

JI 1P e ) E|X (1) X (t')| dt dt' < +o
TxT
P (t) etP, (t) étant des fonctions mesurables sur T,
L1 Y 1 ]
L'intégrale L ffr o P, (t) X t') x (t,w) x(t',w) dt dt’
existe pour presque tout w, définit une variable aléatoire, et
i t t) X () X (t" '
[M” P (1) P, (t) X (1) X (1) dt dt]
existe et est égale a
ff, , Pt Py () E (X (1) X () dt dt'.

Démonstration :

p ()R, (') x (t,w) x (t'w) étant mesurable sur Tx Tx Q, cela
résulte des théorémes de Tonelli et Fubini.
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Thé orame 1-2

Si X (t) est une fonction aléatoire mesurable, si p. (t) et
P, (t) € L, (T) et si E|X (t) X (t') | existe et €L, (T x T),

ffm p, (t) p, () x (t,w) x (t',,) dt dt’
existe pour presque tout w, définit une variable aléatoire. et
E[ff“T P, (1) P, (1) X (t) X (') dt dt']
existe et est égal a
Jf. e e, ) E (X (1) X (1) at di'.

Démonstration :

81 1 p () 8t g QOFEL, (T) et si E| X (t) X (t')|existe etest
EF (L x T)

S o, o) EIX (1) X @] dt dt' < +o

(d'aprés 1'inégalité de Schwarz) et 1'application du lemme 1-2 nous
donne le résultat.

N.B. Si X (t) est un processus mesurable et si E (X® (t)) existe et
est intégrable - L sur T, E[|X (t) X (t')|] existe et est € L, (T x T
Ceci résulte de 1'inégalité de Schwarz

[E|X () X (1) |12 ¢ E (X* (1) x E (X* ()

lemme 1-3 . Si p (t) est mesurable, si x (t,w) est mesurable sur T x Q

tsi [ |p ()| EL|X () X (¢')]] at <+, lintégrale - L
fp ®x tw) x(thw) a

&iste pour presque tout w et définit une variable aléatoire.

E[fT o () X (1) X (") dt]
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existe alors et est égal a j; P Y E[IX )X ("] dt.

Ceci se démontre en utilisant les théorémes de Tonelli et Fubinj

Théoreme 1-3
Sig (t) € L, (T) si X (t) est une fonction aléatoire mesurahle,
si E| X (t) X (t') | est de carré intégrable sur T (cette dernitre

hypoth&ése étant en particulier vérifiée si E (X* (t)) existe et eg
intégrable - L sur T),

j; P (t) x (t,w) x(t',w) dt existe pour presque tout w et définit ype
variable aléatoire. E fT (St oGl dt]existe alors et est éga)
af o ) ELX (1) X (1] at.

T

Démonstration :

Il résulte de l'inégalité de Schwarz que
Llo® Bl X 0 X @) |dt< +o
'

et l'application du lemme 1-3 nous donne le résultat.

Lemme 1-4 : Si p (t) est mesurable sur T, si X (t) est un processus
mesurable, si Y = y (w) est une variable aléatoire (Y étant alors

mesurable sur Q ), et si,f[p (lt)|E|YX(t)|d1:<+w,
v

1'intégrale - L j; v (w) p (t) x (t,w) dt existe pour presque touty
et définit une variable aléatoire.

EI:L Y. it K ) dt]existe ctestégalaf, p (D ELY X (1)1 a
Ceci se démontre en utilisant les théorémes de Tonelli et Fubini,

Théoreme 1 - 4

Si X (t) est mesurable, sip (t) € L, (T) et si E| Y X (t)|€ L,(T)
les résultats du lemme 1-4 sont vrais.

Ceci se démontre en utilisant 1'inégalité de Schwarz.
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N.B. Les résultats du lemme 1-4 sont vrais si X (t) est mesurable,
siE[Y?] existe et si E(X® (t) existe et est intégrable - L sur T.

I1 résulte en effet de 1'inégalité de Schwarz
E|f X ®)|1*s E(Y D EX?2t)que E|Y X ()] € L, (T)

Nous rencontrerons fréquemment par la suite les hypothéses
suivantes que nous appellerons : HYPOTHESES A.

X (t) = x (t,w) est une fonction aléatoire mesurable
sur Tx Q,E [X? (t)] existe et est intégrable L sur T

Hypothéses A p (t) est de carré intégrable sur T

Y = y (w) est une variable aléatoire y (w) mesurable
sur Q,E [Y*existe

Moyennant ces hypotheses A vérifiées par X (t),p (t) et Y,
les résultats des 4 théorémes précédents sont vrais.

B) SUR UNE AUTRE DEFINITION DE L'INTEGRALE STOCHASTIQUE
fT p(t) X (1) dt

T sera ici encore un intervalle de mesure finie ou la somme
d'un nombre fini d'intervalles de mesures finies.

Nous considérerons les hypothéses suivantes que nous rencon-
irerons dans la suite et que appellerons : HYPOTHESES B,.

p ) e L, (T)

Hypotheses B X (t) est une fonction aléatoire du 2e ordre définie
1 | sur T, continue en moyenne quadratique
E (X2 (t)) est intégrable - L sur T

Soit P (t).... p, (t).... une suite s de fonctions continues conver-
geant en moyenne quadratique '"sur T' vers p (t). L'intégrale sto-
thastique de Riemann m. q. j; P, (t) X (t)dt est définie et, quand n» @,
ell.e converge en moyenne quadratique vers une limite L d'aprés le
trittre de Cauchy.

(Nous appellerons dans la suite cette intégrale, intégrale au sens B).
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En effet :

2
? b ARSI t) -p (t)]2dt B X2l
E[_/;[p"(t) o (®]X (1) ] jr'[pn() 0, ()] j; [ )] d
d'apres 1'inégalité de Schwarz et la permutabilité des signes E et f
i

dans E[_/T Xt dt]. Or, j; E (X? (t)) dt est fini, le 2e membre

sera donc < € (arbitrairement petit) dés que n et m sont supérieupg
a N (g).

On peut démontrer 1'unicité de la limite L. quelque soit la suite
s considérée (convergeant en m.q vers p (t)).

Les symboles E et f étant permutables sur f p (t) X (t) &
on en déduit qu'ils le sont pour j gia(E) X ft)ndts

On peut démontrer aussi que, moyennant les hypothéses B

(g, () et @ (1) € L, (1))

E[j: o, ® X @ at [ p @)X () dt]

existe et est égal a :

'ffT*T Py (t) £, FN SENEC RO O (t')] dt 4at’ E[[;p EeEl) X(tl)dt]
existe et est égal & _[; p Bl X (B X () dat

Si de plus E [Y?] existe (Nous appellerons hypoth&ses B les
hypothéses B; plus cette derniére hypotheése)

On démontre que E [Y X (t)] existe (ceci résulte de I'inéga-
lité de Schwarz)

E [Y X (t)] est continue, en effet :

E[|Y[X () -X ®)]]1< VE (Y) VEIX (') - X ()P

et puisque E (Y?) est fini, la continuité de E [Y X (t)] résulte de la
continuité m.q de X (t).

On peut démontrer enfin que : E [Yf P (t) X (t) dt] existe
T
et est égal af P (t) E[Y X (t)]dt.

T
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On peut aussi démontrer que si 1l'intégrale f p (t) X (t) dt
i

existe au sens A et au sens B, il y a probabilité 1 pour qu'elles
soient égales.

On pourrait définir f p (t) X (t) dt en des sens différents des
T

précédents, par exemple

si E[X (t) X (t')] existe et est de carré intégrable L sur T x T,
et si: E[p (£} 2 (t) o (8 % (t')]

existe et est intégrable - L sur T x T, on peut alors définir une
certaine sorte d'intégrale qu'on pourrait appeler intégrale - L m.q
(cf. Moyal, Journal of the Royal Statistical Society, Londres B 2 1949,
Vol. X1, page 169). Ici, ¢ (t) X (t) n'est pas forcément une fonction
presque sfirement intégrable - L, ce qui empéche 1'utilisation de cette
définition pour 1'étude statistique que nous ferons.

Les hypotheéses B pourront intervenir dans 1'étude de la régres-
sion, toutefois elles ne suffisent pas pour 1'étude statistique. Les
hypothéses A, elles, permettront une étude statistique.

Dans la suite interviendront des intégrales aléatoires définies
e un certain sens S (pouvant &tre différent de A et B). Nous ferons,
dans tout ce travail, sur S I'hypoth&se suivante :

Si f (t) et g (t) sont des fonctions aléatoires intégrables au
sens S sur T, sia et B sont des nombres réels, alors o f (t) + B g (t)
est intégrable au sens S et

flat @ + g Wldt=a [ £t dt+ B[ g (1) dt.
T b

T

En plus de cette hypothése (que nous ne répéterons pas) nous
ferons sur S d'autre hypothe¢ses qui ne seront pas les mémes pour

téolls les théorémes. Elles seront mentionnées explicitement dans les
Noncés,

Les intégrales de fonctions non aléatoires que nous rencontre-
fons dans la suite seront entendues au sens de Lebesgue.
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CHAPITRE 1

SUR LA REGRESSION LINEAIRE M.Q. DE Y
PAR RAPPORT A X (1)

Les théorémes 2 - 1 et 2 - 2 sont relatifs aux bornes infé-
rieures de

E| Y - q —fp(t)X(t) dt]z
i

E LY - E (Y) -f p(t) [X () - E (X ()] clt]2
et L T

ELY -Gy~ j; p(t) (X (t) - & (1) dt]2

pour tous les o, et pour tous les p (t) et § (t) appartenant a cer-
lains ensembles de fonctions.

En posant Y =Y-E(Y),Z (t) = X (t) - E (X (t)), on est rame-~
1é 3 1'étude de la borne inférieure de E [?,j - f pt) & (t) dt]z.

b

Cette étude est abordée dans les théorémes 2 - 3 et 2 - 4 et
on aboutit 4 1'étude de la régression linéaire m.q. de Y par rapport
dla fonction aléatoire & (t) dans le cas ot E (y) = 0,E (g (t)) = 0.

Puis on fait 1'étude de la régression linéaire m.q. Yy de Y par
fapport & X (t), dans le cas général, dans les théorémes 2 - 5 et

2-6. Y, est limite de suites o, + f po(t) X (t) dt
T n
WE (v) + [p (X (t) - E (X ()] dt telles que :
T'n

2
E[Y—acn-j; o X () dt]? ou E[Y -E(Y)- [ @X@® -E(X(t))]dt]

lendent vers leur borne inférieure.
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Ces résultats supposent un choix du sens S de l'intégrale
f p(t) X (t) dt et ils dépendent du choix de l'ensemble des fope.
4

tions auquel appartient p (t).

Aprés 'étude du cas ol cet ensemble est l'espace L, (T), q
examine le cas ou p (t) appartient a d'autres ensembles, par exemple
l'espace des fonctions continues sur T, ou l'espace des fonetigng
indéfiniment différentiables sur T.

Dans les derniers théorémes, on étudie le cas ol l'espace ggg
fonctions p (t) est un espace vectoriel a L. dimensions. Dans ce cag
1'équation intégrale donnant p (t) telle que la borne inférieure soi;
atteinte (lorsqu'il existe au moins une solution de cette équation ip.
tégrale) devient un systéme d'équations algébriques, et on estrameps
a une régression multiple. L'étude du cas olt L »+ west ensuit
faite. Ces derniers cas sont particuliéerement importants pour 1'étyde
statistique que nous ferons a la fin de ce travail.

L'étude de la régression peut se faire si on connait la fonctig
de répartition F (t;, x;, tp, X, ¥) = Prob (X (t)) <x;, X (t)<x, Y<y)
ou bien les 2 fonctions de répartition

ok (H) 2 15 22 BiBrob (O0et,) ¥ B X )< x)

et

Bl (heneres . (19) Probl (@t )it  wY Syl

Bien entendu certaines hypothéses ne portant pas sur ces fone-
tions de répartition seront nécessaires si on veut que f p(t) X (t)dt

T
soit définie en certains sens S.

Dans le cas tout a fait particulier de la fonction aléatoire

L
X (t) = E A, 4y(t), les ¢, (t) étant des fonctions de carré inté-

—
ot

grable sur T (dont nous pouvons supposer que f Gy (t) dt = 1),
T

les A; étant des variables aléatoires ayant un moment du 2e ordre,
la régression étudiée sans ce chapitre n'est autre que la régressim
multiple de Y par rapport aux L variables aléatoires A;.

Théoreme 2 - 1 :

Si la variable aléatoire Y a un moment du 2e ordre, si p (i)

est une fonction certaine quelconque appartenant a un certain en-
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semble & de fonctions, si X (t) est une fonction aléatoire de t défi-
nie sur T telle quej; p (t) X (t) dt existe en un certain sens S et
un moment du 2e ordre quel que soit p (t) € g, si E (X (t)) existe,
sifT p(t) E (X (t) dt existeyp (t) €&, si S, &, et X (t) sont
tels que, ¥y p (t) € &, fT pri)AER (D) (E)idt = E[j; M (E) I X At) dt]

alors :

E[Y-ao-f p (t) X (t) dt] 2>E[Y—E(Y}— f P [X (1)-E (X)) dt]2

légalité n'étant vérifiée que si a, = E (Y) f p(t) E (X (1) dt.
T

La borne inférieure pour tous les a, et tous les p (t) (€ 8)
eE|Y - o, —f g {t) X™(t) at ? est égale a la borne inférieure
T
pour tous les 0 (t) (€ &)

n

de : E[Y—E(Y)-f o(t)IX{t)-E(X(t)}]dt]z

Démonstration
Posons Y - f p) X (t) dt = 2
T

Z est une variable aléatoire qui a un moment du 2e ordre (puisque Y

etj; p (t) X (t) dt en ont).

Z a donc une espérance mathématique et

E(Z)=E[Y-_£ phle) X () dt] E (Y) E[ﬁ p(t)x(t)'dt]

E(Y)—fp(t)E(X(t)dt

3

d'aprés nos hypothéses.

Le théoréme se démontre alors en utilisant le fait que si Z
&st une variable aléatoire ayant un moment du 2e ordre, E (Z - %)?
8t minimum si et seulement si a, = E (Z)

S'B‘ On considérera souvent dans la suite 1'ensemble & des fonc-
Hons € L, (T)
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Théoreme 2 - 2

Si les hypothéses du Théoréme 2 - 1 sont vérifiées, g de
plus £ (t) est une fonction appartenant & un ensemble 8' de fonctigng

tel que j; p (t) € (t) dt existe pour tout p (t) € & et pour tout £ (t) e g1

si E (X (t)) € &' ou si, plus généralement, il existe une Suite gg
S MEESR IR A B E_(t) telles que

f P (t) E,(t) dt »f g-f1) B (X 1)) &
]

T

quand n 5 +o,
2
la borne inférieure de E [Y Ry, B f P (TE 25 == S ) d1]
T
pour tous les o, réels, p(t) € 8, £(t) € &', est égale a la borpe

inférieure pour tous les p (t) € &
2

de E[Y - E (Y) - f PIX () - E(X (t))]dt] |
T

Démonstration

Posons : i e j‘ p(t) X (1) dt ‘

T

[}

Kk ao-j; p(t) & (t) dt

E [Z - k]* tend vers sa borne inférieure lorsque k » E (Z) ce qui
est possible puisqu'il est possible de choisir a, = E (Y)et de choisir
une suite de fonctions { (t) € &'telle que

feowe was [ o E X @) a
T T

quand n * +®, i
Théoreme 2 - 3

51 Y et Y; sont des variables aléatoires ayant un moment du
2e ordre, si G (t) est une fonction définie sur T appartenant & un
ensemble & de fonctions, si X (t) est une fonction aléatoire telle

que j; C(t) X (t) dt existe en un certain sens S quel que soit
C(t)ees', si:



S

-

VARIABLE ALEATOIRE ET FONCTION ALEATOIRE 178

2
E[fT C (&) % (&) dt]

existe (V ¢(t) € &'"),si E (Y X (t)) et E (Y, X (t)) existent et si
lintégrale - L

f E B TR T

ar

existe quel que soit § (t) € &' et est égale a

E[(Y - Yl)fT X () T4 dt],

la condition nécessaire et suffisante pour que :
2
T A -Yl)st[Y — S -af a (G ) dt]
%

quels que soient « et { (t) € 8" (x étant un nombre quelconque) est

i fTE[(Y-Yl)x(t)]c(t)dtw
Quel que soit £ (t) € &"

5 g' est I'espace L, (T) la condition devient E[Y X (t)] = E[Y; X (t) ]
Presque partout.

Jémonstration
E[Y - e fT G dt]2 b (e )

= S BN = Vi) f: £ (t) X {t)dt]

2
+ o2 E[f WX W dt]

'8 condition nécessaire et suffisante pour que ceci soit minimum
Pour ¢ = 0 est que :

E[(Y - Yl)fT T () X (1) dt]= 0
%, vu nos hypothéses, que :

f o oo R g e ) e B P e e 7 T

1

® si ceci est vrai quel que soit C (t) € L 2(T)
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on a i

Bl (3350 (1)) w5 Bl 355 (B1)ep. ot

Parmi toutes les variables aléatoires Y, possédant cette pro.
prieté, nous étudierons, a la suite du théorédme 2 - 4, Y, fonctionne],
linéaire de X (t). Nous donnerons d'abord quelques préliminaires o
nous démontrerons 2 lemmes qui seront nécessaires pour 1'étude
du théoréme 2 - 4,
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SUR LES DEVELOPPEMENTS EN SERIE DE FONCTIONS PROPRES

Nous supposons que E [X (t) X (t')] € L, (T x T). Soient ¢ (t)
les fonctions propres, A; les valeurs propres de E (X (t) X (t'))
clest-a-dire les A; et ¢, (t) vérifiant :

[ EX®X @) ®d=T
T

les ¢, (t) formant un systéme orthogonal normeé,.

E (X (t) X (t')) étant du type » 0, les A;sont positifs

E (X (t) X (t') n'étant pas nul presque partout, il existe au moins
me fonction propre. Si le noyau est fermé il y a une infinité de

fonctions propres et de valeurs propres. S'il y en a un nombre fini

E[X(t)X(t')]=VM

e
k3 ?\_',’
i (¢!
S'il y en a une infinité Y &_@}\%—(t}_ converge en moyenne
F i

Quadratique vers E (X (t) X (t')) c'est-a-dire :

ff [E (X ) X () -

fuand n» o . L'intégrale simple en dt tend vers 0 pour presque tout
i

&0, ) 4 (1)
Cad A

-

2
] dt (dt! =0

i

Le@g 2 -4 : Soit une fonction aléatoire X (t) telle que E (X (t) X (')
Bxiste et € L, (T x T), et telle que, u (t) étant une fonction quel-

tonque € L, (T), f u (t) X (t) dt existe en un certain sens S, Set
X(t) étant tels qu'ellTe ait un moment de 2e ordre égal a l'intégrale - L
ffm u(t) u (') E (X (t) X (t') dt dt' quel que soit u (t) € L.(T)

La condition nécessaire et suffisante pour que E (X (t) X (t'))
S0it un noyau fermé est qu'il n'existe pas de fonction certaine u (t)
Vérifiﬂntj; (u (t))° dt # 0 et telle quej; u (t) X (t)dt soit presque

Sirement nulle.
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Démonstration

E [jr' u (t) X (t) dt]2 = fjr'” u () u (t') E (X (1) X (t') dt ap

Dire qu'il n'existe pas de u (t) € L, (T) avec j; (u ()2 at #0
annulant le 2éme membre équivaut & dire qu'il n'existe pas de tel y (t)
rendant presque siirement nulle j; u B ) Nidk.

Soit p (t) une fonction € L, (T). Si les (; (t) forment un sys-
téme complet, les c; étant les coefficients de Fourier de P (t),
(cy = \]t p (t) ¢, (1) at), la série?i_. ¢, ¢; (t) converge en moyenne

vers p (t). Si les ¢, (t) ne forment pas un systéme complet o)
est égal a Z ¢; ¢, (t) plus une fonction orthogonale aux ¢, (t), (1'égalie
1

et le signe 2 étant entendus au sens de la convergence en moyenne
quadratique sur T).

Nous considérerons maintenant E (Y X (t)) dont nous supposons
qu'elle existe et € L, (T). Si les ¢; (t) forment un systéme complet
(c'est-a-dire si le noyau E (X (t) X (t')) est fermé) et si on appelle f;

les coefficients de Fourier de E (Y X (t})) par rapport aux ¢, (1

la série E fid,»é (t) converge en moyenne quadratique sur T vers
1

E (Y X (t)

Etudions maintenant le cas ou les ¢; (t) ne forment pas un
systéme complet, on obtient alors le lemme 2 - 4 bis.

Lemme 2-4 bis. Si Y est une variable aléatoire ayant un moment du
2éme ordre.

Si X (t) est une fonction aléatoire ayant un moment du 2éme
ordre.

51 E [X (t) X (t')] est de carré intégrable sur Tx T.
Sis BLLY Xitle Lo (T):

Si, l'intégrale étant définie en un certain sens S,S Y et X (t)
sont tels que :
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E[Y f p (&) X [t} dt] existe et est égale & l'intégrale - L
T
[P E XX ®) d
5
quel que soit 0 (t) € L, (T)

2
E[L‘ o (L) X (1) dt] existe et est égale a l'intégrale - L

[[ o @ p () E (X (t) X (¢') dt dt' quel que soit p (t) € L,(T),
TxT

méme si le noyau n'est pas fermé E (Y X (t)) est développable
en série de fonctions propres orthogonales 2 f; ¢, (t) (avec con-
1 k3

vergence en moyenne quadratique sur T) ne contenant que les fonc-
tions ¢, (t) qui figurent dans le développement du noyau (ces fonc-
tions ¢i t) formant un systéme incomplet si le noyau n'est pas fermé).

Démonstration

Ceci revient 2 démontrer que, siu (t) est quelconque € L, (T)
orthogonale & E (X (t) X (t')), u (t) est aussi orthogonale a E (Y X (t))

f w (R Rt et E O
T

entrafne

ff ut) u ) E (X (t) X (t*) dt dat' = 0
TRT

2
o ceci est égal a E[f i R dt] qui est donc nul, il en
T
Mésulte (inégalité de Schwarz) que E|Y f u (2L () dt1="0 donc
T
Que f u(t) E[Y X (t)] dt = 0 ce qui démontre notre lemme.
T

Théoreme 2 - 4

Si Y est une variable aléatoire ayant un moment du 2e ordre,

51X (t) est une fonction aléatoire définie sur T ayant un moment du
Ze ordre,

S E[X (t) X (t')] est de carré intégrable sur Tx T,
REIY X (t)]'e - Ly (T),
sil'lintégrale f p (t) X (t) dt existe en un certain sens SV p (t) EL,(T)

T
® 2 un moment du 2e ordre (Y p (t) € L, (T))
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si de plus Y X (t) et S sont tels que,y p (t) € L, (T) :
2 ! ]
E[fT p (t) X (t) dt] =ff,, pPWe ) EX®X®)a a

E[Yﬁp(t)X(t) dt]=j; p (t) E (Y X (t) dt

Omra) iz

1/ E[Y - [owx® dt]’ =E (Y) -2 Xegf, + T4
T ' i

(On posera E (YY) - s‘_: hopifye=etmy)

2/ De plus, si et seulement si la série 27\,;2 f,% converge, i
1

existe au moins une valeur de p (t), p (t) = ZM‘ f,4; (t) (la série
»
convergeant vers p (t) en moyenne quadratique sur T) pour laquelle
1'égalité est obtenue.
S'il n'existe pas de fonction u (t) € L, (T) avec f (u (t)? at £0
T
telle que f u (t) X (t) dt soit presque stirement nulle, la fonction p(t)

L
pour laquelle B; est atteinte est unique. (Nous considérerons comme

identiques 2 fonctions p (t) telles que
[ ot ®-p 0F a-=o0

S'il existe au contraire une telle fonction u (t), la fonction p (f)
pour laquelle B est atteinte n'est pas unique et 1'égalité sera ob-

tenue si et seulement si p (t) - A; f; &; (t) est orthogonale aux q;i(t)
i

3/ Méme si la série 2 A;?f;% ne converge pas, nous considé-
T

rerons une suite quelconque P (t) de fonctions p (t) telle que

EI-Y—fp(t)X(t)dt:Iz
s bl |
2

tende vers B, borne inférieure de E | Y f p (&) X.(1) dt] pour tous
les p (t) € L, (T) (il existe de telles suites), f ) (t) X (t) dtcon-

verge alors en moyenne quadratique vers une variable aléatoire
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A1 ?\ifiﬁ ¢ () X (1) at (m.q),

1x =
1

indépendante de la suite des p (t) choisie.

Nous verrons que, lorsque de plus E (Y) =0, E (X (t))
la régression générale Y, définie plus loin est égale a Y,,.

=0

Démonstration du 1/ :

2
E[Y-fT p(t)X(t)dt] =E(Y2)—2E[Yfrp(t)x(t)dt]+
2
+E[fT o (t) X () dt]

et d'aprés nos hypothéses ceci est égal & :

Ey) -2 [ o @ELY Xx@lat+ [ pt)p 0)EX X)) dtdr
T x

Posons (méme si les ¢, (t) forment un systéme incomplet)

¢ = I p (t) ¢, (t) dt (Les c; étant les coefficients de Fourier de

o), ¥ c,? converge).
1

L'utilisation du lemme 2 - 4 bis, nous permet d'obtenir

LS oWEYX ®]at = X c,f,
L i

d'on
onid

E[Y-—Irp(t)X(t)dt]2=E(Y2)-ZZcif-+E

1

et
2B
E (YY) -2 Ze,f; + 3B (¥) - Z A, 1,°
e * O 3 A—i i
. (A £1 - ey)?
len effet cette inégalité est équivalente a Z_._.T_ 5, 0
i t

ui est toujours vérifiée puisque les valeurs propres A; sont posi-

tives),
Il ne nous reste plus pour le 1° qu'a démontrer que

BV - A 1E%0

1
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2
E [Y - j; o k) 2t dt] > 0 quel que soit p (t) € L,(T)on a done:

2
5 et
E(Y)-22Yec;f+ 3=
i 1

=g

i
2 2
quel que soient les c; tels que ‘/T‘. c;“ converge,

Sl oh cholgit o; = j; fepour 105 1 9. ~ T

c; =0 pour i > I (I entier quelconque)

=T

nous obtenons E (Y?) - X A £:220
i=I

ou

i=]
b T o
i=1I

ceci €tant vrai quel que soit I, la série & termes positifs E A:’fiz
1

converge et a une somme inférieure ou égale a E (Y?)

Démonstration du 2/

Si la série 2 Aj2f.2 converge, il existe au moins une fone.
T
tion p (t) € L, (T) dont les coefficients de Fourier c; sont égaux

LR Bie(¥2) e~ ? A;f;? est donc la borne inférieure de

1

E [Y = f; p (t) X (t) dt] pour tous les P (t) € L, (T) et elle est
A

atteinte pour p (t) = X
i

f‘L ('Lt
D'aprés le lemme 2 - 4, s'il n'existe pas de fonction certaine
u (t) € L, (T) vérifiant [ (u (t)* dt # 0 et telle que [ out) X @
T T

soit presque sfirement nulle, le noyau E [X (t) X (t')] est fermé et
les {,(t) forment un systéme complet, p (t) est alors unique. S§i,
au contraire, il existe une telle fonction u (t), le noyau n'est pas
fermé, les ¢, (t) ne forment pas un systéme complet et la borne
inférieure est atteinte pour toute fonction admettant les c; comme
coefficients de Fourier, c'est-a-dire pour

o) =2 c; 4, () +v (1),

v (t) € L,(T) étant orthogonale aux ¢, ().
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Si la série S Aj2f; 2 ne converge pas, il n'existe pas de fonc-

1
tiomp (t) € L, (T) dont tous les coefficients de Fourier c¢; sont égaux
a N f, et 1'égalité ne peut &tre vérifice.

Démonstration du 3/

Soient c¢; les coefficients de Fourier de p (t) par rapport
anx ¢ (t)

E[Y-f p (1) X (1) dt]2=E(Y2)_2$;Cénfi+ ¢ S
T

1

I1 existe au moins une suite (donc il en existe d'autres)de
fonctions P, (t) € L, (T) telles que

E[Y-fp (t)x(t)dt]z»Bl=E(Y’2)~2 PRA
; ot 1) L
quand n » + o (En effet p e = Z; Cin ¢, (t) avec cin = A; f; pour

i=1,2 .... n et ¢;, = 0 pour i>n est un exemple de telle suite)

Pour une suite p (t) quelconque telle que :

E[Y -fawxw® dt]2 +B, quand n *>+o,

2
Cin

B YR - ok Nl 2

. S

d'on

Quand n » + @

Considérons d'autre part la série S‘T Aif‘-ﬁ o, (P dy,

elle converge en moyenne gquadratique vers une limite d'aprés le
tritere de Cauchy.

En effet .

E[iﬁ‘jmhfa fT G, () X (1) dt]2 - 'f'”;\ifiﬂ
¢ i=n

+t=n
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or nous avons vu dans le l,"' que la série a termes positifs 2 ?\‘. f.2
i i

f=m

était convergente, nous avons donc 2 Af.2<€ (positif arbitraj.

1=n

rement petit) dés que m > n > N (g).

Nous allons maintenant démontrer que f p, (t) X (t) dt con-
T

verge en moyenne quadratique vers Y.
En effet :

E [j: P (1) X (t) dt-Y”]2=E[j; [p“ -3 ?\ifid)i(t)] X (t) dt]z

=Y (cgn - Ay f!‘.)z
w3

qui tend vers 0 quand n » + o

Nous allons donner quelques propriétés de Y;, (on suppose ic
que les hypothéses du théoréme 2 - 4 sont vérifiées)

+00
1/ E (Y].xz) i z Aifiz
i=1
Démonstration

ﬁ; K,‘,ff,j; g (t) X (t) dt]2

(it |

E (Yuz) =" lim E[
pre

ANt [0, 0 X () dt]2

o
5]
=
 Eigd bl
A

: i SRSEIRS ff ¢, (t) df’,- (R (RNt i
i=1 j=1 Tx T 1
B Ve WA A R O ST ﬁlw) dt

k

.
I

-
"

[

(le signe E sous intégration étant entendu au sens de la convergence
en moyenne quadratique sur T x T)

or 1l'intégrale n'est différente de 0 que si i = j = k auquel cas elle

est égale a 73

i

Nous obtenons donc

E[i Nty [T ) X @) dt]2 =¥ o
i

i=1

reEe s L
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et quand p — + o les limites des 2 membres sont égales

B )= X bt

i=1

B BT -%, =8B 8 (@Y ¢

Démonstration
Y,, étant limite m.q de f p (t) X (t) at

T

' (Y = le)z =" 1 E[Y -jr' p. (8)-X () dt]z

n—4 @

or d'aprés le 1/

BEW-X ) 2E (X)) - B (L)

Toute cette étude est valable méme si E (Y) # 0,E (X (t)) # 0.

1'utiliserons généralement dans le cas ou

B E e e 2o

¢t dans ce cas le Y défini précédemment est égal a la régression
linéaire m. q qui va &tre définie plus loin. Nous allons étudier dans
Ce qui suit le cas général ou E (Y) et E (X (t)) ne sont pas néces-

Sairement nuls.

Nous

La borne inférieure de :
2
E[Y - E (Y) - f p (t) [X () - E(X (t))]dt]
i

2
Peut 8tre inférieure a celle de E [Y - j; pr (B3 1(6) dt]‘. On peut

dors appliquer le théor2me 2 - 4 a la fonction aléatoire
&t =X(t)-E X (1)

& 4 la variable aléatoire Y = Y - E (Y) pour obtenir, d'aprés le
théoréme 2 - 1, la borne inférieure de

E[Y - g, - [ p A0 X ®) olt]2
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. 2
et de  E [Y -E@- [ oWx M -EB(x (’c))]d‘c]
il
DEFINITION DE LA REGRESSION LINEAIRE EN MOYENNE QUA-

DRATIOUE. ¥, (1. (T),-.5)

Cette régression dépend du choix de l'ensemble des fone-
tions p (t) considéré (ici c'est L; (T)) et du sens S attribué 2 1'inté.

grale ‘[Tl olE) X At} b

51 Y et X (t) sont une variable aléatoire et une fonction aléa.
toire (définie sur T) ayant un moment du ler ordre.

Si l'intégrale - L j p (t) E (X (t)) dt existe et est égaley
T
E[] g () 2t dt] pour tout.p (t) 'S L., (T).
il
Si de plus la variable aléatoire ©y = Y - E (Y) et la fonction

aléatoire & (t) = X (t) - E (X (t)) vérifient les hypothéses du théo-
réme 2 - 4,

La régression linéaire en moyenne quadratique Y, (L, (T),8)
est égale par définition a

E(Y)+Z nt f o (t)[x ) - E (X (t))]dt

le mode .de convergence de la série ; étant la convergence en

moyenne quadratique, les A et ¢, (t) étant les valeurs propres et
les fonctions propres de

E [(x ®-EXw) (X W - Ex (tr)))],

f; étant les coefficients de Fourier de

E [(Y -E W) (X () - B (X(t')))]

relativement aux (igi (L)

Les hypothéses C définies ci-dessous permettent la définition
de Y

N.B. A la fin du théoréme 2 - 4 intervient avec nos nouvelles no-

tations un Y = zikifi f b, (t) & (t) dt. JJ, est donc égal a Y,-E(Y)
T
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fhéoreme 2 — 5

Moyennant les hypothéses ci-dessus qui ont servi a définir
Y (L; (T), S) (ou moyennant les hypothésesC) on a :

1/
2
(Y SNy =B.$E[Y-ocD -f p (1) X (1) dt]
T
2
< E[Y SE(Y)- fot) X (1) -B(X (t))]d1]
T

B étant la borne inférieure des 2 membres pour tous les a, et
plt)e L, (T)

2/
BB (Y - Y )2 =EIY -E (V)]? - B [% - E(DP =

“E [Y - E (Y12~ I A8
3/

Pour toute suite de fonctions p, (t) € L, (T) telle que :

2

E[Y “E( - [ p ®[X O - E (x ()] dt]-> B,

EW+ [ g (t)[xm B (X (t))]dt > Y, (L, (T), S)

(CGnvergence én moyenne quadratique).

L'application de la 2e partie du théorédme 2 - 4 (i la variable
tléatoire y = Y - E (Y) et a la fonction aléatoire & (t) = X (t) -E (X (t))
1us donne les conditions d'existence et d'unicité de fonction(s)
p(t) € L, (T) telle(s) que :

EM+ [p@X®-E(X®ld=-yY, L

(T), S).

Ceci résulte des théorémes 2 -1 2 -4 et de leurs conséguences .
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N.B. Les hypothéses qui nous ont permis 1'étude de Yx (L, (T), 5)
sont les conséquences des hypotheéses suivantes sur Y et X (t) que
nous appellerons Hypothéses C.

HYPOTHESES C
Y est une variable aléatoire ayant un moment du 2e ordre

X (t) est une fonction aléatoire définie sur T, ayant un moment ¢
2e ordre.

E (x (t)) ¢ E(YX () €L, (T), E (x (t) X (t')) € L, (TxT)

Quel que soit p (t) € L, (T), f p (t) X (t) dt existe un certaiy
T

sens S et a un moment du 2e ordre.

De plus S, X (t) et Y sont tels que, quel que soit p (t) € L, (T),
on ait :

S p@we @) EX®X@EHdd = E[f o () X (1) dt]’

TxT

j' p (t) E (X (t) dt E[f g (th 3. @) dt]

[ o @ E(YX () d

y E[YfT pii). X () dt]

(ces hypothéses C sont conséquences des hypothéses A ou des hypo-
the¢ses B du chapitre I)

Dans des questions de statistique considérer la reégressim

Y, (L, (T), S) égale 2

E (Y) +jT‘ gL X () - B (X t))]dt
ou limite d'une suite

E (Y) + j: p () [X (t) - E (x ()] at

peut soulever des questions d'estimation de E (Y) et de E (X (t).

I1 peut &tre utile alors de considérer une régression



n

VARIABLE ALEATOIRE ET FONCTION ALEATOIRE 193

a°+£p(t)X(t)dt

ou une limite de

aet [ p (0 X () at

0
Le théoréme 2 - 6 sera consacré i cette question. Démontrons
d'abord le lemme 2 - 6 qui nous sera utile pour ladémonstration
de ce théoréme.
lenme 2-6: Si la variable aléatoire Y a un moment du 2e ordre. Si

p (t) est une fonction certaine quelconque appartenant & un certain
ensemble & de fonctions. Si X (t) est une fonction aléatoire de t

définie sur T telle que f p (t) X (t) dt existe en un certain sens S
m

¢t ait un moment du 2e ordre quel que soit p (t) € 8. Si E (X (t))

existe et si 1'intégrale - L j; p (t) E (X (t)) dt existe et est égale

aE[f o () X (1) dt ] quel que soit p (t) € 8 (cette hypothese fait
T
intervenir &, S, X (1)).

Si @y, et pn (t) sont des suites telles que

E[Y - _[' p () X (b) dt:r
T

tende vers sa borne inférieure B (&, S) (pour tous les a,et tousles
Bt s 8),

o a :
Got [0 (0 E (X (1) dt > E (Y)
&0 (t) est terme d'une suite telle que :
E[Y -E (¥ - [o (t)[X(t) - E (X (t))] «:11:]2 > B (8, S)
QUand n » + @

S'il existe 0, et p (t) € & tel que

2
E[YAao-f o (1) X (1) dt] = B (8, 9)
T
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on. a.;

(x(,+j; p(t)E(X(t))dt=E(Y)

et
E[Y i j; POIX () - E (X (t))]dt:lz =B (8, 3

Démonstration

On peut écrire :

E[Y - Ogn - j;pn (t) X (t) dt]2 =

‘ =E[Y-E(Y)-f P, WX @) - E (X (t))]dt]2+

+lE ) T jT' R M E (X (t}) clt]2

Or € étant un nombre positif arbitrairement petit, dés que n > N (g)

B (8, S)sE[Y-aun-f p (1) X (1) dt]2<B(6, S) e

il en résulte que :

E[Y -EM -fp ®[X® -E (x (t))]dt]2 <B (8, S)+¢
T n

On sait déja que le ler membre est > B (8, S), ce qui démontre
une partie du lemme.

On en déduit que :

[E s e j; p,(t) E (X (t)) dt]2<E

ce qui démontre une autre partie du lemme.

La démonstration de la derniére partie du lemme est immé-
diate.

Théoréme 2 - 6

Si Y est une variable aléatoire ayant un moment du 2e ordre
si X (t) est une fonction aléatoire définie sur T, si E (X (t)) existe,
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Y=Y -E (Y)et&Z (t) =X (t) - E (X (t)) vérifient les hypo-

thtses du théoréme 2 - 4, si l'intégrale - L j; p (1) E(X (0)at

existe et est égale 2 E f p (t) X (t) dt]quel que soit p (t) € L, (T).
i §

alors :

llon+fpn(t)X () dt converge en moyenne quadratique vers Y, (L, (T), S)
T

quand n » + @, pour toutes les suites a,,et p (t)EL, (T) telles que

E[Y -, - [ p ()X () dt]2->B

quand n » +w.

S'il existe a, et p (t) € L, (T) tels que

E[Y-o:o-j:p(t)x(t)dt]2=B

on a :

%+;£p(ﬂX(wdt=n(szxsy

Vémonstration

O + t) X (t) dt = i t) E (X (t))dt |+
JEACR [aw [e ®EX®) ]
X 2 B (25 d

+fo, 0 XM - E(X )] a

et
E -
a,, + jT' o () (x ) dt> E (V)

aprés le lemme 2 - 6 appliqué au cas ot & = L, (T)

D'aprés ce méme lemme 2 - 6, puisque

E[Y-%n -fo (t) X (t) dt]2+B,
T n
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E [Y -E(X - fp ) (X (M) -E X ) dt]2 > B.
A n
Il en résulte d'apreés le théoréme 2 - 4 que
Jo X ® -E (x ©)]at
TN
converge en moyenne quadratique vers
\
2t [ o4, 0 [X @ - B(X ©)] a
d'ol la convergence m.q de
-+
e fT e (t) 3B () dt

vers Y, (L, (T), S) quand n+» +m,

N. B. Si les hypothéses C sont vérifiées, les hypothéses de ce théo-
réme 2 - 6 le sont.

RESIDUS !

Le résidu de Y par rapport a X (t) sur T est par définition
¥ ¥, (I, (T), S) (

E (Y - Yx)2 est appelé variance résiduelle. Cette quantité peut
servir de mesure de la qualité de la représentation de Y par Y,
E[Y - E (V)2 - & A,f,2

1

E(Y «w%)2 =8

Bl BuniBd¥ N2 4B L¥-oE (0 0

d'apreés le théoréme 2 - 5.

Si la variance résiduelle est nulle, la probabilité pour que
Y = Y, est égale & 1.
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Théoreme 2-7
si de plus

Si les hypothéses C sont vérifiées et
B [(fT p®) (X -EX®)a)(X e -E(X (t~>))]
= fT P WE [X () - EAX () ][X (t)-E (X t")] dt

Y - Y, est non corrélé avec X (t) pour presque tout t sur T.

Vémonstration

E[(Y ST RN (X(t))]]=
E i ! s =1 (50 (1Y) ] dir
Mot 4, 4 [X @) - B (X (@) v}

S im E[;Y-E(Y) 205
i=1
(X (t) - E (X (t))]]

p— +@
lexpression dont nous cherchons la limite est égale presque partout

5

: P

quf,-, G (t) - El’” fij; g, t) E [(X @Y =B (t)))
(x @) - B x@) ] a

(le signe Y étant entendu au sens de la convergence m.q)

t
teei est égal a :
A ¥ g, ) - i Mfi(h;‘((_) =\ 2 £ )
t=1 i i=p

i=1
o
o, quand p » +®, 2, £, ¢, (t) converge vers 0 (en m.q sur T)ona

i=

dOﬂC;
E[(Y Tl - E(x (t))]] =0

resque partout.



198 J. LEGOUPIL

CAS OU p (t) € 8 ENSEMBLE DE FONCTIONS DE L, (T)
Théoreéme 2 -8

Soit & un ensemble de fonctions tel que :

a) toute fonction € & appartient a L, (T)

b) Si p, (t) est une fonction quelconque € L, (T) il existe une

suite p,  (t) de fonctions de & telle que p, , (t) converge en moyenne
quadrathue sur T vers p (t) quand n - )

Si Y et X (t) vérifiant les hypothéses du théoréme 2 -4, |3
borne inférieure B, de E [Y - f p A}k alt) dt]2 pour tous leg
T

p (t) € L, (T) est égale a la borne inférieure B, de cette méme
quantité pour tous les p (t) € &

Démonstration
D'abord B, £ B, puisque toute fonction € & est € L, (T)

I1 nous suffit donc de prouver que, € étant positif arbitrairement
petit, il est possible de trouver une fonction g _ (t) € & telle que

E[Y-L B, ® X () dt]2<131+£

On a l'identité

E[Y—j"pz’n(t)X(t ] E[ -fp t)Xt)dt]
+ 2 E[( 3 jT o (1) X (t) dt)(j; ; (t)—pl(t))X(t)dt)]
+ E[fT (g, ) -p ()X (1 dt]?

Or, il existe une fonction ) (t) telle que :

E[Y j; o ® X (1) dt]2<B1+§
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et

2
E[Y : jT‘ p () X (1) dt] < E (Y?

Nous allons choisir p (t) pour que les 2e et 3e termes soient
2;n

inférieurs a %

2E[(Y - fa wx®a) (fig, ©-p WX @ dt)]
< 2VE (Y?) \/E[j; (pz’n t) - p (t)) X (t) dt]2

or

2

E [fT (B, @ - p )X (1) dt]

S[Jff [E(x © X @) a dt-]f (e, © - o, O a

¢t le ler membre sera inférieur au plus petit des 2 nombres -;— et
E (t) - @ (@)Y dt est inféri 1 tit d
¥E (v?) S L (92’" e ) est inférieur au plus petit des

! nombres,
E

3\/ff (E (x (t) X (1:'))]2 dt dt’

TxT

gt
82

36 E (Y2) \/ffr (B (x ® X (¢))]" at at

¢ qui est possible, vu nos hypoth&ses.

2 VE (Y?) \/E [j; (7, ® -0 ®))X @ dt]2 < %

M 2 alors pour un tel = (tI & &

&

E[Y- [ p,, ® X () dt]2<Bl+E
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puisque le ler membre est égal a la somme

E[Y - [ ®x@® dt]2
P82 E[ (y 2 f p, (1) X (1) dt) (f (p?_m (t) - p () X(t) dt)]
- E[fr (P (®) - p, W)X (1) cit]2

et que le ler terme est inférieur a B; + 3

et les 2 autres sont inférieurs a‘a%

ceci démontre notre théoréme.

La borne inférieure de

E[Y -E() - o &1 -E X (t)))dt]2
T

peut s'étudier en appliquant le théoréme précédent a la variable aléa-
toire Y = Y - E (Y) et & la fonction aléatoire Z(t) = X (t) - E (X (1)
On obtient ainsi le résultat suivant :
Théoreme 2-9

Si la variable aléatoire Y et la fonction aléatoire X (t) véri-

fient les hypothéses C, les bornes inférieures B (L, (T), S) et
B (g S)yde :

E[Y =B 1Y) - j; p (1) (x ) - E (X (t))) dt]z

pour tous les p (t) € L, (T) et pour tous les p (t) € & sont égales
(& étant l'ensemble de fonctions défini au début du Théoréme 2 - §)

Pour toute suite P, (t) € & telle que :

E[Y = j; p (1) (X - E (X (1)) d1]z+ B (8, S) = B (L,(T), §)
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on a .
E (Y) +fT p (1) (x W, B B du)) g

converge en m.q. vers Y, (L, (T), S) étudié au théordme 2 -5

Théoreme 2 - 10

Si Y et X (t) vérifient les hypotheses C,la borne inférieure
BIlL,"(T)," S} de

EY-an—Ip(t)X(t)dt]z

L

pour tous les p (t) € L 2 (T) est égale a la borne inférieure B (8, S) de

ELY—cx,-Lp(t)X(t) dt]z

pour tous les p (1) €&
(8 étant 1'ensemble de fonctions défini au début du Théoréme 2 - 8) .
Ceci résulte des théorémes 2 - 1 et2 - 9,

On a aussi :
Uop + fr p,z,n (t) X (t) dt converge en m.q. vers Y, (L, (T), S)quand
N3 +o pour toutes les suites &,, et @, , (t) € & telles que :

E[Y = s jT‘ B, (X @ dt]z » B (8, S)=B (L,(T),S)

Les théorémes 2 - 8, 2 - 9, 2 - 10 s'appliquent en particulier
dans les cas intéressants ou & est l'ensemble des fonctions con-

tinues sur T, ou 1'ensemble des fonctions indéfiniment différentiables
sur T.

Théoreme 2-11

Si & est un espace vectoriel de fonctions, si Y est une va-
Tlable aléatoire ayant un moment du 2e ordre.

Si X (t) est une fonction aléatoire ayant un moment du 2e ordre,
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telle que, quels que soient p (t) et (t) € &, fT p (t) X (t) dt existe

en un certain sens S, a un moment du 2e ordre et si Y, X (), §
et & sont tels que, ¥ p (t) et C (t) € &, les intégrales

f o wE([YX®)a
et
Sl pwew Blx @)X @)l a
existent et sont respectivement égales a

E[Y J; o (t) X (t) dt]

et a

E[f o (t) X (t) dt _/‘c (t) X (t) dt]

alors :

la condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction £ (t)
vérifie

E[Y - [omx W dt]2= B,

(borne inférieure du ler membre pour tous lesp (t) € &)est que p (1)
soit solution de 1'équation intégrale :

j[f Bl e X o)) e o) s B [y X (t')]]l;(t') di! =410
T T

quel que soit C (t') € 8.

Si & est l'espace L; (T) la condition est alors qu'il existe une
ou des fonctions p (t) € L, (T) telle que :

fT E[X (1) X (t"W)p () dt = E [Y X (t)]

presque partout.

SR
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E[Y -fewx® at]2

est alors égal 4 B pour cette ou ces solution(s) p (t) de 1'équation
intégrale.

Démonstration

Soit § (t) une fonction quelconque € &, nous désirons que

E[Y L fT (b w+az®)x @ dt]2

soit minimum pour a = 0 quel que soit £ (t).

Or :

E[Y -f b+ 2l ()X () dt]2 = E[YfT p(t) X (t) dt]2
+ 2 a_[[fT'E(X(t)X(v)) p (‘t) dt - E (Y X (tl)) ] C(t') dt'
il E[fT ¢t X () dt]2

Pour que ce soit minimum pour a = 0 quel que soit { (1) &d il
faut et i1 suffit qu'il existe p (t) € 8 tel que :

j:[fT E (x ) X (t')) o (t) dt -, E (Y xw))] C(t') dat' = 0

8 8 est 1'espace L, (T), ceci est nul quel que soit T (t) € Ly(T) si
& seulement si :

j:E(X(t)X(t'))p(t)dt-E(YX(t)):D

Presque partout.

SiE (X (t) # 0 E (Y) # 0, pour l'étude de la régression li-
f€aire m.q. on pourra appliquer le Théoréme 2 - 11 a la variable
aléatoire y=Y -E (Y) et & la fonction aléatoire & (t) = X ) E 'L ().
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Si Y et & (t) vérifient les hypothéses du Théoréme 2 -
on a : la condition nécessaire et suffisante pour que '

E[Y -EM - f oo (X ® - E X 1) dt]2 = B (8,5)

(borne inférieure du premier membre pour tous les £ (t) € &) og
que p (t) soit solution de 1'équation intégrale

.L[.L E[(X (t) - B (X (t)) (x ) - E (X (t.,))] o (8) gt
. E[(Y' E(Y) (X () - E (X (t')))] ]c (t) dt' =g

quel que soit C (t') € &

Si & est l'espace L, (T) 1'équation intégrale devient :
ik E[(x ®-E X W)Xt -E X (t-n)]p (t) dat =

- E[(Y- E (V) X () -E (X tt')))J

pour presque tout t' et la condition d'existence de solution de cette

2l
équation est la convergence de la série Z A;fi rencontrée plus haut

Si & vérifie aussi les hypothéses du théoréme 2 - 8, B (8§, §)
considéré ici est égal a B (L, (T), S) considéré plus haut et :

E(Y)+ [ o) (X ) -EX @) dt =Y, (L, (T), §)

p (t) étant solution de 1'équation intégrale ci-dessus.
Nous allons maintenant indiquer les hypoth&ses suivantes que

nous appellerons hypotheéses D. Elles nous seront utiles pour la
suite.

HYPOTHESES D

& est un espace vectoriel de fonctions définies sur T

Y est une variable aléatoire ayant un moment du 2e ordre

X (t) est une fonction aléatoire définie sur T, ayant un moment

—
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du 2¢ ordre et telle que, ¥ p (t) € &, jT'p (t) X (t) dt existe en un

certain sens S et a un moment du 2e ordre.

De plus &, S, Y et X (t) sont tels que, quels que soient p (t)
et C (t) € 8, les intégrales :

[ o E (x () at, _jfT PTG E (x @ x (t) dt at'

et
[ r0)E (¥ X (1) at
existent et sont respectivement égales a :

E[f p (1) X (t) dt], E [(f p W XWat) (f ¢ X dt)]

et &

E[Y(fT oult) X ) dt) ]

Théoreme 2-12

Si les hypothéses D sont vérifiées, alors :

La condition nécessaire et suffisante pour que g, et p (t)E &
solent tels que

E[Y-a,,-f p(t)x(t)dt]2

S0it égale 4 la borne inférieure de cette quantité pour tous les g, et
tous leg p (t) € & est que a, et p (t) soient solution du systéme :

% = B (¥) L p(t)E(X(t))dt
,[[fT E (x (s (t')) p(t)dt - E (Y X (t'))+ o, E (X (t'))](: (t') dt' = 0

quel que soit C (t') € &

La 2e équation peut d'ailleurs étre remplacée par :
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‘It[fr E [(X (t) - E (X (t))) (X (t) - E (X (t')))] o (1) dt -
“ELf -E M) (X @) - E X @) ]r, (t) at = ¢

Si & est l'espace L, (T) la 2e équation peut @&tre remplacée par
celle que l'on obtient en écrivant que le coefficient de T (t') sous le

signe f est nul presque partout.
Démonstration

On cherche o, et p (t) pour que :

E[Y - o, -fT (p (t)+cxc(t))X(t) dt]2

soit minimum pour o = 0, quel que soit C (t) € &,

E[Y A fT (p t) +act (t))x (t) dt]z = ok 2 a,a fT ¢ (t) B (X(t)a

i a"’E[J‘ )X (1) dt]2
- 3 ao[E ¥ - f o 0E X W) dt]

¢ 201_[ [_[T.Eé((t)x(t'))p (t} at - B (Y X(t')):lf;(ﬂ) dt!
i E[Y fT P ()X (1) dt]z

Si on appelle z le ler membre, par rapport aux axes Oa, Oa Oz
nous avons ci-dessus 1'équation d'un paraboloide. Ce paraboloide
est elliptique puisque

2 2
[j: C®E(X®) dt] < E[f; C(t) X (1) dt]

et tourne sa concavité vers les z > 0 puisque les coefficients de
o, et o? sont positifs.

(dans le cas exceptionnel ou :

[_[T' L (t) E (x (t)) dt]2 = E[_fT ) X () dt]2
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on a un cylindre parabolique a géneratrices paralléles au plan a, O
et & concavité vers les z > 0)

11 0 ; ;D7 9z
z passe donc par un minimum si et seulement S“;SE et % sont nuls
o

(et nous voulons que ce soit nul pour a@ = 0 quel que soit § (t) € &)

On obtient ainsi les équations
@, = E (Y) fT o) BEIX ()] dat

f:[‘]; E (X @) X ) p (1) dt - E (¥ X () +o B (X (t'))]; (t")dt'= 0
quel que soit { (t') € &

¢t en remplagant dans la 2e équation o tirée de la lére on obtient
l'équation intégrale qui donne p (t).

Théoreme 2- 13
Si &, est un espace vectoriel de fonctions (espace a L dimen-
sions). Si p, (1) p, (t).... p_(t) sont une base de cet espace.Si Y

est une variable aléatoire ayant un moment du 2e ordre, si X (t)
st une fonction aléatoire définie sur T telle que, pour: =1, 2,... L

3

fTDl (t) X (t) dt existe (en un certain sens S), aun moment du 2e ordre,

e si ¥, X (t), S et & sont tels que les intégrales

j: g ) E (Y ¥ (t)) dt

gt

f[ e ®©) g &) E x ®x (t') dt at
TxT

et = 1, 2.... L) existent et sont respectivement égales a

E[Y fT o B X (t) dt]

et

E[f P (®) X (1) dt fgt) X (1) dt],



208 J. LEGOUPIL

la condition nécessaire et suffisante pour que

2
E[Y fT o 4 s dt]

soit égale a sa borne inférieure B,  pour tous les p (t) € 8 gg
|5

que p (t) = Z o (t), les a, étant solution du systéme de L équa.
=1

tions a4 L inconnues :

ZL: @ fj; H (t) g, (t") EIX (1) X ()] dt at' =f 0, (t) E (Y X (t)a
l=1 k T

gro= 1 2 R

S'il n'existe pas de fonction certaine u (t) # 0 appartenan
a g telle que f; u (t) X (t) dt soit avec probabilité 1 égale a 0, ce

systéme admet une et seulement une solution.
Némonstration
Nous pouvons en effet appliquer le théorédme 2 - 11 dans le
cas ol & est & et ou { (t) = zi B p ()
=1

Nous obtenons ainsi comme condition nécessaire et suffisante
que :

L
o () =12 o, o (t)
=1

soit solution de 1'équation intégrale :

L
fT[fT E [X (t) X (') (131 a g W)- E[YX (t')}];lgp p,, (') dt' =0

quels que soient les B,

Nous obtenons donc le systéme de I. éguations a L inconnues:
1 ' =
L% ff; iy (t) g, (") E [X (t) X (t')]at at' j: p, B E (Y X (t))d

2°% . W)

B



it

VARIABLE ALEATOIRE ET FONCTION ALEATOIRE 209

S'il n'existe pas de fonction certaine u (t) # 0 appartenant a &,

telle qu'il y ait probabilité 1 pour que j; wA IR k) db =110,

L
E[ Ela;fT p (1) X (0 dt]2

est une forme quadratique positive (elle ne s'annulle que pour tous
les o, nuls). Le discriminant de cette forme quadratique est donc
différent de 0, or, c'est le déterminant du systéme d'équations qui
donne les a;. I1 y a donc une seule solution pour ce systéme.

Si, au contraire, il existe des fonctions certaines u (t) #0,

sppartenant a 8 , telle que Prob[fT u (f).X () di. =0]= 1, s'il

existe également des u (t) telles que E f; ()3 )k 74 Ol il
existe un sous espace &, € & tel qu'il n'y ait pas de u (F) g7t

2
appartenant a &, tel que E[f 1 t) X (t)] = 0 et que tout
T
2
u (t) € & - 8, vérifie E f 1 i) 28 t) dt] =0
T

En appliquant alors le théoréme précédent a &, L, on obtient
o, () € 8 tel que

E[Y - e wxw dt]2 = B, (8,)

On a aussi B, (8, ) = B, (8)) et les p (t) € & tels que

1
2
E [Y -fewx dt] “°B, (%))
sont égaux & p, (t) plus une fonction arbitraire appartenant a
8, - 8.

' Employons maintenant des notations matricielles qui seront
Utiles pour la suite

a1

Soit |la|| la matrice colonne , |IC |l 1a matrice colonne
o
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dont les éléments sont ¢, = _£ EXX{hp Mdt (m=1, 2...1)

|| B|| 1a matrice carrée a L° éléments :

bu = ff g ®p ) E(X ®)X 1)) at av

(tiet muéganx & 10492, 1 .5L)

le systéme d'équations du théoréme 2 - 13 devient
BN x Il all =llcl

Théoreme 2 - 14

Si les hypothéses du théoréme 2 - 13 sont vérifiées et si g
plus

E[jT~ g ® X dt] [ o ®E(X®)at

(avect =1, 2 .... L) la condition nécessaire et suffisante pour que

E[Y g, - [ p ) X (1) dt]2

soit égale & la borne inférieure B (8 ) de cette méme quantité pour
tous les a, et tous les p (t) € 8, est que a, et les a; cordonnées

L
de p(t) (p(t) = tZ alpl(t)) soient solution du systéme de L + 1 équa-
=1

tions & L + 1 inconnues :
oco+i Ctlf 0, (t)E(X (t))dt = E (Y)
A T
'a,fpl, (t) E (X (1) dt + & a,ffT g W, WMEXE® X 1] at av
l=1 =
[ o, ®E (X w)a

A Nl e )

S'il n'existe pas de fonction certaine u (t) (# 0) appartenant a

&, telle qu'il y ait une probabilité égale & 1 pour quef u (t) X (t)dt =k
ce systéme d'équation admet une solution unique.

fa TN ]

S0
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Démonstration

Nous pouvons en effet appliquer le théoréme 2 - 12 et la dé-
monstration est tout a fait analogue & celle du théoréme 2 - 13.

L'équation intégrale du théorédme 2 - 12 devient le systéme
d'équations algébriques de notre théoreme.

Comme

E[cxo i i i‘f; q () F 35 (%) dt]2

l=1

ne s'annule que pour tous les @ nuls, le discriminant de cette forme
quadratique, qui n'est autre que le déterminant de notre systéme
d'équations est différent de 0.

I1 est & noter que le systéme d'équations du théoréme 2 - 13
ne se déduit pas de celui de notre théoréme 2 - 14 en faisant o, = 0,
¢t que ce théoréme 2 - 13 est valable méme si E (Y) et E (X (t))
sont différents de 0.

Le cas on il existe u (t) # 0 tel que, avec probabilité 1,
I u (t) X (t) dt est égal a4 une constante k se traite comme nous
lavons fait précédemment a la suite du théoréme 2 - 13.

Dans les questions d'estimation, nous utiliserons les notations

Matricielles.
Qg

Soit la || la matrice colonnel|%:
ay
| C ||1a matrice colonne & L. + 1 lignes dont les éléments sont :

=B (Y).. ca= [ BE(YX()o Wdt(m=1..1L)

Bl la matrice a L + 1 lignes et colonnes dont les éléments
sont -

boo =1 Dbom = bmo = l; [1“ (t) E (X {t)) dt

bar= ff g ® p, () E (X ® X () dt a

Vet m égaux al, 2 .., L) le systeme d'équations du théordéme
g ¥ q
- 14 devient
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B xflaj=lcl
IB] Jlal etllCll n'ont pas ici le méme sens qu'au théorame
précédent.

Théoreme 2 - 15

Si les hypothéses du théoréme 2 - 4 sont vérifiées et si

p, (t), X G 0, ) 4% (pl (t) € L,(T) quel que soit ;) forment y,
systéme complet, la borne inférieure de
L
2 ) R, £ 7401 &b
[ j;t,:,loclpl() (t) ]

tend quand L » + ® vers la borne inférieure B; de

E[Y ’ fT p (t) X (t) dt]2 (e €L, (1)

L
et _[; ?‘:10‘1 p (t) X (t) dt converge en moyenne quadratique vers ¥,

(défin1 au théoréme 2 - 4) quand L » + ®  lorsque les o sont lesva-
leurs correspondant au minimum. (Nous poserons alors cette inté-
grale égale a Y, (8 )

Démonstration

p (t) étant une fonction quelconque € L, (T), @;étant les coeffi-
cients de Fourier de p (t) par rapport aux P, (t), 20‘: X (t) con-
l=1
verge en moyenne quadratique sur T vers p (t) quand L > +®

La premigre partie du théoréme résulte alors de 1'étude faite
lors du théoréme 2 - 8 (avec & du théoréme 2 - 8 remplacé par

(t)

i) p, (t) par i a f
& 1=1

La 2&éme partie de notre théoréme 2 - 15 résulte de la lérepar-
tie et du théoréme 2 - 4 3°

Théoreme 2 - 16

Si les hypothéses C sont vérifiées et si Dl(t) pz(t) cee by (B
(g, (t) € L,(T) quel que soit :) forment un systéme complet.

te

et

1o

Dér

de

et

Thé

bas

les

pou
pou
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La borne inférieure B (&, S) de

E[Y b1 U j; ELl o g () X (1) d1;]2

tend quand L » +® vers la borne inférieure B (L, (T), S) de

E[Y -0, - [ )X @ dt]2
T

et

L\
ao+j; ¥ % f () et Yt

converge en moyenne quadratique vers Y, (L, (T), S) quand L > + ®,
lorsque les o ont les valeurs correspondant au minimum.

Nous poserons alors Y, (&) = a, + f li % P ()3t} dt
T Lk

Ynonstration

p (t) étant une fonction quelconque de L ,(T), a; les coefficients

e Fourier de p (t) par rapport aux f (t), t a0 (t) converge
1=1
M.g. sur T vers p (t) quand L » + .

La lére partie du théoréme résulte alors de 1'étude faite lors
¢ la démonstration du théoréme 2 - 10.

La 2&2me partie de ce théor2dme 2 - 16 résulte de la lére partie
& du théoréme 2 - 6.

Mhéoreme 2 - 17

Soient les espaces vectoriels S @ 8 E i Lg(T) &Llayant pour
base o, ) M e, s
1
&, i) | t . A
L, ayant pour base p (t) Ry (t) B (t) A, ({5
Supposons les hypothéses du théoréme 2 - 13 vérifiées et que

% bornes inférieures de E| Y - [ p(t) X (t) dt [ pour p () € 8 et
il

Pour p (t) € & , solent respectivement atteintes pour p (t) = r; (t) et
bur o (1) = r, “(t).
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r; (t) difféere en général de la composante de r, (t) dans 8,
Il y a dans certains cas égalité de r, (t) et de la composante de r, (tl)
dans & notamment lorsque (e At} oo c Bl o . (T)
sont des fonctions propres depLE (x ft) X t')) - -
Démonstration

D'aprés le théoréme 2 - 13

Ly
T B = Ela‘ll’ g ()

Z (21 (t)
avec les o'’ et ¢'?' solution des systémes d'équations suivants :

L
}f . fj; S g WYELIX ®X (t)]dt dr =
l=1 %
Lo, ©B(¥X 0)a

(%5 a2, R

L2
(2) : b7
?‘:1 % fj;” g (t)pg () E (X (t) X (t')) dt dt
[ 8 WE@EXW)a
(L3 Lo 2y NER DR
1'égalité o;‘:“ = gl2! pour v = 1, 2 .... L, exige que
1
L2
Y o2 ff o Wp, @) E X ()X @) dt at' =0
l=Ly+1 EL 1 L
ponr-ilee]l = g s By

Ce qui n'est pas toujours vérifié.

Ceci serait vérifié notamment si les P, (t) étaient les fonctions
propres de E (X (t) X (t')), car alors

I p, M p, () E (X (1) X (t') dt dt' = 0

T XxT
pour oo Toa vl T @ S 1)
1 Silx 2t L,

Th

fir



CHAPITRE 1l

COEFFICIENT DE CORRELATION
DE LA VARIABLE ALEATOIRE Y
ET DE LA FONCTION ALEATOIRE X (i) DEFINIE SUR T

Ce coefficient de corrélation € que nous définirons, moyennant
certaines hypothéses, sera la borne supérieure du coefficient de

corrélation de Y et de f P (t) X (t) dt pour tous les p (t) € L, (T)
T

tels que E[fT p (t) X (t) dt]2 70

Il est nécessairement supérieur ou égal 3 0 et inférieur ou
0,

Ce coefficient de corrélation peut &tre considéré comme une
gnéralisation du coefficient de corrélation multiple de Y et de L

variables aléatoires ; par exemple, dans le cas tout a fait particu-
lier on

L
X{t) =% Ay, (1)

=1

-

les A; étant L variables aléatoires, le coefficient de corrélation €

devient dans ce cas le coefficient de corrélation multiple de Y et
des A;,

Les théorédmes 3 -5 et 3 - 6 aboutissent & 1'étude de la borne
Sipérieure du coefficient de corrélation de Y et de f p (t) X (t) dt

{f
lorsque p (1) € 8, espace vectoriel de fonctions pouvant &tre diffé-
fent de L, (T).

Mhéoréne 3 - 1

_ SiY est une variable aléatoire ayant un moment du 2eme ordre

d}fférent de 0, si X (t) est une fonction aléatoire du 2&me ordredé-
finie gyp T si E [X (t) X (t')] est de carré intégrable sur T x T, si
ElYx 1)) e L, (T).
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Si 1l'intégrale
[ o x@®at
A

existe en un certain sens S (y p (t) € L; (T)) et a un moment g,
2e ordre (y p (t) € L, (T)). Si de plus Y, X (t) et S sont tels que,
Vo (B)SESETITIT ontair ™

E[Y‘j;p (t) X (t) dt]= J;p(t) E[Y X (t)] dt
[fp (t) X (1) dt] fj p () p ) E [X (t) X ()] dt ap

¢, (t) désignant les fonctions propres de E [X (t) X (t')], A les va-
leurs propres, c; et f; les coefficients de Fourier de p (t) et E[y
X (t)] par rapport aux ¢, (1),

alors on a :
E[Y Lo ® % ® dt] a0 g 1A E[Y Y
1 < L =

1/
V E (Y?) \/E[fT p (t) X (t) dt]2 VE(Y) VEN)VERY

pour tous les p (t) pour lesquels ce premier rapport est défini, i.e,
tels que

E[jT' o (1) X (t) dt]zf 0

(Y,, a été défini au théoréme 2 - 4),

2/ Si et seulement si la sériez A2f# est convergente, il

existe des valeurs de p (t) pour lesquelles

E[Y fT o (1) X (1) dt]
VE (YZ)VE[IQ (t) X (t) dt]2

i
est égal & sa borne supérieure W

A
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L'égalité est vérifiée si et seulement si p (t) est égal, & une
constante positive multiplicative preés, a la ou les solutions p (t) de
l'équation :

E[Y = fp (t) X (t) dt] ERR
il

(Solution dont nous supposons que

E[ﬁp (t)X(t)dt]sz,

ce qui est vrai si S-: Anfi2# 0, ou ce qui revient au méme si
E (Y X (t)) n'est pas nul presque partout).

3/ Dans le cas général ol la série S 7\,, f1 ne converge pas
nécessairement, sip (t) ... P, (). . eet ‘une suite quelconque de
de fonctions € L, (Tl) telles que

E[Y - j; o () X () dt]i B,

borne inférieure de

E[Y -feowx® dt]2

pour tous les o (t) € L, (T),

E[Y j; p (1) X (1) dt]

vEE) YV E[pr M X (t) dt]2

; %Mt e
tend vers la borne supérieure + . (Nous supposons ici encore
E (Y?)
Y
i ?# 0 ou que E (Y X (t)) n'est pas nul presque partout).
Démonstration

1/ En effet, cette inégalité équivaut a :
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laquelle est équivalente a :

F (™) <5 ROy

i

qui n'est autre que 1'inégalité de Schwarz.

Nous avons vu aprés le théoréme 2 - 4 que

E[Y Y,,) = E (Y,2) = 2 Af,?
T

ot
1'égalité

VXY ne? E [¥ Y]

1

Vg (¥4 7 WTE YD VB (X8

est donc vérifiée.

2/En effet, 1'inégalité de Schwarz ci-dessus se transforme en
égalité si et seulement si :

=k ﬁ,;f,; ousi ¢ =k IS )

(k étant positif). Ce choix pour les c; est possible puisqu'ils ne sont
soumis qu'a la restriction que Z ci’ converge et que la série S }\f.ff
1 1
converge par hypothése.
D'apreés le Théoréme 2 - 4, p (t) est alors égal, a une cons-

tante positive multiplicative prés, & la ou les solution (s) de 1'équa-
tion, :

E[Y - [0 x® dt]2 = B,

Si au contraire la série g?\fff n'est pas convergente, le

choix ¢ = k A\;f; n'est pas possible, 1'inégalité de Schwarz ci-dessus
ne se transforme pas en égalité.

3/ si

2
E[Y-fp(t)X(t) clt]+Bl
o

o -
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d'apreés le théoréme 2 - 4 3/

j;pﬂ (t) X (t) dt > Yy, (m.q.)

et si E (Y2) # 0 (c'est-a-dire si 2, A £S# 0 ou ce qui revient au
7

méme si E (Y X (t)) n'est pas nul presque partout)

E[Y S xw dt] E (Y Yy,) VZ

i

VE@VE[fe wxwa] VEG) VE (Y,)? VE (V)

SLE (Y) =0 E (X (#) = 0 et si

E[j;p ) X (t) dt]= Lp (t) E (X (t) at

quel que soit P (t) € L,(T) le théoréme 3 - 1 nous permet d'étudier
la borne supérieure du coefficient de corrélation de Y et de

Lo xw®at
pour tous les p (t) € L, (T) pour lesquels f p (t)X (t) dt n'est pas
T
nul presque partout.
Si E (Y) et E (X (t)) ne sont pas nécessairement nuls on peut ap-
bliquer le théoréme 3-12ayY=Y-E (Y)eta Z(t) =X (t) - E (X (t)) 81
d et & (t) vérifient les hypothéses de ce théorédme.

On obtient ainsi le théoréme 3 - 2.

Ici A; et ¢; (t) seront les valeurs propres et les fonctions
Propres de

E [(x (t) - E[X (1)]) (x ) - E[X (t')])]

fi les coefficients de Fourier de

E[(Y - E (V) (X ®© - B(X (t)])]

Par rapport aux ¢y (t).
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Théoreme 3 - 2

Si les hypothéses C sont vérifiées. Si E[Y - E (Y))? # Oetg
p (t) € L, (T) est tel que :

2

E[f, p (1) (X (t) - E (X (1)) cJt] # 0.

1/ le coefficient de corrélation de Y et de f o (t) X (1) g
T

(qui est d'ailleurs égal au coefficient de corrélation de Y - E (Y)
et de

[ P (t)[x ) - BIX (t)]]dt
ou au coefficient de corrélation de Y et de
+
o j;p (t) X (t) dt)

est inférieur ou égal au coefficient de corrélation € de Y et de
Y, (L, (T)) défini au théoréme 2 - 5,

b ?\,;f,,?

a——
T

éoefflclent qui est égal a /E ¥ - E (Y))2 )

2/ Si et seulement si la série ; 7\21-1',;2 converge, il existe p (t)
telle qu'il y ait égalité, ces p (t) étant le produit d'une constante
positive par la (ou les) solution (s) de 1'équation

E[Y & e j; oW [X () - E(X (t))]dt]2= B

(quand B n'est pas connu la (ou les) solution (s) de cette équation
est (ou sont) donnée (s) par la 2e équation intégrale du théoréme
2 - 12 appliquée dans le cas ou & est L, (T)).

3/ Dans le cas général ou Z 7\2,; f,.2 n'est pas nécessairement

convergente, si g(t).... e, (t) ...." est une suite de fonctions € 8
(ensemble de fonctions de L,(T)) telle que :

E[Y -E@ - [ (X -E X 1) dt]2-> B (L. (T))
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(cf. théoréme 2 - 5), le coefficient de corrélation de Y et de

f p () X (1) dt

tend, quand n » +®, vers le coefficient de corrélation ¢ de Yet
de (Y, (L (T)).

Théoréme 3 - 3

Si les hypothtéses C sont vérifiées, si op ... oy, ... et

f e T t’pl (t) ... p, (t) ... € & ensemble de fonctions
de L ,(T)) sont 2 suites telles que

z
B Y-a,,,,-l;p“(t)X(t) dt]-’B
quand n » + ® (B borne inférieure de

E[Y ~ - [ ®) X (1) clt]2

pour tous les «, et tous les p (t) € L,(T))

Le coefficient de corrélation de Y et de

ant [ g () X (1) at,

tend quand n + +®©, vers le coefficient de corrélation € de Y et de
% (L, (TY).

Démonstration

Si
2
E|lY - o - _[;pn(t)X (t) dt] + B
Quand n » +w, d'aprés le lemme 2 - 6 :

E[Y « B (%)~ .[p" (t) (x ) - E (X 1) dt:lz- B

®#,d'aprés le théoréme 3 - 2 3/, le coefficient de corrélation de Y
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et de
j; p (1) X (t) dt
(qui est aussi le coefficient de corrélation de Y et de
Ay + fT p (1) X () db)

tend vers € quand n-»> + ®,
Théoreme 3 - 4

Si les hypothéses (C) sont vérifiées, et si o) (t) [} () 5
P ) s e, (t) ... sont des fonctions de L,(T) formant un® systéme

complet, le coefficient de corrélation multiple € de Y avec les I,
variables aléatoires

fpz(ﬂX(t) @ s T YL L)
;

tend, quand L+ +®, vers le coefficient de corrélation € de Y et
de Y, .

Démonstration
D'apreés la théorie élémentaire du coefficient de corrélation

multiple d'une variable aléatoire par rapport a L variables aléa-
toires, €, est le coefficient de corrélation de Y et de

> af 6 ) X () dt,

=1

-~

les o; étant tels que:
Ly 2
E|Y -0, - ¥ a;f g (1) X (t) dt]
l=) T

soit égal & sa borne inférieure pour tous les o, ct;, ... Q.

Or quand L~ + o, d'aprés le théorédme 2 - 15:

ot [ Tap ® X () at

l=1

converge en moyenne quadratique vers Y,. Il en résulte que € tend
quand L » + ® vers le coefficient de corrélation € de Y et de Y,.

==

c

ré

es

Téc
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Remarqgues sur le coefficient de corrélation e.

D'aprés le théoréme 3 -2

.
I

E[Y - E (Y))?

et d'aprés ce qui a été vu au Chapitre II dans 1'étude des résidus

Zng =EIY - B (WP - EIY - Y,)°

iy = %Y
EEEREEE AT

o a donc e? = 1

te qui peut encore s'écrire, en appelant Gf et cf_Y la variance deY
. . x
et la variance résiduelle :

oyy, = gy (1 - &)

ceci est d'ailleurs égal 4 la borne B considérée aux théorémes 2-5
et 2 - 6.

Le coefficient de corrélation € vérifie 0g €@ < 1

: Bl. @ = 1,5?_.” = 0 et il y a une probabilité égale a 1 pour que
= YK

gl @

n
o
-4
>
-
el
=
n

0 presque partout
Les ); étant tous positifs, tous les f; sont donc nuls et
E[[ Y. = B (V) X (1) B iq)) ]] =0 presque partout

I'é‘ﬁpf‘oquement 3B

E[EY - EAYH (X @) - BIX (t))]]

®t nul presque partout, e = 0.

Tém'éme S 5

Soit & un espace vectoriel de fonctions définies sur T, soit Y
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une variable aléatoire ayant un moment du 2e ordre différent ge g
et soit X (t) une fonction aléatoire ayant un moment du 2e ordpe

Si fowxw®at

existe en un certain sens S quel que soit p (t) € & eta un momept
du 2e ordre (y ¢ (t) € &)

SiY,X(t), S et & sont tels que les intégrales - L

Lo ®EIYX ®at
T
et

ff;”p (t) ¢ (t') E[X (t) X (t')] dt at’

existent quels que soient p (t) et £ (t) € & et sont respectivement
égales a

E[Y jr' p (1) X (1) dt]

et a
E
I:_L‘p (t) X (t) dt _L'c(t) X (t) dt]
Si de plus
ch(t) E [Y X ()] dt

n'est pas nul quel que soit { (t) € &,

la borne supérieure de

E[Y Lo®x ) dt]
VE v VE _[lp(t) X (t) dt]“

pour tous les p (t) € & pour lesquels ce rapport est défini (C'est-a-
dire tels que

E[_L‘p (t) X () dt]zf 0)

¢
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est atteinte si et seulement si p (t) est égale, a une constante posi-
tive multiplicative prés, a une solution de 1'équation intégrale :

j;[j;E (X (1) X () p () at - E(YX (t'))](; (t') dat' = 0

(C(t') étant une fonction quelconque € 8).

Si & est l'espace L,(T) l'équation intégrale devient :

j;E [X (t) X t)] p(t)dt=E YX (t')) presque partout.

Démonstration

Notons tout d'abord que grédce a l'hypothése
j;c(t) EYE ) &

n'est pas nul quel que soit { (t) € &, nous allons pouvoir démontrer
que, si <} (t) est solution de 1'éguation intégrale,

E[j; p, (©) X (t) dt] #0

En effet, si

E[j;pl (t) X (t) cit]2

ftait nul,

2
E[Yf X ®at-a ft®XW dt]2 - E[Y -a fomx® dt]

S¢rait minimum pour g = 0 quel que soit { (t) et ce minimum serait

L 2
E (Y?) - E[jr‘pl(t) X (t) dt] = B (Y)

f théoreme 2 - 11). Ceci entrafnerait
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E[Yf;c(t)X(t)dt]=ch(t)E[Yxm] dat = 0

quel que soit ¢ (t) € &, ce qui est contraire a 1'hypothése,

Si ¢ (t) est solution de 1l'équation intégrale
1

E[Y Lo x dt]
VE @)V E[f 0 () X (1) czt]2
T

existe donc.

Démonstration de la condition suffisante

E[Y Lo x dt] E[Y Lo ®xw® dt]
£

VE (Y) \/E[jT~ p (t) X (t) cit]2 VE (Y) \/ E[prl (t) X (t) dt]‘z

Nous appellerons A ce premier rapport

E[Y Lowxw dt]
VE (v V E[f p (1) X (t) clt]2
T

Posons 5 (t) = pl(t) Fibe & (]

(pi (ti=et ¢ (t) € '8, pl(t) étant toujours solution de 1'équation inté-
grale).

Posons aussi pour simplifier 1'écriture :
A’ = E[X (t) X (& 1) dt dt' = t)E [Y X (t)] dt
JI BxOxangmpwdar = [p®E Y X 1)
2
= i X (t) db
[f%” (t) ]
avec A > 0

B =£C(t)E[YX (t)] at =ff E[X (t) X (") g (") ¢ (t) dt dt!

T
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ff JEIX () X 01T ()T () dt at' = E[j: z () X () dt]2

avec C 2

On a alors :

= A2+(xB
VE ) VA +2a B + a2C?

la quantité sous le radical étant positive

A’+ 2 B+a2C?> 0
2 WAt ielain

(si B~ A’C? = 0 nous écartons d'aprés nos hypothéses la pOSSlbl—
lit¢ d'avoir « = «, racine double de 1'équation A°+ 2 a B + oy N

Or
A? + o0 B g A
VaES (D N B eti8 dpBebitl: B daiid)
car
(A2 + a B)? < A2 (A? + 2 ¢ B + 02 C?
Puisque B ¢« e’

Ce qui démontre la condition suffisante puisque

B[y [ o0 x 0 at] A
VE (Y) \/E[fT p, (1) X (t) dt]2 VE @

Dé”lonstration de la condition nécessaire
Nous examinerons les 2 cas 1/ B?< A? C?

2/ BURIRS P
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1/, Si Bi< & ¢, l'égalité n'est vérifiée que si a = 0, I'égy.
lité n'est donc atteinte que pour p (t) = < (t) solution de 1'équatioy
intégrale.

2/ 8i Bf= A2e*,

Ecartons pour le moment le cas ot B et C sont tous les dey
nuls,

L'égalité est vérifiée si et seulement si & + o B > 0. Soit ¢,
la racine double de A’+ 2 o B + o2C? = 0.

0 = "'g'z.n B?= A’C? et A’+a B> 0 entraitnent 1 'E>O'

ayant A’ + 2 o;,B + aiC?= 0 on en déduit :
2
E e =0
[fT (p () + ay0, () X (1) dt]
auquel cas pl(t)+og1 C,(t) est égal & une fonction u (t) de & telle que

E[fT u (t) X (t) dt]z

(Nous avons vu qu'il peut méme exister dans certains cas de

telles fonctions u (t) vérifiant de plus f (u (1)? at # 0)
T

0.

Pour une telle u (t) on a :
fE [X (t) X )] u (t) dt = 0
T

On en déduit que :
- 0, G, = p, (1) - u )

est solution de 1'équation intégrale, donc que :

p, () + ag, (1)

T
al.

est aussi solution de l'équation intégrale.
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p (t) = Py () 4 (t) est alors proportionnel a une solution de

l'équation intégrale, le coefficient de proportionalité 1 - % étant
positif. 1

Quand au cas ol B et C seraient tous les 2 nuls

E [j; g0 X (1) c:l‘c]2 =0

nous donnerait & (t) = u (t) et

Onlt)iis Dl(t) B Ey Blu™ g0, )% o m (1)

est solution de 1'équation intégrale quel que soit a.
Donc dans tous les cas, )\ est égal 4 sa borne supérieure si

et seulement si p (t) est égal au produit d'une constante positive et
d'une solution de 1'équation de 1'équation intégrale.

Si E (Y) et E [X (t)Ine sont pas nécessairement nuls, l'appli-
cation du théoréme 3 - 5 a Y=Y -E (Y)etaZ(t)=X (t) - E (X(t)
nous permet d'étudier dans certains cas le coefficient de corréla-
tion. On obtient le théoréme suivant :

Théoréme 3 - 6

SiY, X (t), S et & vérifient les hypothéses du théoréme 3 - 5
¢t si de plus :

E[j;o (t) X (t) dt] [ p (1) E (X (t) dt

(quel que soit p (t) € 8) (ou si les hypothéses D du théoréme 2 - 12
Sont vérifiées)

BlaBoEY - 3 ¥ hulini,

feow E[(Y -E (V) (X -E[X (t)J)] at

v'est pas nul quel que soit ¢ (t) € &
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la condition nécessaire et suffisante pour que p (t) soit tel que Ig
coefficient de corrélation de Y et de

Lo x @) at
(qui est défini pour tous les p (t) tels que
Lo ®X@®at
T

ne soit pas presque sfirement nul) soit égal 4 sa borne supérieure
(pour tous les p (t) € &) est que p (t) soit égal & une constante po-
sitive multiplicative prés, a une solution de 1'équation intégrale

I [fr (t,t) p ) dt - ¢ (t')] () dt' = 0
T T

8 quel que soit [ (t') € g,
T (t,t') =E {(x ) - B [X (1)) (X ) - E[X (t')]))

et

¢ () = E[(Y -E () K@ -EX (t)])]

Si & est l'espace Ly (T), l'équation intégrale devient :
E - B o = 1 -
[ [(x M - E[X ®) (X ) -E[(X )1)] o () dt

= E[(Y i (Y)) @c t') - E[X (t')])]

presque partout la condition d'existence de p (t) € L,(T) solution est

alors la convergence de la série é:-‘u Kﬁff déja rencontrée

Démonstration
Si Y et X (t) vérifient les hypothéses de ce théoréme 3 -6
Y=Y -E (Y) et (t) = X (t) - E [X (t)] vérifient les hypo-

théses du théoréme 3 - 5, et l'application de ce théoréme 3 - 5
a Y et a & (t) nous conduit aux résultats du théordme 3 - 6.

1

in

es



CHAPITRE IV

THEOREMES LIMITES SUR LA REGRESSION LINEAIRE M.Q.
CORRESPONDANT
A CERTAINS MODES D'OBSERVATIONS DE X (1)

Nous avons déja rencontré au Chapitre II des théorémes 1li-
nites relatifs & la régression de Y par rapport aux variables aléa-

toires ‘f;pn (t) X (t) dt. Les valeurs de j; P, (t) X (t) dt peuvent étre

tonsidérées dans certaines applications, comme des observations
sir la fonction aléatoire X (t) faites avec un instrument dont le ré-
glage est caractérisé par p (t).

Dans ce chapitre nous considérerons 2 autres modes d'obser-
vation de X (t) :

1/ l'intervalle T étant divisé en n intervalles T,, nous ferons
ks n observations | X (1) dt.
T,
1

2/ Nous observerons les n variables aléatoires X (t;), les n
Wleurs de t; étant € T.

| Nous étudierons des théorédmes limites sur la régression mul-
iple et le coefficient de corrélation multiple de Y par rapport a ces
 variables aléatoires lorsque n » +m,

- REGRESSION DE Y PAR RAPPORT A X (t) DEFINIE SUR T
ET REGRESSION DE Y PAR RAPPORT AUX

nva. [ x () dt.

1

‘ Notations : Si nous considérons n et les T, donnés, la borne
Nérieyre de :

be

E[Y - 0 - o:‘.‘f; X (t) dt]2

*t atteinte pour les valeurs a, et a; attribuées aux a,et «;.

1
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Les a, et a; sont évidemment fonctions de n et des T,.
Théoreme 4 - 1

Si les hypotheéses C sont vérifiées, la borne inférieure de .

E[Y o B 20 J. o xw® dt:r

i=1

pour tous les o, @; et pour tous les n et T; est égale a B. (cf. théo-
réme 2 - 5).

Si n— + ® de telle maniére que le plus grand des T, tende
vers 0,

n 2
E[Y-ao—Ea,-f X(t)dt] +B

i=1 Ti

et :

n
T aif

X (t) dt
i=1 U

converge en moyenne quadratique vers Y, (cf. théordmes 2 -5 ¢t
2 - 6).

Démonstration

Considérons la fonction en escalier A, (t) définie sur T par :
A o)e=iay

lorsque t € T;.

A, (t) est de carré intégrable sur T et on a :

ila‘ fn X () dt = [ A, 1) X (1) at

i=

n 2
E[Y-ao-Zoc,-l:. X (1) dt]2=E[Y-a°-j;A,. (t) X () dt]
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Nous allons d'abord démontrer que, p, (t)- étant une fonction
quelconque de carré intégrable sur T, il existe une fonction AL ()
telle que :

2
fT[pl @ 1 4] (t)] at < &

(nombre positif arbitrairement petit)

En effet, il existe une fonction p (t) continue sur l'intervalle
fermé T telle que :

fr[pl (t) - p (t)]2 dt<i

(On pourrait choisir, par exemple, p (t) égal a la somme des p
premiers termes du développement de Fourier de p (t) par rapport
dun systéme complet de fonctions continues orthonormées, dévelop-
pement qui converge, en moyenne quadratique sur T, vers p (t)
quand p ~ + o)

o (t), étant continue sur l'intervalle fermé T, peut &tre approchée
par A, (t) et lorsque le plus grand des T; est inférieur a 7 (e)

E

Le®-a,0m)ac<s

d'od i1 résulte que :

J(n ® - Al)"at

) [(p1 ® -0 ®)* (o - A.,(t))]zdt

2 [ (p,® - p @) at +2 f(o®-A,)at

n

N
m

[ (o, - a0 @) ot

{lorsque 1e plus grand des T; < 7 ().

On peut donc appliquer le théoreme 2 - 10 (lorsque le plus
grand des T, < 0, n tendant alors vers l'infini).

La borne inférieure pour tous les a, a; T; de :

2
E[Y-ao-:‘aiﬂ.}((t) dt]

1 1
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est donc égale & B et lorsque le plus grand des T; > 0

n 2
EY-ao-Ea.;f x(t)dt]»B
L)

i=1

or d'aprés le théoréme 2 - 6

E[Y P f A, (1) X (t) dt]2
1

tendant vers B, A, (t) étant de carré intégrable sur T :

1

Bt fAWX®d=a+Fa, [ x@a
i=1

converge en moyenne quadratique vers Y,
On a immeédiatement les théorémes analogues suivants.

Théoreme 4 - 2

Si les hypothéses C sont vérifiées, la borne inférieure de :

L 2
E[Y = Beo¥) = Z‘l cx,-j;i (X t) - E[X (t)])dt]
i=
pour tous les «; et pour tous les n et T; est égale a B.

Si le plus grand des T; » 0 (n tend alors vers +m)

E[Y-Em-i

B¢ ]; (X t) - E(X (t)]) dt]2 + B

=

o

et :

| ot

E (Y) + a,-,fT_ (x ®© - E[X ())) at

i i

.
0

converge en moyenne quadratique vers Y.

Théoréme 4 - 8

Si les hypothéses du théordme 2 - 4 sont vérifiées, la borne

inférieure de

E[Y -izx,;j;_ X (t) dt]2

-

Th

la

su

Dér

lor

A,
d'a

con
don
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pour tous les « ;et pour tous les n et T; est égale & B, (cf. th. 2 - 4)

Si le plus grand des T;* 0 (n tend alors vers l'infini),

2
ElyY - a,-frx(t)dt]ﬂa1
i i

o : 'Ea,;j; X (1) dt

i=1 i

%

1

converge en moyenne quadratique vers Y,, (cf. th., 2 - 4)

Théoreme 4 - 4

Si les hypothéses C sont vérifiées : Le coefficient de corré-
lation multiple €, de Y et des n variables aléatoires j; X (t) dt est

! 1
nférieur ou égal au coefficient de corrélation @ de Y et de X (t)
sur T (tel que défini au chapitre III)

Quand le plus grand des T; » 0 (n tendant alors vers +@)
¢, tend vers e,

Uémonstration

1/ e, est le coefficient de corrélation de Y et de

f A (t) X (t) dt
T

A, (t) étant la fonction en escalier définie par : A, (t) = a;
lorsque v = B

A (t) étant de carré intégrable sur R, @,est inférieur ou égal a ¢
Yaprés le théordme 3 - 2.

2/ €, est le coefficient de corrélation de Y avec
n
g, % a.;j; oot (1 )it
i=1 4

Quand le plus grand des T, » 0

=1

-

a°+\,_n“a¢j; X (1) dt
t i

tnverge en moyenne quadratique vers Y, (cf. th. 4 - 1) €, tend
done vers le coefficient de corrélation @ de Y et de Y,.
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II - REGRESSION DE Y PAR RAPPORT A X (t) DEFINIE SUR T ET
REGRESSION MULTIPLE DE Y PAR RAPPORT AUX nv.a, X (t.)
T

Dans toute cette partie nous supposerons que l'intégrale

f; p (t) X (t) dt est définie au sens B (cf. chapitre I).

Nous rencontrerons constamment dans ce chapitre les hypo-
théses suivantes :

X (t) est une fonction aléatoire du 2e ordre définie et continye
en moyenne quadratique sur l'intervalle fermé T,

L'intégrale ]
j; o () X (t) dt (p ® € L, (T)

est définie au sens B,
Y est une variable aléatoire ayant un moment du 2e ordre,

Ces hypothéses entrainent que les hypothéses C et les hypo-
théses du théoréme 2 - 4 sont vérifiées.

Nous utiliserons les notations suivantes :
nwvaleurs deit&T “(t, <%, <00 < it)

Nous appelleronst; t, ...t

n

Nous rencontrerons 1'étude du minimum de 1l'une ou l'autre des

quantités :
2
oy X (t,)

E[Y < BT - T (X b)) - BAX (t,.)])]z.

=1

=

"

1

2 n
O(.{,X (tt)] v E[Y - 2
i=

i=1

E[Y - a,-

T

Lorsque les t; sont donnés nous appellerons a ; (fonctions des
t;évidemment) les valeurs des o ; correspondant au minimum.

Nous utiliserons enfin les propriétés suivantes résultant du
chapitre II :

Moyennant les hypotheéses C, la borne inférieure B de

E[Y ~a,- [ o ) X (1) dt]2

te

el

Ler

en
S0
101

fer
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et de :

E[Y -E () - fo® &k ® - EBIX ®7) dt]2

pour tous les a, et pour tous les p (t) € L, (T) est égale a la borne
inférieure de ces mémes quantités pour toutes les fonctions p (t)

continues sur l'intervalle fermé T. Si a,, est une suite de nombres

et P, (t) une suite de fonctions continues sur l'intervalle ferme T
tels que :

E[Y T j; o, ©) X (1) dt]2

fou ;

E[Y < B {) ~ j;p.p(t) (x t) - ETE (t)])dt]z

lende vers B quand p » +w,

gy o, (1) X (1) at

lou

E (Y) + _/T p, (1) (x (t) - E [X (t)]) at)

ttnd en moyenne quadratique vers Y, quand p »o .,

Nous utiliserons aussi la propriété analogue pour

E[Y - pr (t) X (t) dt]z.

Nous démontrerons d'abord 2 lemmes qui nous seront utiles.

lemne 4 - 5 _ 1

Si X (t) est une fonction aléatoire du 2e ordre définie, continue
n Moyenne quadratique sur l'intervalle fermé T, si & TR

ont n valeurs de t €T (n nombre fini fixé), si a,... a,6sont des
lombres finis.

f Il existe au moins une fonction p (t) continue sur 1'intervalle
¥'mé T telle que, € étant un nombre positif arbitrairement petit ,
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i 2
E[frp(t)X BRSO 4, X (ts)] <e

=1

-

Démonstration

a) Vu la continuité en m.q. de X (t) il est possible de choigiy
B..>.0.pour gue, € .etant un nombre positif arbitrairement petit,
1

a4 tifﬁé : :
E[ZBE j:*"f’e(x ® - X () dt] <y

b) 5& étant ainsi choisi, il est possible de choisir ¢ (t,t‘.) >0
telle que : o(t,t;) = 0 si t est extérieur & l'intervalle t;+B;

oo 3
g

i

(P (tjti) <

o (t,t;) continue et telle que :

£

tify S § Y
TR A R v B 0 [ [ ® (%) a

Comme, en appellant T, l'intervalle t;- B;, t;+ B;, on a :

[(f.- ot - B)x (® dt)]2=

<L . (otata - ;—é) (p &)t oL") E (X (1) X () dtat

i i

(0. 9F) &

- — x 2
sfri[p (t,t;) 2 B] dt [-/; B (26 (t)]dt]

i
(en appliquant 3 fois 1'inégalité de Schwarz)

or puisque

(2

i &
((P i ﬂ) 5 ey [E (Xa(t))dt

1
i

or

et

toi

esf

Lem

en
fon

n |
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il en résulte que :

E[f:;‘-:‘.i (‘P (t'ti’) G 20:‘; ) X (t) dt]2 < 2.8 -

i 4 n

c) Nous allons maintenant montrer qu'en choisissant
o W) =2 a (6 %),
i=1
(p (t) est continue puisque n est fini)
n 2
El [ o x@®at- LX) <e
=

En effet le ler membre est égal a

PUMUENRIC S E

1

£ 2 f 8 e s (t,)) dt]2

419 Py e A,
oL pour que E{Z, + .. Z;+ ... . €, il suffit que tous les

£
E (Z'.)2 =

& nous avons vu en a) et b) que chacune des 2 n variables aléa-

. €
Wires considérées ici & un 2e moment < o
5 2
E[fT o X @®at-3 a,x (ti)]
i=1
®t donc < ¢ (arbitrairement petit positif), p (t) étant continue,

lemg 4 - 5 - 2

Si X (t) est une fonction aléatoire du 2e ordre définie continue
0 moyenne quadratique sur l'intervalle fermé T, si p (t) est une
fOnc:tion donnée (non aléatoire) continue sur T il existe une fonction
N{e) telle que, pour qu'il existe un nombre fini n de «,; vérifiant
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2
E[‘ﬁp(t)x(t) dt-zaiX(ti)] v

i=1

(> 0 arbitraire), il suffit que le plus grand des (t; - t;-1) <n (e),
Démonstration

Nous partageons T en n intervalles T; contenant respectivement
leg et

L'intégralef p (t) X (t) dt étant une intégrale au sens B, clegt.
15
a-dire ici une intégrale de Riemaun en moyenne quadratique,

2

E[pr(t)X(t) dt - }:p(t;)X(ti)Ti] <iE

dés que tous les T; < 1,(e)

ou dé&s que le plus grand des (t;- t;_,)<n (g)
(car Ty (ti.a- t) + (ts- 15)

En choisissant a; = p, (=) T,, ceci démontre notre théoréme,
Théoreme 4 - 5

Si X (t) est une fonction aléatoire du 2e ordre définie et con-
tinue en moyenne quadratique sur l'intervalle fermé T,

Si Y est une variable aléatoire ayant un moment du 2e ordre

n 2
La borne inférieure de E[Y =Y aX (ti)] pour tous les @; n ¢t
est égale a B, o

Sin - + o de telle manieére que le plus grand des t; - t;-1tende
vers 0

n 2
E[Y =Y a. % (ti)] > B,
=1

1

a; X (t;) converge en moyenne quadratique vers Y.

i=1

Démonstration

2
n
a) La borne inférieure de E[Y - E o; X (ti)] ne peut étre
inférieure a B,. L



e

VARIABLE ALEATOIRE ET FONCTION ALEATOIRE 241

Démontrons qu'il est impossible d'avoir pour certains o;, t;

n 2
E[Y-E a._-X (tl)] <B]_-E

=1
(e nombre positif arbitrairement petit).
D'aprés le lemme 4 - 5 - 1 il est possible de choisir p (t)

continue tel que :

i=1l

n 2 E
E[Eaix(ti)-ﬁp(t)}((t)dt] < i

2
et < 5

On en déduirait que :

n

E[(Y- E wX 1)) (3 aX @) - Lo ® X @) dt)]

i=1 i=1

-
P

1=l

52
/ .
s VB oe Ni6 (By~e) 4

Il existerait donc p (t) continue sur l'intervalle fermé T tel

< \/E[Y =¥ (ti)]z\/E[i e, X @) foxm c1t]2

que :
2 n 2
E[Y—f pE) X (1) dt] =E[Y—.\_“ “::X(ti)]*
L i=1
Yo RIS ot ) ek &) - t) X (t) dt
[ e e 0) 6 ex - o 0 0 0)]
+E[Y e, X ) - o) X ) dt]2
i=1 T
e E
< By-€ + 2 Z‘ = :E

£ Igl - é%

¢e qui estimpossible B, étant borne inférieure de :
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E[Y - Lo X dt]2
2

n
b) la borne inférieure de E[Y - E o X (ti)] pour tous lesgq.
g1 '
tend vers B, quand le plus grand des t; - t;; tend vers 0.

Nous allons montrer que, € étant en nombre positif arbitraire
il existe des o ; tels que :

n 2
E[Y a3 o X (t‘.)] < By e

-

=1
dés que le plus grand des t;- t;_, est assez petit.

Il existe en effet d'aprés le théorédme 2 - 8 une fonction p (f)
continue telle que :

E[Y -Lewx® dt] $Byt

et d'aprés le lemme 4 -5 -2, d&s que le plus grand dest;- t;, < 7 (g),
il existe des a; tels que :

n 2 E
E[f;p ) X (B) dt - ¥ a. X (ti):l i

i=1l

et &

On a alors :

E[(Y - pr (M X @) at) (f p (1) X (1) at - ¥ a,X (ti))]

i=1

< VE -Leowxw® dt)z VE (fomxwma -3 2:X (t:)f
i=1

I1 en résulte gqu'il existe des « tels que :
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n

n 2 2
E[Y Y aX (ti)] = E[Y - fT p (1) X (1) dt] +

i=
- -s‘ ) 3
+2B[(v- fow xwat) ([, o 00X @ a Paix
n 2
E E[pr (t) X (1) dt - ¥ oy X (ti)]
=1
B, %+ 2 :i-+4E
<B; + &

d'oll la borne inférieure pour tous les x;et tous les t;et les n de

2
E[Y =Y X (ti)]

i=1
est égale & B,

ou la borne inférieure pour tous les tiet les n de

2
E[Y - at-X (t,’)]

W D4 =

1
est égale & B, et si le plus grand des t;- t;, tend vers 0

A 2
E[Y S (té)] -+ B,

i=l

c) 2. a; X (t,) converge en moyenne quadratique vers Y, lorsque

i=1
le plus grand des t;- t;.; > 0

D'aprés le chapitre II, £ étant un nombre > 0 arbitraire, il

existe 1 (£) telle que :

f E[ﬂ, (1) X () at - YU]Q <

| ™M

W= |

pour tous les p (t) continus vérifiant
2
E[Y § f o [t) X (1) dt] SR i (8)Ec(hile) > 0)
T

D'aprés b) il existe 1, (n (€) telle que
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n e n
E[Y W I a X (ti)] £ Bt ‘14(8)
1=1

soit vérifiée dés que le plus grand des t;- t; <N, (n (€)) et d'aprag
le lemme 4 - 5 - 1 il existe une fonction N (t) continue sur T telle
que :

. 2
E[fT b t) X @)t g3t 8, % (t,-)] < LB

i=1 4
g N2 ()
16 (B1+ T‘4‘ )
et g
4
On en déduit que :
E [(Y 0 (t:)) (iaix (t) - [ p, () X (1) dt)]
i=1 =l i
< \/ET[Y - {\;1 a; X (t,-)]2 \/EL_S_“l a; X (t;) - fT p, (t) X (t) dt]_z
0 szau Sy J7 768 b
<V,+ 28 Vo o 1)
< (e)
4

I1 existe donc une fonction By (t) continue sur T telle que

E[Y = fT o, (t) X (t) o‘lt]2 = E[Y g

+ 2 E[ (Y A i“laix (t) (?_:‘ﬂaix (£ b fr o, ) X (1) dt)]

2Ps

2
a;X (ti)] =+

+ E[S‘ a,X (t) - [ o, (0 X (1) dt]2

£ B;+

n (&) n (g) 1 (e)
o 1 it

&
E[Y = j;p (t) X (t) dt] <B; + 1 ()

et

ce

Thé

tin
val

ou
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De cette inégalité résulte (d'aprés le début du c)) :

E[fT o (t) X (t) at - Y1,]2<

et nous avons alors

o

n 2
E[Z a; X (t;) - Y_u]
i=1
L 2
e E[E a; X (t;) - j;p () X (t) dt + f o le]
i=1 T

<2 E[z a; X (t) - [ o (1) X () dt]2 + 2 E[f o (t) X (t) dt - le]z
i=1 T T
2

=
<9 =y
24

o

<RE

e qui démontre la derniére partie du théoréme.

Théoréme 4 - 6

~ SiX (t) est une fonction aléatoire du 2e ordre définie et con-
linle en moyenne quadratique sur l'intervalle fermé T et si Y est
‘ariable aléatoire ayant un moment du 2e ordre.

La borne inférieure de :

5 ‘ 2
E[Y - 2 a; X (t,-)]

=1

o de

E[Y -EMIBE ai(x (t;) - E[X (t,-)])]

i=1
Pur tous les a, a;n et t; est égale & B (cf. th. B 5).
Sin » +»de telle maniére que le plus grand des Vi- 5ia 0,

ression multiple de Y par rapport aux n variables aléatoires
X (t)) ... X (t,) converge en moyenne quadratique vers Y,.

largg
£ ()
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Démonstration

Si X (t) et Y vérifient les hypothéses de ce théoréme,
T(t)=X{t) - E[X (t)let Y=Y - E (Y) vérifient les hypothéses dy
théoréme 4 - 5 et l'application de ce théoréme 4 - 5 2 & (t) et a
nous donne les résultats du théoréme 4 - 6, mais avec B et Y, gy
lieu de B; et Yi.

Théoreme 4 - 7

Si X (t) est une fonction aléatoire du 2e ordre définie et con-
tinue en moyenne quadratique sur 1'intervalle fermé T et si Y egt
une variable aléatoire ayant un moment du 2e ordre.

Le coefficient de corrélation multiple C,de Y et des n va-
riables aléatoires X (t;) est inférieur ou égal au coefficient de cor-
rélation © de Y et de X (t) sur T tel qu'il a été défini au chapitre III ,

Lorsque n~ + ® de telle maniére que le plus grand des t;- 17,30,
e,tend vers C.

Démonstration

Démontrons d'abord la 2&me partie du théoréme. D'aprés le
théoreme 4 - 6, la régression multiple de Y par rapport aux n va-
riables aléatoires X (t,) ... X (t,) converge en moyenne quadratique
vers Yx lorsque le plus grand des t;- tj., > 0. e,tend donc vers le

coefficient de corrélation €.

Pour démontrer la lére partie du théoréme, nous prouverons
que, € étant un nombre positif arbitrairement petit, 1'inégalité €, C+¢
est impossible.

Soient t! n' valeurs de t (n' > n) telles que tous les t; appar-
tiennent & l'ensemble des t}. On a immeédiatement €. 2 €,

or si le plus grand des (t), -t} ;)< " (€)
| ety s s e
d'aprés ce que nous avons démontré au début.

Les inégalités :
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Gu' = en
entraineraient : Ehe 2iEt e g > 0)

qui est en contradiction avec
|@ye =~ @] %€

£ étant positif arbitrairement petit, le fait que l'inégalité €, > €+ ¢
est impossible entraine que @, ¢ €.
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Dimongtrution

Démontrans <'abord la 3bme '_mrii;l du théoréme. B
théorame 4 - 6, la régression multiple deo ¥ poar reppofi EESC
rinblos sléstoires X (1,) ., X (L) convetge oh MOyenne 4
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Loz indgakités :

g, > 8%E




SUR LA REGRESSION,
LA CORRELATION ET LA DEPENDANCE DE PROBABILITE
D'UNE VARIABLE ALEATOIRE
PAR RAPPORT A UNE FONCTION ALEATOIRE

(Suite)

Jean LEGOUPIL

Professeur 3 |'Ecole Polytechnique de Montréal
Actuellement, Professeur Invité & |'Université Laval (Québec)



LS P W TN AR AT T T AN N N LN - -

1l it

e it b
AR ‘

HOR2ITEA Al SU2

JTLAZAG0SS 30 DUAGHITIO Al T3 WOITALIR0D A
INOTALIA JISAIRAY 3uU'Q

IROTALIA HOMDHOY S A-TSOJMAR SAT 4

(stinl)

JAUCDLS nesl

oot s ampheemyiet shal 4 siohint. =< 18
Mhummmna_mmhq nomelisctoA S




CHAPITRE V

GENERALISATIONS DIVERSES

[ - REGRESSION ET CORRELATION D'UNE FONCTION ALEATOIRE
Y (1) PAR RAPPORT A LA FONCTION ALEATOIRE X (t) DEFI-
NIE SUR T

Y (7) est une fonction aléatoire définie pour tout T appartenant
& un certain ensemble ¥

Les résultats des chapitres précédents sont ici intégralement
applicables si Y (1) p (t, 1) etc. vérifient les hypothéses correspon-
dantes quel que soit T € B.

Par exemple, le théoréme 2 - 4 permet d'étudier la borne

3 2
nférieure B,(7) de E|Y (1) - f Pallwit) o356 () dt] , il permet de
il

Géfinir Y,,(7) qui est soit égal a f p (t,t) X (t) dt pour une certaine
T

fonetion p (7,t), soit limite m.q d'une suite de telles intégrales .
Les f; et ¢ qui interviennent dans 1'étude de ce théoréme sont fonc-
lions de 1. L'équation intégrale du théordme 2 - 11 dans le cas o
8 est L,(T) par exemple devient ici :

[renEX®mXxa)da=E (¥ (1x )

bour presque tout t' € T. Les coefficients @ ; des théorémes 2 - 13
#2 - 14 sont ici fonctions de 1. Le coefficient de corrélation € du
thapitre III est ici fonction de T.
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II - REGRESSION LINEAIRE M.Q D'UNE VARIABLE ALEATOIRE
PAR RAPPORT A PLUSIEURS FONCTIONS ALEATOIRES ET
VARIABLES ALEATOIRES.

Nous appellerons X;(t) (i =1, 2 ... n) les fonctions aléatoires
et Z; (j =1,2, ... p) les variables aléatoires par rapport auxquene;
on étudie la régression de Y.

Le théoréme 2 - 1 se généralise immédiatement.

Théoreme 5 - 1

Si Y et les Z;(j = 1, 2 ... p) sont des variables aléatoires
ayant des moments du 2e ordre, si les p (t) sont des fonctions cep-
taines appartenant & certains ensembles de fonctions &;,

si les X;(t) sont n fonctions aléatoires respectivement définies sur

T; telles que :

j;_ p, (1) X, (t) dt existe en un certain sens S;, quel que soit i, ait
t

un moment du 2e ordre,

STk (Xi (t)) existe, si f e, (t) E (X (t)) dt existe et si les S; get
i
X; (t) sont tels qu'elle soit égale & E £ g (t) X (t) dt] quel que soit )
i

alors on a :

E[Y gy~ Z f p, (t) X;(t) dt - fl ajZJ] 3
i=1 vy, Ie
E [Y- B G 5 foe ) fu - Epcion) dt - > 0. 8 (Zj))]z

i=1 j=1
1'égalité étant vérifiée si et seulement si :

n

p
= Y, W) B (@) )+ ¥ aE (Z
® ()"‘Zlf;ip‘() (x:0)+ ¥ aE (2)

i
j=1

et la borne inférieure du ler membre de 1'inégalité pour tous les
Qo2 Py (t) est égale a la borne inférieure du 2e membre pour tous
les ajet p,lt), (€ &;).

La démonstration est analogue & celle du théoréme 2 - 1.

q‘L

to

al

co
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Théoreme 5 - 2

Si Y et les Z;(j =1, 2 ... p) sont des variables aléatoires
ayant un moment du 2e ordre, si les X;(t) (¢ =1, 2 ... n) sont n
fonctions aléatoires définies sur T;jayant un moment du 2e ordre

»

si E [X;(t) X;(t')) est de carré intégrable sur TixT; (quel que soit i) si
E[Y X;(t)] est de carré intégrable sur T; (quel que soit i)

si, l'intégrale f g (t) X; (t) dt existe en un certain sens S;et a un
Ti
moment du 2e ordre Y p, (t) € L,(T;).

Si de plus Y les Xj (t) les Z et les S; sont tels que, quels
que soient les ¢ j et les e (t) Lz(Tt.), ongath 4

E[ﬁ_pi(t) X, (t) dt] ff p, () p,(t") E[X; () X; (t")] dt dt"

th"

E[Y £ p, (t) X;(t) dt] = f p; (1) E[Y X;(t)] dt
i T;

E[( f.p,., (t) X, (t) dt)(j;l P, (1) X0 () dt)] =0

e (t et =1, 2 ... n)

E[(\f;,pi(t) X, (t) dt)zj] dd

quels que soient p, (t) € L,(T;) et quels que soient i et j

Si o, L (t) € L,(T;)) et a; , sont des suites telles que, lorsque

Vot

n i 2
E[Y =l j; o, (B X ) dt - ¥ ajyzj]

J=

tende vers sa borne inférieure B, pour tous les p,(t) (€ L,(T;)) et
tous Jeg a.
i

alorg -

Zf L ) Xi(t) at + 3 a,z,

Ti j=1

n
‘nverge en moyenne quadratique vers ¥ Yix, + Yy,
e
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(Yix; correspondant & ce qui a été défini au théoréme 2 - 4, aye.
ici X;(t) au lieu de X (t) du théoréme 2 - 4. Y,; étant égal par

n
définition a ‘\1 a;Z;, les a ayant les valeurs correspondant au mj.
i=

P 2
nimum de E[Y =5 aij]

Démonstration

I1 résulte de nos hypothéses que nous avons l'identité :
< 2
Y-Efpt, X(t)dt—_aj'pzj]=

j=1
2

=2 [ fp X(t)dt]-ﬁ—E(Y-ZaJ, j)-nE(Yﬁ)

i
(identité vraie quels que soient d'ailleurs p ’ (t)((-‘_- Lz(Ti))et aj,v )
1y

Pour que le premier membre tende vers sa borne inférieure
il faut et il suffit que tous les

E[Y - [ e, X0 d1;]2
et E(Y - gi aj,v Zj)2

tendent vers leurs bornes inférieures respectives.

Si le ler membre » B; quand v » +®, nous aurons donc en appli-

2
quant le théorédme 2 - 4 aux E[Y - J; p, () X, ) dt]
fia %

fT‘ ) v(t) X;(t) dt converge m.q vers le‘, (quel que soit i)
i »

p

et d'autre part Y, a; ,Z; > Y1, 1

ey
ce qui démontre notre théoréme.

Ce théoréme sera utile pour 1'étude du théoréme 5 - 3 qui
permet, moyennant certaines hypoth&ses, 1'étude de la régression
multiple de Y par rapport aux fonctions aléatoires X,(t) et aux va-
riables aléatoires Z;, notamment dans le cas ou les X 4(t) sont mu- E
tuellement indépendantes et sont indépendantes des Zj.
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Théoréeme 5 - 3

S5i Y et les Z, (j =1, 2 ... p) sont des variables aléatoires
ayant un moment du 2e ordre, si les X;(t) (¢ =1, 2 ... n) sont n
fonctions aléatoires définies sur T, ayant un moment du 2e ordre,

siE (X;(t))et E (Y X)) € Ly(Ty),

si BE [X;(t) X;(t')] est de carré intégrable sur T;xT; (quel que soit
i),

Si, quel que soit p, (t) € L.(T;), j; e (t) X;(t) dt existe en un
i

certain sens S;a un moment du 2e ordre,

si de plus Y les X,(t) les Z et les S;sont tels que, quels que soient
les i, j et les P, (t) € L,(T; ) on ait :

E[j;;pi (® X, dt] ¥ fTio,. ) B (X,(t) dt
E[YfT o, (t) X, dt]
E[j;.p:(t) X, (t) dt]2
Si de plu; lorsque ¢ # i’ (=1, 2 ... n)
E[(f”pl-(t) [Xu() - B (X 1))] at) (pr‘.,(t) [x.t) - E (X0)] dt)] e
E[(f;ipi(t) [(X:0) - E (X:0)] at) (z;- E (zj))] = 0

Quel que soit P, (t) (E LE(T,-)) et quels que soienti et j.

fr_ o, (1) E (Y X;(1)) dt

ij'i 1 P41) 0, ) BIX, ()X (t)at ot

Si pi.y(t) (E LQ(T,-,)), %v et a;, sont des suites telles que,
101‘$que v > + o,

& 2
E[Y ' ao,v' Z j; pt.'y(t) X,,(t) dt - Z ajv Zj]

i=1 j=L
ou

2
E[Y-E(Y)-ij;. 0, () (X0 -E [X,])dt - 5 a,(z; - E (zj))]

i=1 j=1
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tendent vers leur borne inférieure (pour tous les «, p (t) a;) alors .

= P
g 2o opps, 0 X el diis % a2

i=l “T§

et

E (Y) + Ll fT B, (1) (Xi(t) - E (X,(1) dt + i a, (Z;- E (zj})

=

convergent en moyenne quadratique vers Y,, régression multiple de
Y par rapport aux X;(t) et Z;, qui est égale a :

Y, = EY”-sz—nE(Y)
i=1

(Yy; étant la régression de Y par rapport a X;(t) définie sur T,
Y, la régression multiple de Y par rapport aux Zv )

Démonstration

On démontre ce théoréme en utilisant les résultats du théc-
réme 5 - 2, comme précédemment lorsque les théorémes 2 - 5 et
92 - 6 avaient été démontrés en utilisant le théoréme 2 - 4.

Les hypothéses de ce théoréme 5 - 3 sont vérifiées notamment

si Y et les X,vérifient les hypothéses A ou B du chapitre I, si les
Z,ont des moments du 2e ordre et si

E[(Xe(t) - E (X)) (Xult) - B (X"(t')))} 3
E[(X,-,(t) -E (xt-(t))) (Z,-- L (Zi))] -

quels que soient i i’ et j.

Nous allons donner des théor&mes généralisant la théorie des
théorémes 2 - 3, 2 - 11 et 2 - 12 et ne nécessitant pas d'hypo-
theses du genre indépendance mutuelle des X, (t) et Z;(ou les hypo-
théses un peu moins restrictives données ci-dessus), qui ont été
nécessaires pour les théorémes précédents.

Théoreme 5 - 4

SiY, Yyetles Z; (j=1, 2 ... p) sont des variables aléatoires
ayant un moment du 2e or'dre, si les [, (t (2 =1, 2 ... 1) son

o
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des fonctions définies sur T appartenant respectivement aux en-
sembles de fonctions 8, si les X, )t =1, 2..., n) sont - des

fonctions aléatoires définies sur T, telles que | C,(t) X, (t) dt existe
1 T, 1 T

en un certain sens S; quel que soit i;i(t) (S &,;et ait un moment du
2e ordre, si (les hypoth&ses qui suivent font intervenir notamment
les & et les St.)

j;. 2,0 E (Y - Y) X)) at
;
existe (quel que soit C,(t) € 8,) et est égal & :
E[(Y S j;igi(t) Xi(t)]dt
si
j;it;i(t) E [Z;X,(t)] dt
existe et est égal a

E[zjj;{ g, () X, (1) dt]

quels que soient i, j et G,(t)) la condition nécessaire et suffisante
pour que :

n P 2
E(Y-Yl)st[Y-Yl—ZB‘Lf C,t) X,(t) dt—}:yizj]
T j=1

i=l

quels que soient les B vy, et Ci(t) € &; est que le systéme d'équations:
i

[ EUY - ¥y) X)) gyl) dt = 0 iy =l , o Bert ol

T

o o e Th i = A LMD

Soit vérifié quel que soit C,(t) € &..

Si &, est 1'espace L,(T;) le systéme d'équations devient :
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B[ ey gt o (p) ie=ng pour presque tout t € T;
ENY - v) Z;] =40 T8 16902 n
R B o p
Démonstration
Posons :

. 2
FEE[Y-Y-ng o t)X(t)dt-Zszl.]

T4 =1

Pour que F soit minimum lorsque tous les Biet Yjsont nuls

) L)
il est nécessaire que les -B—rF e 2 soient nuls lorsque tous les §.

B . i
et Ylsont nuls d'on ; :

[ EUY - Y) X)) () dt = 0 quel que soit [,E &,
Ti 1 1
(& =9 CeiSad, )
E Y - ) Z;] =0 (cringe. 1, o

ces conditions sont suffisantes, car on a alers l'identité :

2
F=E (Y -Y)° +E[S‘5f Q(t)X(t)dt-&-}‘YZ]

j=1
Théoreme 5 - &

S5i Y et les Zj(j =1, 2 ... p) sont des variables aléatoires
ayant un moment du 2e ordre, si les Ct.(t) et les pi(t) (¢ 5= 1, 2905
sont des fonctions définies sur T, appartenant respectivement aux
espaces vectoriels de fonctions &,,
si les X,(t) (i= 1, 2 ... n) sont des fonctions aléatoires définies
sur T,;ayant un moment du 2e ordre, telles que f P () X (e i

existe en un certain sens Si (quel que soit p (t) E &, et quel que
soit i) ait un moment du 2e ordre.

Si de plus Y, les Z;, les X,(t), les S;et les & sont tels que
les intégrales - L
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Lo, BElY xlat, [ o,(0) EZ,X,00 at
i {3

et
[f e T B [X,0) X 4] dt dt
Ti‘-xTi

existent et sont respectivement égales a E[Y f p, () X, () dt
L

E[ZJ-(J;'D‘_' (t) X; (1) dt)]

a

[(f P, (1) X (1) dt) (f €, Xut) dt)]

(quels que soient i i’ j C,€E8:i ;€ &)

la condition nécessaire et suffisante pour que les fonctions 0, e 5,
et les nombres «i vérifient :

n 2
E[Y -tZIfT‘ o, (1) X,(t) dt - Zaj.zj] = E

i
(B étant la borne inférieure du premier membre pour tous les a;
et tous les P, (t) e g)

8t que les o, jet les p;(t) soient solution du systéme d'équations
intégrales :

j:i[i‘laJE[ZX /(t) +E_[ () E (X0 (6) X,(t) at!
e

-E (YXidt)) ] &, [haoe
quel que soit Cef(t) ST

ioE(ZZ)+S‘f E[X;{t) Z,)dt - B (YZ;) =0
j=1
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Si &, est l'espace L,(T;) le systdme devient :

P n
,-‘T‘l @ E(Z X.(t)] +£Z=1 ‘];i p, (1) B [Xdt) X;(t")) at' - E (Y xi,(t)) =g

pour presque tout t € T;,
-] n
]Zl 8B (22 + :le; p,(t) E[X,(t) Z)dt - E (Y Z;)) = 0
L]
LI O R T o

Ul s 4 e

Démonstration

Pour que

e

2
E[Y - Y [0, ) X t) dt - (ij;] - B
;I

i=1
il faut et il suffit que :

E[Y g j;é(p‘(t) +B,C, () Xy(t) dt - s (ay+ ;) ZJ]Z

j=1
soit minimum quel que soit les T (t) € &; pour fi = 0 Y = 0.
Nous pouvons alors appliquer le lemme préceédent avec

4 p
4 f_l j;t_pt. (t) X;(t) dt + X a;Z
=

-

et nous obtenons le résultat indiqué.

L'application du théoréme précédent 3 Y = Y - E (Y)

5=2;-E (Z;) et a &;(t) = X; (t) - E[X; (t)] permet de ramener
I'étude des fonctions de régression p; (t) et des coefficients de ré-
gression a;a l'étude du systéme d'équations intégrales donné au

théoréme 5 - 5.

O D e D DY



CHAPITRE VI

SUR LA REGRESSION NON LINEAIRE

Nous allons généraliser les théorémes 2 - 3, 2 - 11, 2 - 12
du chapitre II en vue de 1'étude de la régression non linéaire de la
forme :

E (Y)+§n;§f..i._.. ﬁi py (e e t,-)erj’:[(x (tir) - E[X (t;-)])dti,]g

=1

Théoreme 6 - 1

Si Y et Y;sont des variables aléatoires ayant un moment du
e ordre,

siles Cy(t;...t;) sont des fonctions des i variables t;... t;définies
sur T* et appartenant respectivement aux ensembles de fonctions
E=1, 2 .., n)
& si X (t) est une fonction aléatoire définie sur T telle que, quel
que soit i,
i
[ [ Caltay s ) TT (X (100 at)
v ey £ a1
1
&iste en un certain sens S;quel que soit {;€ 8&;, ait un moment

du 2e ordre, si E [(Y - Y1) X (t)... X (t;)] existe quel que soit i,
8i:

f1 X bt syt d v na b i B8 & (el el Pt

Tt

txiste quel que soit {;E &iet est égale A :

E[(Y ST Jo o B ) B G A dti]
1 T

(ces hypothéses font intervenir notamment les sens Siet les &;)
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alors :

La condition nécessaire et suffisante pour que :

2 n i
E[Y = Yl] < E[Y el o N a,;f.:. 4 Celt . 1) mitd dtw)]2
1 1'=1

t=1

est que
ij (¥ » B X M), . 28 ) Lalted. Hp) ol i B =0

quel que soit i, et quel que soit ;€ &;

Si 8;est l'espace L,(T 1'équation devient :
E[(Y - Y,) X(t1)... X (t;)] = 0 presque partout (avec ¢ =1, 2 .., n)
Démonstration

Posons :
2

i=1 i'=1

F =E[Y - Y- }n_" O:i-f.‘..fl“' Ci(tl"'ti),—l (x (tyr) dt,;r):l

Pour que F soit minimum lorsque tous les i sont nuls, il est

] JF ;
nécessaire que les 3 soient nuls lorsque tous les @ ; sont nuls, ce
ag

qui donne le systéme d'équations :

n
o

ff EL(Y =00 X Gy i b t) &,. .. a4
1 Tt

(ce qui doit &tre vérifié quels que soient les ;€ &,;).

Ces conditions sont suffisantes, car cela résulte de 1'identité
n i 2
= 2 : . s -
F =B (Y- %) ¢ E[tzl a,f.l_..j;, Cotti -t [1 X (5) dti,):l
qui est alors vérifiée.

Théoreme 6 - 2

S5i Y est une variable aléatoire ayant un moment du 2e ordre,
si les G;(t,...t;) et p; (t;...t;) sont des fonctions des i variables

ex

B
et
exi

et

E[(
que

et c

alo:

pilt

(B ¢
est
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t,..t; définies sur T appartenant a l'espace vectoriel &;(quel que
Epltd = 1. 2., 1)

Si X (t) est une fonction aléatoire définie sur T et si
f..{..j;_ Dbt v otd 2 U)o o T o By o, iy

existe en un certain sens S;et a un moment du 2e ordre (quel que
soit p, € & et quel gue soit i)

SiY X (t) les S;et les &; sont tels que, quels que soient les
pet ;€ 8&;, les intégrales - L

f'i"fri B (. vt BLY X ot 4£])) db,de, oty

f-.A...f_ij Pi (tl ..t,;) Cj ('qtj') E[tll_:]X (t,;r) dt,‘_r Jl—i_lx (tj',) dtjr']

4] Tt

txistent et sont respectivement égales i :

E[Y f fl pan L X s A X BB 2 dt,-]

gy

i g 7 : ; B : ! :
{(f‘fn palty . t) 71X (1) dt) (fJ .ij Cj(tl'...t;)j_rl—:IlX(t;-)dtj.)]
el que goit-j (sl 2 sun m)

#quels que soient les p,;E &,et L,E &

310!‘5 '

La condition nécessaire et suffisante pour que les fonctions
blt...t;) € &;vérifient

E[Y L }_‘,(ffn gl G X e B ) . dtl_):r: B
=1 1

(B étant la borne inférieure du premier membre pour tous les p,€ &;)
St qu'elles soient solution du systéme d'équations intégrales :
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j
ff @8 (...t dt), =0
j 1] | jr=1 1

quels que soient les Cj = &‘»J. et quel que soit j

(on a posé :
pugle [ [ gl ot) E[ﬁx (te) X {t},ﬂ[—’] dtir - E[Yl‘j'}x(t,l.]
{=1 ), 22 tf=1 jr=1 i'=1 j'=1 )

Si les 8; sont les espaces L,(T le systéme d'équations inté.
grales devient :

y : : A _ ) ”
%l f‘,fu e ol E[f‘llx (tt;)jl'jx (t;.)] dt,. .. dty
j :
5 E[Y[_| = (tj,)jl b
jr=1
pour presque tous les t' (€ T)

Démonstration

Pour: que :

e

n i 2
E[Y -2 ff ekl (POt ) dt.;:)] = B
i=1 il

il=1
il faut et il suffit que : f
T
n i 4 a
E[Y -,-E_' ftjjr" (pi(tl...t,;) i Ll Ca(tl‘tt))lf—':l(x (t,;r) dti,f)] A
é

soit minimum pour tous les a;nuls quels que soient les [;€ §,.

11 suffit alors d'appliquer le théoréme 6 - 1.
s i
avec : Y1=i=21 ftf Bty b TTUX (t5) dtyd

i'=1

pour obtenir les résultats du théoréme 6 - 2.

L'application du théoréme 6 - 2 2 Y = Y - E (Y) et &
Z(t)=X({t -E X )

permet de ramener l'étude des fonctions de régression p; (dans le
cas de la régression non linéaire) a 1'étude du systéme d'équations
intégrales du théoréme 6 - 2.



CHAPITRE VII

REGRESSION
DES ESPERANCES MATHEMATIQUES CONDITIONNELLES
ET REGRESSION LINEAIRE M.Q.

Théoreme 7 - 1

Si Y et X (t) vérifient les hypotheses C,si de plus X (t) est
presque slrement de carré intégrable sur T et si quand x (t) € L, (T)

E[Y/X il x4 m] = ot [ o (1) x (8) dt (p(t) € Lo(T))

2
E[Y S fT 0 (t) X (1) dt]

est minimum si a,= o,.p (t) = P, (t).

S'il n'existe pas de forction certaine u (t) € L,(T) telle que
j;u (t) X (t) dt soit presque slirement égale & une constante, il n'y

a que pour a,= o,et p (t) = p/(t) que le minimum est atteint.
Démonstration

On a l'identité :

2

2
E[Y 5. Wpe j; o(t) X (t) at | = E[Y & f o, (B) X (1) clt]
T

+2 E[(Y-ai—Lol(t) X (1) at) (ot [ (00 - p @)X @) dt)]

2

s Fil o oto+jT' e (1) - p (DIX (t) dt]

Le 2e terme du 2e membre est nul puisque

3 (Y/conditionnelle X (t) = x (t)) =i ‘f; g (t) x (t) dt
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le ler membre est donc minimum pour a,= a.p (t) = P (), et il
n'y a que pour ces valeurs que le minimum est atteint dans le cag
ou il n'existe pas de fonction certaine u (t) € L3 (T) telle que

~£ u (t) X (t) dt soit presque sfirement égal & une constante,

N.B. Nous aurions évidemment un théoréme tout A fait analogue
dans le cas de la régression non linéaire.

pe

et

fa
ré



CHAPITRE VIl

SUR L'ESTIMATION DE LA REGRESSION LINEAIRE M.Q.

I - QUELQUES REMARQUES SUR L'ESTIMATION DE P (t).

1/ Cas ot la f. a. X (t) a une fonction de covariance

e e E[(X it) -E [X (t)J) (X (t') - E (X (t')))] connue .

Nous supposons ici que les hypothéses C du chapitre II sont
vérifiées, que les valeurs propres \A; et fonctions propres ¢; (t) de
[' (t,t') sont connues, que les coefficients de Fourier f; de

E[(Y -E(Y) (X @) - E X (t')])]

(que nous poserons égal a ¢ (t') pour simplifier 1'écriture) ne sont
pas connus.

Si la série ; 7\2.;1‘;-2 converge, il existe p (t) € L,(T) tel que :

E[(Y “E(Y) - fo® X @ -E(X @) dt]2 = B(L,(T))

et p (t) est solution de 1'équation intégrale :

[T te (1) dt = o (t)

T

Notons tout de suite que les f; étant inconnus, il n'est pas trés

facile de tester 1'hypothése de la convergence de : Ai{f?, cela ne
2

résulte pas de la convergence de Z i) ear\i=toe quandiss 4 ©

1
(Nous écartons ici le cas simple ot le noyau T (t,t') serait dégénéré).
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Pour estimer p (t) on pourrait &tre tenté de chercher un gg.

—_ B e
timé @ (t') de o (t') et de choisir un estimé p (t) vérifiant :

— —_—
fT ol A i el )

n

On pourrait considérer par exemple :

— n ' ;
R = = z[Yk- ‘”—n*l][x(n . IR xn{t)]

k-1

Soient f,, les coefficients de Fourier d'un estimé quelconquem
€ L4T) de 9 (t') relativement aux ¢, (t'). La convergence en moyenne

— ~ 2
quadratique de @_(t') vers ¢ (t') entrainerait 2; (f - £) > 0 quang

n-=> +@o,

’/\ . -
Or ceci n'entraine pas l'existence de p, (t) ce qui exigerait I3
convergence de A- A2 *£.2, mais ceci n'est pas une difficulté majeure
si T (t,t') est connu, on peut modifier 1l'estimé de m de fagon

que Z ?\,,ﬁ,,, converge, (I1 suffirait par exemple de choisir le nouvel
estimé de facon que tous les f,, soient nuls a partir d'un certain
rang v (fonction de n évidemment), ceci peut 8tre compatible avec

g.: G f,,)z-*U quand n~> +®,

o V. -
Si p, (t) existe, il resterait & étudier la convergence de p (t)

vers P (t) quand n » + o,

T
La convergence en moyenne quadratique sur T de p_(t) vers
p (t) exigerait que E ot 1, Y0 quand n = + @, ceci ne résulte

évidemment pas en général de Z (f,, - f,¥+ 0.(Les \,» + ® quand
v » + ®_ ) Mé&me si on ajoute l'hypothése de la convergence quel que

soit n de Z NI

ny 2

cela ne suffirait pas.

Méme dans le cas simple ol T (t,t') est complétement connue
on voit toutes les précautions a prendre pour obtenir un estimé sa-
tisfaisant de la fonction de régression. Il ne suffit donc pas de choi-

/\
sir un estimé gq, (t') de ¢ (t') convergeant en un certain sens vers
¢ (t') pour en déduire un estimé satisfaisant de la fonction de reé-
gression p (t).

te

pl

le
gr

{e.

fié

ou
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2/ Cas oil la fonction de convariance T' (t,t') est inconnue.

Les A; etles ¢i(t) sont alors généralement totalement inconnus.
= e o el
Si T, (t,t') et @,(t') sont des estimés convergeant en un cer-
tain sens vers I' (t,t') et ¢ (t), il n'existe pas de théoréme général

permettant d'en conclure la convergence de m défini par :

e s o om0 ——
[ Tt o ) at =g @D
T
(lorsqu'il existe un tel p_(t))

vers p (t) solution de :

fT I' (t,t") p (t) dt = @ (t)

(lorsqu‘il existe un tel p (t)).

Y /\ » Il
Le comportement de la suite p (t) sera trés variable suivant
— e —_—
les estimés choisis pour T, (t,t') et P, (t') et, A moins de rensei-
fnements trés précis sur la f.a. X (t) et la v.a. Y, on ne peut
éspérer obtenir ainsi d'estimés satisfaisants.

Soient Y;... Y,, Xi(t) ... X,(t), n réalisations indépendantes.

Nous supposons que, quel que soit p (t) € L,(T), X;(t) est
elle que p (t) X;(t) est p.s. intégrable - L sur T, _/; p (t) Xi(t) dt

léfinissant une variable aléatoire.

; Nous supposons également que les hypothéses (C) sont véri-
lées,

Nous supposerons pour simplifier que E (Y)=0,E (X (t)) = 0,

SiE (Y) et E (X (t)) n'étaient pas nuls, mais étaient connus,
" se raménerait immédiatement 4 ce cas en posant

Y=Y-E (Y) (t) = X (t) - E [X (t)].
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Considérons, par exemple, les estimés

S L 1 n

Lo (tt) = & T OXi(t) Xelth)
=1

—— 1

Rl rnims T Xt

.

-

Si E (Y) et E[X (t)] n'étaient pas connus, on pourrait faire ype
étude assez analogue avec les estimés

/-..;____ kL i X% )+, EX () L X (t')+"'+Xn(t')-
Tadtnd') *EE&[X;(H = = ] I:X,,(t )= __.l_.—n____

et
W g nl.]_ i\.;_[Yi. i AL +n T ] [ Xi(t')- Xt n +Xn(t']-|

Le noyau de l'équation intégrale

T e
LTt 5w & = 5 ¢)

est dégénéré,

Ceci ne nous surprend pas, car l'échantillon X, (ty ... X.(6*he
peut donner d'information sur la composante de 0 (t) orthogonale i
l'espace vectoriel engendré par X,(t) ... X, (t).

Tout au plus pouvons nous_ espérer obtenir un estimé satis-
faisant de la composante de p/m suivant cet espace vectoriel ou
suivant un sous espace vectoriel & a L dimensions de cet espace.

En appellant p, (5) Y [l 1 . o, (t) une base de & , la com-

— J L ey %
posante de p (t) suivant & est égale a Y, a;(n) p,(t), les Tjétant a
y 1'm1
étudier. (Pour abréger l'écriture nous n'écrirons pas que «; est fonc-
tion de n).

Si quel que soit p (t) € LAT), o (t) Xi(t) est presque sfrement

intégrable - L sur T, fT p,(t) X;(t) dt étant égal & une variable

aléatoire X;;(nous avons au chapitre I donné des conditions suffi-

— N

VE

et
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santes simples pour que ce soit vrai), nous obtenons pour trouver
l'estimé :

fT % (i Xi(t) Xi(th) (;i oy (1) at = = ): Y X; ()
=1 =1

e

ce qui nous donne en égalant les composantes des 2 membres sui-
vant plf(t|)

i i zlxﬂ.' Z Y X
le1s dal

i=1 n

[spacna L= desti2amignl)s

Les conditions d'existence et d'unicité des ©;seront données
au théoréme 8 - 1,

Nous remarquons que les @ peuvent &tre considérés comme
des estimés ''satisfaisants' des o; du théoréme 2 - 13, (Nous suppo-
sons les hypothéses de ce théoréme vérifiées). Les a; vérifient le
systéeme d'équations :

Lol e e ) EIX () X ()] dt att - Lo ELY X @) at

Les o} existent et sont uniques puisque nous avons supposé qu'il
t'existe pas de fonction certaine p (t) # 0 appartenant & & telle que

Prob f p (t) X (t) dt = 0]= I
T
Les @jconvergent presque sfirement vers les o quand n » ®

Z"- X1 Xipr

(L restant fixe) puisque E[
= “8ip

]converge presque sfirement

vers

ff () E[X (t) X (t')]) dt dt!

n f A
& que E[z ot X” ] converge presque slirement vers
1

=1

[ ) BLY X 0] at.

p; (t) est donc un estimé "consistent' de :

Mf

—
i
—

o) = % ap ()

l=1
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2
rendant E[Y - f pE)R(t) dt] égal a sa borne inférieure poyr
T
tous les p (t) € &..

L
Mais ¥, a,p; (t) est en général totalement différent de la com.
l=1
posante de p (t), solution de f T t,t') p (t) dt = ¢ (t') suivant 8,
i3

et 1'augmentation de L ne supprime pas les difficultés (cf. th. 2 - 17),

A noter toutefois le cas particulier ot L fonctions propres de T (t,t!)
L

constituent une base de &, ;_: oyp; (t) est alors égal & la compo-
=1

sante de p (t) suivant &.

Notons cependant que l'estimation de la fonction de régression
peut &tre étudiée plus facilement dans certains cas particuliers, par
exemple, si X (t) est une f.a & accroissements orthogonaux, ou si
X (t) est une f.a stationnaire (auquel cas on estimera la fonction
de régression p (v) de la fréquence), ou si X (t) est de type parti-
culierement simple.

Tout ce qui précéde montre toutes les précautions & prendre
dans l'estimation de p (t) dans les cas ol X (t) et Y sont suffi-
samment bien connues. Si nous ne sommes pas suffisamment ren-
seignés, sur Y et X (t), toute tentative d'estimation "'satisfaisante" de
p (t) est vouée & 1'échec pour les raisons que nous avons données,
Ceci explique l'orientation que nous avons donnée au chapitre II on
l'essentiel dans l'obtention de la régression est non pas la fonction
de régression p (t) qui souvent n'existe m&me pas, mais la va-
riable aléatoire de régression Y, et c'est l'estimation de cette va-
riable aléatoire qui va étre étudiée dans la suite de ce chapitre,

1c
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ESTIMATION DE LA REGRESSION

L'estimation de la régression se présente de fagon différente
lorsque E (Y) et E [X (t)] sont connus et lorsqu'ils ne le sont pas.

a) Si E (Y) et E[X (t)] sont connus

Si les hypotheéses (C) sont vérifiées et si E (Y) et E [X(t)
sont nuls 1'estimation de la régression n'est autre que l'estimation
de Yix défini au théoréme 2 -4 (on a alors Y, = %)

Si y et & (t) (vérifiant toujours les hypotheéses C) ont des
espérances mathématiques connues, il suffit de poser

T=y - B0 X(t) =& (t) - E[Z ()]

et d'estimer Yix car on a la régression Yy = E (y) L

Nous étudierons donc dans la 2e partie 1l'estimation de Y,y tel
que défini au théoréme 2 - 4.

(I1 est & noter que cette estimation de Y)x pourrait &tre faite
méme si E (Y) et E [X (t)] n'étaient pas nuls, mais alors Y, serait

différent de Yx.)

b) Si E (Y) et E[X (t)] ne sont pas tous les deux connus

Plutdt que de chercher a estimer E (Y) et E[X (t)], nous étu-
% e ———
dierons Yy estimé par Otn"‘j; p (@)X () dt.

(Ici p (t) ne sera pas considéré comme l'estimation d'une fonc-
tion de régression qui dans certains cas n'existerait mé&me pas)

Ceci fera 1'objet de la 3e partie de ce chapitre.
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II - ESTIMATION DE Y,z (PAR LES MOINDRES CARRES)

Soient p; (t) p,(t) ... p;(t) ... une suite de fonctions de Ly(T)
formant un systéme complet. Soit & l'espace vectoriel a L dimen.
sions engendré par p, (t) ... @ (t) ... p (t) (que nous supposons li.

néairement indépendants).

Nous supposons que X (t) est une fonction aléatoire et Y upe
variable aléatoire telles que :

) P, (t) X (t) est p.s. intégrable - L sur T, j; 0, (t) X (t) dat

définissant une variable aléatoire vérifiant ainsi que Y et X (t) leg
hypoth&éses du théorédme 2 - 4 (les hypothéses de ce théoréme 2 - 4
permettent de définir Yy, (L, (T)).

b) il n'existe pas de fonction certaine u (t) # 0 u(t) € &, telle
que Prob (j;u (t), 25 ) =0i= 0)= il

I1 existe alors une fonction et une seule p (t) € &,
L
p(t) =¥ ayp;(t)
l=1

telle que :
L
ST ae X (@) o = i (&)
=1

les @;étant solution du systéme

i
Youff a® e @ EXEXENdda = o, ®EIYX O

i=1

(v = 1. SSENET
Soit un échantillon de taille n, X;(t) et Y; l'observation de

rang i. Nous ne pouvons en déduire que des estimés d'un nombre L
de parameétres indépendants nettement plus petit que n.
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Nous estimerons Y;x (& ) et nous utiliserons le résultat du
théorédme 2 - 15 ol on a montré que Yx (& ) converge m.q vers

Yix (I,(T)) quand L+ +o,

I1 existe donc Lo(g)tel que, € étant > 0 arbitrairement petit :
B ¥y (R 00)) - Bl =5

quand L > L(¢g)

L étant fixé (> Lo) nous étudierons 1'estimation de Yy (& ) quand la
taille n de 1'échantillon est supérieure 4 L et nous indiquerons des
théorémes limites quand n~> +® .
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ESTIMES DES MOINDRES CARRES DE Yy (&)
Théoreme 8 - 1

Si les XL M) (4= 1, 2 ... n) et lag o (t) G = 1, 2 .., L] EeE
tels que l'intégrale - L f p, (t) X;(t) dt existe quels que soient i et .
T

(pour abréger l'écriture nous appellerons X, cette intégrale).

S'il n'existe pas de fonction p (t) € &  (p (t) # 0) telle que
j;p (t) X;(t) dt = 0 pour tous les i (1, 2... n), il existe un et un sey

—_—
systéme de valeursdes a; o;(n) tels que :

(Y—fZapl(t)X{t) at )’

i=
soit minimum. Ils sont solution du systéme :

L n n
XY XgXge= X Y Xy,

i1=1 1=1 =

—

fave prr=a o w2 L L)
Démonstration

n L
Soit z = ¥ (i - ¥ a;X,;)

{=1 lh;l
2z -
FT R SR ST 2 Xy
ir =1 l
9z
et 1l'annulation desa— nous conduit au systéme
®ys

L n
Z (I,’,}_‘ Xil Xi;r = i Y,-,X,;;:
=1 i=1 fi=1

o~

Puisqu'il n'existe pas de p (t) # 0 p (t) € & telle que tous les
frp {t) X;(t) dt = 0

}_ [f;l @ (1) X; () dt] 2(“ @ X,)

i=1 ]=

D
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n'est nul que pour tous les a;nuls. Le discriminant de cette forme
quadratique (qui n'est autre que le déterminant de notre systéme) est
donc # O,

Notre systéme d'équation admet donc une solution et une seule
D:;-

Les @;sont les valeurs des a;correspondant au minimum de z ,
car cela résulte de l'identité

n L 2 n L H n L &
2 }..[Ye- 3 “zxiz] = [Yi' 2 &}Xu] + 2[2 @3- a;) Xn]

i=1 =1 i=]1=1

Lemme 8-2-1

Si les a;(n) convergent presque sfirement vers les o, guand

=+ o ((peurgie= 1, 2, ... B) et i J; p;(t) X (t) dt existe et est

une variable aléatoire ayant un moment du 2e ordre :

—— L
Y (8 = X wm [ o ® X () at
1=1

converge presque slrement, quand n->+«, vers

L
Y (80 =% o f o (8) X (1) at.

=1

Démonstration

Nous poserons pour abréger l'écriture X;= j; e, ) 3% (&) dt.

N étant un nombre positif arbitrairement petit, on peut choisir un
nombre M tel que

on a alors

et d'apreés 1'inégalité de Tchébitcheff
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2
Prob[lXﬂ<M]>1—uX;—)>1-%

——

D'autre part puisque a; (n) converge presque sfirement vers g

il en résulte qu'il existe N (e, M, n) tel que la probabilité, poyp
que toutes les inégalités

|C‘;(n) 'a;|< M

correspondant 4 tous lesn > N (g, M, 7n) soient satisfaites, soit su-
périeure a 1 - 2 (e étant un nombre > 0 arbitraire).

La probabilité pour qu'en plus de ces inégalités, 1'inégalite
|X,| < M soit satisfaite est donc supérieure a (1 - ¥ qui est lui-
! 2

méme supérieur a 1 - 7.

Or si |X,;] <M et si pour tous les n >N (&, M, n)

E
|m-ﬂh|< =4

M
—
|X, (2, (n) - o;)] <€
La probabilité pour que toutes les inégalités :
|X,(a; (n) - a,;)l <€

correspondant a tous les n > N (¢, M, 1) soient satisfaites est su-
périeure a4 1 - 1.

/\
Quel que soit 1, a;(n) X;converge p.s vers a,;X;quand n- ta.
I1 en résulte que
——
Y,, (8 ) converge presque slirement vers Y;, (&) quand n- +m,

Nous utiliserons enfin pour démontrer le théoréme 8 - 2 la
propriété suivante :

Le

le:

n-

et

ter

lut

Dér

il

pe

ve

ph
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Lemme 8 - 2 - 2

Soit la matrice carrée symétrique\! Bll a L? éléments et soient
les 2 matrices colonnes a L éléments || C,|| et ||a ]l -

Si ||B,|| converge presque sfirement vers ||Bll de déterminant
non nul et si ||C.|| converge presque sfirement vers |[C|| quand
n-++w, la probabilité pour que, pour tous les n > N, il existe une
et une seule solution ||&,,| du systéme d'équation :

IBall x l&all = lica|

tend vers 1 quand N —» +@,

Cette solution converge alors presque sfirement vers | ol so-
lution du systéme

B x lall = liCl.

Démonstration

Puisque ||BJ| converge p.s vers ||B||l de déterminant non nul,
il existe N (7) tel que la probabilité pour que tous les I_B,,i # 0 pour
n>N (n) soit supérieure & 1 - 7. (N étant positif arbitrairement
petit).

La 2e partie du lemme résulte des faits suivants.

81 X,et Y,convergent p.& vers X ‘ot VU RNy NG ¥ foone

Xr\
vergent p.s vers X+ Y, X Y ;? convergera p.S vers}Y-(— si de

n

plus Prob (Y = 0) = 0.
Nous considérerons dans le théoréme 8 - 2 l'estimé
—— l.‘ —
Y (8) = % a(m) [ o, (0) X (1) at
1=1

de Y,y (8,) les a;(n) étant les estimés des moindres carrés du théo-
i e (- N [
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Théoreme 8 - 2

Soient p, (t) ... p, (t) ... p (t) L fonctions linéairement indes.
pendantes définies sur T et & 1l'espace vectoriel engendré par ceg

fonctions

et soit X (t) ou (x (t,w)) une fonction aléatoire du 2e ordpe
définie sur T telles que :

L'intégrale - L j; P, (t) x (t,w) dt existe pour presque tout u,
et est une fonction de w mesurable sur @ quel que soit 1.

3

E[(_[T P () X (1) dt) (f 0, (1) X (2) dt)]
existe quels que soient 1 et i’ et est égale a
JL. oo @) EIX ® X @) at dt
et si, Y étant une variable aléatoire ayant un moment du 2e ordre,
E[Y [ oo x dt]= J.p @ ELY X (6] at

quel que soit 1.

Si de plus il n'existe pas de fonction p (t) # 0 p (t) € &itelle
que_£ p (t) X (t) dt soit presque sfirement nulle.

Soit n la taille de 1'échantillon.

—_—
La probabilité pour que, pour tous lesn > N l'estimé Y,y (&)

existe et soit unique, tend vers 1 quand N>+ ®., Cet estimé con-
verge alors presque sfirement vers Yix (8) quand n~> + @,

Démonstration

Soit ||B,|| la matrice carrée a L?éléments dont 1'élément (1,1)
n . :
est E MJ
i=1
: : e Y&
Soit || C,|| la matrice colonne & L éléments D,

1= B

-

1
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E (X;; X;;/) existe et est égale a
J[. ey o, ) ELX () X ()] dt a

E (Y; Xi1) existe et est égale a f R (BB S8 ut)rdt
T

D'aprés le théoréme de Khintchine-Kolmogorov || B, |converge
presque slirement vers |[B || dont 1'élément (117) est

fj:” p (1) g, (") E[X (1) X (t")] dt at!

|C.l| converge presque sirement vers la matrice colonne ||C|| dont

les éléments sont f ) () ENTY "X )] at,
T

Le déterminant de la matrice ||B || est différent de 0 puisqu'il
n'existe pas de fonction p (t) # 0 p (t) € & telle que _[ p (t) X (t) dt

soit presque sfirement nulle.

On peut donc appliquer le lemme 8 - 2 - 2 a '&T,:" solution
1Bl x &1l = [ICall

De l'existence et 1'unicité de H’o‘c::,“ﬂ se déduit 1'existence et 1'uni-
cité de

— E
Yn(e) =YX Gm [ ot X © a
l=1

— 5
et de la convergence presque sfre de |[.,,|| vers ||a] solution de
I'équation

IB I x llell = licl

et de 1'application du lemme 8 - 2 - 1 résulte la convergence presque
bl

stire de Y, (&) vers Y, (&) quand n»> +®,

Considérons :

e L) T
V‘n[Yn &)~ % (5L)]= fﬁ[lz (o - @) g (t)]x (t) dt
T =
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Nous montrerons dans le théoréme 8 - 3 que lorsque ns 4+

m[}i @n) -a1) Py (t)]

l=1

tend vers une loi de Laplace que l'on précisera.

Nous introduirons les notations suivantes :

I2ll = i@ ... g &) ... g @]

matrice ligne a L éléments

et nous appellerons |}D|] la matrice carrée a L? éléments dont 1'6ls.
ment d,, est défini ainsi

dont = ff;, E[Y'X (1) X ") p, (t) 0, (&) dt at’

2% afff, 6 e @) g @) EIYX X @) X )] dt do g

l=1
L

+ ¥ S aa ffff, oo, @) o @) g @

l=11'=1

EX (@)X @) X (") X ('] dt dat' at" gy
les o constituant la matrice colonne |ja|| vérifiant
B =< llell =1l cll

tel que vu précédemment.

On peut si on préfére moyennant les hypothéses du théo-
reme 8. =8 ecrive

L -
e E[(Y Elm fT p (1) X (1) dt) _ﬂ;TX (t) X (t) p (t) p, (t') dt dt']
Théoréme 8 - 3
Si les hypothéses du théordme 8 - 2 sont vérifiées et si de

plus les expressions suivantes existent et vérifient les égalités sui-
vantes quels que soient 717/ mm' (égaux a 1, 2 ,.. L)

()
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EI:YZJT' o} () X (t) at f 0. (e ) dt:l=

= ffm E DY X (1) X (F)7p, (1) p, (&) @t dt'

ELY j; o ) X (1) dt [, (1) X (1) at fT p (1) X (1) dt]=

1)

o fffﬂ EY XXX {t"Ne (e, ) g (") dt at' at"

ELj; p, () X (t) dt _]T' p,, (t) X (t) dt jT‘ p, (t) X (t) d‘tjr‘pl,(t) X (t) dt]=

fffj'u E [X ()X @)X {") X @"")]p, e, (t)p, t")p,, (t"") dtdt'dt" at'

_—
V_Z (p (n) - a;) p (t) converge quand n » +®, vers la loi de

Laplace d'espérance mathématique nulle et de variance
Iell x B> finl x [ B J|=*x |||

Démonstration

Des équations définissent @ (n) et &; on déduit :

] L
i%[ a’}-cx;)][? Xilxim]%=i§lYiXim-;lX€LXim

et Vn

aved” ('S 19 s Sy

Les 2e membres constituent L variables aléatoires et pour étu-
dier leur loi limite quand n-» + ®, nous utiliserons le résultat clas-
sique suivant :

Soient L variables aléatoires Z,, (m =1, 2 ... L) et soient
I réalisations indépendantes d'un échantillon Z; ., (i =1, 2, .. n)

Si E [Z(s)] = 0 et si E[ZQ(,“,Jn existe (quel que soit m)

Zi,(ml
n
en loi vers la loi de Laplace-Gauss d'espérance mathématique nulle
et de matrice de covariance la matrice dont 1'élément (m,m') est

E[ZlmJ Z{m' l]-

Les L variables aléatoires i=1 convergent quand n-++®)



284 1. LEGOUPIL
Iei :
L
Zi,im = YiXip - Y 0 X Xia
i=1 t.‘
1
YD I ) RAE (D (YR
2 lj; 1 jT‘ = (t) dt 9

~
o

Zt,,,,=Yfpm(t)X(t)dt—
T
qui vérifient nos hypothéses. Nous aurons donc convergence en loj

vers la loi de Laplace-Gauss dont nous allons trouver la matrice

de covariance.
[Yf p. () X (t) dt
s SL czzj; g (t) X (t) at fr p ()X (t) dt]

l=1

E[Zlml Z(m'l]= E
x [YfT o, (1) X (t) dt
L
“Tafn OXO@ [o0Ox0 dt]

= iy

La matrice de covariance de la loi limite des L v.a du 2e membre
de notre systéme d'équations est donc ||D]|

(Xez Xg,,.>

=1 n

Comme d'autre part la matrice || B, ||d'éléments ¥

converge en probabilité vers la matrice symétrique 1Bl quand n ~+a,

Les L variables aléatoires Va(&ti - 1) convergent en loi (quand
n-+ o) vers la loi de Laplace d'espérance mathématique nulle et de

matrice de covariance ||B|™x ||D| x ||B||™.

Il en résulte que

| e e e
Vol 2 p () (w(n) -a;)
=1
converge en loi vers la loi de Laplace & une variable d'espérance

mathématique nulle et de variance
Il > (Bl [l =« [IBlI-* [P

e
N.B. La variable aléatoire Vn(Yix (&) - Yiy (& )) ne converge pas

forcément en loi vers la loi de Laplace, car si
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L
ﬁ[}: @M - o) e (t)]
I=1 Al

tend vers la loi de Laplace et si X (t) est une fonction aléatoire

indépendante de la précédente, il n'en résulte pas nécessairement
que :

L ———
fT valz (ar(n) -az) p, (t) X (1) dt

-

tende vers la loi de Laplace quand n- +® ,
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III ESTIMATION DE Y, (PAR LES MOINDRES CARRES) DANS
LE CAS OU E (Y) ET E[X (T)] NE SONT PAS TOUS LES
DEUX CONNUS.

De méme qu'au II puisque Y, (&) converge en moyenne qua-
dratique vers Y, [L,(T)] quand L~ +o, on étudiera l'estimation de
Y, (8. ), L étant donné quelconque. Nous avons les théorémes suj-
vants,

Théoreme 8 - 4

SilesXi(t) (#=1, 2 ... njetlesp,(t) @ =1, 2 ... Lisont
tels que l'intégrale - L j;pl (t) X;(t) dt existe quels que soient

i et 1 (on posera f o, (t) X, (t) dt = Xy).

S'il n'existe pas de fonction p (t) (€ &) telle que :
S o xma -k

pour tous les ¢ (1, 2 ... n),

Il existe un et un seul systéme de valeurs de a, ... o; . ..

m % ... tel que :

n L 2
i [Yi =Elp =~ jT' > ap (t) X;(t) dt]
: o

1=1

soit minimum. Ils sont solution du systéme :

et

3

et

Si

Si

S50
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La démonstiration est analogue & celle du théoréme 8 - 1,
Théoreme 8 - 5

Soient p, (t) ... py(t) ... p, (t) L fonctions linéairement indé-
pendantes définies sur T et soit & 1'espace vectoriel engendré par
ces fonctions, soit X (t) ou x (t,w) une fonction aléatoire du 2e ordre

définie sur T telles que :

L'intégrale - L J; p (1) x (t,w) dt existe pour presque tout W,
et est une fonction de w mesurable sur @ quel que soit 1,

E[ﬁ &H)X(ﬂdq

et

E[(fT p,(t) X () dt) (j; o, (1) X (1) dt]
existent quels que soient @ et 1’ et sont respectivement égales a
Lo EX © a

et

ff p; () @, (') E[X (t) X°(t')] dt dt’,
TxT

Si, Y étant une variable aléatoire ayant un moment du 2e ordre,

E[Y ﬁ o, (t) X (t) dt]= fT p,(t) E[Y X (1)] at

(quel que soit 1).

8i de plus il n'existe pas de fonction p (t) € &, telle que f p(t) X (t) dt
T

80it presque slirement égale a 1.
Si n est la taille de 1'échantillon.
alors :

La probabilité pour que, pour les n > N l'estimé
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o e

Lo 0 x @) at

existe et soit unique, tend vers 1 quand N+ +,

=

Cet estimé con.
verge alors presque siirement vers Y, (&) quand n > + @,

La démonstration est analogue a celle du théoréme 8 - 2,

Nous utiliserons les notations suivantes pour le théoreéme 8 - ¢
Elles ont des significations différentes de celles du théoréme § - 3

Nous appellerons ||B|| la matrice carrée a (L+ 1) éléments

Boo=1 be = b= [ p () BIX (1)) dt

(L etir =

bus = ff 0 ® g, (1) BIX () X (9] dt dv
2 055 A5 e B

Les o,. .. 0O

.

étant solution du systéme

o +
I

L4-

ar [ p () ELX (1) at
1

= E (Y)
o [ 6, ) EIX (8] dt + li a ff o, g, () B X (1) X ()] dt a
=1 itk

= [ o () BIY X ) &

| . 08
Nous définirons la matrice carrée ||D]|| a (L + 1)° éléments

L
doo= E (Y'an)z + 2% E

o [0 BIX (] dt-2 S [EIY X0 p bt
=1 T 1=1 i
+ 2 3
l=1 1"
o= dpw = [(EIY2X ()]p, (1) at + a3 [E(X ()¢ (1) dt
T T o

+12L2 cx;oc;-ffﬂ

=1t =T

!
i

wanff  EIX X @) e (0 e @) dt de

E(X () X (t") X (t")1g (t) p, (t') p (t") dt dt' dt"
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- 20, [ ELYX (1) o, () dt—ZEL{ w ff B IYX ()X () g (0)p,(t) deat
+ 2 aaé‘i a;ffm E[X (t) X (t)]p, (t) p, (t') dt dt’
dm,,,.=ff”TE[Y2X () X (t)1p @) p, (') dt dt* +

R “sz, _BIX@® X (@)p, (1)g, (1) didt

+ }E i ay apr ffff E[X ()X ") X @) ("]

l=11'=1

g, (t) o ) g, U""ip., (') 4t dat* dt'* &t
-2 off EIY X (®X (t)p, (1) g, (t) at at

L

-2 Yafff,EIYX@X@)XE Q1) g () o, () dt at det
i=1

+ 2 aDEL a fffﬂ E[X (t) X (") X (t")]p, (1) p,(t") g, (t'")dtdt’ at"

l=1

Les matrices || B ” et ||D| existent moyennant les hypothéses
du théoréme 8 - 6 et moyennant ces mémes hypothéses

L 2
Het e E[Y Sz ¥ cx;jT‘ P (t) X (t) dt]
=1

AR E[(Y _a"_zi aif 0,0 x @ at) (Lo, 00 X @ dt]
=1

a,. .= E[(Y iy ILEE“'/; o (t)X(t)dt)2 (f pm(t)X(t)dt)
=3 T
(Lo, 0 x dt)]

Nous appellerons enfin ||P| et ||@Q] les 2 matrices lignesa
L + 1 éléments.

1Pl =l0oe@..... p )l

I
o
=
=
Lzs

n
=
=

Il

Théoreme 8 - 6

Si les hypoth&ses du théoréme & - 5 sont vérifiées et si de

Plus les expressions suivantes existent (quels que soienti,i’, m, m' =
l, 2 ... L) et vérifient les égalités :
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EI:YZ_/; R (t) X (t) dt]— f E [Y*X (t)p, (t) dt

E[Yzj; p (t) X (t) dt j; p. (t) X (t) dt |=

ij‘ E [Y?X (t) X (t)g (t) p,. (t") at gp

T

ELY fT p, (B) X (t) dt _fpm, (t) X (t) dt] =

=Sl BEIYX WX @) e, () dta

ElY f[owx®ma fo,0 X dafg®xw dt]=

% ffj;a E[YX (1) X (t) X @] p (t)p, (') p, (t') at at' din

E frpm (1) 2 (&) dt fT p. (t) X (t) dt jT' P, () % (f) dt]:

JLEX @ x ) X (1e, @ p,, () p () at at! dun

E fT p (1) X (t) dt fT p, (0 X () dt ‘/;pl (t) X (t)dth pl,(t)X(t)dt]=
ffff E [X (t)X(t')X{t”)X(t'”)] pm(t-) pm' (t')pl(t”)pl,(t“')dtdt' dt''dtn

/\
1 ¢ ¥nledagslor () 5= "c5p) p, (t) |converge en loi, quand n+ + o |
vers la loi de Laplace d'espérance mathématique nulle et de variance

Il x (Bl*xInl * Bl * Il

2/ Vn ['&:(-;1_)- - ,) converge en loi, quand n-+ ®, vers la loi
de Laplace d'espérance mathématique nulle et de variance

Il x [BlI=xlIDll x IBI=*xIQl’

Démonstration

Nous obtenons ici le systéme d'équations :

n n

e 3 Z‘ Xit i W - EX;L
Vn(au- O:o) +1§ [V_(Ct - Ot;)] Vﬁ_<t=1n - Q.- ZC(; |'=:|_lr1

n

. e, R e

P T ot T T gy vy

I N L = T

e |
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n 2 L n : 3
W(@-a,) 3 Hie+ ;[va (@ -a;)]z L

i=1 i=1 n

n W i 5 ani Xim_ EL‘ o i }(“,Xim
5 n 1=l n =1

n L=l

$=1 n

(avee mv = 1, 2 ... L)

Nous poserons cette fois

L
Zigtan = Xq= e Y 0 Xar

l=1

Lig oy Ly S = W Rl = li 0y X5 X
=1

L
Zigs)” 52X = =) on;pri (t) X (t) dt

I=1

Zuy =Y [ o)X (1) dt -a, [ 1) X (1) at -
L
_I}Ela;j; o, ) X (1) at f o ()X (1) at

Le reste de la démonstration est analogue a celle du théo-
réme & - 3 en notant toutefois, que les notations actuellement uti-
lisées n'ont pas la méme signification qu'alors. Les L+ 1 v.a Z,) Zp
ont une espérance mathématique nulle et une matrice de covariance
égale a || D|| . Le théoréme en résulte.

Les théorémes limites du chapitre IV pourraient &tre utilisés
pour estimer Y, (L,T)) qui peut &tre, par exemple, considéré comme
limite d'une régression multiple de Y par rapport & L variables
aléatoires X (t;) ... X (t,) quand L >+ @ de fagon que le plus grand
des t; - ti-l » 0,

Le point important pour 1'utilisation pratique de ceci est évi-
demment la rapidité de convergence vers Y, (L,(T)) de fagon & pou-
voir obtenir avec L pas trop grand une bonne approximation de
Y, (L,(T)). Par exemple dans le mémoire de Sir R. Fisher sur
linfluence de la pluie sur les récoltes, la régression multiple de

Y par rapport 4 6 v.a f P, (t) X (t) dt représentait, & son avis,
T
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une approximation satisfaisante de Y, (L ,(T)) (avec les choix de P, ()
faits par R. Fisher naturellement), alors que dans ce m&me pro-
bldme d'application pratique, la régression multiple de Y par rapport

aux j; X (t) dt aurait exigé environ une soixantaine de termes (leg
i

T, correspondant & 6 jours) pour obtenir d'aprés l'avis de S. R. Fisher
une approximation convenable de Y, (L,(T)), ce qui rendait impos-
sible toute estimation, puisque la taille de l'échantillon était faible
dans le cas des récoltes.

Tt O 0O N et

Oy T A



CHAPITRE IX

SUR L'ESTIMATION
DES ESPERANCES MATHEMATIQUES CONDITIONNELLES

Nous considérerons dans ce chapitre le cas ot l'espérance ma-
thématique de Y conditionnelle 4 la réalisation x (t) de la fonction
aléatoire X (t) est, lorsque x (t) € L,(T), de la forme

a°+j;p {ty = () dt

avec p (t) € L,(T).

%, peut &tre connu ou & estimer (si a, est connu on se rameéne
immédiatement au cas ou il est nul). p (t) doit @tre estimé. On sup-
pose que n réalisations de X (t) x;(t) € L,(t) sont observées et

que p observations de Y Y;; sont faites pour chaque x; (t) observé .

Notons tout d'abord qu'on ne peut espérer estimer que la com-
posante de p (t) suivant l'espace vectoriel engendré par les x, (t)
ou suivant un sous-espace & de cet espace, sous espace dont nous
appellerons p, I [°} (t) la base. Mais puisque p (t) € L,(T), il
existe un entier L, (g) tel que, si les p_(t) forment un systéme com-
plet de fonctions base de L, (T), loréque b= T, (&), oniait

b 2
) [p Gite Beals (t}] dt < ¢
1=1

L

12:1 @, p, (t) étant la composante de p (t) suivant l'espace vectoriel &,

qui a pour base p (t)... p (t). € étant un nombre positif arbitrai-
fement petit. a ;

Si nous avons la possibilité d'observer a notre choix les réa-
lisations x (t) que nous désirons, nous pouvons, par exemple, ob-
server comme réalisations de x;(t) les L premigres fonctions pl(t) oI
P (t) d'un systéme complet base de L, (T).
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Si les réalisations observées X; (t) dépendent du hasard, faj.
sons 1'hypothése que p (t) X; (t) est presque slirement intégrable. |,
sur T quel que soit p (t) € L,(T).

S'il n'existe pas de fonction u (t) € & telle quefT u (t) X (1) g
soit presque sfirement nulle, la probabilité pour que :

Jo ®x, @ a=o0

pour i =1, 2 ... L quel que soit ¢ = 1, 2 ... 1 tend vers 08
n—++ o, I restant fixe.

Soit p, , (t) la composante de p (t) suivant 1'espace vectorie]
engendré par les X;(t) (1 =1, 2 ... n)

B (t) est aléatoire.

Puisque :

Lo - ZLI, ®, 0, (t))2 dt < e
1=

et puisque la probabilité pour que
S oo ) X, () at =0

pour ¢ = 1, 2 ... L quel gque soit ¢ = Lk, 2 ... n tend vers (dhand
n + + ®@ la probabilité pour que :

Lo ®-po , Wdce

tend vers 1 quand n-~> + @,

Si au contraire de ce qui a été fait précédemment, on sélec-
tionne & notre gré les réalisations x; (t), on peut retarder indéfi-
niment l'observation de réalisations permettant d'estimer certaines
composantes importantes de p (t).
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ESTIMATION, PAR LES MOINDRES CARRES, DE LA COMPOSANTE
DE p (t) SUIVANT &

Iei & pourra étre soit l'espace vectoriel engendré par les
réalisations x; (t), soit un sous espace vectoriel de cet espace.
Puisqu'il est question ici d'espérance mathématique conditionnelle,
nous agirons comme si & n'était pas aléatoire.

Au chapitre VIII, il était essentiel de faire une étude statis-
tique portant & la fois sur X (t) et sur Y. Ici, lorsque & est choisi ,

iln'y a aucune nécessité de multiplier le nombre d'observations sur
X (t), & moins que l'on cherche a faire des tests de 1'hypothese

= (Y/conditionnelle X (t)) i ‘]; Pl

I1 suffit que &, soit inclus dans l'espace vectoriel des obser-
wetlons =, () ... 3%, ()

En faisant tendre le nombre p d'observations de Y ( pour
chaque x; (t)) vers l'infini, nous obtiendrons des théorémes asymp-
totiques.

Théoreme 9 -1

SiTesan (D) (1= 1,525 #n) %t ¥ley pl(t)(1=1, I S T
tels que l'intégrale - L j; pz (t) x; (t) dt (que nous poserons égale a

X pour simplifier 1'écriture) existe quels que soient i et ;

1/ Si de plus, il n'existe pas de fonction p (t) € &, (p (t) # 0)
telle que :

j:_p (t) x, (t) dt

Soit nulle pour tous les i ( =1, 2 ... n)

I1 existe un et un seul systéme de valeurs des g @, tels que
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n L3 2
& [ fzcx;pl ) x; () dt]
{=1 j=1 I=1

soit minimum.

Elles sont solution du systéme d'équations

j=1

*OIH

(avecoyy =0d502 aulsy)

2/ S'il n'existe pas de fonction p (t) € &, (p (t) # 0) telle que
f p (t) x; (t) dt = k pour tous les i (=1, 2 ... n) k étant une cons-
T

tante quelconque.
I1 existe un et un seul systéme de valeurs des o tels que :
n P L 2
2 _Z[Yij =0~ fT Z e, (1) x; (1) dt
i=1 j=1 : 1=1
soit minimum.
Ils sont solution du systéme :

L
N S

21

H
g
L4

A
n
o

4
"

)
n
z

-,
"

o
=
[

ut

el
s
iFe
X
}
3

Txi i .éx

=1

-
"
-
—

(avee m (=oly 2ua: D)

la démonstration est analogue & celle du théoréme 8 - 1 pour le 1/
et du théoréme 8 - 4 pour le 2/.

Théoreme 9 - 2

Al E[Y/condit.X(t) =x (t)€ Lz(T)] sls b gk

Lowx®a (o (t) € L, (T))

()

-

D
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et si la variance de Y conditionnelle & la réalisation x (t) est in-
dépendante de x (t)

Si de plus les réalisations observées X, (t) vérifient les hypo-
theses du théoréme 9 - 1 1/,

alors

les estimés des moindres carrés (cf théoréme 9 - 1 1/ de la com-

posante 2; @; @ (t) de p (t) suivant l'espace vectoriel 8 des observa-
tions x; (t) sont les estimés linéaires par rapport aux observations
de variance minimum.

Si on réalise de nouvelles observations x,; (t) engendrant un
espace vectoriel &, n'ayant pas d'élément commun avec & et si on
considére l'estimé des moindres carrés (th. 9 - 1 1/ de la com-

posante 3, LT (t) de p (t) suivant &,
l'

a0 ®+ a0,
1 ir

est I'estimé linéaire par rapport aux observations de variance mini-
mum de la composante de p (t) suivant 1'espace vectoriel & , .de
dimension L + L' et de base les P, (t) et P, (G
Démonstration

Elle résulte du théoréme de Gauss-Markov.
Théoreme 9 - 3

Si

& (Y/condit.X(t) = x (t) € LQ(T)) T Ot f; O (b x (1) idt

avec p (t) € L,(T), et si la variance du Y conditionnelle & x (t)
est indépendante de x (t),

81 de plus les réalisations vérifient les hypothéses du théoréme 9 -
12/

Les estimés de ce théoréme 9 - 1 2/ sont les estimés deq,
¢t de la composante p (t) suivant 8 , linéaires par rapport aux ob-
Servations, de variance minimum.
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Démonstration
Ceci résulte du théorédme de Gauss Markov. Il est toutefoig 3
noter que nous n'avons pas ici de propriété équivalente & la derniére

propriété du théoréme 9 - 2, ce qui s'explique facilement.

Soit Y; la variable aléatoire Y conditionnelle a la réalisation
x ()€ LyT) de X (t).

Théoréme 9 - 4

Si les E (Y,-_) existent et sont égales a :
j;p (t) x; (t) dt avec p (t) € L,(T) (ou a o,+ fT'p (t) x;(t) dt)

et si les hypothéses du théoréme 9 - 1 sont vérifiées les estimés
des moindres carrés des o donnés au théoréme 9 - 1 convergent
presque sfirement vers les o quand p-> +«.

Démonstration

Pomsias bb Zonllsn

L
2 op (t) x,(t) dt
1=1

RCECEHOR::

Mr'}"ﬁ

(]‘.IX
1

il

l

Le théoréme résulte alors du théoréme de Khintchine-Kolmogoroff,

Théoreme 9 - &

Si les Y; ont des moments du 2e ordre quel que soit :, si:
E (Y;) = [ p(t) x;(t) dt avec p (t) € Lz (t),
T

et si les hypothéses du théoréme 9 - 1 1/ sont vérifiées, en ap-
pellant |B]| la matrice des coefficients des «, dans les équations qui
donnent les estimés &ldu théoréme 9 - 1 1/, en appellant D] 1a
matrice a L? éléments

s Y FrCovd ¥, N, o, 2w 6f m x.1,2 ... 5}
i=l{%l

o ™

le

]
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alors :

Les variables aléatoires Vp (&; - @;) convergent en loi, quand
p»>+o, vers la loi de Laplace d'espérance mathématique nulle et
de matrice de covariance la matrice ||Bi|'1x D] x ||B|l":l
Démonstration

La démonstration est analogue a celle du théoréme 9 - 6,

Théoreme 9 - 6

Si les Y; ont des moments du 2e ordre, si
E (Y;) =a, + j; o (t) x,(t) dt avec p (t) € L,(T)

et si les hypoth&éses du théoréme 9 - 1 2/ sont vérifiées,si onap-
pelle |[B|| la matrice des coefficients des a, .. 0;. .. dans les équa-
tions qui donnent les estimés du théoréme 9 - 1 2/ et ||D || la ma-
trice 2 (L + 1)?éléments :

-

n
dl==m oy cov (Y, Y;,)
i=1

ir=1

cov (N, X)X,
1

MJ
>

dom = o =

i=1 {7

1
n n
dae = 2 2 oo (¥, T Bl
i=1§r=1

(oI IR e SR )

les variables aléatoires Vp (&,-a,) ... VP (&;- a;)... tendent, quand
P>+ w, vers la loi de Laplace d'espérance mathématique nulle et de
matrice de covariance || B[ x[|D] x B

Démonstration

Des équations 9 - 1 - 2 on déduit :

L
YT (3.~ a) + 2 P (- o) X% - ieﬂ
1=1 '
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$ 3
n L » n P — (Yij—au—H @) X5 ) X,
VPO (G- X2 Xt VPG ap) Y xuxin= Y [ i=1 =1 i A
i=1 1=1 i=1 j=1 \/ﬁ

Or quand p~>+®, les variables aléatoires du 2e membre tendent
vers la loi de Laplace d'espérance mathématique nulle et de matrice
de covariance ||D || d'ol notre théoréme.



CHAPITRE X

ESTIMATION DE LA LOI CONDITIONNELLE

Nous considérerons le cas ol la densité de probabilité de Y
conditionnelle a la réalisation x (t) (€ L ,(T)) de la fonction aléa-
toire X (t) est de la forme f (y, u, v, 8, 9,) avec

us fo®x®a, v={p (®x®da

o (t) et p, (t) € L,(T))
o, (t) p, (t) et les parametres 9, et 9, étant & estimer.

(Pour éviter de multiplier le nombre d'indices employés, nous
considérons le cas de 2 fonctionnelles u et v et 2 parametres 9, 9,.
Il va de soi que les méthodes seraient exactement les meémes et les
résultats analogues s'il y avait un nombre quelconque de fonctionnelles
ou de paramétres. )

Le cas plus général ou on considérerait la loi conditionnelle
de Y par rapport & plusieurs fonctions aléatoires ou variables aléa-
toires s'étudierait de fagon tout a fait analogue.

soitp, (e, 5 P, (t) ... p, (t) un systéme de fonctions de L, (T)
orthogonal normé formant une base de 1'espace vectoriel &, engendré
Par les réalisations x,;(t) (¢ = 1, 2 ... n) de la fonction aléatoire
(on suppose que ces réalisations sont de carré intégrable sur T)

Soient :

x ;;les coordonnées de x, (t) (PR e )

®; les coordonnées de p, (t)

B, les coordonnées de p (t)
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On posera :
15X X0y 50 Xl
1
On ne peut espérer estimer que les composantes de P, (t) e

P, (t) suivant l'espace linéaire &, des réalisations xi(t). Les remarquES

faites au début du chapitre IX sont valables ici et Z o P (t) con-
verge m.q sur T) vers p (t) quand L > +®, dans les mémes con-

ditions.

Nous supposerons que p réalisations Yi G P ) L
sont observées pour chaque x; (t) et nous nous contenterons d'indiquer
brigdvement quelques propriétés des estimés du maximum de vyraj-
semblance de 9, 6, et des coordonnées w,; B; des p, (t) p, (t).

Théoreéme 10 - 1
Siff (y, u, v, 985, 9;) dy peut étre dérivée sous le signef

par rapport & u, v, 0;0,, si

o Log f o O ot 8 oot o diliga.f
3 u 9v ° 8, 98,

sont continues en u, v, 9, 8, pour les valeurs u; v; 6, 6, uniformé-
ment par rapport & y, les estimés du maximum de vraisemblance
de o;... o B,... B0, 8, convergent presque slirement lorsque p 2>+,
vers Oj...0%, PBy... B 6, 0,581 le systéme d'équations qui donne ces
estimés n'a qu'une seule solution.

Ces estimés du maximum de vraisemblance sont solution du
systéme :

1 3 fily v, 18,,07)
LX [ Zg = B
= i (y“. u':.i v,;: ep 92) CR ij
- 1 Tl LBty i - =)
Z - z =0
¥l f (y,;ja u,;a Vis el.v 92) ov ij
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1 3f 8., 9
P 8, 9,) [ Himare 2)] g
;) .'Y.;j. Wy, Vs Y1s 95 391 ij
i (yh., g N, By 8,) 28, ij

(les indices ¢ et j placés aprés les dérivées indiguant qu'on consi-

dére les valeurs de ces dérivées quand y = Yy uRrESEl, SR v;)

Théoreme 10 - 2

Si les estimés du maximum de vraisemblance ;... & B5... B,
9, 9, tendent en probabilité vers a;... o B;... B, 9,9, lorsque p >+,
si f (y,u,v,8,,9,) est dérivable 2 fois sous le signe f par rapport

aux u, v, 68,, 8, si la matrice

L Bay L2t 3f 1 2f 2f 1 af af
E £2 (B u) ] = i av] E[f2 u 681] E[f2 2u 98,

BRI
E f aezau]
existe et si les fonctions

3°log £ 115°Log £ 1 2°Logt #’Log't 2'log?
P e 381 ’ v, .  Phdy "

? Log £.*9%Log I'F 9%Logf o°Log i = ologr
du P8, Buegrt - ovIbNi. Iavaoh® 9,0 9,

sont continues en u,v, 8,,9, pour les valeurs u;v; 8,9,, la continuité
¢tant uniforme par rapport a y.
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La loi de probabilité de l'ensemble :

\,flj'(fxl-al), ey W(&L-QL)’ Vrp_(él' Bl)) ey W{ﬁL'BL)n \fﬁ(él‘ﬁl),ﬁ@;@

tend, quand p-» +® , vers la loi de Laplace & 2L + 2 dimensions dont
les espérances mathématiques sont nulles et dont la matrice de co-
variance est égale a l'inverse de la matrice symétrique ||J | dont
les éléments sont :

(l'indice i que nous placerons aprés les parenthéses signifieront ici
que nous considérerons les valeurs des expressions entre parenthésesg

pour u = u; Vv =V;)

el <5 % [Pt o e
BRIV B2 ? 4 ?(au)],x“x”'
= 1
TStz L 1 fdiscpt:p8]
Uil 8 L RS a”"; Ele =5y | *us, ary
3 ==
lixt &L . [ B Qs
I R a0 = X E 23U 9, g
1 =44
lag, T ol . FLaf 211
L gl ORGSR ""”"z;'Eﬂaua_e2 *i
= et
L+1<1¢<2L T RN
Pour ; . ¢ 11¢ 2L sl S E -fT(—_aT) Xy fa-L) X tpd iy
i L di
L Lo £/1% < 31 sy LB AR Ell .
St BT Nl W P T
L+ 1€ 7¢caL o 1 af =
BOMS S —taly 10 G 2 B 129V 20, i -0
v - Ji
[T 551 e
ri =i = 2L +1 =¥ El -
pou agp ; % (391)]
¥ i
1= 2L +1 i 58 ot
our b Y e
p M= a2 o 52 He T |_f2 391 392]
1
e B
pur L =3t = 20 + 2 G E__j
p 11 2". fz(aaz]_
e 1

1Y O
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Nous n'insisterons pas davantage, puisque ceci est analogue a
la théorie classique.

SUR UN CAS PARTICULIER
Nous donnerons quelques bréves indications sur le cas particu-
lier simple ot Y obéit 4 une loi conditionnelle normale dont 1'espé-

rance mathématique conditionnelle & la réalisation x (t) (€ L, (T))
de la fonction aléatoire X (t) est égale a :

at fp® x @ at (p (t) € L,(T)

et dont la variance est égale & o?(indépendante de x (t))
Nous supposerons qu'étant donné x,(t), j, observations de Y
(appelées Y,-j) seront faites et nous estimerons o’ o,, et la compo-

sante de p (t) suivant l'espace vectoriel des x,(t) (i =1, 2 ... n)

Estimés du maximum de vraisemblance

2 i
1

En posant {:’
i=

Bk

™ iy

Ry (Yij gz j;p t) x; (1) dt)z =L

=1 j=1

on obtient pour la vraisemblance L

P IR Yy 1
L = -?Log c 2~ 202Q

qui est maximum si et seulement si @ est minimum et o2est égal a

Q*%lﬂ‘ (que nous poserons égal a 32).

Soient o, les coordonnées de p (t) par rapport a &,

n i L &
@ =3k [Yi,- =S alx“]
1=1

i=1 j=1

Q est minimum si et seulement si a, et o, sont solution du systéme
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i=1 1=1 1' v=l. 1oy
L n
~ s &,
0102, 1, Xt Z oy (Z Jilextl')_ L i Yn X
i=1 151 =1 1=l j=1
(eveaty =it 5 2 5 ST
S'il n'existe pas de p (t) € & tel que :
Lo () % (1) dt = k
T
quel que soit ¢ (= 1, 2 ... n) ce systéme admet une seule solution

que nous appellerons & _,.. &;...

Le théorédme de Gauss Markov est ici applicable et ces es-
timés des @ sont les estimés, linéaires par rapport aux observa-
tions, de variance minimum.

Nous appellerons ||A || la matrice des coefficients des inconnues
de ce systéme et a,.les éléments de cette matrice.

Les & sont normalement distribués et ont pour densité de pro-
babilité :

(211)%1 L{-&J;exp. [_ zlcz(i ZL‘. a0 @, ~ @) (0 aq.))]

q=0q1=0
G2
D'autre part Z jiFest distribuée indépendamment des g et
1

obéit a une loi dux? a ¥ j, - L - 1 degrés de liberté, d'ou :
T
Rq= &g =
j 6#
3

(e SR T
th_—L-l

1

ad

obéit 4 la loi de Student a X - L - 1 degrés de liberté., (a%’

1
étant les éléments de la matrice [|A["?)
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Enfin :

(EJ Sl 1)zzaqq(a-aq) (Bqe = agqr)

1 q=0q'=0

(L + 1)(_“ jt_) g2

F =
obéit 4 la loi du F avec L + 1 et E jt - L - 1 degrés de liberté,
d'ot un intervalle de confiance pour’l'ensemble des a,.

Intervalle de confiance pour Y conditionnelle a la réalisation
x, (t) de la fonction aléatoire X (t).

(x,(t) appartenant & l'espace vectoriel des observations xaE) caa X (8))

. A W
1=1

, L L
> jicrz(l +L NN oanl xoqxuq)

i 9=0gq'=0
2 Peoliss 1
i
(x,; étant les coordonnées de x,(t) par rapport aux o) (t))
obéit a4 la loi de Student a “J - L - 1 degrés de liberté et peut

étre utilisé pour donner un mtervalle de confiance pour Y.

Enfin si on utilise le critére du rapport de vraisemblance pour
faire un test de 1'hypothése H, (a = a, (q =0, 1... L) cquelconque)
contre l'hypotheése H que lesa et les’d sont quelconques on obtient :

1
A= o
i3
1+ il gl
EJ-L-]. g
[
F étant égal a :
£ L
Z(]—L-l ZZ a_aoq} (aq"aoq‘)

+

(2 i) o

le test A est donc équivalent au test de F aux faibles valeurs de A
correspondant les grandes valeurs de F.

.f
-‘:"m«w/



TOE, SHOTALIA MOITIHMOETIEMOTAIIA LIZAIRAY

= » s s ey ok nitad
= ’-:. ¥ b g"v 1_:,\;';) : }_ 1' 75 ‘
(R | S I | S 4 § S B
: ;” ’ :ﬁv.u:’-r"‘, 53 ‘x i Yistss
= T i ﬂ'&“' (r* ) ;
! ¥ : p T g :.: .

énsdﬂ sb adigeb 1 - 1 -}L S 1o 1+ osvs T ub ol al 4
i ybrnb sliimasns 't ';mqu:u-nmn ob sllsviatni

,nousnﬂsb—: sl & sifennolijbnos ¥ Tuog o oo sB sllavish
T o thals T Tiat B

(fexgus - J&:mmlmnm !Ib Eﬂw

gue Bous -Appelisvois &,

i

La thebrdnis o O“:lﬂ‘hsx\lqﬂ 1‘! e is;ph-,hhln_
‘ - . Ly

}iéw n;!prl 1o oRs
e S sysibma et B e 18 & matrite
, ‘Los 9% mﬁm«::’ﬁm 4 %
mmmndﬂobmt-awg;(imnp




BIBLIOGRAPHIE

R.A. FISHER - The influence of rainfall on the yield of wheat at
Rothamstead. (Philosophical Transactions of the Royal Society
of London Series B, Vol. 213, pages 89 - 142). Il s'agit ici
de l'étude d'un exemple d'application pratique des probabilités
et de la statistique. Les théories que nous avons développées
peuvent s'y appliquer.

En ce qui concerne les théories de probabilités ou de statis-
tique que nous avons utilisées on pourra consulter par exemple :

BLANC -LAPIERRE et FORTET - Théorie des Fonctions aléatoires,
(Paris, Masson 1953).

CRAMER - Mathematical Methods of Statistics.

DUGUE - Traité de Statistique théorique et appliquée, (Paris, Mas-
son 1958).

WILKS - Mathematical Statistics (Wiley)



. whtHidedory #eb suplistq lm}m:l;qud‘b sigrexs mi'h sbiady

HRIARDOL 1818

5 fasftw o bisly adi do Usdaiét Yo sonsuldal ST = STMHRIY |
iainnd (svcH ud! o anciizagastT iscifqoeciidd) bustemiadion
il tige's 11 ARel =~ B8 psysq &Ik JoV 8 #sived acbool k,

aghulevhd sdeve Mitio sup wsiv o(’m:! zal - sopHetiate ol sh h‘
Jesipligas v'a foavis :

whlinre ub wo sWilidadoug ol mr-:ohﬁt #al mssm wp 25
E mqmug 'uq wouenos I’I‘Iﬁuq no ssbeifily eovvs tuoa

- ) Agrer mull
leaBuifala o abosits M In;iiaumdﬁ!( E




INTRODUCTION

CHAPITRE I

CHAPITRE II

CHAPITRE III

CHAPITRE IV

CHAPITRE V

TABLE DES MATIERES

PRELIMINAIRES SUR L'INTEGRATION
AT AT R S S L R e

SUR LA REGRESSION LINEAIRE EN
MOYENNE QUADRATIQUE DE Y PAR
RAPPORT A X (6} BEEINIESHR T oo

:SUR LE COEFFICIENT DE CORRELATION
DECY _ET ] DERINGE eSIRSP s Sear s 3

: THEOREMES LIMITES SUR LA REGRES-
SION LINEAIRE M.@R CORRESPONDANT
A CERTAINS MODES D'OBSERVATION DE
it T o e e e e ;

: GENERALISATIONS :

1/ Régression et corrélation d'une fonction aléatoire
par rapport a4 une autre fonction aléatoire.......

2/ Régression d'une variables aléatoire par rapport a
plusieurs fonctions aléatoires et variables aléatoires.......

CHAPITRE VI

CHAPITRE VII :

: SUR LA REGRESSION NON LINEAIRE,...

REGRESSION DES ESPERANCES MATHE -
MATIQUES CONDITIONNELLES ET RE-
GRESSION LINEAIRE M.@...........c60.

Pages

167

175

215

231

251

252

261

265



312 J. LEGOUPIL

CHAPITRE VIII : SUR L'ESTIMATION DE LA REGRESSION
I Quelques remarques sur l'estimation de p (t).......
II Estimation de Y, (par les moindres carrés)........
1II Estimation de Yx (par les moindres carrés) dans le

cas ot B (Y) E[X (t)] ne sont pas tous les 2 connus.......

CHAPITRE IX : SUR L'ESTIMATION DE LA REGRESSION
DES ESPERANCES MATHEMATIQUES CON-
DITIONNELLES LINEAIRES.......c00v :

CHAPITRE X : SUR L'ESTIMATION DE LA LOI CONDI-
B T T Bl 0 R e .

BIBLIOGRAPHIE

Pages

267
274

286

293

301



-5

INDEX

BORNE INFERIEURE
B; (L, (T), S)ou B;(Ly(T)) ou B, (pour abréger 1'écri-

BB R S o BN i) e B, s e e
505 (£ e o o = i Relend ot o sl 0 Dt ol et e T .

HYPOTHESES

IS fy7g o7 o5t 1Lt A7 W Rt Ko g T Wl S 0, s ke i AP B Bt 5l
1By g oro 45Xt (T U S IR i e i e e R e R e s e :
1567 076 4 1c7= A Al Gl R R St S IR, et b b Ot el .
Hypothese s D R st s :

INTEGRALE

MATRICE

(1 B T e e R S

S0 HBEE N e b AR TR S SN Nt o %

Pages

184
191
208
193
210

17
172
192
204

sTal
171
173

209
211



314

J. LEGOUPIL

[ 1E Senss v B A S0 L0 5 10y 378 Ly, T I Rami i
D = 1 D i g SR (L SRR L S R L PR T
Boriseney, O AT A e o, Sy S a4 G

) g e RS R e R A e T R B

e P T e s L e S

26 HENBE s Tt e e s B R R g

R e etis vy i g i s A e s e ks

20 Benayhah M B NIRRT

Il

[ T o e e e S S e e
PSR Yo e s SR S e R S N L e e e
SHTRC Uy o - e s RN Ry ey B ot e e TR

A BBTE G G e e S e R e

VRS S)ton e s R e G e
Yo (L), S)-on ¥ (L () on et i s o e
AR B T v T IR T e R Rl T Wl e D s
S N e L SRR, LT SN S

209
211

282
289

289

282
288
298
299

185
190
212
213



