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INTRODUCTION

Ces questions, qui ont des applications importantes dans des
domaines variés, ont été abordées par Sir Ronald FISHER dans ses
études sur l'influence des pluies (X (t) dt étant la quantité de pluie
tombée pendant la durée t, t + dt, X (t) étant une fonction aléatoire)
sur la récolte (variable aléatoire Y). La théorie des fonctions aléa-
toires n'étant alors pas développée, il a remplacé la fonction aléa-
toire X (t) par l'approximation Aj Pt (t), les At étant des variables

i =1'

aléatoires et les P4 (t) des fonctions certaines qu'il a choisies. Il
a étudié la corrélation multiple et la régression multiple de Y par
rapport aux A{ et a considéré ses résultats comme des approxi-
mations satisfaisantes (sans plus de précision mathématique) de la

, corrélation et de la régression de Y par rapport à la fonction aléa-
toire X (t) définie sur l'année correspondante (corrélation et régres-
sion qu'il n'a pas définies, et il n'a pas abordé les difficultés que
cette définition soulevait). Ce n'est qu'après une étude mathématique
rigoureuse que l'on peut justifier les approximations faites dans
l'utilisation pratique de cette étude. Ceci a fait l'objet de notre tra-
vail.

Le chapitre I est consacré à quelques préliminaires sur l'inté-
gration aléatoire qui joue un rôle fondamental dans l'ensemble de ce
travail. La régression linéaire en moyenne quadratique de Y par
rapport à X (t) est définie et étudiée au chapitre II. On montre no-
tamment que, moyennant certaines hypothèses, elle est limite m. q
de la régression multiple de Y par rapport aux L variables aléatoires
JT Pj. (t) X (t) dt (les pj (t) formant un système complet base de
L2 (T)) quand L * +œ.

Le chapitre III est consacré à la définition et à l'étude du
coefficient de corrélation de Y par rapport à X (t) définie sur T qui,
là encore, peut être considéré, moyennant certaines hypothèses

I comme limite du coefficient de corrélation multiple de Y et de L
variables aléatoires Jt Pj (t) X (t) dt quand L tend vers l'infini .
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Le chapitre IV traite de théorèmes limites, la régression et
le coefficient de corrélation de Y par rapport à X (t) étant, moyennant
certaines hypothèses, limites de la régression multiple et du coeffi-
cient de corrélation multiple de U par rapport aux n variables aléa-
toires /,, X (t) dt . . . /Tn X (t) dt ou par rapport aux n variables
aléatoires X (tx) ... X (tn), quand n -*• + œ

Le chapitre V est consacré à des généralisations :

1/ au cas où on considère la régression d'une fonction aléa-
toire Y (^) par rapport à la fonction aléatoire X (t)

2/ au cas où on considère la régression de Y par rapport à <
plusieurs variables aléatoires et fonctions aléatoires.

Dans le chapitre VI on examine la régression non linéaire. \

(
La régression des espérances mathématiques conditionnelles j \

est comparée à la régression m.q. au chapitre VIL I ]

]Dans les chapitres VIII et IX on étudie des problèmes d'esti-
mation de la régression. I (

Enfin l'estimation de la loi conditionnelle de Y par rapport à ) \
X (t) est examinée au chapitre X. \

L'étude de la dépendance de probabilité d'une variable aléatoire
par rapport à une fonction aléatoire constituant un domaine très

t

vaste. Il a fallu nous limiter, et bien des questions, que nous avions
primitivement l'intention d'inclure dans ce travail, ne sont pas trai-
tées ici. En particulier, dans le cas où la fonction aléatoire est à
accroissements orthogonaux, on peut obtenir la fonction de régression j
sans résolution d'équation intégrale. Dans le cas où la fonction aléa-
toire est stationnaire du 2e ordre, on peut considérer une fonction
de régression de la fréquence v (en utilisant la décomposition spec-
traie). Des problèmes de tests d'hypothèses seraient intéressants à
étudier.

1
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CHAPITRE I

PRÉLIMINAIRES SUR L'INTÉGRATION ALÉATOIRE

Nous consacrerons quelques préliminaires à des intégrales
f p (t) X (t) dt p (t) G L<2 (T), X (t) étant une fonction aléatoire ,

Tétant dans l'ensemble de ce travail un intervalle fini ou une somme
d'un nombre fini d'intervalles finis sur Rx.

Ces intégrales que nous rencontrerons constamment dans ce
travail peuvent, moyennant certaines hypothèses, être définies dans
des sens très divers. Nous étudierons particulièrement deux défini-

I tions de cette intégrale qui interviendront fréquemment dans la suite .
Nous les appellerons intégrales aux sens A et B. Toutefois la plu-
part des théorèmes des chapitres suivants sont valables même
lorsque cette intégrale est définie dans d'autres sens pourvu que
cette intégrale possède certaines propriétés. Dans les chapitres
suivants, nous énoncerons donc beaucoup de théorèmes sous des hypo-

i thèses moins simples que les hypothèses A ou B, mais moins res-
trictives.

e

S : A) SUR QUELQUES PROPRIETES D'INTEGRALES STOCHASTIQUES
s ' DE CERTAINES FONCTIONS ALEATOIRES PRESQUE SUREMENT

INTEGRABLES - L sur T.
à

fl ! hernie 1-1 - Si X (t) = x (t,w) est un processus mesurable sur T x Q
et si, P (t) étant une fonction mesurable sur T,►fl

f i p (t) i e i x (t) i dt < + «►,

l'intégrale - L J p (t) x (t,oo) dt existe pour presque toutw, définit
une variable aléatoire, et El j p (t) X (t) dtI existe et est égal à
f p (t) E [X (t)] dt. -*
Démonstration :

p (t) x (t,oû) étant mesurable sur T x q Ce lemme résulte des
théorèmes de Tonelli et Fubini.

1
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Dans la suite nous appellerons cette intégrale, intégrale au sens a.

Théorème 1-1

Si X (t) est un processus mesurable et si p (t) et E | X (t) |
appartiennent à L2 (T), P (t) X (t) est presque sûrement intégrale -L
sur T, J p (t)X (t) dt définit une variable aléatoire, et E^y* p (t) X (t)dt
existe et est égal à f P (t) E (X (t)) dt.

Démonstration :

Il résulte du raisonnement qui permet de démontrer l'iné-

galité de Schwarz que si p (t) et E | X (t) | E L2 (T) l'intégrale
L J | p (t) | E | X (t) | dt existe et l'application de lemme 1-1

nous donne le résultat.

N. B. Si X (t) est un processus mesurable et si E (X2 (t)) existe et
est intégrable - L sur T, E | X (t)| existe et appartient à L2 (T),
en effet, l'existence de E (X2 (t)) entraîne l'existence de E | X (t) |
et la propriété résulte de L E | X (t) | ]2 < E (X2 (t))

Lemme 1-2 '• Si X (t) = x (t,w) est une fonction aléatoire mesurable
sur T x fi et si l'intégrale - L

jfjf I Pi (t) P2 (t') | E | X (t) X (t')j dt dt' < + 00

Px (t) et P (t) étant des fonctions mesurables sur T,

L'intégrale - L ff p (t) p (t') x (t,w) x (t',u)) dt dt'
•'«'TXT 1 2

existe pour presque tout w, définit une variable aléatoire, et

E\ffr t Pi (t) P2 (t') X (t) X (t') dt dt'J
existe et est égale à

ff Pi (t) P2 (f) E ( X (t) X (t1)) dt dt'.J «'T * T

Démonstration :

Px (t) P2 (t1) x (t,^) x (t',U)) étant mesurable sur Tx T x fi , cela
résulte des théorèmes de Tonelli et Fubini.
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Théorème 1-2

Si X (t) est une fonction aléatoire mesurable, si pi (t) et
P2 (t) £ L2 (T) et si E | X (t) X (t') | existe et £ L2 (T * T),

ffrxJ pi ^ p2 x (*#■&)) x Ct'ioo) dt dt'

existe pour presque tout oo, définit une variable aléatoire, et

E[//Txt pi(t) p2 (t') X (t) X (f) dt dt'J
existe et est égal à

ffJxl M*) p2 (*') E (x (*) x (*')) dt dt'-
démonstration :

si : (t) et p2 (t) £ L2 (T) et si E | X (t) X (t')|existe et est
£ L2 (T x T)

ffJx T|PX (t) p2(t') | E|X (t) X (t'j| dt dt* < + œ

(d'après l'inégalité de Schwarz) et l'application du lemme 1-2 nous
donne le résultat.

N. B. SiX (t) est un processus mesurable et si E (X2 (t)) existe et
est intégrable - L sur T, E [|X (t) X (t*) |] existe et est £ L2 (T x T).
Ceci résulte de l'inégalité de Schwarz

[E | X (t) X (t') |]2 <: E (X2 (t)) x e (X2 (t'))

Lemme 1-3 : Si P (t) est mesurable, si x (t,o)) est mesurable sur T x Q
et si j | P (t) | E [ | X (t) X (t') | ] dt < +œ> , l'intégrale - L

f p (t) x (t,o)) x (t',o)) dtJ T

existe pour presque tout oa et définit une variable aléatoire.

E^ p (t) X (t) X (t') dtj

1
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existe alors et est égal à P (t) E [ X (t) X (t1) ] dt.

Ceci se démontre en utilisant les théorèmes de Tonelli et Fubini,

Théorème 1-3

Si P (t) E L2 (T) si X (t) est une fonction aléatoire mesurable,
si E | X (t) X (t1) | est de carré intégrable sur T (cette dernière
hypothèse étant en particulier vérifiée si E (X2 (t)) existe et est
intégrable - L sur T),

J p (t) x (t,u)) x (t',(jo) dt existe pour presque tout U) et définit une
variable aléatoire. El J p (t) X (t) X (t1) dtlexiste alors et est égal
à f p (t) E[X (t) XL(t*)] dt.

Démonstration :

Il résulte de l'inégalité de Schwarz que

/ |p (t) | E | X (t) X (t') | dt< +œ

et l'application du lemme 1-3 nous donne le résultat.

Lemme 1-A : Si p (t) est mesurable sur T, si X (t) est un processus
mesurable, si Y = y (oo) est une variable aléatoire (Y étant alors

mesurable sur Q ), et si, J | p (t) | E | Y X (t) | dt < + œ ,

l'intégrale - L J y (u)) P (t) x (t,u>) dt existe pour presque toutw
et définit une variable aléatoire.

E[/t Y p (t) X (t) dtj existe et est égal à /T p (t) E [ Y X (t) ] dt,
Ceci se démontre en utilisant les théorèmes de Tonelli et Fubini.

Théorème 1-4

Si X (t) est mesurable, si p (t) G L2 (T) et si E | Y X (t)|E L2(T)
les résultats du lemme 1-4 sont vrais.

Ceci se démontre en utilisant l'inégalité de Schwarz.
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N.B. Les résultats du lemme 1-4 sont vrais si X (t) est mesurable,
siE[Y2] existe et si E ( X2 (t)) existe et est intégrable - L sur T.

Il résulte en effet de l'inégalité de Schwarz

[E | Y X (t) | ]2 ^ E (Y2) E (X2 (t)) que E | Y X (t) | e L2 (T)

Nous rencontrerons fréquemment par la suite les hypothèses
suivantes que nous appellerons : HYPOTHESES A.

Hypothèses A

X (t) = x (t,u)) est une fonction aléatoire mesurable
sur Tx Q,E [X2 (t)] existe et est intégrable L sur T

p (t) est de carré intégrable sur T

Y = y (co) est une variable aléatoire y (w) mesurable
sur Q,E [Y2] existe

Moyennant ces hypothèses A vérifiées par X (t), p (t) et Y,
les résultats des 4 théorèmes précédents sont vrais.

B) SUR UNE AUTRE DEFINITION DE L'INTEGRALE STOCHASTIQUE

f p (t) X (t) dt

T sera ici encore un intervalle de mesure finie ou la somme
d'un nombre fini d'intervalles de mesures finies.

Nous considérerons les hypothèses suivantes que nous rencon-
trerons dans la suite et que appellerons : HYPOTHESES B..

p (t) e l2 (T)

Hypothèses B*
X (t) est une fonction aléatoire du 2e ordre définie
sur T, continue en moyenne quadratique

E (X2 (t)) est intégrable - L sur T

Soit px (t).. . . Ph (t). . . . une suite s de fonctions continues conver-
géant en moyenne quadratique "sur T" vers p (t). L'intégrale sto-
chastique de Riemann m. q. f pn (t) X (t)dt est définie et, quand n ■* °° ,

elle converge en moyenne quadratique vers une limite L d'après le
critère de Cauchy.

(Nous appellerons dans la suite cette intégrale, intégrale au sens B).
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En effet :

e[jT [ p (t) - pm (t) ] X (t) dt J < jf [ Pn (t) - Pm (t) ]2 dt jT E [ X2 (t) ] dt
d'après l'inégalité de Schwarz et la permutabilité des signes E et J

dans E^jf X2 (t) dtj. Or, J E (X2 (t)) dt est fini, le 2e membre
sera donc < e (arbitrairement petit) dès que n et m sont supérieurs
à N (e).

On peut démontrer l'unicité de la limite L quelque soit la suite
s considérée (convergeant en m. q vers p (t)).

Les symboles E et f étant permutables sur f p (t) X (t) dt
"T , J T n

on en déduit qu'ils le sont pour J p (t) X (t) dt.
On peut démontrer aussi que, moyennant les hypothèses B:

(pi (t) et p2 (t) € L2 (T))

Epr $r (t) x (t) dt fT p2(t) x (t) dtl
existe et est égal à :

//txt Pi (t) P2 #| ECX (t) X (t')] dt dt' eT jf p (t) X(t) X(t') dt

existe et est égal à f p (t) E[ X (t) X (t1) ] dt

Si de plus E [Y2] existe (Nous appellerons hypothèses B les
hypothèses Bi plus cette dernière hypothèse)

On démontre que E [Y X (t)] existe (ceci résulte de l'inéga-
lité de Schwarz)

E [Y X (t)] est continue, en effet :

E [| Y [X (t') - X (t)] |] ^ \/ E (Y2) Ve [X (t') - X (t)]2

et puisque E (Y2) est fini, la continuité de E [ Y X (t) ] résulte de la
continuité m. q de X (t).

On peut démontrer enfin que : E [Y f P (t) X (t) dt] existe
et est égal à f p (t) E [ Y X (t) ] dt.
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On peut aussi démontrer que si l'intégrale f p (t) X (t) dt
existe au sens A et au sens B, il y a probabilité 1 pour qu'elles
soient égales.

On pourrait définir / p (t) X (t) dt en des sens différents des
*/T

précédents, par exemple

p (t) G L2 (T)

si E [X (t) X (t')] existe et est de carré intégrable L sur T x T,

et si : E p (t) X (t) p (t') X (t'

existe et est intégrable - L sur T x T, on peut alors définir une
certaine sorte d'intégrale qu'on pourrait appeler intégrale - L m. q
(cf. Moyal, Journal of the Royal Statistical Society, Londres B 2 1949,
Vol.Xl, page 169). Ici, p' (t) X (t) n'est pas forcément une fonction
presque sûrement intégrable - L, ce qui empêche l'utilisation de cette
définition pour l'étude statistique que nous ferons.

Les hypothèses B pourront intervenir dans l'étude de la régres-
sion, toutefois elles ne suffisent pas pour l'étude statistique. Les
hypothèses A, elles, permettront une étude statistique.

Dans la suite interviendront des intégrales aléatoires définies
en un certain sens S (pouvant être différent de A et B). Nous ferons,
dans tout ce travail, sur S l'hypothèse suivante :

Si f (t) et g (t) sont des fonctions aléatoires intégrables au
sens S sur T, si a et p sont des nombres réels, alors a f (t) + p g (t)
est intégrable au sens S et

f[oc f (t) + P g (t) ] dt = a f f (t) dt + p / g (t) dt.JT "t

En plus de cette hypothèse (que nous ne répéterons pas) nous
ferons sur S d'autre hypothèses qui ne seront pas les mêmes pour
tous les théorèmes. Elles seront mentionnées explicitement dans les
énoncés.

Les intégrales de fonctions non aléatoires que nous rencontre-
rons dans la suite seront entendues au sens de Lebesgue.

e



 



CHAPITRE II

SUR LA RÉGRESSION LINÉAIRE M.Q. DE Y

PAR RAPPORT A X (t)

Les théorèmes 2 - 1 et 2 - 2 sont relatifs aux bornes infé-
rieures de

et

E Y

E Y

E Y

a0 - jf p (t) X (t) dt I 2
E (Y) - J p(t) [X (t) - E (X (t))] dt
a o - jf P(t) (X tf) £ (t)) dtl 2

pour tous les a0 et pour tous les p (t) et £ (t) appartenant à cer-
tains ensembles de fonctions.

En posant =Y-E(Y),& (t) = X (t)
né à l'étude de la borne inférieure de E

E (X (t)), on est rame-

p (t) X (t) dt 2.• /
Cette étude est abordée dans les théorèmes 2 - 3 et 2 - 4 et

on aboutit à l'étude de la régression linéaire m. q. de ^ par rapport
à la fonction aléatoire SC (t) dans le cas où E (aj) = 04 E (£C (t)) = 0.
Puis on fait l'étude de la régression linéaire m. q. Yx de Y par
rapport à X (t), dans le cas général, dans les théorèmes 2 - 5 et
2-6. Yx est limite de suites aon + f p (t) X (t) dtjT n
ou E (Y) + / p (t) [X (t) - E (X (t)) ] dt telles que :

wj n

Y-oca fT pn (t) X (t) dt J2 ou E £y - E (Y) - pn (t)[X (t) - E (X(t)) J dtl
tendent vers leur borne inférieure.
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Ces résultats supposent un choix du sens S de l'intégrale
f p (t) X (t) dt et ils dépendent du choix de l'ensemble des fonc-

*T
tions auquel appartient p (t).

Après l'étude du cas où cet ensemble est l'espace L2 (T), on
examine le cas où p (t) appartient à d'autres ensembles, par exemple
l'espace des fonctions continues sur T, ou l'espace des fonctions
indéfiniment différentiables sur T.

Dans les derniers théorèmes, on étudie le cas où l'espace des
fonctions p (t) est un espace vectoriel à L dimensions. Dans ce cas,
l'équation intégrale donnant p (t) telle que la borne inférieure soit
atteinte (lorsqu'il existe au moins une solution de cette équation in-
tégrale) devient un système d'équations algébriques, et on est ramené
à une régression multiple. L'étude du cas où L -» + co est ensuite
faite. Ces derniers cas sont particulièrement importants pour l'étude
statistique que nous ferons à la fin de ce travail.

L'étude de la régression peut se faire si on connait la fonction
de répartition F (tjl xx, t2, x2, y) = Prob (X ('tx) < xx, X (i^) < x2jY<y)
ou bien les 2 fonctions de répartition

Fx (ty Xi, t2, x2) = Prob (X (tx) < xL X(t2)< x2)
et

F2 (ti, xx, y) = Prob (X (tx)<Xl, Y< y).

Bien entendu certaines hypothèses ne portant pas sur ces fonc-

tions de répartition seront nécessaires si on veut que j p (t) X (t)dt
"t

soit définie en certains sens S.

Dans le cas tout à fait particulier de la fonction aléatoire
L

X (t) = 2 A i |>Y(t), les j (t) étant des fonctions de carré inté-
grable sur T (dont nous pouvons supposer que f d>î (t) dt = 1),

*'T

les Ai étant des variables aléatoires ayant un moment du 2e ordre,
la régression étudiée sans ce chapitre n'est autre que la régression
multiple de Y par rapport aux L variables aléatoires Aï.

Théorème 2 - 1 :

Si la variable aléatoire Y a un moment du 2e ordre, si p (t)
est une fonction certaine quelconque appartenant à un certain en-
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semble g de fonctions, si X (t) est une fonction aléatoire de t défi-
nie sur T telle que / p (t) X (t) dt existe en un certain sens S et
un moment du 2e ordre quel que soit p (t) G g , si E (X (t)) existe,
si J p (t) E (X (t)) dt existe y p (t) G S, si S, g , et X (t) sont
tels que, y p (t) G g, J p (t) E (X) (t) dt = E ïj p (t) X (t) dt jj
alors :

E Y-a0-^ p (t)X (t) dtj %e£y - E (Y) - J p (t) [X (t)-E (X(t))] dtj2
l'égalité n'étant vérifiée que si a0 = E (Y) - f p (t) E (X (t)) dt.

"T

La borne inférieure pour tous les a0 et tous les p (t) (G g)
de E j^Y - a0 -i p (t) X (t) dt jj est égale à la borne inférieure
pour tous les p (t) (G S )

de : E Fy - E (Y) - jf p (t) ï X (t) - E (X (t))] dtj2
démonstration

Posons Y - J* p (t) X (t) dt = Z
Z est une variable aléatoire qui a un moment du 2 e ordre (puisque Y
et f p (t) X (t) dt en ont).

Z a donc une espérance mathématique et

E (Z) = E|^Y - p (t) X (t) dtj = E (Y) - eT^ p (t) X (t)‘ dtj
= E (Y) - f p (t) E (X (t) dt

d'après nos hypothèses.

Le théorème se démontre alors en utilisant le fait que si Z
est une variable aléatoire ayant un moment du 2e ordre, E (Z - o^)2
est minimum si et seulement si aD = E (Z)

N.B. On considérera souvent dans la suite l'ensemble S des fonc-
tions G L2 (T)

ÏK

2
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Théorème 2-2

Si les hypothèses du Théorème 2-1 sont vérifiées, si deplus 2, (t) est une fonction appartenant à un ensemble ê' de fonctions
tel que J* p (t) £ (t) dt existe pour tout p (t) £ ê et pour tout Ç (t) G 8',
si E (X (t)) G g' ou si, plus généralement, il existe une suite de£ (t) G S', 2^ (t) .... £n(t) telles que

f P (t) t (t) dt t p (t) E (X (t)) dt

quand n -> + oo ,

la borne inférieure de E |^Y - a„ - J* p (t) [ X (t) - £ (t) ] dt J
pour tous les 0Cq réels, p (t) G g, 2, (t) G g', est égale à la borne
inférieure pour tous les p (t) E g

de E Ïy - E (Y) - jT p (t)[X (t) - E (X (t))] dtj
Démonstration

Posons : Z = Y - f p (t) X (t) dtA
k = oc° - y* p (t) 2 (t) dt

E [Z - k]2 tend vers sa borne inférieure lorsque k -* E (Z) ce qui
est possible puisqu'il est possible de choisir = E (Y) et de choisir
une suite de fonctions £ (t) G g1 telle que

/ P (t) Çn (t) dt + f P (t) E (X (t)) dt" T •'T

quand n •* + œ.

Théorème 2-3

Si Y et Yl sont des variables aléatoires ayant un moment du
2e ordre, si Ç (t) est une fonction définie sur T appartenant à un
ensemble g de fonctions, si X (t) est une fonction aléatoire telle

que J C (t) X (t) dt existe en un certain sens S quel que soit
C (t) G g", si :
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E C (t) x (t) dtj
existe (V Ç(t) G g"), si E (Y X (t)) et E (Yx X (t)) existent et si
l'intégrale - L

f C (t) E [ (Y - YJ X (t) ] dt
*4

existe quel que soit C (t) G g" et est égale à

E ^(Y - Y,) jf X (t) C (t) dt J ,
la condition nécessaire et suffisante pour que :

E (Y - YJ2 4 E [y - Y> *a x X (t) C (t) dt

quels que soient a et Ç (t) G g" (a étant un nombre quelconque) est
que l E [ (Y - YJ X (t)] Ç (t) dt = 0
quel que soit £ (t) G g"

Si g" est l'espace L2 (T) la condition devient E[Y X (t)] = EtY* X (t) ]
presque partout.

Démonstration

E Y - Yx - a C (t) X (t) dtj2 = E (Y - Yx)2-
[(Y - Yii X- 2 a E C (t) X (t) dt

+ a2 E^y* Ç (t) X (t) dt j
]

la condition nécessaire et suffisante pour que ceci soit minimum
pour :<x = 0 est que :

E [(Y ■Yi) X c (t) X (t) dtJ = 0
ou, vu nos hypothèses, que :

f E [ (Y - YJ X (t) ] C (t) dt = 0
et si ceci est vrai quel que soit Ç (t) G L2(T)

1
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on a :

E ( Y X (t)) = E (Yi X (t)) p.p.

Parmi toutes les variables aléatoires Yx possédant cette pro-
priété, nous étudierons, à la suite du théorème 2 - 4, Yx fonctionnelle
linéaire de X (t). Nous donnerons d'abord quelques préliminaires et
nous démontrerons 2 lemmes qui seront nécessaires pour l'étude
du théorème 2 - 4.



VARIABLE ALÉATOIRE ET FONCTION ALÉATOIRE 181

SUR LES DEVELOPPEMENTS EN SERIE DE FONCTIONS PROPRES

Nous supposons que E [ X (t) X (t') ] G L2 (T x T). Soient ([» (t)
les fonctions propres, A.^ les valeurs propres de E (X (t) X (t1 ))
c'est-à-dire les Aet <L{ (t) vérifiant :

f E (X (t) X (t')) cj,. (t) dt = ^x(tl)
les 4>{ (t) formant un système orthogonal normé.

E (X (t) X (t1 )) étant du type > 0, les A.*sont positifs

E (X (t) X (t1)) n'étant pas nul presque partout, il existe au moins
une fonction propre. Si le noyau est fermé il y a une infinité de
fonctions propres et de valeurs propres. S'il y en a un nombre fini

e [x (t) x (f) ] = y ^(t) ^ (t'}
ki

cri • t- - + a V (t')S'il y en a une infinité ^ converge en moyenne
t t

quadratique vers E (X (t) X (t')) c'est-à-dire :

ff [e (X (t) X (t')) - £ jvfr} fri (t'.n dt dt" "T x T |_ t=t A.{ J
' -*• 0

quand n-^œ. L'intégrale simple en dt tend vers 0 pour presque tout
t'.

Leme 2-4- : Soit une fonction aléatoire X (t) telle que E (X (t) X (t1))
existe et G L2 (T x T), et telle que, u (t) étant une fonction quel-
conque G L2 (T), f u (t) X (t) dt existe en un certain sens S, Set

" T

X(t) étant tels qu'elle ait un moment de 2e ordre égal à l'intégrale - L
JJ t u (t) u (t') E (X (t) X (t')) dt dt' quel que soit u. (t) G L2(T)

La condition nécessaire et suffisante pour que E (X (t) X (t' ))
soit un noyau fermé est qu'il n'existe pas de fonction certaine u (t)
vérifiant f (u (t))2 dt f 0 et telle que f u (t) X (t) dt soit presque

"T *'T

sûrement nulle.
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Démonstration

E u (t) X (t) dtj2 = JJ u (t) u (f) E (X (t) X (t»)) dt dt'.
Dire qu'il n'existe pas de u (t) £ L2 (T) avec / (u (t))2 dt f 0*'T
annulant le 2ème membre équivaut à dire qu'il n'existe pas de tel u (t)
rendant presque sûrement nulle J u (t) X (t) dt.

Soit p (t) une fonction e L2 (T). Si les (J;* (t) forment un sys-
tème complet, les ci étant les coefficients de Fourier de p (t),
(ci = f p (t) cb (t) dt), la série 2 c cb. (t) converge en moyenne“T { { i 1
vers p (t). Si les c|;t (t) ne forment pas un système complet p (t)
est égal à 2 c{ cj;. (t) plus une fonction orthogonale aux c[>.(t), (l'égalitéi 1 i

et le signe 2 étant entendus au sens de la convergence en moyenne
quadratique sur T).

Nous considérerons maintenant E (Y X (t)) dont nous supposons
qu'elle existe et £ L2 (T). Si les 4j$ (t) forment un système complet
(c'est-à-dire si le noyau E (X (t) X (t1)) est fermé) et si on appelle %
les coefficients de Fourier de E (Y X (t)) par rapport aux <p. (t)
la série 2 f i cj;. (t) converge en moyenne quadratique sur T vers

E (Y X (t))

Etudions maintenant le cas où les (k (t) ne forment pas un
système complet, on obtient alors le lemme 2-4 bis.

Lemme 2-4 bis . Si Y est une variable aléatoire ayant un moment du
2ème ordre.

Si X (t) est une fonction aléatoire ayant un moment du 2ème
ordre.

Si E [X (t) X (t')] est de carré intégrable sur Tx T,

Si E [ Y X (t)]£ L2 (T).

Si, l'intégrale étant définie en un certain sens S, S Y et X (t)
sont tels que :
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Y J p (t) X (t) dtl existe et est égale à l'intégrale - L

f p (t) E (Y X (t)) dtA

quel que soit p (t) G L2 (T)

E U p (t) X (t) dtj existe et est égale à l'intégrale - L
ff p (t) p (t') E (X (t) X (t1)) dt dt' quel que soit p (t) G L2(T),

* " TxT

même si le noyau n'est pas fermé E (Y X (t)) est développable
en série de fonctions propres orthogonales Zi f. (Jj (t) (avec con-

t t

vergence en moyenne quadratique sur T) ne contenant que les fonc-
tions (|;. (t) qui figurent dans le développement du noyau (ces fonc-
tions formant un système incomplet si le noyau n'est pas fermé).

démonstration

Ceci revient à démontrer que, si u (t) est quelconque G L2 (T)
orthogonale à E (X (t) X (t1)), u (t) est aussi orthogonale à E (Y X (t))

f u (t) E (X (t) X (t')) dt = 0
entraîne

ff•'•'TxT
u (t) u (t') E (X (t) X (t')) dt dt' = 0

or ceci est égal àà EU 1
u (t) X (t) dt I qui est donc nul, il en

I Y J u (t) X (t) dt |= 0 doncrésulte (inégalité de Schwarz) que E
que f , . •}/ u (t) E [Y X (t)J dt = 0 ce qui démontre notre lemme.

TT

Théor'eme 2 - i

Si Y est une variable aléatoire ayant un moment du 2e ordre ,

siX (t) est une fonction aléatoire définie sur T ayant un moment du
2e ordre,
si E [X (t) X (t1)] est de carré intégrable sur Tx T,
si E [Y X (t)] G L2 (T),
si l'intégrale f p (t) X (t) dt existe en un certain sens S V P (t) GL2(T))

v't
et a un moment du 2e ordre ( V P (f) G L2 (T))
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si de plu s "!if X (t) et S sont tels que, V P (t) G l2 (T) :

E|[x» (t) X (t)
CM

1

'”1
4->TJ //J J T x T

P (t) P (f) E (X (t) X (t1)) dt dt1

E bj P (t)
r

X (t) dtl -1 p
r

(t) E (Y X (t)) dt

On a :

1/ E[ Y - f p (t) X (t) dt b E (Y2) - 2 2 c* f{
t

> E (Y2) - S
t

& 0

(On posera E (Y2) - S f
t

2 =

t BJ

2/ De plus, si et seulement si la série S V f,2 converge, il

existe au moins une valeur de p (t), p (t) = 2fi4>i(t) (la série

convergeant vers p (t) en moyenne quadratique sur T) pour laquelle
l'égalité est obtenue.

S'il n'existe pas de fonction u (t) G L2 (T) avec J" (u (t))2 dt f 0
telle que f u (t) X (t) dt soit presque sûrement nulle, la fonction p(t)

*'T

pour laquelle Bi est atteinte est unique. (Nous considérerons comme

identiques 2 fonctions p (t) telles que

/ [Px (t) - P2 (t)]2 dt = 0)

S'il existe au contraire une telle fonction u (t), la fonction p (t)
pour laquelle B est atteinte n'est pas unique et l'égalité sera ob-

tenue si et seulement si p (t) - 2u À.{ f4 4^ (t) est orthogonale aux (p.(t)
i 4

3/ Même si la série 2 Xi2fi2 ne converge pas, nous considé-
t

rerons une suite quelconque p (t) de fonctions p (t) telle que

E pn (t) x (t) dtl 2
tende vers B x borne inférieure de E |^Y - J p (t) X (t) dtj pour tous
les p (t) G L2 (T) (il existe de telles suites), f p (t) X (t) dtcon-

"T n

verge alors en moyenne quadratique vers une variable aléatoire
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Ylx = % Xi f4 |f (t) X (t) dt (m. q).

indépendante de la suite des pn (t) choisie.

Nous verrons que, lorsque de plus E (Y) = 0, E (X (t)) = 0
la régression générale Yx définie plus loin est égale à Ylx.

démonstration du U

E Y - /t p (t) X (t) dt J2 = E (Y2) - 2 E Ty f p (t) X (t) dtj +
+ E[l (t) X (t) dt

et d'après nos hypothèses ceci est égal à :

E(Yz)-2 p (t) E [Y X(t)]dt+ff p (t) p (t')E[X (t)X(t')] dtdt'

Posons (même si les 4^ (t) forment un système incomplet)
ci = p (t) ();. (t) dt (Les Ci étant les coefficients de Fourier de
p (t), S Ci2 converge).

t

L'utilisation du lemme 2-4 bis, nous permet d'obtenir

/ p (t) E [Y X (t)] dt = X ci ^
d'où

eTy - £ p (t) X (t) dtj2 = E (Y2) - 2 X Ci fi + 1-^—
et 2

E (Y2) - 2 I c i fi + S -^4- >E (Y2) " ^ Ai L2
i i Ai i

(en effet cette inégalité est équivalente à V ^> 0
i Xi *

qui est toujours vérifiée puisque les valeurs propres \i sont posi-
tives).

Il ne nous reste plus pour le la qu'à démontrer que

E (Y2) - X Xi fi2 » 0

*1
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E R p (t) X (t) dtl ^ 0 quel que soit p (t) E L2 (T) on a donc:

E (Y2) - 2 S Ci f{ + 0
i t A i

quel que soient les tels que Z c{2 converge.

Si on choisit ct = Xi fi pour i = 1,2 .... I

e* = 0 pour i > I (I entier quelconque)
i*i

nous obtenons E (Y2) - Z ^i^i2 ^ 0
i =J

t = i

£ \ttf< E (Y2)

ceci étant vrai quel que soit I, la série à termes positifs Z
converge et a une somme inférieure ou égale à E (Y2)

Démonstration du 21

Si la série Z Xj2f^f converge, il existe au. moins une fonc-i

tion p (t) E L2 (T) dont les coefficients de Fourier ct sont égaux
à X. f.. E (Y2) - Z ^if{2 est donc la borne inférieure de

[’-JCE | Y - / p (t) X (t) dtj pour tous les p (t) E L2 (T) et elle est
y

atteinte pour p (t) = 2* (t)

D'après le lemme 2-4, s'il n'existe pas de fonction certaine

u (t) ê L2 (T) vérifiant J* (u (t))2 dt f 0 et telle que J u (t) X (t) dt
soit presque sûrement nulle, le noyau E [X (t) X (t')] est fermé et
les (J;.(t) forment un système complet, p (t) est alors unique. Si,
au contraire, il existe une telle fonction u (t), le noyau n'est pas
fermé, les ([>. (t) ne forment pas un système complet et la borne
inférieure est atteinte pour toute fonction admettant les ct comme
coefficients de Fourier, c'est-à-dire pour

p (t) = Z ct (t) + v (t),
i

v (t) E L2(T) étant orthogonale aux (t).
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Y
Si la série L \i2fi2ne converge pas, il n'existe pas de fonc-

i

tion p (t) G L2 (T) dont tous les coefficients de Fourier ct sont égaux
à \.f, et l'égalité ne peut être vérifiée.

Démonstration du 3/

t

e

lt

st

s

e

e

Soient c. les coefficients de Fourier de p (t) par rapport
in n

aux ([>. (t)

E [Y - jf Pn X W dtJ2 = E (Y") - 2 2 cin ft + £ S™.
Il existe au moins une suite (donc il en existe d'autres) de

fonctions p (t) G L2 (T) telles que
n

E [Y " X P" ^ X (t) dtJ2 ^ Bi = E (Y2) ‘ ? Mi"
quand n -» + co (En effet p (t) = 2 cin d;. (t) avec Cin = X . f. pourrn t v il
i = 1, 2 .... n et c{n = 0 pour i>n est un exemple de telle suite)

Pour une suite p (t) quelconque telle que :
n

(t) x (t) quand n -> + 03,

2

E (Y2) - 2 2 cilt fj + “T” E (Y2) _ 2 X.X2
1 i Ai *

d'où

^ (cin -X4f«)a? "0
1 t

quand n -* + œ

Considérons d'autre part la série 2 Xi fi f cjj. (t) X (t) dt,
i Jj 1

elle converge en moyenne quadratique vers une limite d'après le
critère de Cauchy.

EF fr (t} X (t) dtT = Z\f<Li'n J i = n

En effet :
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or nous avons vu dans le 1 / que la série à termes positifs L ^ {.!
i = m 1

était convergente, nous avons donc S \.f.2<£ (positif arbitrai-
t = n 11

rement petit) dès que m > n > N (e).

Nous allons maintenant démontrer que ï p (t) X (t) dt con-
•'t n

verge en moyenne quadratique vers Ylx.

En effet

r . “i2 r /.

E Ap" (,) x (t) dt 'Yix 1 "EU [pn (t) - Zkiîi■**' (t)J x (t) dt
= V (Cin -%i U)2'

i

qui tend vers 0 quand n -» + œ

Nous allons donner quelques propriétés de Ylx (on suppose ici
que les hypothèses du théorème 2 -

+a>

1/ E (Ylx2) - S Mi2
t =i

4 sont vérifiées)

Démonstration

E <yJ») • lim E T t jp-»œ |_t = l

or eTI^ jy ^ (t) X (t) dtj2
f H (t) X (t) dt J2

*22 V* fj ff[T ♦,(t> fc (t ) E [X (t) X (t1)] dt dt'

*ii v« f. % «i h
t=lj=l ii

(t> ) y ^ (t) \ (t,) dt dt>

m
y

(le signe ^ sous intégration étant entendu au sens de la convergence
en moyenne quadratique sur T x T)

or l'intégrale n'est différente de 0 que si i = j = k auquel cas elle

est égale à —r-—A ,

Nous obtenons donc
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et quand p —* + oo les limites des 2 membres sont égales

E (Y1X2) - 2 Xi V
i = l

+CO

2/ E (Y - Ylx)2 = Bx = E (Y2) - £ K h* = E (Y2) - E (Ylx2 )
i =1

Démonstration

Ylx étant limite m. q de f p (t) X (t) dt
JT "

E (Y - Ylx)2 = lim^ E |^Y - jf pn (t) X (t) dtl*
= B, = E (Y2) - S Xi fi2

or d'après le 1 / 2 ^ifi2 = E (Y1X)2
i

E (Y - Ylx)2 = E (Y2) - E (Ylx2)

Toute cette étude est valable même si E (Y) f 0, E (X (t)) f 0 .

Nous l'utiliserons généralement dans le cas où
E (Y) = 0, E (X (t)) = 0

et dans ce cas le Yix défini précédemment est égal à la régression
linéaire m. q qui va être définie plus loin. Nous allons étudier dans
ce qui suit le cas général ou E (Y) et E (X (t)) ne sont pas néces-
sairement nuis.

La borne inférieure de :

E I Y - E (Y) f p (t) [X (t) - E (x (t))] dt j
|wpeut être inférieure à celle de E LY - Jt p (t) X (t) dtj‘ . On peut

alors appliquer le théorème 2-4 à la fonction aléatoire
3C (t) = X (t) - E (X (t))

et à la variable aléatoire = Y - E (Y) pour obtenir, d'après le
théorème 2 - 1, la borne inférieure de

E j^Y - a0 - p (t) X (t) dtl2

!
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et de E I Y - E (Y) - J p (t) [X (t) - E (x (t))] dt

DEFINITION DE LA REGRESSION LINEAIRE EN MOYENNE QUA-
DRATIQUE Yx (L2 (T), S)

Cette régression dépend du choix de l'ensemble des fonc-
tions p (t) considéré (ici c'est L2 (T)) et du sens S attribué à l'inté-

grale J p (t) X (t) dt.
Si Y et X (t) sont une variable aléatoire et une fonction aléa-

toire (définie sur T) ayant un moment du 1er ordre.

Si l'intégrale - L J p (t) E ^X (t)^ dt existe et est égale à

E J p (t) X (t) dt J pour tout p (t) E L2 (T).
Si de plus la variable aléatoire = Y - E (Y) et la fonction

aléatoire X (t) = X (t) - E (X (t)) vérifient les hypothèses du théo-
rème 2 -4,

La régression linéaire en moyenne quadratique Yx (L2 (T), S)
est égale par définition à

E (Y) + Z Xiîi f (t)j^X (t) - E (X (t))l dt

le mode .de convergence de la série Z étant la convergence eni

moyenne quadratique, les Tu et 41* (t) étant les valeurs propres et
les fonctions propres de

E j^(x (t) - E (X (t))) (X (t*) - E (X (t')))l,
ft étant les coefficients de Fourier de

E ^(Y - E (Y)) (3 ■»)]X (t') - E (X(t*

relativement aux d» (t').
t

Les hypothèses C définies ci-dessous permettent la définition
de yJ
N. B. A la fin du théorème 2 -

tâtions un = Z X.f. f cp. (t)•^lx t x 1 JT 1

4 intervient avec nos nouvelles no-

X (t) dt. 'â)lxes't donc égal à YX-E(Y)
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fhéorèïïie 2-5

Moyennant les hypothèses, ci-dessus qui ont servi à définir
Yx (L2 (T), S) (ou moyennant les hypothèses C) on a :

1/

E (Y - Yx)2 B ^ E

4 E

Y - ao - f p (t) X (t) dtJ T

Y - E (Y) - f p (t) [X (t) - E
•'T

2

B étant la borne inférieure des 2 membres pour tous les aQ et
p (t) G L2 (T)

2/

B = E (Y - Yx)2 = E [Y - E (Y)]2 - E [Yx - E (Y)]2 =

3/

= E [Y - E (Y)]2

Pour toute suite de fonctions Pn (t) £ L2 (T) telle que :

r I2
Y - E (Y) - / p (t) [x (t) - e (x (t)); 1 dt U B,

L J j n V /

on a :

E (Y) + -E dt Yx (L2 (T), S)

(convergence en moyenne quadratique).

L'application de la 2e partie du théorème 2 - 4 (à la variable
aléatoire = Y - E (Y) et à la fonction aléatoire SC (t) = X (t) -E (X (t))
nous donne les conditions d'existence et d'unicité de fonction(s)
p (t) G L2 (T) telle(s) que :

E (Y) + f p (t) [X (t) - E (x (t))] dt = Yx (L2 (T), S).
Ceci résulte des théorèmes 2-1 2 - 4 et de leurs conséquences .
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N. B. Les hypothèses qui nous ont permis l'étude de Yx (L2 (T), S)
sont les conséquences des hypothèses suivantes sur Y et X (t) que
nous appellerons Hypothèses C.

HYPOTHESES C

Y est une variable aléatoire ayant un moment du 2e ordre,
X (t) est une fonction aléatoire définie sur T, ayant un moment du
2e ordre.

E (X (t)) et E (Y X (t)) G L2 (T), E (x (t) X (t')) G L2 (T* T),

Quel que soit p (t) €= L2 (T), f p (t) X (t) dt existe un certain
*'T

sens S et a un moment du 2e ordre.

on ait

De plus S, X (t) et Y sont tels que, quel que soit p (t) G L2 (T),

//,,, p (t) p (t') E [X (t) X (t')] dt dt' = E^ p (t) X (t) dt
/ P (t) E (X (t)) dt = E\f p (t) X (t) dt j

p (t) E (Y X (t)) dt = E T Y ^ p (t) X (t) dt j
(ces hypothèses C sont conséquences des hypothèses A ou des hypo-
thèses B du chapitre I)

Dans des questions de statistique considérer la régression

Yx (L2 (T), S) égale à

E (Y) + jT p (t) [X (t) - E (X t))] dt

ou limite d'une suite

E (Y) + f Pn (t) [X (t) - E (X (t))] dt

peut soulever des questions d'estimation de E (Y) et de E (X (t)).
Il peut être utile alors de considérer une régression
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ao + f p (t) X (t) dt
•'t

ou une limite de

a on+ J* Pn <t) X (t) dt

Le théorème 2-6 sera consacré à cette question. Démontrons
d'abord le lemme 2-6 qui nous sera utile pour la démonstration
de ce théorème.

lemme 2-6: Si la variable aléatoire Y a un moment du 2e ordre. Si
p (t) est une fonction certaine quelconque appartenant à un certain
ensemble S de fonctions. Si X (t) est une fonction aléatoire de t

définie sur T telle que / p (t) X (t) dt existe en un certain sens S
et ait un moment du 2e ordre quel que soit p (t) G 8. Si E (X (t))
existe et si l'intégrale - L / p (t) E (X (t)) dt existe et est égale

1
J p (t) X (t) dt I quel que soit p (t) G 8 (cette hypothèse fait

intervenir 8, S, X (t)).

Si aon et pn (t) sont des suites telles que

à E

E \y - aon - J' pn (t) X (t) dt J2
tende vers sa borne inférieure B (8, S) (pour tous les aD et tous les
P (t) G 8).

on a :

«on + f pn (t) E jk (t)) dt -» E (Y)
et p (t) est terme d'une suite telle que :

E £y - E (Y) - | pn (t)Jx(t) - E (X (t))] dtl2 -► B (8, S)
quand n -» + œ

S'il existe aD et p (t) G 8 tel que

j^Y - aQ - jf p (t) X (t) dt J" = B (SA S)E

3
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on a :

et

E

ao + f P (t) E (x (t)) dt = E (Y)

[y - E (Y) - p (t) [X (t) - E (X (t))]dt J = B (8, S)
Démonstration

On peut écrire :

E T Y - aon - pn (t) X (t) dtJ2 =
= e£y-E(Y)-^ pn (t) [X (t) - E (x (t))]dtl2 +

+ |^E (Y) - aon - £ pn (t) E (K (t)) dtj
Or e étant un nombre positif arbitrairement petit, dès que n > N (e),

B (S, S) E £y - cton - jf p^ (t) X (t) dt J2 < B (8, S) + e
il en résulte que :

E |^Y - E (Y) - jf pn (t) [X (t) - E (x (t))] dtj2 < B (8, S) +e
On sait déjà que le 1er membre est > B (8, S), ce qui démontre

une partie du lemme.

On en déduit que :

|^E (Y)- aon - jf pn(t) E (X (t)) dtj < e

ce qui démontre une autre partie du lemme.

La démonstration de la dernière partie du lemme est immé-
diate.

Théorème 2-6

Si Y est une variable aléatoire ayant un moment du 2e ordre,
si X (t) est une fonction aléatoire définie sur T, si E (X (t)) existe,
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si = Y - E (Y) et X (t) = X (t) - E (t)^ vérifient les hypo-
thèses du théorème 2-4, si l'intégrale - L f p (t) E (x (t)) dt

r ,
v n v v /

existe et est égale à E I J p (t) X (t) dt Iquel que soit p (t) G L2 (T) .

alors :

aon+ / P (t) X (t) dt converge en moyenne quadratique vers Y (L2 (T), S )Jt n x z

quand n -> +<», pour toutes les suites aonet p (t) G L2 (T) telles que

E [Y - aon - Pn (t) x (t> dtl2 - B
quand n -* + œ .

S'il existe a0 et p (t) G L2 (T) tels que

E^Y - a0 - JT p (t) X (t) dtj2 = B
on a :

a0 + / p (t) X (t) dt = Yx (L2 (T), S).
"T

démonstration

“on+ J|pn(t) X (t) dt = ocon+ jf pn (t) E (x(t))dtl +
+ / pn (t) [X (t) - E (X (t))] dt

et

aon + / pn (t) E (X (t)) dt -> E (Y)
d'après le lemme 2-6 appliqué au cas où & = L2 (T)

D'après ce même lemme 2-6, puisque

E £y - aon - jf pn (t) X (t) dtj' B,

11
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Y - E (Y) - jf p (t) (x (t) - E (X (t))) <dtl2 £ BL J T n V / J

II en résulte d'après le théorème 2-4 que

f P (t) [X (t)J
T n

E (X (t))] dt
converge en moyenne quadratique vers

Z Xi fi 4, (t) [X (t) - e((X (t))] dt
d'où la convergence m. q de

a on + /T Pn (t) X (t) dt

vers Yx (L2 (T), S) quand n ■* + œ.

N. B. Si les hypothèses C sont vérifiées, les hypothèses de ce théo-
rème 2 - 6 le sont.

RESIDUS

Le résidu de Y par rapport à X (t) sur T est par définition

Y - Yy (L2 (T), S)

E (Y - Yx)2 est appelé variance résiduelle. Cette quantité peut
servir de mesure de la qualité de la représentation de Y par Yx.

E (Y - Yx)2 = B = E [Y - E (Y)]2 - Z \ f.2
i

= E [ Y - E (Y)] 2 - E [ Yx - E (Y)]2

d'après le théorème 2-5.

Si la variance résiduelle est nulle, la probabilité pour que
Y = Yx est égale à 1.
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Théorème 2-7

Si les hypothèses C sont vérifiées et si de plus

E (J* p (t) (X (t) - E (X (t))) dt) (X (f) - E (X (t')))J
= f p (t) E [X (t) - E (X (t)) ][X (t1) - E (X (t')3 dt

Y - Yx est non corrélé avec X (t) pour presque tout t sur T.

Démonstration

E HY - Yx) [X (t) - E (t))] =

= lim E Mÿ - E (Y) - V A{fi f (j,. (f) [X (f) - E (X (t>)] dfl
p-*» L ( iTl :*> L

[X (t) - E (X (t))] J
l'expression dont nous cherchons la limite est égale presque partout
à :

lu<\>i (t) - e ft fr <4(t,) E|(x (t) -e (x (t)))
(x (t') - E (X(t))) 1 dt'

(le signe ^ étant entendu au sens de la convergence m. q)

ceci est égal à :

£*♦• %(t) - £> ^ = i f, i <t)t=1 t=j- v{ t=p
00

or, quand p ♦ +<», Jiji (J,, (t) converge vers 0 (en m. q sur T) on a
donc :

i=p

E (Y - Yx ) [ X (t) - E (x <t))]l = 0

presque partout.
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CAS OU p (t) E « ENSEMBLE DE FONCTIONS DE L2 (T)

Théorème 2-8

Soit & un ensemble de fonctions tel que :

a) toute fonction G ê appartient à L2 (T)

b) Si Px (t) est une fonction quelconque G L2 (T) il existe une
suite (D (t) de fonctions de S telle que p2>fi (t) converge en moyenne
quadratique sur T vers p (t) quand n -*■ + °°

Si Y et X (t) vérifiant les hypothèses du théorème 2 - 4, la

borne inférieure Bx de E p (t) X (t) dtj pour tous les
p (t) E L2 (T) est égale à la borne inférieure B2 de cette même
quantité pour tous les p (t) G S>

Démonstration

D'abord Bx < B2 puisque toute fonction E & est E L2 (T)

Il nous suffit donc de prouver que, e étant positif arbitrairement
petit, il est possible de trouver une fonction p (t) E S telle que

E [Y - fT P2,n W X dtJ" < Bi + e
On a l'identité

r „ i* r
ELY ■.f p2>n (t) X (t) dtj = Ej^Y - jr Pi (t) x (t) dt

+ 2 E [(y . y; Pl (,> x (t) at ) (/ (P2^n (t) p^()) ()
¥+ El X <P2>n fc* - P1 (t)) X (t) dt

Or, il existe une fonction 0 (t) telle que :

E F1T - Jrj | (t) X (t) dtj2 < Bx
or



VARIABLE ALÉATOIRE ET FONCTION ALÉATOIRE 199

E - £ Pi (t) X (t) E (Y2)
Nous allons choisir p (t) pour que les 2e et 3e termes soient

inférieurs à —

2 E (Y ” fT R. (t) X dt) (fjlP&n "p X (t) dt)l
<. 2\Te (Y2)\/e£ jf ^ n (t) - Pi (tty X (t) dtj2

or

[ fr (P2,n W ‘ P1 (t)) X (t) dt]2
<[v'//T,r tE (X (t) X ‘‘''K dt dt'] jf Ü" (t) - ?! W)! dt

Oet le 1er membre sera inférieur au plus petit des 2 nombres — et

36 E (Y
2 nombres.

ïj si J ^p2 n (t) - px (t)Y dt est inférieur au plus petit des

3\J Jf CE (X (t) X (t'))]z dt dt'

36 E (Y2) y/fl. ,[=(* (t) X (t*))]2 dt dt'
ce qui est possible, vu nos hypothèses.

2 Ve (y2) Je |jf (p2>n (t) - pi (t))x (t) dt]
°n a alors pour un tel p (t) G &

2, n

E p2 (t) X (t) dt < B, + e
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piiisque le 1er membre est

E £ Y - I pi (t) X (t) dt J"
+ 2 E[ (Y - / Pl (t) X

égal à la somme

in at) ( r (p2>n (t) - px (t)) X(t) dt) J
+ e[X (fe." (t) ■ pi (t,)x <i) dt !

et que le 1er terme est inférieur à Bx + —

et les 2 autres sont inférieurs à —

3

ceci démontre notre théorème.

La borne inférieure de

E j^Y - E (Y) - f p (t) (X (t) - E (X (t)))dtj
peut s'étudier en appliquant le théorème précédent à la variable aléa-
toire = Y - E (Y) et à la fonction aléatoire £C(t) = X (t) - E ^X (t)j .On obtient ainsi le résultat suivant :

Théorème 2-9

Si la variable aléatoire Y et la fonction aléatoire X (t) véri-
fient les hypothèses C, les bornes inférieures B (L2 (T), S) et
B (S, S) de :

E - E (Y) - jf p (t) (X (t) - E (X (t))) dtj'
pour tous les p (t) G L2 (T) et pour tous les p (t) G S sont égales
(S étant l'ensemble de fonctions défini au début du Théorème 2-8)

Pour toute suite p (t) G S telle que :

E £y - E (Y) - £ pn (t) (x(t) - E (X (t))) dt J -> B (g, S) = B (L2(T), S)
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on a :

E (Y) + / pn (t) (X (t) - E (X (t))) dt

converge en m. q. vers Yx (L2 (T), S) étudié au théorème 2-5

Théorème 2-10

Si Y et X (t) vérifient les hypothèses C, la borne inférieure
B (L2 (T), S) de

E [y - 0Co - jf p (t) X (t) dt

pour tous les p (t) 6 L 2 (T) est égale à la borne inférieure B (8, S) de

E £y - oc0 - p (t) X (t) dt
pour tous les p (t) €E 8

(8 étant l'ensemble de fonctions défini au début du Théorème 2 - 8) .

Ceci résulte des théorèmes 2 - 1 et 2 - 9.

On a aussi :

aon + F P, (t) X (t) dt converge en m.q. vers Y (L, (T), S) quandJ T 2, n

n-> +00 pour toutes les suites aon et p2 n (t) G S telles que :

E^Y - <xon - jf ç n (t) X (t) dtl2 * B (Ô, S) = B (L2(T),S)
Les théorèmes 2 - 8, 2 - 9, 2 - 10 s'appliquent en particulier

dans les cas intéressants où 8 est l'ensemble des fonctions con-
tinues sur T, ou l'ensemble des fonctions indéfiniment différentiables
sur T.

Théorème 2-11

Si 8 est un espace vectoriel de fonctions, si Y est une va-
riable aléatoire ayant un moment du 2e ordre.

Si X (t) est une fonction aléatoire ayant un moment du 2e ordre,
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telle que, quels que soient p (t) et Ç (t) G 8, J p (t) X (t) dt existe
en un certain sens S, a un moment du 2e ordre et si Y, X (t), s
et S sont tels que, V p (t) et C (t) € 8, les intégrales

et

f p (t) E (Y X (t)) dt

p (t) C (t') E [X (t) X (t')] dt dt'

existent et sont respectivement égales à

E Ty JT p (t) X (t) dt

et à

alors :

p (t) X (t) dt J C (t) X (t)

la condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction p (t)
vérifie

e[Y - ^ P (t) X (t) dt
(borne inférieure du 1er membre pour tous les p (t) E 8) est que p (t)
soit solution de l'équation intégrale :

E [X (t) X (t')3 P (t) dt - E [Y X (t')]] C(t') dt'

quel que soit C (t' ) G 8 .

€
0

Si 8 est l'espace L2 (T) la condition est alors qu'il existe une F
ou des fonctions p (t) G L2 (T) telle que :

f E [X (t) X (t')] p (t) dt = E [Y X (t)]
n

a

presque partout.
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(t) X (t) dtl

est alors égal à B pour cette ou ces solution(s) p (t) de l'équation
intégrale.

Démonstration

Soit C (t) une fonction quelconque E ô, nous désirons que

eTy - (p (t) taÇ (t)) X (t) dtj
soit minimum pour a = 0 quel que soit Ç (t).

Or :

eTy - jf (p (t) + a Ç (t)) X (t) dt J2 = b|y- p(t)X(t) dtj'
+ 2 ajf jjfE(x(t)X(t')) p (t)dt-E(YX(f))]c (t') dt'

+ a2 e[/t Ç (t) X (t) dt J'
Pour que ce soit minimum pour a = 0 quel que soit Ç (t) E S, il

faut et il suffit qu'il existe p (t) E & tel que :

jf £ E (x (t) X (t')) p (t) dt -,E (y X (t')) J C (t') dt' = 0
Si S est l'espace L2 (T),- ceci est nul quel que soit Ç (t) E L2(T) si
et seulement si :

^ E (X (t) X (t')) p (t) dt - E (Y X (t)) = 0
presque partout.

Si E (X (t)) / 0 E (Y) f 0, pour l'étude de la régression li-
néaire m. q. on pourra appliquer le Théorème 2 - 11 à la variable
aléatoire A) = Y - E (Y) et à la fonction aléatoire X (t) = X (t) - E (X (t)).
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Si et SC (t) vérifient les hypothèses du Théorème 2 - n
on a : la condition nécessaire et suffisante pour que

E^Y - E (Y) - £ p (t) (X (t) - E (X (t))) dtl2 = B (g,S)
(borne inférieure du premier membre pour tous les P (t) E & ) est
que p (t) soit solution de l'équation intégrale

X X E[(x (t) - E (X (t))) (x (t') - E (X (t')))] p (t) dt -
- e[(y- E(Y)) (X (t1) - E (X (t')))] le (t1) dt' = 0

quel que soit Ç (t') E &

Si ê est l'espace L2 (T) l'équation intégrale devient :

jT e|^(x (t) - E (X (t))) (x (t') - E (X (t')))lp (t) dt =
= eT(y- E (Y)) (x (t') - E (X (t1)))

pour presque tout t' et la condition d'existence de solution de cette
y 2 2

équation est la convergence de la série ■<-' Ai fi rencontrée plus haut.

Si ô vérifie aussi les hypothèses du théorème 2 - 8, B (ê, S)
considéré ici est égal à B (L2 (T), S) considéré plus haut et :

E (Y) + J* P (t) (X (t) - E (X (t))) dt = Yx (L2 (T), S)

p (t) étant solution de l'équation intégrale ci-dessus.

Nous allons maintenant indiquer les hypothèses suivantes que
nous appellerons hypothèses D. Elles nous seront utiles pour la
suite.

HYPOTHESES D

S est un espace vectoriel de fonctions définies sur T

Y est une variable aléatoire ayant un moment du 2e ordre

X (t) est une fonction aléatoire définie sur T, ayant un moment
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du 2e ordre et telle que, V p (t) € &, p (t) X (t) dt existe en un

certain sens S et a un moment du 2e ordre.

De plus g, S, Y et X (t) sont tels que, quels que soient p (t)
et Ç (t) G g , les intégrales :

X p (t> E (x (t))dt- //„.r p (t) C (t>) E (x (t) X (t*)) dt dt1
et

jT p (t) E (y X (t)) dt

existent et sont respectivement égales à :

E

et à

^ p (t) X (t) dt}*[« p (t) X (t) dt ) Ç (t) X (t) dt) J
E [Y(X p (t) X (t) dt)]

fhéorème 2-12

Si les hypothèses D sont vérifiées, alors :

La condition nécessaire et suffisante pour que aD et p (t) E ô
soient tels que

E [Y - a0 - J* p (t) X (t) dtI
soit égale à la borne inférieure de cette quantité pour tous les qc0 et
tous les p (t) G S est que a0 et p (t) soient solution du système :

cto = E (Y) - J* p (t) E (X (t)) dt

jT JT E (t) X (t')) p (t) dt - E (Y X (t'))+ oc0 E (x (t'))jÇ (t') dt' = 0
quel que soit C (t1) G &

La 2e équation peut d'ailleurs être remplacée par :
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f E [(X (t) - E (x (t)j) (X p - E (X (t1)))] p (t) dt -
- E - E (Y))(X (f) - E (X (f)))] Je (f) dt' = 0

Si & est l'espace L2 (T) la 2e équation peut être remplacée par
celle que l'on obtient en écrivant que le coefficient de Ç (t*) sous le

signe J est nul presque partout.
Démonstration

On cherche a0 et p (t) pour que :

E Y - oc0 - j*T (p (t) + a C (t)) X (t) dt ]
soit minimum pour a = 0, quel que soit Ç (t) G S,

E [y - a,
^ ^

+ a' E

- 2 a„

\y - ao - (p (t) + a C (t))x (t) dtj2 = a02+ 2 a0a jf C (t) E (X(t))dt

>
+ 2a

J C (t) x (t) dt

E (Y) - JT p (t) E (X (t)) dt

jf |~ jTe (t)X(t'))p (t) dt - E (Y X(t'))J C(t') dt'

+ E ^Y - ^ p (t) X (t) dt J
Si on appelle z le 1er membre, par rapport aux axes Oa0 O a Oz

nous avons ci-dessus l'équation d'un paraboloide. Ce paraboloi'de
est elliptique puisque

r r / \ "l2 r 1M C (t) E (x (t)) cItJ < E^jC Ç(t) X (t) dt

et tourne sa concavité vers les z > 0 puisque les coefficients de
a02 et a2 sont positifs.

(dans le cas exceptionnel où :
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on a un cylindre parabolique à génératrices parallèles au plan ct0 OCX
et à concavité vers les z > 0)

z passe donc par un minimum si et seulement si—- et sont nuis
da o Ba

(et nous voulons que ce soit nul pour a = 0 quel que soit Ç (t) G S> )

On obtient ainsi les équations

a0 = E (Y) - f p (t) E [X (t)] dt

J[ E (x (t) X (t')) p (t) dt - E (YX (t')) +<x0E (x (t'))jC (t')dt
quel que soit Ç (t1) G: &

' = 0

et en remplaçant dans la 2e équation ao tirée de la 1ère on obtient
l'équation intégrale qui donne p (t).

fhéorème 2-13

Si Ôl est un espace vectoriel de fonctions (espace à L dimen-
sions). Si p (t) p2 (t). ... pL (t) sont une base de cet espace. Si Y
est une variable aléatoire ayant un moment du 2e ordre, si X (t)
est une fonction aléatoire définie sur T telle que, pour i =1, 2,. . . L,

J Pj (t) X (t) dt existe (en un certain sens S), a un moment du 2e ordre,
et si Y, X (t), S et & sont tels que les intégrales

f (t) E (Y X (t)) dt
et

Jf Pl (t) pv (f) E (X (t) X (t1)) dt dt'
(l et t' = 1, 2.... L) existent et sont respectivement égales à

E Y / pt (t) X (t) dt

E|/ Pi (t) x (t) dt J fyft) x (t) dt L

et
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la condition nécessaire et suffisante pour que

E Y - f p (t) X (t) dt

soit égale à sa borne inférieure B1L pour tous les p (t) G SL est

que p (t) = X ai Pi (th les étant solution du système de L équa-
1=1

tions à L inconnues :

i “<//,, Pj (t) q , (t') E [X (t) X (t')] dt dt' = f P} f (t) E (Y X (t))dt
1=1

(î ' = 1, 2 .... L)

S'il n'existe pas de fonction certaine u (t) f 0 appartenant

à g L telle que J u (t) X (t) dt soit avec probabilité 1 égale à 0, ce

système admet une et seulement une solution.

Démonstration

Nous pouvons en effet appliquer le théorème 2 - Il dans le

cas où S est <§l et où Ç (t) = £ pj (t)
î=i

Nous obtenons ainsi comme condition nécessaire et suffisante
que :

p (t) " £ a j pj (t)
i=i

soit solution de l'équation intégrale :

Th E K (t) X m (,£ a, (t)) - E [Y X (ftfjjt pt, p„ (f) dt' = 0

quels que soient les p

Nous obtenons donc le système de JY équations à L inconnues :

£iâi ff , ^ (t) çy (t') E [X (t) X (f) ] dt dt' = pif (t) E [ Y X (t):
(l* = 1, 2 . . . . L)



VARIABLE ALÉATOIRE ET FONCTION ALÉATOIRE 209

S'il n'existe pas de fonction certaine u (t) f 0 appartenant à êL
telle qu'il y ait probabilité 1 pour que u (t) X (t) dt = 0,

f p> (t) X (t) dtj2
est une forme quadratique positive (elle ne s'annulle que pour tous
les ai nuis). Le discriminant de cette forme quadratique est donc
différent de 0, or, c'est le déterminant du système d'équations qui
donne les aj. Il y a donc une seule solution pour ce système.

E [ji ia‘

Si, au contraire, il existe des fonctions certaines u (t) f 0,

|'u (t) X (t) dt = 0 j= 1, s'ilappartenant à SL , telle que Prob

existe également des u (t) telles que EU u (t) X (t) dt I f 0, il

existe un sous espace âLi E Sl tel qu'il n'y ait pas de u (t) f 0
appartenant à SLl tel que E £J u (t) X (t)J = 0 et que tout

u (t) E SL - SLl vérifie E £ J* u (t) X (t) dt 1 =0
En appliquant alors le théorème précédent à SLi on obtient

p (t) E SLl tel que

E [Y ' / Pi (t) X (t) dt]2 = Bi (*4)
On a aussi Bi (&Ll) = Bx (SL) et les p (t) E SLtels que

E Ty - jf p (t) X (t) dt J2 = Bo. (*L)
sont égaux à (t) plus une fonction arbitraire appartenant à

ÔL- &Ll.
Employons maintenant des notations matricielles qui seront

utiles pour la suite

Soit ||a || la matrice colonne

ai

aL

U C || la matrice colonne

4

I
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dont les éléments sont cm = f E (Y X (t)) p (t) dt (m = 1, 2. . .L)«m m '

|| B || la matrice carrée à L2 éléments :

bal = ff rç (t) pm (t') E (X (t) X (t')) dt dt'

(i et m égaux à 1, 2. . . L)

le système d'équations du théorème 2-13 devient

C||

2-13 sont vérifiées et si de

Pl (t) E (X (t)) dt

(avec i =1,2.... L) la condition nécessaire et suffisante pour que

eTy - ao - p (t) X (t) dt

soit égale à la borne inférieure B (SL) de cette même quantité pour
tous les ao et tous les p (t) E. SL est que a0 et les aj cordonnées

dep(t) (p (t) = ^ Œify(t)^ soient solution du système de L + 1 équa-
tions à L + 1 inconnues :

«o + t X pî (t) E (X (t)) dt = E (Y)
(t) E (X(t)) dt + £ Pj Pj, (t')E [X (t) X (t*)] dt dt'

= J pjf (t) E (y X (t)) dt
= 1, 2 .... L)

S'il n'existe pas de fonction certaine u (t) {f 0) appartenant à

SL telle qu'il y ait une probabilité égale à 1 pour que f u (t) X (t) dt = k
ce système d'équation admet une solution unique. T

B x a

Théorème 2-14-

Si les hypothèses du théorème
plus

e[X fi(t) x (t) dt]= /,
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Démonstration

Nous pouvons en effet appliquer le théorème 2 - 12 et la dé-
monstration est tout à fait analogue à celle du théorème 2 - 13.

L'équation intégrale du théorème 2-12 devient le système
d'équations algébriques de notre théorème.

Comme

E^oc0 + oci t X Pi (t) X (t) dtJ
ne s'annule que pour tous les a nuis, le discriminant de cette forme
quadratique, qui n'est autre que le déterminant de notre système
d'équations est différent de 0.

Il est à noter que le système d'équations du théorème 2-13
ne se déduit pas de celui de notre théorème 2 - 14 en faisant a0 = 0 ,

et que ce théorème 2-13 est valable même si E (Y) et E (X (t ))
sont différents de 0.

Le cas où il existe u (t) f 0 tel que, avec probabilité 1 ,

J u (t) X (t) dt est égal à une constante k se traite comme nous
l'avons fait précédemment à la suite du théorème 2 - 13.

Dans les questions d'estimation, nous utiliserons les notations
matricielles.

ac

Soit | oc || la matrice colonne ?]
âL

| C || la matrice^ colonne à L + 1 lignes dont les éléments sont :

c0 = E (Y) . . cm = f E (Y X (t)) (t) dt (m = 1 ... L)

|| B || la matrice à L + 1 lignes et colonnes dont les éléments
sont :

b0o = l bom = bmo = f pm (t) E (x (t)) dt

bmj, = ff p| (t) pm (t') E (X (t) X (t')) dt dt'
et m égaux à 1, 2 ... L) le système d'équations du théorème
- 14 devient
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|| B || x || a || = || C II

|| B || || a || et || C || n'ont pas ici le même sens qu'au théorème
précédent.

Théorème 2-15

Si les hypothèses du théorème 2-4 sont vérifiées et si
Pi (t)* p2 (t) ... (t) ... (pf (t) G L2(T) quel que soit i) forment un
système complet, la borne inférieure de

tend quand L -* + œ vers la borne inférieure Bx de

eTy - p (t) X (t) dtj2 (p (t) € L2 (T))
L l

et jf pj (t) X (t) dt converge en moyenne quadratique vers Yll(
(défini au théorème 2 - 4) quand L + 00 , lorsque les ,a sont les va-

leurs correspondant au minimum. (Nous poserons alors cette inté-
grale égale à Ylx (fiL)

Démonstration

p (t) étant une fonction quelconque G L2 (T)3 ai étant les coeffi-
cients de Fourier de p (t) par rapport aux p (t), a l Pj (t) con-

l=i

verge en moyenne quadratique sur T vers p (t) quand L -*• + œ,

La première partie du théorème résulte alors de l'étude faite
lors du théorème 2-8 (avec ë du théorème 2-8 remplacé par

L2 (T), p2 (t) par ^ a, q (t))’
i=i

La 2ème partie de notre théorème 2-15 résulte de la lèrepar^
tie et du théorème 2 - 4 3°.

Théorème 2-16

Si les hypothèses C sont vérifiées et si p^(t) p2 (t) ...Pj(t)..
(pj (t) G L2(T) quel que soit i) forment un système complet.
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La borne inférieure B ( gL, S) de

E - a0 - jf S (t) X (t) dtj
tend quand L -» + œ vers la borne inférieure B (L2 (T), S) de

.ITy - a0 - J* p (t) X (t) dtJ
et

a o + f 2 a, p (t) X (t) dt
lm1 1

converge en moyenne quadratique vers Yx (L2 (T), S) quand L -*■ + 00,
lorsque les a ont les valeurs correspondant au minimum.

Nous poserons alors Yx (gL) = a„ + f £ ol p (t) X (t) dt
“T ! =1 1 1

Démonstration

p (t) étant une fonction quelconque de L2(T), ai les coefficients
de Fourier de p (t) par rapport aux p (t), ^ a, p (f) converge

1 L=i 1
m. q. sur T vers p (t) quand L -» +oo.

La 1ère partie du théorème résulte alors de l'étude faite lors
de la démonstration du théorème 2 - 10.

La 2ème partie de ce théorème 2-16 résulte de la 1ère partie
et du théorème 2 - 6.

e

r îhéorème 2-17

Soient les espaces vectoriels ^iC &i2 C L2(T) gL ayant pourbase p (t) . . . p (t),1 L-X

g. ayant pour base p (t) . . . p (t) p (t) . . . n (T).2 î il1 Li+1 ^l2
Supposons les hypothèses du théorème 2-13 vérifiées et que

les bornes inférieures de E |y - J p (t) X (t) dtj2 pour p (t) € gLietpour p (t) E gL soient respectivement atteintes pour p (t) = rx (t) et
Pour p (t) = r2 Z(t).

1É
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rx (t) diffère en général de la composante de r* (t) dans SL
Il y a dans certains cas égalité de rx (t) et de la composante de r2 (t)
dans SL notamment lorsque n (t) p (t) . . . . p (t) p. (T)
sont des fonctions propres de E (X ft) x t1)) Ll Lz
Démonstration

D'après le théorème 2-13

rx (t) = V p, (t)
i =1

r2 (t) = ÿ a [2) R (t)
i*i

avec les a}1* et o^2’ solution des systèmes d'équations suivants :

Ll
V ( 1 )
L cti
l «1 ife P ! S* m E [X (t) X (t')] dt dt' =

(t))/ p„ E ( YX

l2

fL
2 ..

V ‘2 >
L a i
i=i g (t) pj, m E (* (t) X (t')) dt dt' =

= f a, w E (Y X (t))
(i'= 1, 2 .

l'égalité a J1’ = a[2) pour i ■ 1, 2 ... . L: ex ige que

L2

y a12’La a 7

I=Lj+l
ff"TXT pi (t) Pi: (t') E (X (t) X (t')) dt dt' = 0

pour i ' = 1, 2 . . . . L i

Ce qui n'est pas toujours vérifié.

Ceci serait vérifié notamment si les p^ (t) étaient les fonctions
propres de E (X (t) X (t')), car alors

ff Pj $ Pj, (*') E (x W x (t')) dt dt' = 0

pour i =L1+1J Lx+2, .... L2



CHAPITRE III

COEFFICIENT DE CORRÉLATION
DE LA VARIABLE ALÉATOIRE Y

ET DE LA FONCTION ALÉATOIRE X (t) DÉFINIE SUR T

Ce coefficient de corrélation <3 que nous définirons, moyennant
certaines hypothèses, sera la borne supérieure du coefficient de
corrélation de Y et de J P (t) X (t) dt pour tous les p (t) E L2 (T)
tels que E^jf p (t) X (t) dtj* f 0

Il est nécessairement supérieur ou égal à 0 et inférieur ou
à 1.

! Ce coefficient de corrélation peut être considéré comme une
généralisation du coefficient de corrélation multiple de Y et de L
variables aléatoires ; par exemple, dans le cas tout à fait particu-
lier où

) Â (t]i = £ Aj a (t)
i=i

les Ai étant L variables aléatoires, le coefficient de corrélation <3
devient dans ce cas le coefficient de corrélation multiple de Y et
des A j.

Les théorèmes 3 - 5 et 3 - 6 aboutissent à l'étude de la borne

supérieure du coefficient de corrélation de Y et de f p (t) X (t) dt
»T

lorsque p (t) E ê, espace vectoriel de fonctions pouvant être diffé-&
rent de L2 (T).

théorème 3-1

Si Y est une variable aléatoire ayant un moment du 2eme ordre
différent de 0, si X (t) est une fonction aléatoire du 2ème ordre dé-
finie sur T si E [X (t) X (t1)] est de carré intégrable sur T * T, si
E [Y X (t)] G L2 (T).

1
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Si l'intégrale

/ p (t) X (t) dt

existe en un certain sens S (y p (t) G L2 (T)) et a un moment du
2e ordre (V p (t) G L2 (T)). Si de plus Y, X (t) et S sont tels que,
y p (t) G L2 (T), on ait :

E |~Y jf p (t) X (t) dt] = jT p (t) E [Y X (t)] dt

(xE r p (t) X (t) dtJ = ffT TP W P E W X dt dt'
4*. (t) désignant les fonctions propres de E [X (t) X (t1)], À.* les va-
leurs propres, c{ et les coefficients de Fourier de p (t) et E[Y
X (t)] par rapport aux (|>. (t),

alors on a

1/
E[11 p (t) X (t) dt ] S Z ?wf,-2 E [Y Y„

\l E (Y2) p (t) X (t) dt]2 V E (Y2) V E (Y2) Vffg
pour tous les p (t) pour lesquels ce premier rapport est défini, i.e.
tels que

E £jT p (t) X (t) dtV f 0
(Ylx a été défini au théorème 2 - 4).

2/ Si et seulement si la série Z* \i$i est convergente, il
existe des valeurs de p (t) pour lesquelles

E[YXp (t) X (t) dt]
V E (Y2) l / E f p (t) X (t) dt]'

est égal à sa borne supérieure U ^ ,yjy
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L'égalité est vérifiée si et seulement si p (t) est égal, à une
constante positive multiplicative près, à la ou les solutions p (t) de
l'équation :

Eij^Y - jT p (t) X (t) dtl = Bj.
(Solution dont nous supposons que

p (t) X (t) dt J f 0,E

v

^fp (t) X (t) dtj
ce qui est vrai si A{f{2 f 0, ou ce qui revient au même si
E (Y X (t)) n'est pas nul presque partout).

V1 2 2

3/ Dans le cas général où la série 4- Xi ft ne converge pas
nécessairement, si p (t) .. . p (t) . .. est une suite quelconque de
de fonctions G L2 (T*) telles que

E - f pn (t) X (t) dtl^ Bi

borne inférieure de

E[Y - X
pour tous les p (t) G L2(T)#

p (t) X (t) dt

e|^y J‘ pn (t) X (t) dt 1
V E (Y2) \l e r/Tpn ^ x (t) dt]2

tend vers la borne supérieure .. (Nous supposons ici encore
E (Y2)

£ Xifi2 f 0 ou que E (Y X (t)) n'est pas nul presque partout).
Démonstration

1 / En effet, cette inégalité équivaut à :

\/Z mt2
V .

4- Ci fi

y.
Xi
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laquelle est équivalente à :

qui n'est autre que l'inégalité de Schwarz.

Nous avons vu après le théorème 2-4 que

E [Y Ylx] = E (Ylx) = 2 X.f.2

l'égalité

N/ Ç Mi E [Y Ylx]
V E (Y2) V E (Y2) \[ E (Ylx)

est donc vérifiée.

2/En effet, l'inégalité de Schwarz ci-dessus se transforme en

égalité si et seulement si :

V"T
= k VT* f* ou si c = k Mi

(k étant positif). Ce choix pour les Ci est possible puisqu'ils ne sont
V 2 V 2 5soumis qu'à la restriction que ^ c* converge et que la série ^ \ff{

converge par hypothèse.

D'après le Théorème 2 - 4, p (t) est alors égal, à une cons-
tante positive multiplicative près, à la ou les solution (s) de l'équa-
tion :

E P (t) X (t) dt Bx

Si au contraire la série \ff 1 n'est pas convergente, le
choix c = k Xifi n'est pas possible, l'inégalité de Schwarz ci-dessus
ne se transforme pas en égalité.
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d'après le théorème 2-4 3/

f Pn (t) X (t) dt -» Ylx (m. q. )
et si E (Y2X) f 0 (c'est-à-dire si £ 0 ou ce qui revient au

i

même si E (Y X (t)) n'est pas nul presque partout)

e[y fT pn (t) X (t) dt ] E (Y Ylx) \ll Kit$
V E (Y2) V E 11 pn (t) X (t) dtj2 \/ E (Y2) V E (Ylx)2 V E (Y2)

Si E (Y) = 0 E (X (t)) = 0 et si

E^/t P (t) X (t) dt J = £ p (t) E (X (t)) dt
quelque soit P (t) G L2(T) le théorème 3-1 nous permet d'étudier
la borne supérieure du coefficient de corrélation de Y et de

f p (t) X (t) dt

pour tous les p (t) G L2 (T) pour lesquels f p (t)X(t) dt n'est pas
nul presque partout.

Si E (Y) et E (X (t)) ne sont pas nécessairement nuis on peut ap-
pliquer le théorème 3-1 à^J = Y- E (Y) et à X (t) = X (t) - E (X (t)) si

et X (t) vérifient les hypothèses de ce théorème.

On obtient ainsi le théorème 3 - 2.

Ici et (t) seront les valeurs propres et les fonctions
propres de

E HX (t) - E [X (t)]) (X (t') - E [X (t')])
f{ les coefficients de Fourier de

EMY - É (Y)) (X (t) - E [X (t)])
par rapport aux <Jj. (t).
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Théorème 3-2

Si les hypothèses C sont vérifiées. Si E [Y - E (Y)]2 f Oetsi
p (t) G L2 (T) est tel que :

E[X p(t) ( X (t) - E (X (t) )) dt} f 0.

1 / le coefficient de corrélation de Y et de f p (t) X (t)
** T r dt

(qui est d'ailleurs égal au coefficient de corrélation de Y - E (Y)
et de

l p (t)[ X (t) - E [X (t) ] J dt
ou au coefficient de corrélation de Y et de

a° + f p (t) X (t) dt)

est inférieur ou égal au coefficient de corrélation S de Y et de
Y„ (L2 (T)) défini au théorème 2-5.

Coefficient qui est égal à u ^
^ Xifi

E (Y - E (Y))' )
2/ Si et seulement si la série X Kiii converge, il existe p (t)

telle qu'il y ait égalité, ces p (t) étant le produit d'une constante
positive par la (ou les) solution (s) de l'équation

E - E (Y) - jf p (t) [X (t) - E (X (t))] dt 1 = B

(quand B n'est pas connu la (ou les) solution (s) de cette équation
est (ou sont) donnée (s) par la 2e équation intégrale du théorème
2 - 12 appliquée dans le cas ou S est L2 (T)).

3/ Dans le cas général où S À^f/ n'est pas nécessairement
convergente, si (}(t).... p (t) .... estime suite de fonctions E ê
(ensemble de fonctions de L2(T)) telle que :

E £y - E (Y) - jf pn (t) (X (t) - E (X (t))) dtj B (L2 (T))

c

F

t'

d

q

e1
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(cf. théorème 2 - 5), le coefficient de corrélation de Y et de

jf p (t) X (t) dt•h n

tend, quand n-> + ®, vers le coefficient de corrélation e de Y et
de (Yx (L2 (T)).

Théorème 3-3

Si les hypothèses C sont vérifiées, si £% . .. a0n ... et
91 (t) ... pn (t) ... ( pi (t) . .. pn (t) ... G g ensemble de fonctions
de L2(T)) sont 2 suites telles que

E^Y - aen - jf pn (t) X (t) dtj2+ B
quand n <* '+ ® (B borne inférieure de

eTy - a. - jf p (t) X (t) dt

pour tous les a0 et tous les p (t) G L2(T))

Le coefficient de corrélation de Y et de

+ [ p (t) X (t) dt,Jj ‘n

tend quand n-* +°°, vers le coefficient de corrélation S de Y et de
Y, (L2(T)).

Démonstration

Si

- ai* - fr pn (t) X (t) dtl -> BEl Y - ae

quand n ■+ +œ, d'après le lemme 2 - 6 :

E^Y - E (Y) - jf pn (t) (X (t) - E (X (t))) dt J B

et, d'après le théorème 3-2 3/, le coefficient de corrélation de Y
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et de

jf p (t) X (t) dt%/j n

(qui est aussi le coefficient de corrélation de Y et de

+ f p (t) X (t) dt)Jj n

tend vers G quand n-> +

Théorème 3-4

Si les hypothèses (C) sont vérifiées, et si p (t) p (t) . . .

p (t) . . . p (t) . . . sont des fonctions de L2 (T) formant un système
complet, le coefficient de corrélation multiple Gt de Y avec les L
variables aléatoires

f p (t) X (t) dt (i = 1, 2 ... L)
•'T l

tend, quand L-» +00, vers le coefficient de corrélation G de Y et
de Yx.

Démonstration

D'après la théorie élémentaire du coefficient de corrélation
multiple d'une variable aléatoire par rapport à L variables aléa-
toires, SL est le coefficient de corrélation de Y et de

les a i étant tels que :

soit égal à sa borne inférieure pour tous les oc0 q^, ... aL.

Or quand L-» + oo, d'après le théorème 2-15:

a0+ jf £ a, Pj (t) X (t) dt

converge en moyenne quadratique vers Yx. Il en résulte que fiLtend
quand L -> + °° vers le coefficient de corrélation G de Y et de Y,.
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Remarques sur le coefficient de corrélation g.

D'après le théorème 3-2

ï \iî(
e =

/ E [Y - E (Y)]2

et d'après ce qui a été vu au Chapitre II dans l'étude des résidus

f Àdf = E [Y - E (Y)]2 - E [Y - YJ2

on a donc e2 = 1 -

E [Y - YJ
E [Y - E (Y)]5

ce qui peut encore s'écrire, en appelant o2 et c2_Y la variance de Y
et la variance résiduelle :

a? (1 - e2)

ceci est d'ailleurs égal à la borne B considérée aux théorèmes 2-5
et 2 - 6.

Le coefficient de corrélation S vérifie 0 ^ Q 4 1

si S = l,a2_Y = 0 et il y a une probabilité égale à 1 pour que
Y= Yx

si e = Mi= 0 presque partout
i

Les \i étant tous positifs, tous les ft sont donc nuis et

EK Y - E (Y)] [X (t) - E (X (t)) ]

réciproquement, si

eT[Y - E (Y)] [X (t) - E (X (t))]

est nul presque partout, Q = 0.

îéorèm 3-5

Soit S un espace vectoriel de fonctions définies sur T, soit Y

1=0 presque partout

1
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une variable aléatoire ayant un moment du 2e ordre différent de 0
et soit X (t) une fonction aléatoire ayant un moment du 2 e ordre ,

Si jf P (t) X (t) dt

existe en un certain sens S quel que soit p (t) G g et a un moment
du 2e ordre (y p (t) G g)

Si Y, X (t), S et S> sont tels que les intégrales - L

fr p (t) E [Y X (t)] dt
et

ff p (t) C (t') E [X (t) X (t')] dt dt'*/%/TxT

existent quels que soient p (t) et Ç (t) G g et sont respectivement
égales à

E p (t) X (t) dt ]
et à

E (t) X (t) dt f C (t) X (t) dt

Si de plus

jf C (t) E [Y X (t)] dt

n'est pas nul quel que soit Ç (t) G g t

la borne supérieure de

E Y f p (t) X (t) dt.

V E (Y2) Ve r p(t) X (t) dt

pour tous les p (t) G g pour lesquels ce rapport est
dire tels que

défini (c'est-à-
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est atteinte si et seulement si p (t) est égale, à une constante posi-
tive multiplicative près, à une solution de l'équation intégrale :

/t £jT E (X (t) X (t»)) p (t) dt - E (Y X (t'))Jc (t‘) dt' = 0
(C(t') étant une fonction quelconque G ê).

Si & est l'espace L2(T) l'équation intégrale devient :

J E [ X (t) X (t')] p(t)dt = E YX (t1)) presque partout.

Démonstration

Notons tout d'abord que grâce à l'hypothèse

/ Ç (t) E (Y X (t)) dt

n'est pas nul quel que soit Ç (t) G ê, nous allons pouvoir démontrer
que, si p (t) est solution de l'équation intégrale,

E^jf Pi (t) X (t) dtl f 0
En effet, si

E^jf Pi (t) X (t) dtJ2
était nul,

E Y - jf Pi (t) X (t) dt - a C (t) X (t) dtJ2 = E j^Y - a jT C (t) X (t) dt
serait minimum pour a = 0 quel que soit Ç (t) et ce minimum serait

E (Y2) - E^ px (t) X (t) dt
(cf théorème 2 - 11). Ceci entraînerait

E (Y2)

5

1
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E \y jT £ (t) X (t) dt] = fr C (t) E [Y X (t)] dt = 0
quel que soit £ (t) G S, ce qui est contraire à l'hypothèse.

Si p (t) est solution de l'équation intégrale

E [Y fT Px (t) X (t) dt]
V E (Y2) \[~Ê-r f p (t) x (t) dtl2

v/, ^ J
existe donc»

Démonstration de la condition suffisante

E [«x p (t) X (t) dt ] E [y Tû (t) X (t) dtl
\X1TF) n/eTFp (t) X (t) dt J V E (Y2) \/ E^Pi (t) X (t) dtj

Nous appellerons X ce premier rapport

eFy jf p (t) X (t) dt ]
V E (Y2) }/ E^jf p (t) X (t) dt]'

Posons p (t) B p (t) + a C (t)

(p1(t) et £ (t) G 8>, p (t) étant toujours solution de l'équation inté-
grale).

Posons aussi pour simplifier l'écriture :

A2 = /jfT E[ X (t) X (t')] p (t) p (t') dt dt' = jT p^t) E [Y X (t)] dt

= E \f pjt) X (t) dt]'
avec A > 0

B = jf Ç (t) E [Y X (t)] dt = ff E [X (t) X M ^ (t«) C (t) dt dt'
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C2 = [X (t) X (t')]Ç (t) Ç (t*) dt dt' = Ç (t) X (t) dtj'
avec C ^ 0

On a alors :

A 1
A2 + a B

V E (Y2) VA2 + 2 a B + a2 C2

la quantité sous le radical étant positive

A2 + 2 a B + a2 C2 > 0

B2 - A2 C2<0

(si B2 - A2 C2 = 0 nous écartons d'après nos hypothèses la possibi-
lité d'avoir a = racine double de l'équation A2+2aB+aC =0).

Or

\
A + a B

V E (Y2) V A2 + 2 a B + a2C2 V E ( Y2)

puisque

(A2 + a B)2 ^ A2 (A2 + 2 a B + a2 C2)

B2 ^ A2 C2

ce qui démontre la condition suffisante puisque
E [y fT Pi(t) X (t) dt] A

V E (Y2) V E Vf px (t) X (t) dt] V E (Y2)
Démonstration de la condition nécessaire

Nous examinerons les 2 cas 1/ B2 < A2 C2

2/ B2 = A2 C2
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1 / Si B2 < .A? C2, l'égalité n'est vérifiée que si a = 0, l'éga-
lité n'est donc atteinte que pour p (t) = p (t) solution de l'équation
intégrale.

2/ Si B2 = A2 C2 .

Ecartons pour le moment le cas où B et C sont tous les deux
nuis.

L'égalité est vérifiée si et seulement si A2 + a B > 0. Soit ai
la racine double de A2 + 2 a B + a2C2 = 0.

/v = _ — B2 = A2C2 et A2+ a B > 0 entraînent 1 >0.01 C2 ai

ayant A2 + 2 axB + a2C2 =0 on en déduit :

auquel cas (3 (t) + Çx(t) est égal à une fonction u (t) de ê telle que

(Nous avons vu qu'il peut même exister dans certains cas de

telles fonctions u (t) vérifiant

Pour une telle u (t) on a :

E [X (t) X (t')] u (t) dt = 0
'T

On en déduit que :

- OCiCxW = Pi (t) " u (t).

est solution de l'équation intégrale, donc que :

p, (t) + aÇ1 (t)
1 - SL

fib

est aussi solution de l'équation intégrale.
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p (t) - p (t) + a Ç (t) est alors proportionnel à une solution de

l'équation intégrale, le coefficient de proportionalité 1 - — étant
positif. ai

Quand au cas où B et C seraient tous les 2 nuis

E £jf q(t) X (t) dtl2 = 0
nous donnerait (t) = u (t) et

P = Px (t) + oc Cx(t) = px (t) + a u (t)
est solution de l'équation intégrale quel que soit a.

Donc dans tous les cas, X est égal à sa borne supérieure si
et seulement si p (t) est égal au produit d'une constante positive et
d'une solution de l'équation de l'équation intégrale.

Si E (Y) et E [X (t)]ne sont pas nécessairement nuis, l'appli-
cation du théorème 3 - 5 à = Y - E (Y) et à 9C (t) = X (t) - E (X (t))
nous permet d'étudier dans certains cas le coefficient de corréla-
tion. On obtient le théorème suivant :

Théorème 3-6

Si Y, X (t), S et g vérifient les hypothèses du théorème 3-5
et si de plus :

e|" jf p (t) X (t) dtj = p (t) E (X (t)) dt
(quel que soit p (t) G 8) (ou si les hypothèses D du théorème 2-12
sont vérifiées)

Si E [Y - E (Y)]2 f 0 si,

fT C (t) E (Y - E (Y)) (X (t) - E [X (t)])J dt
n'est pas nul quel que soit Ç (t) G g
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la condition nécessaire et suffisante pour que p (t) soit tel que le
coefficient de corrélation de Y et de

f p (t) X (t) dt

(qui est défini pour tous les p (t) tels que

JÇ p w X (t) dt

ne soit pas presque sûrement nul) soit égal à sa borne supérieure
(pour tous les p (t) G S) est que p (t) soit égal à une constante po-
sitive multiplicative près, à une solution de l'équation intégrale

f T f V (t,t') p (t) dt - cp (t')J C (t1) dt' = 0
quel que soit C (t')G g.

T (t,t«) =E {(X (t) - E [X (t)]) (X (t') - E [X (t')])>

cp (t) = E T - E (Y)) (t) - E [X (t)]) J

ou

et

Si ê est l'espace L2 (T), l'équation intégrale devient :

jf E |^X (t) - E [X (t)]) (X (f) - E [X (t')l) J p (t) dt =
= E^(y ~ E (Y)) (f ) - E [X (t')i)

presque partout la condition d'existence de p (t) G L2(T) solution est
alors la convergence de la série £ A^ff déjà rencontrée

Démonstration

Si Y et X (t) vérifient les hypothèses de ce théorème 3-6

= Y - E (Y) et X (t) = X (t) - E [X (t)] vérifient les hypo-
thèses du théorème 3 - 5, et l'application de ce théorème 3-5
à et à X (t) nous conduit aux résultats du théorème 3 - 6.



CHAPITRE IV

THÉORÈMES LIMITES SUR LA RÉGRESSION LINÉAIRE M.Q.
CORRESPONDANT

A CERTAINS MODES D'OBSERVATIONS DE X (t)

Nous avons déjà rencontré au Chapitre II des théorèmes li-
mites relatifs à la régression de Y par rapport aux variables aléa-
toires J p (t) X (t) dt. Les valeurs de p (t) X (t) dt peuvent être
considérées dans certaines applications, comme des observations
sur la fonction aléatoire X (t) faites avec un instrument dont le ré-
glage est caractérisé par p (t).

Dans ce chapitre nous considérerons 2 autres modes d'obser-
vation de X (t) :

1/ l'intervalle T étant divisé en n intervalles T* , nous ferons
les n observations / X (t) dt.

Jji
2/ Nous observerons les n variables aléatoires X (tt), les n

valeurs de tt étant £ T.

Nous étudierons des théorèmes limites sur la régression mul-
tiple et le coefficient de corrélation multiple de Y par rapport à ces
n variables aléatoires lorsque n+œ.

I - REGRESSION DE Y PAR RAPPORT A X (t) DEFINIE SUR T
ET REGRESSION DE Y PAR RAPPORT AUX

n v.a. f X (t) dt.

Notations : Si nous considérons n et les Tt donnés, la borne
inférieure de :

E a0

JL

est atteinte pour les valeurs a0 et ai attribuées aux oc0et a*.
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.Les aD et at sont évidemment fonctions de n et des Ti#

Théorème S - 1

Si les hypothèses C sont vérifiées, la borne inférieure de :

e|y - a. - £ <x4 /t X (t) dtj
pour tous les aQ a * et pour tous les n et T$ est égale à B. (cf. théo-
rème 2 - 5).

Si n -*■ + ® de telle manière que le plus grand des T4 tende
vers 0,

converge en moyenne quadratique vers Yx (cf. théorèmes 2 - 5 et
2 - 6).

Démonstration

Considérons la fonction en escalier An (t) définie sur T par :

A„ (t) = at

lorsque t € T*.

An (t) est de carré intégrable sur T et on a :

V a f X (t) dt = / A (t) X (t) dt
4-1 Jji JT

et :

r « » 12
"

Y - a. - Z a. / X (t) dt = E Y - a0 - f An (t) X (t) dt
L <*i Ti JL T
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Nous allons d'abord démontrer que, px (t)^ étant une fonction
quelconque de carré intégrable sur T, il existe une fonction An (t)
telle que :

jf T Pi (t) - An (t) j dt < t.
(nombre positif arbitrairement petit)

En effet, il existe une fonction p (t) continue sur l'intervalle
fermé T telle que :

X [ PX (t) " P (t)] dt < 4

(On pourrait choisir, par exemple, p (t) égal à la somme des p
premiers termes du développement de Fourier de p (t) par rapport
à un système complet de fonctions continues orthonormées, dévelop-
pement qui converge, en moyenne quadratique sur T, vers p (t)
quand p - + œ )

p (t), étant continue sur l'intervalle fermé T, peut être approchée
par An (t) et lorsque le plus grand des Tt est inférieur a ri (e)

fT (p (t) - An (t)) dt < |
d'où il résulte que :

JT (Pi “ An = /j^(pi “ P M) + (p (*). " A" dt
< 2 / (Pl (t) - p (t))2 dt + 2 /(p (t) -An(t))2dt

J ^px (t) - A„ (t))2 dt < E

(lorsque le plus grand des T4 < q (e).

On peut donc appliquer le théorème 2-10 (lorsque le plus
grand des < 0, n tendant alors vers l'infini).

La borne inférieure pour tous les a0 a i T{ de :
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est donc égale à B et lorsque le plus grand des Tt -* 0

E [Y " a° " £ ai fT X (t) dt j -► B
or d'après le théorème 2-6

E:|"y - a0 - J“ An (t) X (t) dtj2
tendant vers B, An (t) étant de carré intégrable sur T :

a0 + An (t) X (t) dt = ao + £ a{ J X (t) dt
i* i T*

converge en moyenne quadratique vers Yx

On a immédiatement les théorèmes analogues suivants.

Théorème 4 - 2

Si les hypothèses C sont vérifiées, la borne inférieure de :

2

E J Y - E (Y) - £ ai /t (X (t) - E [ X (t)]) dt J
pour tous les oci et pour tous les n et est égale à B.

Si le plus grand des 0 (n tend alors vers +œ )

E £y - E (Y) a4 j*' (x (t) - E [X (t)]) dtj -» B

et :

E (Y) + f en J* (x (t) - EtX (t)]) dt
converge en moyenne quadratique vers Yx.

Théorème A - 3

Si les hypothèses du théorème 2-4 sont vérifiées, la borne
inférieure de
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pour tous les a $et pour tous les n et T* est égale à Bj. (cf. th. 2-4)

Si le plus grand des T{ -*• 0 (n tend alors vers 1*infini),

E^Y - ± ai /t X (t) dtj2 * B1
et : V T X (t) dt

i=i

converge en moyenne quadratique vers Y1X (cf. th. 2 - 4)

théorème 4-4

Si les hypothèses C sont vérifiées : Le coefficient de corré-

lation multiple <2„ de Y et des n variables aléatoires / X (t) dt est
Jji

inférieur ou égal au coefficient de corrélation £ de Y et de X (t)
sur T (tel que défini au chapitre III)

Quand le plus grand des Tt 0 (n tendant alors vers + °° )
fi„ tend vers S.

Démonstration

1/ 6n est le coefficient de corrélation de Y et de

f An (t) X (t) dt
"T

An (t) étant la fonction en escalier définie par : An (t) = a*
lorsque t G Tj

An (t) étant de carré intégrable sur R, Gn est inférieur ou égal à £
d'après le théorème 3 - 2.

2/ Sn est le coefficient de corrélation de Y avec

a0 + Z ai / X (t) dt.
i=l Ti

Quand le plus grand des -* 0

a o + T d-i f X (t) dt

converge en moyenne quadratique vers Yx (cf. th. 4 - 1) S n tend
donc vers le coefficient de corrélation £ de Y et de Yx.
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II - REGRESSION DE Y PAR RAPPORT A X (t) DEFINIE SUR T ET
REGRESSION MULTIPLE DE Y PAR RAPPORT AUX n v. a. X (t$

Dans toute cette partie nous supposerons que l'intégrale

J* p (t) X (t) dt est définie au sens B (cf. chapitre I).
Nous rencontrerons constamment dans ce chapitre les hypo-

thèses suivantes :

X (t) est une fonction aléatoire du 2e ordre définie et continue
en moyenne quadratique sur l'intervalle fermé T,

L'intégrale

y p (t) X (t) dt (p (t) E L2(T))
est définie au sens B,

Y est une variable aléatoire ayant un moment du 2e ordre.

Ces hypothèses entraînent que les hypothèses C et les hypo-
thèses du théorème 2-4 sont vérifiées.

Nous utiliserons les notations suivantes :

Nous appellerons ti t2 ... tn n valeurs de t € T (tx < t2 <... < tn)

Nous rencontrerons l'étude du minimum de l'une ou l'autre des

quantités :

E^Y - ocQ- t a4X (t*)!2, eTy - Y atX (^J*
e|y - E (Y) - Y Us (t.) - E [X (L)])J2.

Lorsque les t* sont donnés nous appellerons a i (fonctions des
t i évidemment) les valeurs des ai correspondant au minimum.

Nous utiliserons enfin les propriétés suivantes résultant du
chapitre II :

Moyennant les hypothèses C, la borne inférieure B de
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et de :

E |^Y - E (Y) - p (t) (t) - E [X (t)]) dtj2
pour tous les a„ et pour tous les p (t) G L2 (T) est égale à la borne
inférieure de ces mêmes quantités pour toutes les fonctions p (t)
continues sur l'intervalle fermé T. Si a0 est une suite de nombres
et p (t) une suite de fonctions continues sur l'intervalle fermé T
tels que :

E[Y ' “0P- /T Pp x W dtj
(ou :

E Y - E (Y) - f p (t) (X (t) - E [ X (t) ] ) c>‘ÏL "'TP V / J
tende vers B quand p -*■ + œ t

(X
op + fr p (t) X (t) dt

(ou

E (Y) + jf Pp (t) (x (t) - E [X (t)J) dt)
tend en moyenne quadratique vers Yx quand p -»œ .

Nous utiliserons aussi la propriété analogue pour

E f Y " /T P (t) X (t) dt
Nous démontrerons d'abord 2 lemmes qui nous seront utiles .

leme A - 5 - 1

Si X (t) est une fonction aléatoire du 2e ordre définie, continue
en moyenne quadratique sur l'intervalle fermé T, si tx < t2 . . . < tn
sont n valeurs de t G T (n nombre fini fixé), si .. . ansont des
nombres finis.

Il existe au moins une fonction p (t) continue sur l'intervalle
fermé T telle que, e étant un nombre positif arbitrairement petit ,
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/t p (t) X (t) dt - £ «i X (ti) J < £
Démonstration

a) Vu la continuité en m. q. de X (t) il est possible de choisir
P . > 0 pour que, £ étant un nombre positif arbitrairement petit.

E [h C-^x (t) ' x <l,)) dt] 4 n2

b) P. étant ainsi choisi, il est possible de choisir 9 (t,tf) > 0
telle que : 9(t,ti) = 0 si t est extérieur à l’intervalle tt± P{

9 (t,ti) <

9 (t,ti) continue et telle que :

WKr 'S13* / ai \2(f <*•*<> ■ T?) dt<

E

Pi7 4 n2^ E((X2(t)) dtj
Comme, en appellant l'intervalle t4- pi, t4+ (3*, on a :

t&AuÜfôfr*** -tV.)x (t) dt)]
a.-

fl* u (?(t ■*<> - jp (t «« - ~) E (* (t) x <*'>)dt dt'

;4|i(Mi) -rjdt 14 E[X (t)]dt

(en appliquant 3 fois l'inégalité de Schwarz)

or puisque
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il en résulte que :

e[(<p (t, tt) - ) X (t) dt]21/ y pi ■ 2 p./ J 4 n2

c) Nous allons maintenant montrer qu'en choisissant

p (t) = 2 9 (t* ^t)»
i=i

(p (t) est continue puisque n est fini)

n "1 2
p (t) X (t) dt - V a< X (t.) < e

t=i J

En effet le 1er membre est égal à

or pour que E [Zi + . . Z * + ... Z2n] < e, il suffit que tous les
2 £E (Z{) < 2* 4 nz

et nous avons vu en a) et b) que chacune des 2 n variables aléa-
etoires considérées ici à un 2e moment <- ~

4 n2

E^jT p (t) X (t) dt - J atX (t.)
est donc < e (arbitrairement petit positif), p (t) étant continue.

kme 4 - 5 - 2

Si X (t) est une fonction aléatoire du 2e ordre définie continue
en moyenne quadratique sur l'intervalle fermé T, si p (t) est unefonction donnée (non aléatoire) continue sur T il existe une fonction
T) (e) telle que, pour qu'il existe un nombre fini n de a4 vérifiant
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E [x p (t) X (t) dt - ai X (t*) < e
i=l J

( > 0 arbitraire), il suffit que le plus grand des (ti - ti_i) < ri (e).

Démonstration

Nous partageons T en n intervalles contenant respectivement
les t,-.

L'intégrale J p (t) X (t) dt étant une intégrale au sens B, c'est-
à-dire ici une intégrale de Riemaun en moyenne quadratique,

E jÇ p (t) X (t) dt - £ p (ti) X (t*) ivj < e
dès que tous les < r) 1(e)

ou dès que le plus grand des (ti- ti_1)< r) (e)
(car Ti (ti+i- t{) + (ti - ti.J

En choisissant a* = p-(t ) Tt, ceci démontre notre théorème.

Théorème 4-5

Si X (t) est une fonction aléatoire du 2e ordre définie et con-

tinue en moyenne quadratique sur l'intervalle fermé T,

Si Y est une variable aléatoire ayant un moment du 2e ordre

La borne inférieure de eTy-£ aiX (ti)J pour tous les at n ti
est égale à Bi

Si n -* + œ de telle manière que le plus grand des ti - t{_itende
vers 0

E [Y - t aiX (ti)J2-Bx
X ai X (t4) converge en moyenne quadratique vers Y1X.
i=1

Démonstration

a) La borne inférieure de EI Y - £ ai X (t i) I ne peut être
inférieure à Bx. *- t-1 -*
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Démontrons qu'il est impossible d'avoir pour certains ait tt

EfY - | a4X (t4)J 2 <Bx - e
(e nombre positif arbitrairement petit).

D'après le lemme 4 - 5 - 1 il est possible de choisir p (t)
continue tel que :

E [ t a4X (t,) - /t p (t) X (t) dt j
2 £

< _

4

et <
16 (Bx - e )

On en déduirait que :

(y - £ oc4X (t4)) (£ a4 X (t4) - / p (t) X (t) dt)
i=l i=l J

< '/ e[y - t a4X (t4)]2v/e\Î a4x (tf) - jf p (t) X (t) dt
L f-i J Lt=i J

< Vbx - e V 16 (Bi - e)

Il existerait donc p (t) continue sur l'intervalle fermé T tel
que :

E Y “ X P (t) X (t) dt J2 = e|y - V a< X (t4)l +
+ 2eT(y- ^ a,X (t ,)) <t4) - /T p (t) X (t) dt)l

atX (t4) - f p (t) X (t) dt J 2+ E

e e

<Bi-e+2 — + —

«B, - J

ce qui est impossible B i étant borne inférieure de :

<

Ujl
^
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E [Y " fr P W X (*) dtl
!b) la borne inférieure de E^Y - £ a^X (t{)j| pour tous lesai

tend vers Bx quand le plus grand des tt - ti_1 tend vers 0.

Nous allons montrer que, e étant en nombre positif arbitraire,
il existe des autels que :

E [1 + e

dès que le plus grand des tti_1 est assez petit.

Il existe en effet d'après le théorème 2-8 une fonction p (t)
continue telle que :

E [Y " /T P W X (t) dtl < Bi + |
et d'après le lemme 4 - 5 - 2 , dès que le plus grand dest*- t{_x < t] (e),
il existe des a* tels que :

[iE / p (t) X (t) dt - £ ttiX (t.) <
i=i

e 2
et <

16 (Bi+ï)
On a alors :

E [(Y - /tP W x dt) (JJ p (t) X (t) dt - £ a{X (tt))J
^ (Y -1 p (t) X (t) dt)2 ^((p (t) X (t) dt - £ a^X (ti)J

t=i

Vb, + f-4 v/16 (B^f)
Il en résulte qu'il existe des aitels que :

|n
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p (t) X (t) dt +]:[y l±:Sîx (t,)]2- e|y - l
[(Y - /t p (t) X (t) dt) (/*t p (t) X (t) dt - £ a 4 X (t4) J+ 2 E

[x+ E| / p (t) X (t) dt - £ a4X (t{)
i=i 1

Bi+ T + 2“ + 71 4 4 4

< Bi + e

d'où la borne inférieure pour tous les a4et tous les t * et les n de

E[Y - S oc*X (t4)J
est égale à Bx

ou la borne inférieure pour tous les tiet les n de

E [y - t a4x (*1>Ja i X (ti)

est égale à B x et si le plus grand des t4- t4-1 tend vers 0

e y - i a*x %[y - £ afX (t,)] -* Bj
c) Z 3jX (tt) converge en moyenne quadratique vers Ylxlorsque

1 = 1
le plus grand des ii- ti=1 -* 0

D'après le chapitre II, e étant un nombre > 0 arbitraire, il
existe r) (e) telle que :

E fT P (t) X (t) dt - Ylxr < |
pour tous les p (t) continus vérifiant

E j^Y - £ p (t) x (t) dt 12 <BX+ n (e) (n(e) >0)
D 'après b) il existe r)^ (r) (e)) telle que :
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E h ' I ai X (ti) < Bi +
ri (e)

soit vérifiée dès que le plus grand des \i- ti_1 <r)1 (r) (e)) et d'après
le lemme 4-5-1 il existe une fonction p (t) continue sur T telle
que :

E yfr px(t) x (t) dt - ç aix (t{)j <11^
et < r]2 (e)

16 (Bi+ t~\
et < —

On en déduit que :

E f(Y - ± a{ X (t*)) (£atX j| (t| X (t) dt) J
e[y - I a*X (ti)]2 \/e[£ a» X (ti) - jT Pl (t) X (t) dt]’

r)2( e)

\Zb, + ^2 V 16 (B, + 3-1^-)
ti (e)

Il existe donc une fonction px (t) continue sur T telle que :

e[Y - fr Px(t) X (t) dt J 2 = E |Y - £ a i X (t*)] +i=l

+ 2 E F (Y - Y a 4X (ti)) (t ai X (tj - f p (t) X (t) dt)I v Hjt ' vi =1

+ a{X 0 - fT px(t) X (t) dt J 2
<Bl + râé + 2 + sM

E f Y - JJ p (t) X (t) dtjp (t) X (t) dt I < Bi + n (e)

et

eI

4 !

Thé

tin

vai

pou

la r

X (1
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De cette inégalité résulte (d'après le début du c)) :

E[2 P (t) X (t) dt - YlX 2< j

et nous avons alors

î ai X (t4) - Yi ]
=

a4 X (t4) - l p (t) X (t) dt + /T p (t) X (t) dt - Y1XJ
<2 e[x a4 X (t4) - fr p (t) X (t) dt j2 + 2 eJTf p (t) X (t) dt - Y1X1[i=i J

< 2 7 + 2 74 4

< e

ce qui démontre la dernière partie du théorème.

fhéorème 4-6

Si X (t) est une fonction aléatoire du 2e ordre définie et con-
tinue en moyenne quadratique sur l'intervalle fermé T et si Y est
variable aléatoire ayant un moment du 2e ordre.

La borne inférieure de :

e| Y - 2 a,XL i=l

ou de :

E Y - E (Y) - £ a4(x (t4)L i=i

pour tous les a0a4n et t4 est égale à B (cf. th. 2 - 5).

Si n + ® de telle manière que le plus grand des t4 - t4_x 0,la régression multiple de Y par rapport aux n variables aléatoiresx (tx) X (t2) ... X (tn) converge en moyenne quadratique vers Yx.
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Démonstration

Si X (t) et Y vérifient les hypothèses de ce théorème,
X (t) = X (t) - E [X (t)] et ^ = Y - E (Y) vérifient les hypothèses du
théorème 4 - 5 et l'application de ce théorème 4 - 5 à SC (t) et à
nous donne les résultats du théorème 4-6, mais avec B et Yx au
lieu de Bx et Yy.

Théorème 4-7

Si X (t) est une fonction aléatoire du 2e ordre définie et con-
tinue en moyenne quadratique sur l'intervalle fermé T et si Y est
une variable aléatoire ayant un moment du 2e ordre.

Le coefficient de corrélation multiple S„ de Y et des n va-
riables aléatoires X (t*) est inférieur ou égal au coefficient de cor-
rélation S de Y et de X (t) sur T tel qu'il a été défini au chapitre III.

Lorsque n-» +œ de telle manière que le plus grand des 10,
Sntend vers G.

Démonstration

Démontrons d'abord la 2ème partie du théorème. D'après le
théorème 4-6, la régression multiple de Y par rapport aux n va-
riables aléatoires X (tj.) ... X (tn) converge en moyenne quadratique
vers Yx lorsque le plus grand des t*- ti-i-* 0. entend donc vers le
coefficient de corrélation G.

Pour démontrer la 1ère partie du théorème, nous prouverons
que, e étant un nombre positif arbitrairement petit, l'inégalité
est impossible.

Soient t.' n' valeurs de t (n1 > n) telles que tous les t{ appar-
tiennent à l'ensemble des tl . On a immédiatement Sn, > <2„

or si le plus grand des i[V. - t * _ x ) < "H (e)
| en, - fi| < e

"Vf

d'après ce que nous avons démontré au début.
Les inégalités :

en > e + £
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en. > en

entraîneraient : 6n>>S + e(e>0)

qui est en contradiction avec

K* - e\ < *

e étant positif arbitrairement petit, le fait que l'inégalité S
est impossible entraîne que <5n &.

> e + e
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CHAPITRE V

GÉNÉRALISATIONS DIVERSES

I - REGRESSION ET CORRELATION D'UNE FONCTION ALEATOIRE
Y (t) PAR RAPPORT A LA FONCTION ALEATOIRE X (t) DEFI-
NIE SUR T

Y (t) est une fonction aléatoire définie pour tout t appartenant
à un certain ensemble ‘fé.

Les résultats des chapitres précédents sont ici intégralement
applicables si Y (t) p (t, t) etc. vérifient les hypothèses correspon-dantes quel que soit t G %.

Par exemple, le théorème 2-4 permet d'étudier la borne

inférieure B^x) de E^Y (t) - J p (T,t) X (t) dtl , il permet de
définir Y1x(t) qui est soit égal à J p (t, t) X (t) dt pour une certaine
fonction p (T,t), soit limite m. q d'une suite de telles intégrales.Les f{ et Ci qui interviennent dans l'étude de ce théorème sont fonc-
tions de T. L'équation intégrale du théorème 2-11 dans le cas où
S est L2(T) par exemple devient ici :

/ p (t,t) E (X (t) X (t')) dt = E (Y (t) X (t'))
pour presque tout t' G T. Les coefficients aides théorèmes 2-13
et 2 - 14 sont ici fonctions de t. Le coefficient de corrélation S du
chapitre III est ici fonction de t.
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II - REGRESSION LINEAIRE M.Q D'UNE VARIABLE ALEATOIRE
PAR RAPPORT A PLUSIEURS FONCTIONS ALEATOIRES ET
VARIABLES ALEATOIRES.

Nous appellerons X{(t) (* = 1, 2 . .. n) les fonctions aléatoires,
et Z- (j = 1,2, . . . p) les variables aléatoires par rapport auxquelles
on étudie la régression de Y.

Le théorème 2 - 1 se généralise immédiatement.

Théorème 5-1

Si Y et les Z> (j = 1, 2 . . . p) sont des variables aléatoires
ayant des moments du 2e ordre, si les (t) sont des fonctions cer-
taines appartenant à certains ensembles de fonctions Si,

si les X{(t) sont n fonctions aléatoires respectivement définies sur
T* telles que :

/ p.(t) X. (t) dt existe en un certain sens Si, quel que soit i, ait
•'T i *■ 1
un moment du 2e ordre,

li E (x.i (t)) existe, si f p{ (t) E (x{ (tj) dt existe et si les S{ 8{etti r /»

Xi (t) sont tels qu'elle soit égale à E

alors on a :

E

J* P4 (t) X (t) dtl quel que soit i)

Y - oc0- £ f p4 (t) Xi(t) dt - £ a.Z, I >
L “i JU j=i J
E |^Y- E (Y) - £ ^ p. (t) (Xi(t) - E [Xi (t)]) dt - £ aj (Zj - E (Z.))

l'égalité étant vérifiée si et seulement si :

a0= E (Y) + £ f p.(t) E (Xi(t)}+ V ajE (Z:)
i=i jti 1 v j=l

et la borne inférieure du 1er membre de l'inégalité pour tous les
a a. pi (t) est égale à la borne inférieure du 2e membre pour tous
les aj et pi(t), (G Si).
La démonstration est analogue à celle du théorème 2-1.
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Théorème 5-2

Si Y et les Zj (j = 1, 2 . . . p) sont des variables aléatoires
ayant un moment du 2e ordre, si les Xi(t) (i = 1, 2 ... n) sont n
fonctions aléatoires définies sur Ti ayant un moment du 2e ordre ,

siE[Xi(t) Xi(t1)] est de carré intégrable sur Ti*T{ (quel que soit t) si
E[Y X{ (t)] est de carré intégrable sur (quel que soit t),

si, l'intégrale / p, (t) X{ (t) dt existe en un certain sens ‘Si et a unJji
moment du 2e ordre V pf (t) G L2(Ti).

Si de plus Y les Xi (t) les Z jet les Si sont tels que, quels
que soient les i j et les p{ (t) G L2(T{), on ait :

/ pi(t) X4(t) dt 2= ff p. (t) p.(t') E [Xi (t) Xi (t')] dt dt'
. Ti J Ti * Ti

E f "S r jf P. (t) Xi (t) dt J = £
‘

Pi (t) E [ Y Xi(t)] dt
i

E[(.fT. Pt W X.(t) dt)(_^p. , (t) Xii(t) dt)J =0
et i' - = 1, 2 ... n)

E = 0{(X4p‘(t) x*(t) dt)ziJ
quels que soient p. (t) G L2(Ti) et quels que soient i et j

Si pi (t) (G L2(Ti)) et aJ>v sont des suites telles que, lorsque
V-» + œ

,

E [y - i / p, „L i=1 JTi t>v
(t) x,(t) dt - i

j=i j

tende vers sa borne inférieure Bipour tous les p. (t) (G L2(Ti)) et
tous les a.,J*
alors :

t f Pi„ (t) xi(t) dt + £ #}„Zj
t=l Tt j=l

converge en moyenne quadratique vers V YiX . + Yj
<■ i 1
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(Y1Xi correspondant à ce qui a été défini au théorème 2-4, avec
ici Xi (t) au lieu de X (t) du théorème 2-4. YiZ étant égal par

définition à £
înimum de El Y

aj Zj '

p
- V

les a ayant les valeurs correspondant au mi-

Démonstration

Il résulte de nos hypothèses que nous avons l'identité

E Y I L Pi v W Xi M dt " I aj,v Z jl =
i=i Tt j =i J

n r "I2 p 2
= I E Y - jT pJtjX^t) dt J + E(Y - Ç aj>vZ j) - nE (Y2)

^identité vraie quels que soient d'ailleurs p (t)/£ L2(T{)^et aj>v J,
Pour que le premier membre tende vers sa borne inférieure

B, il faut et il suffit que tous les

ely * x<(t) dt]!
et E(Y - t a]fv Zj tV

j=i

tendent vers leurs bornes inférieures respectives.

Si le 1er membre-» Bx quand v -* +œ, nous aurons donc en appli-

quant le théorème 2-4 aux E j^Y - J p (t) Xt(t) dt 1
/ p (t) X{(t) dt converge m. q vers Y1X. (quel que soit»)J j . rt, V t

p

et d'autre part aj >VZ j ->Yiz
ce qui démontre notre théorème.

Ce théorème sera utile pour l'étude du théorème 5 - 3 qui
permet, moyennant certaines hypothèses, l'étude de la régression
multiple de Y par rapport aux fonctions aléatoires X^t) et aux va-
riables aléatoires Zj, notamment dans le cas où les Xj(t) sont mu-
tuellement indépendantes et sont indépendantes des Z..
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Théorème 5-3

Si Y et les Z. (j = 1, 2 ... p) sont des variables aléatoires
ayant un moment du 2e ordre, si les X4 (t) (i = 1, 2 ... n) sont n
fonctions aléatoires définies sur T,, ayant un moment du 2e ordre,

si E (x4(t)) et E (Y X4(t)) G L2(Ti),
si E [X4 (t) X4(t')J est de carré intégrable sur T{^T{ (quel que soit
i).

Si, quelque soit pi (t) G L2(T4), f (t) Xi(t) dt existe en unT i
certain sens S4a un moment du 2e ordre,

si de plus Y les X4(t) les Z. et les Sisont tels que, quels que soient
les i, j et les p (t) G L2 (T* ) on ait :

», (t) E (X4(t)) dt

E

E

E[X(Pi(t) x<(t> dt]= /r,pi
[yX,4 tt) X4(t> dt J = £ p. (t) E (Y Xi(t)) dt

[jf P»(t) Xi(t) dt]2 = fi xT.Pi(t) P1(t')E[X<(t)X.<(t,)]dtdt*
Si de plus lorsque i f i' (= 1, 2 ... n)

(jf p.(t)[x4(t)-E (x4(t))] dt)^£ pir(t)[x4,(t) - E (x{,(t))] dt)J =0
b[(jT Pi (t) [X4(t) - E (X4(t))] dt) (Zr E (Zj))J = 0

quel que soit p (t) (g L2(T4)) et quels que soient i et j.
Si p v (t) (<E L2 (T4)), aoV et a.-} v sont des suites telles que,

lorsque v -*■ + °°>

E |Y - a.,,- i f P (t) X((t) dt - i aJVZ,I t=l Tt * j=i J
OU

Y-E(Y)-£ f p (t) (x4(t)-E[X4(t)])dt - t ajv(Zj " E (Z,))!i3l "ti f ■ j =1 v 'J

H
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tendent vers leur borne inférieure (pour tous les ac (t) aj) alors:
n p

+ I / Pi „(t) X^t) dt + £ ajv Zj
t=l T i > j = l

et

E (Y) + R v (t) (X{(t) - E (X4(t)| dt + £ ajv (z,- E pj.
convergent en moyenne quadratique vers Ym, régression multiple de
Y par rapport aux X{(t) et Z ,, qui est égale à :

Y. - I Y», + Y, - n E (Y)

(YXi étant la régression de Y par rapport à Xt(t) définie sur
Yz la régression multiple de Y par rapport aux Z )
Démonstration

On démontre ce théorème en utilisant les résultats du théo-
rème 5-2, comme précédemment lorsque les théorèmes 2 - 5 et
2-6 avaient été démontrés en utilisant le théorème 2 - 4.

Les hypothèses de ce théorème 5-3 sont vérifiées notamment
si Y et les Xivérifient les hypothèses A ou B du chapitre I, si les
Zjont des moments du 2e ordre et si

E (X4(t)
E (X4(t)

E

E

(X^t))) (X^f) - E

(X4(t))) (Zr E (Zj)

0

0

quels que soient i i' et j.

Nous allons donner des théorèmes généralisant la théorie des
théorèmes 2-3, 2-11 et 2 - 12 et ne nécessitant pas d'hypo-
thèses du genre indépendance mutuelle des Xi(t) et Zj(ou les hypo-
thèses un peu moins restrictives données ci-dessus), qui ont été
nécessaires pour les théorèmes précédents.

Théorème 5 - A

Si Y, Yjet les Zj (j = 1, 2 . . . p) sont des variables aléatoires
ayant un moment du 2e ordre, si les C4(t) (* = 1, 2 ... n) sont
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des fonctions définies sur T appartenant respectivement aux en-
semblés de fonctions si les Xi (t) ({ = 1, 2 ... n) sont des
fonctions aléatoires définies sur telles que J Ci(t) X^t) dt existeT i

en un certain sens Si quel que soit Ç .(t) E et ait un moment du
2e ordre, si (les hypothèses qui suivent font intervenir notamment
les S.et les S.)

t» t

f C;(t) E [(Y - Yx) Xi(t) ] dt

existe (quel que soit Çt(t) E ëi) et est égal à :

E £( Y - YJ jf Ç.(t) X<(t)Jdt
si

/ C t(t) E [ Z, X; (t)] dtT
t

existe et est égal à

E[zjX, x*(t) dt]
quels que soient i, j et Ç^t)) la condition nécessaire et suffisante
pour que :

E (Y - YJ2 < EY - Y1 - t (3. fT Cf(t) Xt(t) dt
p

2
j=i a

quels que soient les p. y. et Ct(t) E est que le système d'équations:

i = 1, 2,.. . n

j = 1, 2,.. . p

soit vérifié quel que soit C{(t) E

f E [(Y - Yx) Xt(t)] C{(t) dt = 0
"T i

E [ (Y - Yx) Zj] =0

Si Siest l'espace L2(Tt) le système d'équations devient :
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E [(Y - Yx) Xi(t)] = 0 pour presque tout t G T{

E [(Y - Yx) Zj] =0 i = 1, 2 . . . n

j = 1, 2 . .. p

Démonstration

Posons :

F ■ e|y - Y, - i p. c 4 (t) X,(t> dt - £ r, Z)]
Pour que F soit minimum lorsque tous les P. et y. sont nuis

3F 3F * J
il est nécessaire que les—— et —— soient nuis lorsque tous les 6.3(5. 3y.
et y sont nuis d'où

] .

f E [(Y - Yl) X*(t)] Ci(t) dt = 0 quel que soit C-<=%) T • Il1
t

(i = 1, 2 . . . n)

E [(Y - YJ Zj] =0 (j = 1, 2 . . . p)

ces conditions sont, suffisantes, car on a alors l'identité :

F s E (Y - Yx)2 + E| V p.J Ç .(t) Xt(t) dt + £ | Z,L i=1 Tt J =1

Théorème 5-5

Si Y et les Zj(j = 1, 2 ... p) sont des variables aléatoires
ayant un moment du 2e ordre, si les Ct(t) et les p.(t) (* ' = 1, 2 .. ,n)
sont des fonctions définies sur appartenant respectivement aux

espaces vectoriels de fonctions êi,

si les Xt(t) (i = 1, 2 ... n) sont des fonctions aléatoires définies
sur ayant un moment du 2e ordre, telles que f p ^ (t) Xi (t) dt

Ti
existe en un certain sens Si (quel que soit p. (t) G ê. et quel que
soit i) ait un moment du 2e ordre.

Si de plus Y, les Zj, les Xt(t), les Stet les 8>.sont tels que
les intégrales - L
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et

fr Pt(t) E [Y X4(t)] dt, E [ZiXjt)] dtJ *

/X xT Pi(t) E [Xi(t) dt dt'

existent et sont respectivement égales à EK p,(t) X4(t) dt

E ^Zj(JT p. (t) X4(t) dt)j
et à

E [Û. p. (t) X.(t) dt) Ci#(t) X{,(t) dt)J
(quels que soient i i' 3 Ç4Egi pi G g4)

la condition nécessaire et suffisante pour que les fonctions p (t) E gf
et les nombres ai vérifient :

E^Y - t jk p.(t) X4(t) dt - IttjZj J = B
(B étant la borne inférieure du premier membre pour tous les a.-
et tous les pt (t) E êj
est que les a jet les pi(t) soient solution du système d'équations
intégrales :

/ri^ECvUl + t jf p (t')E(x4,(t)X4(t*)) dt'TiLi=i *-ifH

-E (YXi»(t)) J Ç{/t) dt = 0
quel que soit Ç.f(t) E g 4,

f ŒjE (ZjZjt) + t f P.(t) E[X{(t) Z j, ] dt - E (YZj,) =0
j=l i=l Ti

i' = 1, 2 . . . n

3' = 1. 2 ... p
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Si 8>i est l'espace L2(T\) le système devient
P n

I a.EfZX^til+S f p (t') E [X{((t) X,(t')3 dt'1 •'T2 1
E (Y X,,(t)) = 0

pour presque tout t E Tif
P n

I a.E (Z,Zj.) + Z f P,(t) E[X4(t) Z>. ] dt - E (Y Z,.) = 0
J*1 i-i *'Ti 1

i' = 1, 2 . . . n

j1 = 1, 2 ... p

Démonstration

Pour que

e[y - £ f p.(t) Xi(t) dt - £ ajZjl = BL i-1 JT4 * J-l J
il faut et il suffit que :

E[Y - £ /T<(p«<t> + S^W) x,(t) dt - i (aj+ y,) Z,]'
soit minimum quel que s'oit les Ç.(t) € Si pour* (3» = 0 Y{ = 0.

Nous pouvons alors appliquer le lemme précédent avec

Ti* t / P, (t) X,(t) dt + i o, Z,
i=i * j=i

et nous obtenons le résultat indiqué.

L’application du théorème précédent à ^) = Y - E (Y)
e)* = Zj - E (Zj) et à 9Ci (t) = Xi (t) - E [Xi (t)] permet de ramener
l'étude des fonctions de régression & (t) et des coefficients de ré-
gression a-à l'étude du système d'équations intégrales donné au
théorème 5 - 5.



CHAPITRE VI

SUR LA RÉGRESSION NON LINÉAIRE

Nous allons généraliser les théorèmes 2-3, 2-11, 2-12
du chapitre II en vue de l'étude de la régression non linéaire de la
forme :

E [X

Théorème 6-1

Si Y et Yt sont des variables aléatoires ayant un moment du
2e ordre,
si les Ç {(ti.-VÇtj) sont des fonctions des < variables tr . . t$ définies
sur T4 et appartenant respectivement aux ensembles de fonctions
Si (i = 1, 2 ... n)
et si X (t) est une fonction aléatoire définie sur T telle que, quel
que soit i.

l

existe en un certain sens Si quel que soit Ci^ S*, ait un moment
du 2e ordre, si E [(Y - Yi) X (ti). . . X (ti)] existe quel que soit i,
si :

existe quel que soit Si et est égale à :

E [(Y - Yl) {C i (tx... ti) x (tj ... x (t*) dtx... dt*

(ces hypothèses font intervenir notamment les sens Si et les Si)
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alors :

La condition nécessaire et suffisante pour que :

eTy - Yx| ^ Ej^Y - Ya- Z ai/.--/Ti Q(X (t4.) dt{,)
est que :

f. . .f E (Y - YJ X (tx) ... X (t{) CtOôL,. .t<) dtx. . . dt4 = 0

quel que soit i, et quel que soit Sj

Si est l'espace L2(Tt) l'équation devient :

E [ (Y - Yx ) X(ti). . . X (tt)] = 0 presque partout (avec i = 1, 2 .. . n)

Démonstration

Posons :

12
_

Pour que F soit minimum lorsque tous lésai sont nuis, il est
B F

nécessaire que les —— soient nuis lorsque tous lésai sont nuis, ce
o en

qui donne le système d'équations :

f-rfi Et (Y - YJ X (t,)... X (t*)] ?|(%V,ti) ^...dti= 0

(ce qui doit être vérifié quels que soient les Ci^ §,;)•

Ces conditions sont suffisantes, car cela résulte de l'identité

F = E (Y - Yx)2 + E Y a4 (X M dt*,)|_i=i J t v i'=i 1

qui est alors vérifiée.

Théorème 6-2

Si Y est une variable aléatoire ayant un moment du 2e ordre,
si les Q (tx. . . tt) et pi (tx. . . t^) sont des fonctions des i variables
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L..ti définies sur T1 appartenant à l'espace vectoriel §i(quel que
soit i - 1, 2 . . . n)

Si X (t) est une fonction aléatoire définie sur T et si

/’ Y • fi Pi(tl* ' ‘ U) X (tl) • * • X (ti) dti- * * dt*

existe en un certain sens Si et a un moment du 2e ordre (quel que
soit et quel que soit i )

Si Y X (t) les Si et les Si sont tels que, quels que soient les
Pi et Q G Si, les intégrales - L

/., ./T. Pi (ti. . .t^ E [Y X (tx). . . X (ti)] dt,. . . dti
et

existent et sont respectivement égales à :

E[Y \f: ■: -fi x (O ••• x dti
et à :

ü*i ' fi pi(tl< (ti.idti) (/...£
quel que soit j (= 1, 2 ... n)

et quels que soient les p{€E StelE Çj É S.
alors :

La condition nécessaire et suffisante pour que les fonctionsi,(t...ti) E Sivérifient

E LY ' K U’ ï& p*(tr ••l<) x (ti)- • ■x <*<> dti- • • ati)l * b
(B étant la borne inférieure du premier membre pour tous les p,€E Si)
®st qu'elles soient solution du système d'équations intégrales :
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/•••/, <pIc](ti...t;)ndtJ'. = o
quels que soient les Ç. G S. et quel que soit j

rcm a posé :

<f>,= ! p*(ti...ti)E|nx (ti,)nx (tjJri dt4,-e yrtxw,J *=i i |_t'=i j'-i 1 Ji'=1 [_ j.=1 J_
Si les Si sont les espaces L2(Tt) le système d'équations inté-

grales devient :

X [..[ p4(tr ..tt) eMix (ti,) rhx (ty.)l dtx...
i=1 J i |_* 1 j 1 J

dti

= E [Yri X (t.,;

pour presque tous les t' (G T)

Démonstration

Pour que :

à = By -i p4 (wtj n (x (tt,) dti, ) 1
il faut et il suffit que :

Ty - .X / ; • fTi (pi^... ti) + ai .. ti))n (X (ti,) dti,) JE

soit minimum pour tous les a i nuis quels que soient les

Il suffit alors d'appliquer le théorème 6-1.
n i

avec : Yx = X f. . . /* P, (t.. . . t ) |“1 (X (t{,) dt{,)
i=l « i i '=i

pour obtenir les résultats du théorème 6-2.

L'application du théorème 6 - 2 à J) s Y - E (Y) et à
9C (t) = X (t) - E (X (t))

permet de ramener l'étude des fonctions de régression (dans le
cas de la régression non linéaire) à l'étude du système d'équations
intégrales du théorème 6 - 2.



CHAPITRE VII

RÉGRESSION
DES ESPÉRANCES MATHÉMATIQUES CONDITIONNELLES

ET RÉGRESSION LINÉAIRE M.Q.

Théorème 7-1

Si Y et X (t) vérifient les hypothèses C, si de plus X (t) est
presque sûrement de carré intégrable sur T et si quand x (t) G L2 (T)

E[
i

Y/X (t) = x (t) ] ttl+ X
Y - a0- f p (t) X (t) dt

f\ (t) x (t) dt (px(t) G L 2(T))

est minimum si a0= ax.p (t) = p2 (t).
S'il n'existe pas de fonction certaine u (t) G L2(T) telle que

f u (t) X (t) dt soit presque sûrement égale à une constante, il n'y
a que pour a0= axet p (t) = p (t) que le minimum est atteint.

Démonstration

On a l'identité :

j^Y - <x0- fT p (t) X (t) dt 1 = E|Y - ax- jf px(t) X (t) dtj
+ 2 E £ (y - ax- /TPx(t) X (t) dt) (tti-aQ+^ (Pl(t) - p (t)) X (t) dt) J

+ E^ax- a0+jf [Pi (t) - p (t)] X (t) dt J2
Le 2e terme du 2e membre est nul puisque

E (^/conditionnelle X (t) = x (t)) = “1+ X À» * (t) dt

2
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le 1er membre est donc minimum pour a0 = ocjjpU) = p (t), et il
n'y a que pour ces valeurs que le minimum est atteint dans le cas
ou il n'existe pas de fonction certaine u (t) £ L,2(T) telle que

J u (t) X (t) dt soit presque sûrement égal à une constante.

N. B. Nous aurions évidemment un théorème tout à fait analoguedans le cas de la régression non linéaire.



CHAPITRE VIII

SUR L'ESTIMATION DE LA RÉGRESSION LINÉAIRE M.Q.

I - QUELQUES REMARQUES SUR L'ESTIMATION DE P (t).

1 / Cas où la f. a. X (t) a une fonction de covariance

T (t,t') = E (X (t) - E [X (t)]) (X (t') - E (X (t')))
Nous supposons ici que les hypothèses C du chapitre II sont

vérifiées, que les valeurs propres Xi et fonctions propres (|;i (t) de
T (t,t') sont connues, que les coefficients de Fourier fi de

E \{y - E (Y)) (:X (t') - E [X (t')])]
(que nous poserons égal à 9 (t1) pour simplifier l'écriture) ne sont
pas connus.

Si la série X \|f<2 converge, il existe p (t) £ L2(T) tel que :

E £(y - E (Y)) - jf P (t) [X (t) - E (X (t))] dt J" = b(l2(T))
et p (t) est solution de l'équation intégrale :

jf r (t, t») p (t) dt = 9 (t')
Notons tout de suite que les fi étant inconnus, il n'est pas très

facile de tester l'hypothèse de la convergence de <-* Xi fi , cela ne

résulte pas de la convergence de S fi , car X{—+ co quand i -*• + °°
t

(Nous écartons ici le cas simple où le noyau r (t,t') serait dégénéré).
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timé

Pour estimer p (t) on pourrait être tenté de chercher un es-

cpn(t') de 9 (t1) et de choisir un estimé p (t) vérifiant :

fT r (t,t*) pn (t) dt = qf(P)
On pourrait considérer par exemple :

^£[Yk-"'° —][X^ - ^tl)+n-
Soient fnv les coefficients de Fourier d'un estimé quelconque
G L^T) de 9 (t1) relativement aux La convergence en moyenne

quadratique de 9n (t1) vers 9 (t1) entraînerait X (f nv - %) 0 quand

n ■+ +00 .

Or ceci n'entraîne pas l'existence de pn (t) ce qui exigerait la

convergence de 2- \2„fmais ceci n'est pas une difficulté majeure
V

si r (t,t') est connu, on peut modifier l'estimé de 9n(t') de façon
que X \2vtfv converge. (Il suffirait par exemple de choisir le nouvel
estimé de façon que tous les fnv soient nuis à partir d'un certain
rang v (fonction de n évidemment), ceci peut être compatible avec

X (fnv - f„) ■* 0 quand n -> + ® .
V

vers p (t) quand n -» + ®.

La convergence en moyenne quadratique sur T de p (t) vers

p (t) exigerait que Là \„(fnv - fv) p* 0 quand n -* + °°, ceci ne résulte
évidemment pas en général de S (fnv - îvf ■* 0. (Les \v -*■ + ® quand
v -> + ) Même si on ajoute l'hypothèse de la convergence quelque

soit n de S f*v, cela ne suffirait pas.
v : '

Même dans le cas simple où F (t, t1 ) est complètement connue
on voit toutes les précautions à prendre pour obtenir un estimé sa-
tisfaisant de la fonction de régression. Il ne suffit donc pas de choi-
sir un estimé 9n (t1) de 9 (t1) convergeant en un certain sens vers
9 (t1) pour en déduire un estimé satisfaisant de la fonction de ré-
gression p (t).
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2/ Cas où la fonction de convariance T (t, t') est inconnue.

Les À^. et les 9t(t) sont alors généralement totalement inconnus.

Si Pn (t,t*) et cpn(t') sont des estimés convergeant en un cer-
tain sens vers T (t,t') et 9 (t), il n'existe pas de théorème général

permettant d'en conclure la convergence de p (t) défini par :

f r„ (t,t*) pn (t) dt = <pn (t1)

(lorsqu'il existe un tel pn (t))
vers p (t) solution de :

f T (t,t‘) p (t) dt = 9 (t)

Le comportement de la suite pn (t) sera très variable suivant
les estimés choisis pour rn (t,t') et 9n (t') et, à moins de rensei-
gnements très précis sur la f. a. X (t) et la v. a. Y, on ne peut
espérer obtenir ainsi d'estimés satisfaisants.

Soient Yi. . . Yn, X^t) ... Xn (t), n réalisations indépendantes.

Nous supposons que, quel que soit p (t) G L2(T), Xi(t) est
telle que p (t) Xi(t) est p. s. intégrable - L sur T, p (t) Xi(t) dt
définissant une variable aléatoire.

Nous supposons également que les hypothèses (C) sont véri-
fiées.

Nous supposerons pour simplifier que E (Y) = 0 , E (X (t)) = 0.

Si E (Y) et E (X (t)) n'étaient pas nuis, mais étaient connus,
ou se ramènerait immédiatement à ce cas en posant

^ = Y -E (Y) X (t) = X (t) - E [X (t)].

J
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Considérons, par exemple, les estimés

1 "i V
rn (t.-tf) = - y Xi (t) Xi(t')

9n(t'] £ t YtX((«)11 {=1

Si E (Y) et E[X (t)] n'étaient pas connus, on pourrait faire une
étude assez analogue avec les estimés

E (t,f) -±ri\xM-x'M+-+x^] rXi(f)-n-1 filf- n J L n

et

w .juifï,, Y^-n-+Y-1 r x<(tl). x1(fHn-l t=iL n J L n

Le noyau de l'équation intégrale

f7 rn (t,t') ^f(tPdt = cpn (t1)
est dégénéré.

Ceci ne nous surprend pas, car l'échantillon Xx(t) . . . Xn(t) ne
peut donner d'information sur la composante de p (t) orthogonale à
l'espace vectoriel engendré par X^t) ... Xn (t).

Tout au plus pouvons nous espérer obtenir un estimé satis-
faisant de la composante de p (t7~ suivant cet espace vectoriel ou
suivant un sous espace vectoriel SL à L dimensions de cet espace.

En appellant p1 (t) . . . Pj (t) ... pL (t) une base de &L, la com-
posante de p (t) suivant 8|.est égale à 51 ocj (n) Pj(t), les "a^étant à

s. I =1

étudier. (Pour abréger l'écriture nous n'écrirons pas que ai est fonc-
tion de n).

Si quel que soit p (t) G L2(T), p (t) X<(t) est presque sûrement
intégrable - L sur T, J Pj(t) Xt(t) dt étant égal à une variable
aléatoire X^(nous avons au chapitre I donné des conditions suffi-
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santés simples pour que ce soit vrai), nous obtenons pour trouver
l'estimé :

X £ (i Xi(t) Xi(t')) (t ‘oc'iPitt)) dt = i.g Yi Xi (f)
ce qui nous donne en égalant les composantes des 2 membres sui-
vant pj,(t') :

ïi
1=1 i=1 n t=i n

(avec i1 1 , 2 ... L).

Les conditions d'existence et d'unicité des ai seront données
au théorème 8-1.

Nous remarquons que les cTî~peuvent être considérés comme
des estimés "satisfaisants" des ai du théorème 2 - 13. (Nous suppo-
sons les hypothèses de ce théorème vérifiées). Les ai vérifient le
système d'équations :

J/txT Pi (t) Pî'(t>) E [X (t) X (t>)] dt dt’ = X pî'(t) E [ Y X (t)] dt

Les o^i existent et sont uniques puisque nous avons supposé qu'il
n'existe pas de fonction certaine p (t) f 0 appartenant à SL telle que

Prob X p (t) X (t) dt = 0j = 1.
Les Éciconvergent presque sûrement vers les ai quand n -» œ

(L restant fixe) puisque E
vers

Xq Xtt,1
converge presque sûrement

XX Pi(t) Pi,(t') E [X (t) X (t')] dt dt'
. „r A Yi Xi i / ”1e, que El £ — converge presque sûrement vers

X Pi r (t) E[ Y X (t)] dt.

V cCjPj (t) est donc un estimé "consistent" de :
1=1

P W “ £ aiPi (^)
i=i
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rendant ER p (t) X (t) dt I égal à sa borne inférieure pour

tous les p (t) G êL.
L

Mais X ccj Pj (t) est en général totalement différent de la com-
1 = 1

, r
posante de p (t), solution de J T t,t') p (t) dt = (p (t1) suivant SL
et l'augmentation de L ne supprime pas les difficultés (cf. th. 2 - 17).
A noter toutefois le cas particulier où L fonctions propres de T (t,t')

L

constituent une base de ÔL, X aiPz U) est alors égal à la compo-

santé de p (t) suivant êL.

Notons cependant que l'estimation de la fonction de régression
peut être étudiée plus facilement dans certains cas particuliers, par
exemple, si X (t) est une f. a à accroissements orthogonaux, ou si
X (t) est une f. a stationnaire (auquel cas on estimera la fonction
de régression p (v) de la fréquence), ou si X (t) est de type parti-
culièrement simple.

Tout ce qui précède montre toutes les précautions à prendre
dans l'estimation de p (t) dans les cas où X (t) et Y sont suffi-
samment bien connues. Si nous ne sommes pas suffisamment ren-

seignés, sur Y et X (t), toute tentative d'estimation "satisfaisante" de
p (t) est vouée à l'échec pour les raisons que nous avons données.
Ceci explique l'orientation que nous avons donnée au chapitre II où
l'essentiel dans l'obtention de la régression est non pas la fonction
de régression p (t) qui souvent n'existe même pas, mais lava-
riable aléatoire de régression Yx et c'est l'estimation de cette va-
riable aléatoire qui va être étudiée dans la suite de ce chapitre.
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ESTIMATION DE LA REGRESSION

L'estimation de la régression se présente de façon différente
lorsque E (Y) et E [X (t)] sont connus et lorsqu'ils ne le sont pas.

a) Si E (Y) et E[X (t)] sont connus

Si les hypothèses (C) sont vérifiées et si E (Y) et E [X(t)]
sont nuis l'estimation de la régression n'est autre que l'estimation
de Yix défini au théorème 2-4 (on a alors Yx = Ylx )

Si et SC (t) (vérifiant toujours les hypothèses C) ont des
espérances mathématiques connues, il suffit de poser

Y = - E (l») X (t) = SC (t) - E [£C (t)]

et d'estimer Y1X car on a la régression = E (^j) + Y1X.

Nous étudierons donc dans la 2e partie l'estimation de Y1X tel
que défini au théorème 2 - 4.

(Il est à noter que cette estimation de Ylx pourrait être faite
même si E (Y) et E [X (t)] n'étaient pas nuis, mais alors Y1X serait
différent de Yx. )

b) Si E (Y) et E [X (t)] ne sont pas tous les deux connus

Plutôt que de chercher à estimer E (Y) et E [X (t)], nous étu-
dieron s

(Ici p (t) ne sera pas considéré comme l'estimation d'une fonc-
tion de régression qui dans certains cas n'existerait même pas).

Ceci fera l'objet de la 3e partie de ce chapitre.
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II - ESTIMATION DE Ym (PAR LES MOINDRES CARRES)

Soient (t) p2 (t) ... p} (t) ... une suite de fonctions de L2(T)
formant un système complet. Soit êL l'espace vectoriel à L dimen-
sions engendré par px (t) . ... pj (t) ... p (t) (que nous supposons li-
néairement indépendants).

Nous supposons que X (t) est une fonction aléatoire et Y une
variable aléatoire telles que :

a) pt (t) X (t) est p. s. intégrable - L sur T, f pj (t) X (t) dt
définissant une variable aléatoire vérifiant ainsi que Y et X (t) les
hypothèses du théorème 2-4 (les hypothèses de ce théorème 2-4
permettent de définir Ylx (L2(T))).

b) il n'existe pas de fonction certaine u (t) f 0 u (t) (E gL telle

que Prob u (t) X (t) dt = 0^ = 1
Il existe alors une fonction et une seule p (t) GêL

L

P (t) = S alPl W
1=1

telle que

fT t cqpj (t) X (t) dt = Ylx (gj
les ai étant solution du système

ffTxT Pî (t) (t') E [X (t) X (t')] dt' dt' = /t Pj, (t) E [ Y X (t)] dt

'4M (z1 = 1, 2 ... L)

Soit un échantillon de taille n, Xi(t) et Y{ l'observation de
rang t. Nous ne pouvons en déduire que des estimés d'un nombre L
de paramètres indépendants nettement plus petit que n.
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Nous estimerons Ylx (ëL) et nous utiliserons le résultat du
théorème 2 - 15 où on a montré que Yix (SL ) converge m.q vers
Ylx (MT)) quand L-* + œ .

Il existe donc L0(e)tel que, e étant > 0 arbitrairement petit :

E[Y1X (L2(T)) - Ylx (êL)]2 < e

quand L. > L0(e)

L étant fixé (> L0) nous étudierons l'estimation de Ylx (gL) quand la
taille n de l'échantillon est supérieure à L et nous indiquerons des
théorèmes limites quand n+00 .



276 J. LEGOUPIL

ESTIMES DES MOINDRES CARRES DE Ylx UL)

Théorème 8-1

Si les Xt(t) (i = 1, 2 ... n) et les pj(t) (1 = 1, 2 ... L) sont

tels que l'intégrale - L J (t) X$(t) dt existe quels que soient i et i

(pour abréger l'écriture nous appellerons Xi{ cette intégrale).

S'il n'existe pas de fonction p (t) E êL (p (t) f 0) telle que

/ p (t) Xi (t) dt = 0 pour tous les i (1, 2 ... n), il existe un et un seul*/t

système de valeurs des ocj aj (n) tels que :

n L

X (Yi- fT I alpl (t) Xi(t) dt)2
soit minimum. Ils sont solution du système :

X «il x„x„.- X Y<x4„
t=ll = l i=l

(avec i' = 1, 2 . . . L)

Démonstration
n L

Soit z = X (Yi - Y alXilf
i=l l =1

H ■ - 2 X.J.IY,- I ot,X„)i = 1 I

3z
et l'annulation des nous conduit au système

, actp

t et, t X4,X„, | £ Y«X,„
J=1 i=l t vf1

Puisqu'il n'existe pas de p (t) / O p (t) G ëL telle que tous les

/ P (t) Xi(t) dt = 0

î \ f i a,p, «i xat) «I <* i(s ^Xj)2
i=i T l=i J l=l
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n'est nul que pour tous les oqnuls. Le discriminant de cette forme
quadratique (qui n'est autre que le déterminant de notre système) est
donc f 0.

Notre système d'équation admet donc une solution et une seule
«T

Les ocj sont les valeurs des ajcorrespondant au minimum de z ,

car cela résulte de l'identité

Lemme 8-2-1

Si les oq (n) convergent presque sûrement vers les ai quand
•n-»+œ (pour i = 1, 2, ... L) et si J* Pj (t) X (t) dt existe et est
une variable aléatoire ayant un moment du 2e ordre :

yiTTïT = s MST f p7 (t) x (t) dt

converge presque sûrement, quand nvers

Ylx (Sl) = V aijf p (t) X (t) dt.
i = i

Démonstration

Nous poserons pour abréger l'écriture X. = / p, (t) X (t) dt.J J l
i] étant un nombre positif arbitrairement petit, on peut choisir un
nombre M tel que

M > E (X,2)

on a alors :

E (Xç2) < T)
M2 2

et d'après l'inégalité de Tchébitcheff
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Prob [ I X,| < M ] > 1 -
E (Xt2)

M2
> 1 -

D'autre part puisque oct (n) converge presque sûrement vers otj
il en résulte qu'il existe N (e, M, q) tel que la probabilité, pour

que toutes les inégalités

aj(n) ai <
E

M

correspondant à tous les n > N (e, M, q) soient satisfaites, soit su-

périeure à 1 - ^ (e étant un nombre > 0 arbitraire).
La probabilité pour qu'en plus de ces inégalités, l'inégalité

|Xj | < M soit satisfaite est donc supérieure à ^1 - qui est lui-
même supérieur à 1 - q.

Or si |Xj| < M et si pour tous les n > N (e, M, q)
I (nT - a,| < -,

M

IX^aj (n) - af) | < e

La probabilité pour que toutes les inégalités :

|Xt(aj(n) - exj)I < e

correspondant à tous les n > N (e, M, q) soient satisfaites est su-
périeure à 1 - q.

Quelque soit i, (Xj(n) Xjconverge p. s vers (XjXjquand n -* +ot>.

Il en résulte que :

Yix (ôl) converge presque sûrement vers Ylx (SL) quand n -* +œ.

Nous utiliserons enfin pour démontrer le théorème 8 - 2 la
propriété suivante :
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Lemme 8-2-2

Soit la matrice carrée symétrique || Bn|| à L2 éléments et soient
les 2 matrices colonnes à L éléments || C„|j et ||a7T>ll •

Si ||Bn(| converge presque sûrement vers || B || de déterminant
non nul et si ||Cn|| converge presque sûrement vers ||C|| quand
n-»+<», la probabilité pour que, pour tous les n > N, il existe une
et une seule solution ||cT^7|| du système d'équation :

||Bn|| X || «Tio || = IlCnll

tend vers 1 quand N ~* + ® .

Cette solution converge alors presque sûrement vers || a || so-
lution du système

Il B II x || et || = ||C II.

Démonstration

Puisque llBJI converge p. s vers 11B 11 de déterminant non nul,
il existe N ("n) tel que la probabilité pour que tous les |Bn| f 0 pour
n > N (ti) soit supérieure à 1 - r). (r) étant positif arbitrairement
petit).

La 2e partie du lemme résulte des faits suivants.

Si Xn et Yn convergent p. s vers X et Y, Xn+ Yn, XnYn, con-
X X

vergent p. s vers X + Y, X Y ; —- convergera p. s vers — si de

plus Prob (Y = 0) = 0.

Nous considérerons dans le théorème 8-2 l'estimé

yITTÏT = I alto / p, (t) X (t) dt
i =i T

de Ylx (SL) les at (n) étant les estimés des moindres carrés du théo-
rème 8 - 1.
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Théorème 8-2

Soient (t) ... Pj (t) ... pL (t) L fonctions linéairement indé-
pendantes définies sur T et Sll'espace vectoriel engendré par ces
fonctions

et soit X (t) ou (x (t,w)) une fonction aléatoire du 2e ordre
définie sur T telles que :

L'intégrale - l r p, «t x (t, co) dt existe pour presque tout ü),
et est une fonction de u) mesurable sur Q quel que soit i.

Si :

ia Pl (t) X (t) dt) (/TPIf(t) x (t) dt
existe quels que soient i et v et est égale à

ffjx T Pj (t) Pj (t‘) E [ X (t) X (t')] dt dt'

et si, Y étant une variable aléatoire ayant un moment du 2e ordre,

E^Y fy p{ (t) X (t) dtl = fy p (t) E [Y X (t)] dt
quel que soit i.

Si de plus il n'existe pas de fonction p (t) f 0 p (t) G Sltelle

que J p (t) X (t) dt soit presque sûrement nulle.
Soit n la taille de l'échantillon.

La probabilité pour que, pour tous les n > N l'estimé Yu(&i)
existe et soit unique, tend vers 1 quand N -*+<». Cet estimé con-
verge alors presque sûrement vers Y1X (SL) quand n-* + œ.

Démonstration v

Soit |jBn|| la matrice carrée à L2 éléments dont l'élément
est i âLSr

i=i n

Soit || Cn || la matrice colonne à L éléments £ ^
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E (Xn Xi//) existe et est égale à

ffTX Pi(t) h' (t’> E[X (t) X (t')] dt dt'
E (Y{Xiz) existe et est égale à J (t) E [ Y X (t)] dt

D'après le théorème de Khintchine-Kolmogorov || B„ ||converge
presque sûrement vers ||B || dont l'élément {il1) est

ffrxT Pi Pi » (t') E[X (t) X (t')] dt dt'
||Cn|| converge presque sûrement vers la matrice colonne ||C|| dont
les éléments sont J ^ (t) E [Y X (t)] dt.

Le déterminant de la matrice ||B || est différent de 0 puisqu'il
n'existe pas de fonction p (t) f 0 p (t) E SL telle que jf p (t) X (t) dt
soit presque sûrement nulle.

On peut donc appliquer le lemme 8-2 -2àoc(n) solution

IIBJI Ml CT II = Il Cn||

De l'existence et l'unicité de ||”Ç7II se déduit l'existence et l'uni-
cité de

yIT(SJ = £ X Pz (t) X (t) dt
1=1

et de la convergence presque sûre de ||a(n)|| vers || a || solution de
l'équation

Il B || » Il a || " ||C||

et de l'application du lemme 8-2-1 résulte la convergence presque

sûre de Y1X (ôj vers Ylx (êL) quand n-> + œ.

Considérons :
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Nous montrerons dans le théorème 8-3 que lorsque n-»+œ

(Op(rf) -ai) pt (t)J
tend vers une loi de Laplace que l'on précisera.

Nous introduirons les notations suivantes :

Il P II = Il Px <t) ... Pi (t) ... pL (t) ]|

matrice ligne à L éléments

et nous appellerons ||D || la matrice carrée à L2 éléments dont l'élé-
ment dmm. est défini ainsi

dmm. = ff * E[Y2X (t) X (t')] pm (t) pm. (t*) dt dt'

-2 t «I fffr3 Pi Pm (f) Pm. (t") E [Y X (t) X (t*) X (t")] dt dt' dt"

+1 S az ai'MÊfà Pi(t) pj, (f) pm a") Pm, (t"«)
1*1 l’-l

E [X (t) X (t') X (t") X (t'")] dt dt' dt" dt"'

les ai constituant la matrice colonne ||a || vérifiant

Il P II x lia || = || C ||

tel que vu précédemment.

On peut si on préfère moyennant les hypothèses du théo-
rème 8-3 écrire :

dmm. = E^(y- X ai fT Pj (t) X (t) dt)' ffjx* (t) X (f) pm (t) pm, (f) dt dt'
Théorème 8-3

Si les hypothèses du théorème 8-2 sont vérifiées et si de
plus les expressions suivantes existent et vérifient les égalités sui-
vantes quels que soient il' mm' (égaux à 1, 2 . . . L)
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e[y2/ pm (t) x dt Xp-’(t) x (t) dt]=
= ffxy E [Y2X (t) X (t*)] pm (t) pm, (t') dt dt'

e[y X pm (t) x (t) dt X pm. (t)x (t)dt X pî(t) x (t) dt]=
= JJJ E [Y X (t) X(t')X (t")] pm (t)pm, (t') (t") dt dt' dt"

E ^ pm (t) X (t) dt X Pro. (t) X (t) dt X Pi (t) X (t) dt X Pf,(t) X (t) dtl=
JJJfj* E [X (t)X(t')X(t") X (t'")]pm (t)pm, (t')Pj (t")pj, (t'M) dt dt'dt" dt'"

2 (ai (n) - aj ) pj (t) converge quand n •* + <*>, vers la loi de
1 = 1

Laplace d'espérance mathématique nulle et de variance

P x B D x B

Démonstration

Des équations définissent ai (n) et ai on déduit :

2
1 = 1

) I Vn(Oî - ocj ) L|Xi,Xi-1}( L J Lt=1 n J' Vn

avec (m = 1, 2 ... L).

Les 2e membres constituent L variables aléatoires et pour étu-
dier leur loi limite quand n^ + co, nous utiliserons le résultat clas-
sique suivant :

Soient L variables aléatoires Z(ml (m = 1, 2 ... L) et soient
n réalisations indépendantes d'un échantillon Zi/(m) (i = 1, 2, .. n)

Si E [Z(m)] = 0 et si E[Z2(m)] existe (quel que soit m)
Ê Z-

Les L variables aléatoires izl (m| convergent quand n-» + œ)
VIT

en loi vers la loi de Laplace-Gauss d'espérance mathématique nulle
et de matrice de covariance la matrice dont l'élément (m,m') est
E [ Z ( m ) Z( m* )] .

I
!

iis

I

H
Si



284 J. LEGOUPIL

Ici :

1 t,(mi Y{ X{m - (Xj X{îXin
î=i

Ztmi = Y JT pm (t) X (t) dt - t aîjf Pi (t) X (t) dt jf pm (t) X (t) dt

qui vérifient nos hypothèses. Nous aurons donc convergence en loi
vers la loi de Laplace-Gauss dont nous allons trouver la matrice
de covariance.

E|Z(ra) Z(mi(J = E

[Yfr Pm (t) X ^
X (t) dt f p (t)X (t) dt

L =1 1 «'T m
x [Y Xp-'(t) x (t) dt

" 2 aij(pi M x (t) dt jT Pm (t) x (t) dt
= dmm.

i_/a matrice de covariance de la loi limite des L v. a du 2e membre
de notre système d'équations est donc ||D||

Comme d'autre part la matrice ]| Bj, || d'éléments V fXli Xim|
i=1 V n )

converge en probabilité vers la matrice symétrique ||B.J| quand n-+œ

Les L variables aléatoires Vn(cu - ai) convergent en loi (quand
n-» + œ ) vers la loi de Laplace d'espérance mathématique nulle et de
matrice de covariance ||B || x ||D|| x ||B||-1.

Il en résulte que :

Vif Z Pi W (“i (n) _ai)
converge en loi vers la loi de Laplace à une variable d'espérance
mathématique nulle et de variance v

||p||x ||B|}-lx ||D II X ||B||-1 1]P II'.

N. B. La variable aléatoire Vn(Ylx (SL) - Ylx (8,.)) ne converge pas
forcément en loi vers la loi de Laplace, car si
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(oc? (n) ai) Pi (t) ]
tend vers la loi de Laplace et si X (t) est une fonction aléatoire
indépendante de la précédente, il n'en résulte pas nécessairement
que :

-ai ) Pj (t) X (t) dt

tende vers la loi de Laplace quand n-> + °° .
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III ESTIMATION DE Yx (PAR LES MOINDRES CARRES) DANS
LE CAS OU E (Y) ET E [X (T)] NE SONT PAS TOUS LES

DEUX CONNUS.

De même qu'au II puisque Yx (SL) converge en moyenne qua-
dratique vers Yx [L2(T)] quand L-> + œ, on étudiera l'estimation de
Yx (SL), L étant donné quelconque. Nous avons les théorèmes sui-
vants.

Théorème 8 - A

Si les X{ (t) (i = 1, 2 . . . n) et les Pj (t) (î = 1, 2 . . . L) sont
tels que l'intégrale - L f (t) Xi (t) dt existe quels que soient

i et i (on posera f pt (t) Xf (t) dt = X^).
S'il n'existe pas de fonction p (t) (€E gL) telle que :

p (t) Xi(t) dt = k

pour tous les i (1, 2 ... n).

Il existe un et un seul système de valeurs de a0 . .

(a0(n) . . ai (n) . . . ) tel que :

t\Yi- a°~ f t “ïPiW xi(t) dt I
i=l L T 1=1 J

soit minimum. Ils sont solution du système :
n

_ t X{ i .S Yi
«<+ X «*X — = —

Z=i i=i n n

n X- L _ n XitXim X Yi Xi• V Atm I v V i-^ 1 1 m
a0 L + L aiL = —

t=i n i=i t=i n n

. ai

(avec m = 1, 2 ... L)
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La démonstration est analogue à celle du théorème 8-1.

Théorème 8-5

Soient px (t) ... Pj (t) ... pL (t) L fonctions linéairement indé-
pendantes définies sur T et soit êL l'espace vectoriel engendré par
ces fonctions, soit X (t) ou x (t,io) une fonction aléatoire du 2e ordre
définie sur T telles que :

L'intégrale - L f pj (t) x (t,co) dt existe pour presque tout w,
et est une fonction de co mesurable sur Q quel que soit i,

pj(t) X (t) dt J
et

E Pj (t) x (t) dt) ; (t) x (t) dtj
existent quels que soient i et i • et sont respectivement égales à

fT Pl (t) E [X (t)] dt

et

//'.>(*) pI( (t') E [X (t) X (t')] dt dt'.
Si, Y étant une variable aléatoire ayant un moment du 2e ordre,

E^Y jf Pî (t) X (t) dt J = JJ ^ (t) E [Y X (t)] dt
(quel que soit i).

Si de plus il n'existe pas de fonction p (t) € êL telle que f p (t) X (t) dt
®T

soit presque sûrement égale à 1.

Si n est la taille de l'échantillon,

alors :

La probabilité pour que, pour les n > N l'estimé
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Y* (SL) = aT(nr + £ cTîTnT f p. (t) X (t) dt
l=i ï 1

existe et soit unique, tend vers 1 quand N -*■ +00 . Cet estimé con-

verge alors presque sûrement vers Yx (gL) quand n -* + °°.

La démonstration est analogue à celle du théorème 8-2.

Nous utiliserons les notations suivantes pour le théorème 8-6.
Elles ont des significations différentes de celles du théorème 8-3

Nous appellerons ||B|| la matrice carrée à (L+lf éléments .

b00= 1 b0i = bi0 = f pj (t) E [X (t)] dt

bu, = rfi ^ (t) (t1) E [ X (t) X (t')] dt dt'

(i et l ' - 1, 2 . . . L)

Les a0. .. aj. .. étant solution du système :

Oo+ t ai f p, (t) E[X (t)] dt = E (Y)
i=i

a0f Pm (t) E [X (t)] dt + X ff Pj (t) pm (t*) E {X (t) X (t')] dt dt1 =T i=i T *T

= f pm (t) E [Y X (t)] dt

(m = 1, 2 . . . L)

Nous définirons la matrice carrée ||D|| à (L + l)2 éléments :

d 0o= E (Y-Oq)2 + 20o f Pi E [X (t)] dt - 2 Y at f E [Y X (t)] p. (t)dt
i=i ui Jt 1

+ I t aiai'ff E[X (t) X (t')] p, (t) p,,(t')dtdt'
i=i v=i ^TXT 1 1

dmo = dom = f E [Y2 X (t)] pm (t) dt + al £ E [X (t)] pm (t) dt
+ 2 I ai au fff E[X (t) X (f) X (t")] (t) pj; (f) pm (t") dt dt' dt"
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- 2 a0 / E [ YX (t)] pra (t) dt - 2 £ ai ff E [YX (t) X (t')] p (t) p (t') dtdlf*T j_, ~l m

+ 2 a0X aj//txt E [X (t) X (t')]Pz(t) pm(t') dt dt»

drom.= ff E [Y2X (t) X (t*)] p (t) p, (f) dt dt' +v t xT m m

+ a 2ff E [X (t) X (t')]p (t)p, (t*) dtdt*J J jx j 1 m 1 m '

+ I S a* ai» ffff% E [X (t) X (t*) X (t") X (t'")]
i=ii'=i

Pj (t) Pra(t') Pj, (t") pm, (t"') dt dt' dt" dt'"

- 2 ajf E [Y X (t) X (t')]p (t) p (t') dt dt'

-2 I a»///3 E CYX (t) X (t')X(t»)] Pm (t) q (t') Pm, (t") dt dt* dt"
1=1 T

+ 2 a0£ «i fff E [X (t) X (t») X (t")]pm(t) Pj(t') pm, (t") dt dt' dt"
i = i t3

Les matrices || B || et ||t)|| existent moyennant les hypothèses
du théorème 8 - 6 et moyennant ces mêmes hypothèses

d00 = E F Y - a0- £ aif Pi x ^ dt J
dmo = dom = E |^(y -a0- t «i/T Pj (t) X (t) dt)2 (j[ pm (t) X (t) dtl
dmm,= eT(y -a0- 2 ocjjf pj (t)X(t)dt)2 (f^ Pm (t)X(t) dt)

(X p.. <t> x (t) dt)]
Nous appellerons enfin || P || et || Q II les 2 matrices lignes à

L + 1 éléments.

Il P II = || 0 p (t) P (t) ||

Il Q II = Il 1 0 0||
Théorème 8-6

Si les hypothèses du théorème 8-5 sont vérifiées et si de
plus les expressions suivantes existent (quels que soient i,i', m, m' =
1, 2 ... L) et vérifient les égalités :
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E

E

E

[Y2/ pm (t) X (t) dt J= jf E [Y2 X itJt'Pi W dt

e[y!X p.(t) x (t) dt X p-(t) *»*]'
= JJ E [Y2X (t) X (t')ifi (t) PB* (t') dt df

[y X p. $x «dt X p-(t) x (t) dt] *
= ffTxT E [Y X (t) X (t'tf pm ^ Pm. (f) dt dt'

[y X p_ (t) X (t) dt X P., (t) X (t) dt X H <*) x (t) dt] =
= JJJ3 E [YX (tj X (t1) X (t")] pm (t) p„. (t*j pï dt dt' dt"

E[x p. (t) X (t) dt X P., (t) X (t) dt X P, (t) x (t) dt] =
fffE [X (t) X (t') X (t")]pm(t) Pm. (*') pl (t,,) dt dt' dt"

E^J pm (t) X (t) dt J p’, (t) X (t) dt J Pj(t> X (t) dt J Pj,(t)X(t)dtj =
xxxxt, E [X(t)X(t')X(t")X(t'")] pra(t) pm, (t,)pI(tM)P^t,")dtdt' dtMdt"'

1/ Vh[I (ai (n) - ai) pl (t)l converge en loi, quand n + 00 ,

vers la loi de'Laplace d'espérance mathématique nulle et de variance

IPII x II B II"1 x || D || x || B
-i x

2/ VIT [a^TnT - a0] converge en loi, quand n ->+ œ, vers la loi
de Laplace d'espérance mathématique nulle et de variance

|| Q || x ||B ||_1 x || D || x ||B||-1x|| Q H*

Démonstration

Nous obtenons ici le système d'équations :

Vn(oc0 - a0) + 2 Vn(cxj- al ) I X{ l.
i=iL J n Vn

Yi
- «o- 2

* 2 Xa
i =i

ai-n n
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Vn(^-oc0) £ ^r+ sTvn (al-ai)]É X--Xir
t=i i=iL Jt=i n

= V"ïï( I

(avec m = 1, 2 . .. L)

Nous poserons cette fois

i ÉJEi". s a, 2’

i *1 i *1 t *l
n n

zi,toi = Y<- a0- £ cctXu
i = i

Z, «.i = Y, X, - a X, -V a,X,,X,t, lm J i tm o Im Lu L IL lu
i=i

Z(0, = Y - a0- 2 ai /* Pi M x (t) dtfia T

Z,., = Y / P (t) X (t) dt - aD f p (t) X (t) dt -** X m %j j m

-Saif Pj (t) X (t) dt / pm (t) X (t)
T _ i T

dt

Le reste de la démonstration est analogue à celle du théo-
rème 8 - 3 en notant toutefois, que les notations actuellement uti-
lisées n'ont pas la même signification qu'alors. Les L + 1 v. a Z(o) ZM
ont une espérance mathématique nulle et une matrice de covariance
égale à ||D|| . Le théorème en résulte.

Les théorèmes limites du chapitre IV pourraient être utilisés
pour estimer Yx (L2(T)) qui peut être, par exemple, considéré comme
limite d'une régression multiple de Y par rapport à L variables
aléatoires X (tx) ... X (tL) quand L-»+ oo de façon que le plus grand
des ti - t».! ■* 0.

Le point important pour l'utilisation pratique de ceci est évi-
demment la rapidité de convergence vers Yx (L2(T)) de façon à pou-
voir obtenir avec L pas trop grand une bonne approximation de
Yx(L2(T)). Par exemple dans le mémoire de Sir R. Fisher sur
l'influence de la pluie sur les récoltes, la régression multiple de
Y par rapport à 6 v. a / p (t) X (t) dt représentait, à son avis,

J r L
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une approximation satisfaisante de YX(L2(T)) (avec les choix de p, (t)
faits par R. Fisher naturellement), alors que dans ce même pro-
blême d'application pratique, la régression multiple de Y par rapport

aux / X (t) dt aurait exigé environ une soixantaine de termes (les

Ti correspondant à 6 jours) pour obtenir d'après l'avis de S. R. Fisher
une approximation convenable de Yx (L2(T)), ce qui rendait impos-
sible toute estimation, puisque la taille de l'échantillon était faible
dans le cas des récoltes.



CHAPITRE IX

SUR L'ESTIMATION

DES ESPÉRANCES MATHÉMATIQUES CONDITIONNELLES

Nous considérerons dans ce chapitre le cas où l'espérance ma-

thématique de Y conditionnelle à la réalisation x (t) de la fonction
aléatoire X (t) est, lorsque x (t) G L2(T), de la forme

a0 + £ p (t) x (t) dt

avec p (t) G L2 (T).

ot0 peut être connu ou à estimer (si a0 est connu on se ramène
immédiatement au cas où il est nul), p (t) doit être estimé. On sup-
pose que n réalisations de X (t) xt (t) G L2(t) sont observées et
que p observations de Y Y^- sont faites pour chaque xi (t) observé .

Notons tout d'abord qu'on ne peut espérer estimer que la com-
posante de p (t) suivant l'espace vectoriel engendré par les Xi (t)
ou suivant un sous-espace êL de cet espace, sous espace dont nous
appellerons p (t)... p (t) la base. Mais puisque p (t) G L2 (T), il
existe un entier L0 (e) tel que, si les p (t) forment un système com-
plet de fonctions base de L2 (T), lorsque L > L0 (e), on ait :

X [p (t) - I oCjpj (t)J dt < e
L

X et, pj (t) étant la composante de p (t) suivant l'espace vectoriel SLPt
qui a pour base p (t)... p (t). e étant un nombre positif arbitrai-
rement petit.

Si nous avons la possibilité d'observer à notre choix les réa-
lisations x (t) que nous désirons, nous pouvons, par exemple, ob-
server comme réalisations de xi(t) les L premières fonctions p (t) . . .

Pl (t) d'un système complet base de L2 (T).
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Si les réalisations observées Xi (t) dépendent du hasard, fai-
sons l'hypothèse que p (t) (t) est presque sûrement intégrable - L
sur T quel que soit p (t) G L2(T).

S'il n'existe pas de fonction u (t) G ÔL telle que J* u (t) X (t) dt
soit presque sûrement nulle, la probabilité pour que :

fr Pl (t) Xi (t) dt = 0

pour i = l, 2 ... L quel que soit i = 1, 2 . . . n tend vers 0 quand
n~»+oo, L restant fixe.

Soit p( | (t) la composante de p (t) suivant l'espace vectoriel
engendré par les Xt (t) (i = 1, 2 . .. n)

p, (t) est aléatoire.(ni

Puisque :

f (p (t) - X ocj pj (t)) dt < e
î=i

et puisque la probabilité pour que

/ (t) Xi (t) dt = 0

pour î = 1, 2 . . . L quel que soit i = 1, 2 .. . n tend vers 0 quand
n -» + œ la probabilité pour que :

X(p(t) - f (t))! dt < e
tend vers 1 quand n -> + œ.

Si au contraire de ce qui a été fait précédemment, on sélec-
tionne à notre gré les réalisations xi (t), on peut retarder indéfi-
niment l'observation de réalisations permettant d'estimer certaines
composantes importantes de p (t).
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ESTIMATION, PAR LES MOINDRES CARRES, DE LA COMPOSANTE
DE p (t) SUIVANT «l

Ici êL pourra être soit l'espace vectoriel engendré par les
réalisations x^ (t), soit un sous espace vectoriel de cet espace.
Puisqu'il est question ici d'espérance mathématique conditionnelle,
nous agirons comme si êL n'était pas aléatoire.

Au chapitre VIII, il était essentiel de faire une étude statis-
tique portant à la fois sur X (t) et sur Y. Ici, lorsque & L est choisi ,

il n'y a aucune nécessité de multiplier le nombre d'observations sur
X (t), à moins que l'on cherche à faire des tests de l'hypothèse :

E 0^/conditionnelle X (,)) = “• + X P (t> X (t) dt

Il suffit que Sl soit inclus dans l'espace vectoriel des obser-
vations (t) ... xi (t).

En faisant tendre le nombre p d'observations de Y (pour
chaque (t)) vers l'infini, nous obtiendrons des théorèmes asymp-
totiques.

Théorème 9-1

Si les x4 (t) (i = 1, 2 ... n) et les p (t) ( l = 1, 2 . . . L) sont
tels que l'intégrale - L p (t) x$ (t) dt (que nous poserons égale à

x{} pour simplifier l'écriture) existe quels que soient t et i

1/ Si de plus, il n'existe pas de fonction p (t) E ÔL (p (t) f 0)
telle que :

f p (t) xf(t) dt

soit nulle pour tous les i ( = 1, 2 .. . n)

Il existe un et un seul système de valeurs des oq S, tels que
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2 i\Ya - / 2 alPi (t) xi(t) dtl
t=i j=iL i=i J

soit minimum.

Elles sont solution du système d'équations

2 «i 2 *n xn' = ~ 2 Ê Ytj xu'
î=i i=i H i=ij=i

(avec i> = 1, 2 .. .L]

2/ S'il n'existe pas de fonction p (t) G &L (p (t) f 0) telle que

J p (t) xt (t) dt = k pour tous les i (= 1, 2 . . . n) k étant une cons-
tante quelconque.

Il existe un et un seul système de valeurs des a tels que

a, a (t) x{ (t) dtln p r /. l

2 ï\Ya -«o- /T 2t=i j=i|_ i=i

soit minimum.

Ils sont solution du système :

nfc + I S. t \ É t Y<J
1=1 il P t=l J-l

“oÊ xtm+ 2 «i2 xiixt«. = ^ 2 Ê Ytj xtn
t=l 1=1 i=l ^ i=lj=l

(avec m = 1, 2 ... L)

la démonstration est analogue à celle du théorème 8 - 1 pour le l/
et du théorème 8-4 pour le 2/.

a

Théorème 9-2 e

Sl E[Y/condit.X(t) =x (t)G L2(T)] eSt égale à : ®
J p (t) x (t) dt (p (t) G L2 (T))

e-

s
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et si la variance de Y conditionnelle à la réalisation x (t) est in-
dépendante de x (t)

Si de plus les réalisations observées xt (t) vérifient les hypo-
thèses du théorème 9-11/,

alors :

les estimés des moindres carrés (cf théorème 9 - 1 1/ de la com-

posante ^ otj pl (t) de (t) suivant l'espace vectoriel SL des observa-
tions Xi (t) sont les estimés linéaires par rapport aux observations
de variance minimum.

Si on réalise de nouvelles observations xi (t) engendrant un
espace vectoriel n'ayant pas d'élément commun avec gLet si on
considère l'estimé des moindres carrés (th. 9-11/ de la com-

posante T a,, p (t) de p (t) suivant êL.
v

Z Sj P, W + Z (t)
i v

est l'estimé linéaire par rapport aux observations de variance mini-
mum de la composante de p (t) suivant l'espace vectoriel &L + L,de
dimension L + L' et de base les pj (t) et p (t).

Démonstration

Elle résulte du théorème de Gauss-Markov.

Théorème 9-3

Si

E (Y/condit.X(t) = x (t) € L2(T)) = + fT P (t) X (t) dt
avec p (t) G L2(T), et si la variance du Y conditionnelle à x (t)
est indépendante de x (t),

si de plus les réalisations vérifient les hypothèses du théorème 9 -
1 2/

Les estimés de ce théorème 9-12/ sont les estimés de
et de la composante p (t) suivant SL, linéaires par rapport aux ob-
servations, de variance minimum.

4
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Démonstration

Ceci résulte du théorème de Gauss Markov. Il est toutefois à
noter que nous n'avons pas ici de propriété équivalente à la dernière
propriété du théorème 9-2, ce qui s'explique facilement.

Soit la variable aléatoire Y conditionnelle à la réalisation
x . (t)G L2(T) de X (t).

Théorème 9-4

Si les E (Yt) existent et sont égales à :

p (t) X{ (t) dt avec p (t) G L2 (T) (ou à a0 + jÇ p U) x*(t) dt)

et si les hypothèses du théorème 9-1 sont vérifiées les estimés
des moindres carrés des a donnés au théorème 9 -1 convergent
presque sûrement vers les a quand p -+ + oq.

Démonstration

Pour i = 1, 2 . . . n

(t) x . (t) dt

Le théorème résulte alors du théorème de Khintchine-Kolmogoroff.

Théorème 9-5

Si les Y. ont des moments du 2e ordre quel que soit i, si :

E (Y*) = J p (t) x4 (t) dt avec p (t) G L2 (t),
et si les hypothèses du théorème 9-11/ sont vérifiées, en ap-
pellant ||B|| la matrice des coefficients des a, dans les équations qui
donnent les estimés âjdu théorème 9 - 1 1/, en appellant ||d|| la
matrice à L2 éléments

n n

dmm- - Z Z Cov (Yi Yi') XimX-i'*' (m et m' = 1, 2 . .. L)
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alors :

Les variables aléatoires VP~(^i~ ai) convergent en loi, quand
p -+ + oo , vers la loi de Laplace d'espérance mathématique nulle et
de matrice de covariance la matrice || B ||“ x ||D|| x || B ||

Démonstration

La démonstration est analogue à celle du théorème 9-6.

Théorème 9-6

Si les Yi ont des moments du 2e ordre, si

E (Yf) =a0 + p (t) xt(t) dt avec p (t) G L2(T)

et si les hypothèses du théorème 9-12/ sont vérifiées, si on ap-
pelle 1|B|| la matrice des coefficients des aQ... a*.. . dans les équa-
tions qui donnent les estimés du théorème 9 - 1 2/ et ||D || la ma-
trice à (L + 1)2 éléments :

n n

d00 = 2 I cov (Y{ Yi,)
i = i i »=l

dom = cU = £ £ COV (Y{ Yil) Xi'n,
i=l i'=l

dmm* = Z Z COV
i=ii'=l

(m et m1 = 1, 2 .. . L)

les variables aléatoires Vp" (âc - a0 ) ... Vp~ - af). . . tendent, quand
p-++œ, vers la loi de Laplace d'espérance mathématique nulle et de
matrice de covariance || B ||-1 x || D || x || B H-1.

Démonstration

Des équations 9-1

o- O +1
1=1

2 on déduit :

J-i

“o- t “<*»)
Vp~

n VP” (cc VT”(âi
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VF (ao- 0Co) X xtm +2
t=l 1=1

n p

VFlâj-aj) X xiîxim= S
i=i j=iL

S (Yij-a0-S )
i=l 1=1

Vp

(m = 1, 2 ... l)

Or quand p-»+œj les variables aléatoires du 2e membre tendent
vers la loi de Laplace d'espérance mathématique nulle et de matrice
de covariance || D || d'où notre théorème.



CHAPITRE X

ESTIMATION DE LA LOI CONDITIONNELLE

Nous considérerons le cas où la densité de probabilité de Y
conditionnelle à la réalisation x (t) (G L2(T)) de la fonction aléa-
toire X (t) est de la forme f (y, u, v, Qi, 02) avec

u = £ (t) x (t) dt, v = J p^ (t) x (t) dt

(p (t) et p (t) G L 2 (T))
U v

p (t) p (t) et les paramètres 0! et 02 étant à estimer.

(Pour éviter de multiplier le nombre d'indices employés, nous
considérons le cas de 2 fonctionnelles u et v et 2 paramètres 9X 02 .

Il va de soi que les méthodes seraient exactement les mêmes et les
résultats analogues s'il y avait un nombre quelconque de fonctionnelles
ou de paramètres. )

Le cas plus général où on considérerait la loi conditionnelle
de Y par rapport à plusieurs fonctions aléatoires ou variables aléa-
toires s'étudierait de façon tout à fait analogue.

Soit px (t) ... pl (t) ... pL (t) un système de fonctions de L2 (T)
orthogonal normé formant une base de l'espace vectoriel êL engendré
par les réalisations xi (t) (i = 1, 2 ... n) de la fonction aléatoire
(on suppose que ces réalisations sont de carré intégrable sur T)

Soient :

les coordonnées de x{ (t) c>aII
. L)

les coordonnées de Pu (t)

les coordonnées de Pv
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On posera :

ui = X xü“l vi = I xiiP,
i i

On ne peut espérer estimer que les composantes de p (t) et

pv (t) suivant l'espace linéaire ÔL des réalisations Xi(t). Les remarques
L

faites au début du chapitre IX sont valables ici et Y. oc, p, (t) con-
1=1

verge m. q sur T) vers p (t) quand L -*■ + °°, dans les mêmes con-
ditions.

Nous supposerons que p réalisations Yi. (j = i, 2 . . . p) de Y
sont observées pour chaque xi (t) et nous nous contenterons d'indiquer
brièvement quelques propriétés des estimés du maximum de vrai-
semblance de 9X 02 et des coordonnées QCj (3j des pu (t) pv (t).

Théorème 10-1

Si f î (y, u, v, 02) dy peut être dérivée sous le signe J
par rapport à u, v, 0102, si

B Log f 3 Log f B Log f B Log f
Bu Bv 3 0! B02

sont continues en u, v, 9^ 92 pour les valeurs uivi0102 uniformé-
ment par rapport à y, les estimés du maximum de vraisemblance
de ax. . . ocL (3X. . . PL 9X 02 convergent presque sûrement lorsque p-»+®,
vers (Xj. .. oclP-l. . . |3L 0X 02 si le système d'équations qui donne ces
estimés n'a qu'une seule solution.

Ces estimés du maximum de vraisemblance sont solution du

système :

£ £ l_
i j f (y4J# v 9^9,)

X 2 I I X-, = U
1 j f ui> vi• •» 02) L Bv Jij 11

(avec i = 1, 2 ... L)

I” B f (y, u, v, 01,02) "1
L Bu J ij ll

r B f (y, u, v, 01# 02 1

= 0
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SS
i j

1 B f (y# u, v, 01# 02)
f (Yij. «•<* vi4 Qlt 02) IL B0!

SS
t j

i 1l'a f (y, u, v, Qi, 02)
f (y^-, vi3 9j, e2) L

(les indices t et j placés après les dérivées indiquant qu'on consi-
dère les valeurs de ces dérivées quand y = y., u = ui v = v^
Théorème 10-2

Si les estimés du maximum de vraisemblance . . ctL p1#. . |3L
9X 92 tendent en probabilité vers o^.. . aLPi. .. PL 0X 02 lorsque p -» +œ t

si f (y, u,v, 01#02) est dérivable 2 fois sous le signe J par rapport
aux u, v, 0X t Qz, si la matrice

■[?©'] Ei 3Î.1
f B u BvJ

E
fl Bf Bf "
[f 2 Bu B0!

Jl Bf Bf 1
*[f2 Bv Bu J H> a-] E

~1 Bf Bf 1
f2 B v B

[l B_f_ Bf]E|_f2 B 9i Bu J E
"l Bf Bf "
f2 B9i B v 1 Ei[;.(«,)•]

Eh_n ili
|_f2 B 92B u J

E
ri b f Bf

[_f* 3 9,3 v_ 1
"l Bf Bf"
f2 B02 B0!

existe et si les fonctions :

B2 Log f B2 Log f B2 Log f B2 Log f B2Log f
Bu2 ’ Bv2 * B 9| * CDCD Bu B 0 '

B2 Log f B2 Log f B2 Log f B2 Log f B2 Log f
Bu B 9X * B u B 02 Bv B 0X J B v B 02 * B0]B 92

sont continues en u,v, 01#92 pour les valeurs ui vi 0102, la continuité
étant uniforme par rapport à y.
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La loi de probabilité de l'ensemble :

VP^cCi-oCi),..... \fP~(âi-aL), \fP"((3i-Pi), • • • * VP"(j3i"|3L)* VP?îi"0i)ïY^Ôfÿ
tend, quand p-»+oo t vers la loi de Laplace à 2L + 2 dimensions dont
les espérances mathématiques sont nulles et dont la matrice de co-
variance est égale à l'inverse de la matrice symétrique \\9 || dont
les éléments sont :

(l'indice t que nous placerons après les parenthèses signifieront ici
que nous considérerons les valeurs des expressions entre parenthèses
pour u = u{ v = vt)

1 4 i 4 L
P°Ur 1 < ï 4 L

u>-2

pour
1 4 i 4 L
Li + 1< l> 4 2 L, all' = Z

1 4 l 4 L
P°Ur I' = 2 L + 1 Z

1 ^ i < L
P°ur !'' = 2 L + 2 an> Z

pour
L + 1 C i 4 2L
L + 1 < i’4 2L il' = z

pour
L + 1 i 4 2L
i> = 2 L + 1 iJ- Z

pour
L + 1 $
i' = 2 L

l 4 2L
+ 2

IICti

pour i=l,=. 2L + 1 IIcti

pour
i = 2 L

i'= 2 L

+ 1

+ 2
IIcti

pour l = l' = 2 L + 2 wII
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Nous n'insisterons pas davantage, puisque ceci est analogue à
la théorie classique.

SUR UN CAS PARTICULIER

Nous donnerons quelques brèves indications sur le cas particu-
lier simple où Y obéit à une loi conditionnelle normale dont l'espé-
rance mathématique conditionnelle à la réalisation x (t) (G Lz (T))
de la fonction aléatoire X (t) est égale à :

oc0+ £ p (t) x (t) dt (p (t) e L2(T))

et dont la variance est égale à cr2 (indépendante de x (t))

Nous supposerons qu'étant donné xt(t), j{ observations de Y
(appelées Yi.) seront faites et nous estimerons a2, a0, et la compo-
santé de p (t) suivant l'espace vectoriel des x, (t) (i = 1, 2 ... n)

Estimés du maximum de vraisemblance
n

En posant V j. = J
î=i

et :

Z i (Yij - “o - / P (t) xt(t) dt)2 = Q
i=l j= 1 T '

on obtient pour la vraisemblance L

L = -4-Log o’-

qui est maximum si et seulement si Q est minimum et a 2est égal à
Q min. , * , ,*—r— (que nous poserons égal a o2).

Soient a, les coordonnées de p (t) par rapport à ÔL

Q = £
n Ji r L

11 yü - 1
=i j=i L i-i J

Q est minimum si et seulement si ao et a, sont solution du système :
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n

i = l
j + 2 a (2 3iXu) = 2 £ Yij1

i = i 4 i-i W j=i

' + 2 a, (2 J4 xnxu')= £ î Ytj x il'

(avec i< - 1, 2 ... L)

S'il n'existe pas de p (t) G &L tel que :

J p (t) x{ (t) dt = k

quel que soit i (= 1, 2 . . . n) ce système admet une seule solution
que nous appellerons 2t0. . . ôij...

Le théorème de Gauss Markov est ici applicable et ces es-

timés des a sont les estimés, linéaires par rapport aux observa-
tions, de variance minimum.

Nous appellerons ||A|| la matrice des coefficients des inconnues
de ce système et a , les éléments de cette matrice.

Les a sont normalement distribués et ont pour densité de pro-
habilité :

/ 1 \L_li IA(~w) 2 ^mexP-

D'autre part 2 est distribuée indépendamment des â et

obéit à une loi du X2 à £ j.- L - 1 degrés de liberté, d'où :

L q =0 n l =1

(cr - aj (&a.- a..))]

obéit à la loi de Student à 2 j. - L - 1 degrés de liberté. (aqql
i 1

étant les éléments de la matrice || Aj|"f|
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Enfin :

/ v l l

(Z 3. - L - l) Z Zaqq.(ûq- aq) (âq. - aq.)
„ t * q =o q * == o

i

Y
obéit à la loi du F avec L + 1 et ^ - L - 1 degrés de liberté,
d'où un intervalle de confiance pour1 l'ensemble des â .

Intervalle de confiance pour Y conditionnelle à la réalisation
x0 (t) de la fonction aléatoire X (t).

(x0(t) appartenant à l'espace vectoriel des observations Xi(t) . . . xn(t))

Y - à„- Z &i*oi
i=i

!% + Z Z a<,q' XoqXoq)
q = 0q' = 0

1 j,- L - 1

= t

(xoI étant les coordonnées de x0(t) par rapport aux p (t))
obéit à la loi de Student à Y ^ - L - 1 degrés de liberté et peut

t

être utilisé pour donner un intervalle de confiance pour Y.
Enfin si on utilise le critère du rapport de vraisemblance pour

faire un test de l'hypothèse Hu (a = a (q = 0, 1 . . . L) o quelconque)
contre l'hypothèse H que lésa et les a sont quelconques on obtient:

1

Ti +
L +1 plii(

L s vL-‘rJ ’
t

F étant égal à :

? (3{- L 1) Z Z (âq- aoq) (âq. - aoq.)
q=0 q *=0

(L + 1) (I jj 81
le test \ est donc équivalent au test de F aux faibles valeurs de \
correspondant les grandes valeurs de F.
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