N

N

Contribution a la théorie mathématique des jeux de
communication
Benoit Mandelbrot

» To cite this version:

Benoit Mandelbrot. Contribution a la théorie mathématique des jeux de communication. Annales de I'ISUP,
1953, 2 (1-2), pp-3-124. <hal-04092602)

HAL Id: hal-04092602
https://hal.science/hal-04092602v1

Submitted on 9 May 2023

HAL is a multi-disciplinary open access archive L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est des-
for the deposit and dissemination of scientific re- tinée au dépoét et a la diffusion de documents scien-
search documents, whether they are published or not. tifiques de niveau recherche, publiés ou non, émanant
The documents may come from teaching and research  des établissements d’enseignement et de recherche
institutions in France or abroad, or from public or pri- francais ou étrangers, des laboratoires publics ou
vate research centers. privés.

Auto':izition
HAL Authorization


https://hal.science/hal-04092602v1
https://about.hal.science/hal-authorisation-v1/
https://about.hal.science/hal-authorisation-v1/
https://hal.archives-ouvertes.fr

PUBLICATIONS DE L'INSTITUT DE STATISTIOUE DE L'UNIVERSITE DE PARIS

Volume 2 FASCICULES 1 et 2 1953

CONTRIBUTION A IA THEORIE MATHEMATIQUE DES

JEUX DE COMMUNICATION

par

Benoir MANDELBROT

Ancien Eléve de I'Ecole Polytechnique, Docteur es-Sciences
Ingénieur aux Laboratoires d’Electronique et de Physique Appliquées
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ARGUMENT

LES JEUX DE STRATEGIE DE LA COMMUNICATION
EN TANT QUE MODELES PHYSIQUES

Les jeux de stratégie, au sens mathématique, ainsi que le
critére de "minimax de gain", ont été introduits par Borel et
von Neumann pour fournir des mod2les au comportement économique.
Wald les a utilisés, avec les criteéres de minimax et de Bayes,
pour obtenir des modéles du comportement inductif enstatistique.

On fait remarquer que 1l'ensemble des problEmes de la commu-
nication peut, lui aussi, 8tre étudié dans le cadre unifié d'une
nouvelle classe de "jeux de communication" :

les jeux & trois joueurs :

émetteur - nature - récepteur

et ceux obtenus comme séquence de tels jeux & trois
joueurs.

Dés que le nombre de joueurs dépasse deux, on introduit la
possibilité de coalition entre joueurs. En fait tous les jeux de
communication consistent & s'arranger de fagon que la transmis-
sion déforme le message le moins possible : ce fait peut se tra-
duire en une coalition entre les joueurs ultimes contre la natu-
re.

Le cadre stratégique peut &tre utilisé directement en vue
des problémes techniques de recherche des meilleures méthodes de
transmission, étant données les propriétés statistiques du mes-
sage et les propriétés physiques de la Nature, supposées toutes



4 B. MANDELBROT : THEORIE DES COMMUNICATIONS

connues : les travaux de C.E. Shannon se rangent & posteriori
dans cette catégorie.

Mais on peut également utiliser ce cadre inversement. A cet
effet, on construit des jeux parfaits, en des sens déterminés,
et on montre que les résultats observables que 1'on en déduit
gsont effectivement vérifiés par certains phénoménes physiques.

Deux exemples sont étudiés en détail. D'une part les 1lois
de la thermodynamique peuvent &tre considérées comme constituant
la description de la nature, d'intérét pour un jeu optimal mini-
max émetteur-nature. Par ailleurs, la structure statistique de
la langue est celle-l2 méme qui permet une certaine coalition
minimin entre émetteur et récepteur.

Les jeux de communication peuvent ainsi jouer 1le réle de
modéles abstraits pour la physique.Le procédé d'induction que
nécessitent ces mod2les est étudié en détail.



INTRODUCTION

0. 1 - GENERALITES SUR LA THEORIE DES COMMUNICATIONS

0.1.1 - DEFINITION

Nous appelons Théorie des Communications 1'ensemble des
concepts mathématiques, lois physiques et procédés techniques,
relatifs & une certaine classe de jeux de stratégie & trois
Jjoueurs :

1. EMETTEUR - 2. NATURE - 3. RECEPTEUR

Dans la plupart des cas, un jeu de communication est suivi
d'un autre jeu ol les rfles de 1'émetteur et du récepteur sont
intervertis. Il arrive méme (M. R. Fortet a fait remarquer que
c'est le cas en Radar) qu'il soit nécessaire de considérer glo-
balement deux tels jeux successifs. Cependant, tel ne sera pas
le cas dans les exemples étudiés dans ce mémoire : émetteur et
récepteur seront deux interlocuteurs symétriques, coalisés con-
tre la Nature, et il ne sera donc pas nécessaire de considérer
le jeu (3. 2. 1) pour décrire le jeu (1.2.3) (sauf si 1'on veut
étudier le mécanisme par lequel la coalition entre 1 et 2 a pu
s'établir ).

Précisons la nature des stratégies du jeu (1.2.3). D'aprds
Kolmogoroff (1941) et Wiener (1948),le message est un processus
stochastique. Donc le fait de le produire et de 1l'encoder cons-
titue pour 1'émetteur une "stratégie mixte". Le récepteur, igno-
rant le message, mais connaissant le code, joue une "stratégie
pure" pour décoder, c'est-a-dire identifier le message recu.

Pour la Nature, la régle du jeu est de perturber les messa-
ges d'une certaine fagon, connue statistiquement, comme consé-
quence des lois de la physique, & la fois de 1l'émetteur et du
récepteur, c'est ce qui permet & ces joueurs de se coaliser con=
tre la Nature.

Les jeux de communication sont donc & priori trés spéciaux,
et en particulier, tres asymétriques. A part cela, ils peuvent
différer treés fortement les uns des autres, suivant la nature
des messages dont il s'agit. L'existence d'une théorie des com-
munications unique repose donc sur un postulat spécial, qui uni-
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fie, sur le plan fonctionnel, des phénoménes physiques, biologi-
ques et humains :

Nous admettons que les conditions fonctionnelles des pro-
cessus de communication (et de contr8le) sont susceptibles d'une
tude abstraite suivant les normes de rigueur de la physique,

quantitative et conceptuellement homogéne, et de plus indépen-
dante de leurs réalisations physiques, dont applicable aussi
bien aux orgenismes vivants qu'aux mécanismes artificiels.

M. Wiener, &4 qui 1'on doit 1'exposé le plus frappant de ce
principe (19485 a proposé d'appeler "Cybernétique" la science
qui en étudierait les applications.

0.1.2 - OBJET ET PLAN DU MEMOIRE

Un aspect purement descriptif de la science des communica-
tions consisterait, dans chague cas particulier, 4 compléter la
description générale du § précédent, par des détails aussi pré-
cis gue possible.

I1 est toutefois évident que, d'un tel point de wue, il
était inutile de se placer d'emblée dans un cadre aussi général
que celui de la théorie des jeux de stratégie (que nous appelons
aussi "stratégique"”). On cherchera donc & remplacer la descrip-
tion exhaustive par une description plus globale, Jjustifiant
l'utilisation des jeux. Ceci se fera en deux étapes. la premidre
étape cherchera & définir la "valeur" d'un jeu de communication
donné. Ia deuxidme étape cherchera & expliquer cette "valeur" en
la déduisant d'une fonction de gain et d'un critdre stratégique
(Si une telle explication se réveéle impossible, le jeu n'etant
pas optimal, ce procédé permet quand méme de définir le rende-
ment d'un jeu de communication domné).

Chacune des deux parties du présent mémoire sera consacrée
& 1'une de ces étapes. Etant données les difficultés de toute
étude abordant directement des jeux & trois joueurs, nous rem-—
placerons toujours ceux-ci par des groupes de trois jeux a4 deux
joueurs, obtenus en faisant des hypoth®ses simplificatrices sur
chacun des trois joueurs successivement.

la premidre partie comportera donc des compléments a la
théorie des jeux & deux joueurs : elle définira la famille d'ol
doivent &tre tirées les fonctions de gain de la communication :
c'est la famille des informations temporelles. On verra comment
on y rattache les concepts de durée et de Démon de Maxwell.

Quant aux trois exemples de la deuxiéme partie, ils nous
montreront gue‘la Thermodynamique telle qu'elle a €té bitie a
partir d'expériences, et la gtructure gtatistique des langues,
qui résulte des décomptes empiriques, correspondent respective-
nent & ce qui résulterait d'un conflit minimax entre Emetteur et
Nature, et d'une certaine coalition optimale entre Emetteur et
Récepteur. la fonction & laquelle s'appliquent ces deux critdres
est dans les deux cas déduite de 1'"information sélective"™ :
la premidre fois c'est une fonction de gain proprement dit,
moins une fonction de risque; dans le deuxiéme cas, gain moins
coflt. Ceci montre que, parmi les données de base, nécessaires au
développement ultérieur de la théorie, deux au moins ne sont pas
des résultats autonomes, indépendants des bases de cette théorie.
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Ces exemples ont tous deux un caractire "physique®, dans un
sens hétérodoxe pour le deuxidme, mais finalement peu discuta—
ble,de ce terme. Ils ont été choisis en partie pour la valeur
du support qu'ils offraient & 1l'intuition pour faire évoluer les
concepts fondamentaux et les rendre mieux aptes & attaquer des
problgmes.réela.Ceux-ci forment 1'objet premier de 1'étude théo-
rique des moyens propres & améliorer 1l'utilisation du temps et
de 1'énergie dans les méthodes de transmission,que nous poursui-
vons aux laboratoires d'Electronique et de Physique Appliquées.

Dans tout ce mémoire, on suppose connus les résultats du
mémoire classigue de Shannon (1948?, qui ne sont quelquefois re-
démontrés que pour rendre plus claire la suite des raisonnements.

Le travail est organisé de telle fagon que l'on peut court-
circuiter les considérations thermodynamiques en omettant les
chapitres 4 et 5. De méme, si 1'on ne s'intéresse qu'aux appli-
cations nouvelles du codage séquentiel et pas aux fondements, on
peut ne lire que les chapitres 6 et 7 (qui ont d'ailleurs é&té
rédigés avant les chapitres 1 & 5).

Ia théorie statistique de la langue a déja été exposée dans
Mandelbrot (1951, a, b) et Mandelbrot (1952, c); la théorie des
informations et durées et des démons de Maxwell dans Mandelbrot
(1952, a, b). (Ces deux Notes sont toutefois assez imprécises,
et ont été modifiées légerement dans 1'exposé complet qui suit).

0.1.3 - PROBLEMES PRATIQUES DE COMMUNIC ATION

I1 est bon de préciser ici la relation entre la Théorie des
Communications et les problimes pratiques de transmission.

On peut dire de fagon tout & fait générale que ceux-ci ont
pour but, aprés une suite d'opérations ou le message est déformé
de fagon arbitraire, de reconstituer un objet qui, du point de
vue de 1'organe récepteur, soit "équivalent™ au message initial.

On peut dire aussi qu'il s'agit de construire un cycle fer-
mé relativement & cette équivalence, en adaptant certaines pha-
ses du cycle aux moyens de transmission fixés, et en adaptant a-
lors les moyens de transmission non fixés aux phases du cycle
qul restent encore libres.

On peut dire encore qu'il s'agit d'établir 1'adaptation
statistique entre :

- d'une part,celles des propriétés d'un message qui justi-
fient le désir que 1'on a de le transmettre,

- d'autre part, celles des propriétés de la ligne de trans-
mission qui conditionnent les possibilités de transmis-
sion qu'offre cette ligne.

Pour cela, on s'efforcera de représentef le message et la
ligne de transmission par des algorithmes appropriés et de les
caractériser chacun par un ou plusieurs paramgtres : des "varia-
bles d'état". Celles-ci rendent la théorie plus simple, en per-
mettant d'exprimer l'adaptation par des égalités entre nombres,
et par conséquent la rendent plus accessible & 1'intuition.

Remarquons que, sans que le terme "variable d'état" ait &été
utilisé, les lignes de transmission continues ont depuis long-
temps été ainsi caractérisées par deux grandeurs : 1le rapport




8 B. MANDELBROT : THEORIE DES COMMUNICATIONS

signal/bruit et la largeur de bande W,et par une fonction de ces
grandeurs : la capacité Wlog (1 + S/B). (Nous montrerons que les
lignﬁa discrétes possdédent aussi des variables d'état: Cf. § 6.
2ol )e

Par ailleurs, les messages discrets sont trés bien caracté-
risés par leur "information sélective"™ de Shannon et Wiener.
C'est le cas de la langue considérée comme suite de mots ou de
lettres. De méme, lorsqu'un message quelconque est déja artifi-
ciellement quantifié, c'est la valeur de 1l'information sélective
qui conditionne la meilleure transmission : elle est donc tout &
fait priviligide. Mais cette information dépend de la manidre
dont le message a ét€é rendu discret : elle peut donc prendre des
valeurs trés différentes pour deux images "équivalentes" du point
de vue du récepteur. On en voit déja un exemple dans le cas du
gignal continu du temps continu, ol les _indéterminations de
temps T et de puissance O sont 1lides par TO = kT/2 (§ 4.1).
L'information sélective dépend du T choisi et n'est pas une va-
riable d'état, tandis que 1'"information spécifique de Fisher"
ge trouve égale & 1/0T et caractérise donc le signal en tant que
"variable d'état". Cette expression, sans possdéder toutes les
propriétés de 1'information sélective, conserve celles qui jus-
tifient intuitivement le terme "information".

Il existe d'autres telles informations (§ 2.2) et on ne
résoud donc pas le probléme en disant qu'il y a adaptation lors-
que toute l'information wutile est transmise & meilleur compte :
il reste encore & identifier cette information -variable d'état,
ce qui est encore trés difficile. Il est donc extrémement in-
quiétant de constater que, pratiquement, tous les mod&les utili-
8és en théorie des Communications sont linguistiques, car il en
résulte qu'ils sont exagérément simples, non seulement du point
de vue de la manipulation technique, ce qui serait tré&s heureux,
mais aussi du point de vue du réle que joue 1'information sélec-
tive, ce qui est dangereux.

0.1.4 - REMARQUE METHODOLOGIQUE

Nous allons parler de Thermodynamique et aussi de Linguis-
tique. Les objets du présent mémoire chevauchent donc par dessus
les limites des sciences physiques, biologiques et humaines.
Mais ils sont 1liés entre eux par des thémes communs : les con-
cepts de stratégie et d'information. L'unité du mémoire est ain-
s8i d'ordre mathématique, mais les calculs proprement dits étant
élémentaires, le mémoire ne saurait tirer son intérét de leur
difficulté.

L'unité du mémoire est aussi d'ordre méthodologique. Les
problémes de méthode se sont d'abord posés avec acuité, lors-
qu'il a fallu appliquer dans le domaine de la 1linguistique des
procédés qui avaient acquis 1'assentiment des chercheurs en Phy-
sique classique. Mais il s'est ensuite révélé que méme dans des
domaines traditionnels, un effort de clarification était trds
utile. Les problémes de méthode nous ont donc finalement préoc-
cupé tout le temps, et en particulier au premier chapitre, qui
exposera le point de vue stratégique en physique et introduira
la distinction entre problémes directs et inverses, qui nous se-
ra indispensable par la suite.
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Les problémes de méthode montreront 1'importance de la po=-
sition qu'occupent dans la science la théorie des transmissions,
qui fournit le concept d'information, et la statistique mathéma-
tique, qui fournit le concept de stratégie de comportement in-
ductif. Ces deux disciplines se situent & 1l'extréme limite de la
physique généralement acceptée (et méme de la doctrine philoso-
phique de la connaissance qu'utilisent implicitement, et souvent
inconsciemment, les physiciens). Il en résulte qu'elles mettent
en pleine lumiére certaines imprécisions et insuffisances de la
physique et que par suite leur importance conceptuelle dépasse
en étendue et aussi en profondeur, le champ de leur application
directe. Une grande partie de la physique peut s'organiser au-
tour de ces concepts.

L'unité méthodologique de la Théorie des Communications ne
se manifeste cependant nullement par une opposition & la Thermo-
dynamique, comme on 1l'a quelquefois suggéré, puisque, ainsi que
nous l'avons annoncé, la Thermodynamique constituera 1'étude
d'un jeu particulier de notre Théorie.

Un tel r8le unificateur peut & priori paraitre surprenant
de la part de la Théorie des Jeux de stratégie, étant donné que
celle-ci est née de l'acceptation par les mathématiciens du fait
que la mathématique classique, qui avait été la base de la phy-
sique, ne pouvait fournir de cadre & 1l'étude de 1l'économie poli-
tique. Au contraire, cette dernidre comporte une structure iden-
tique & celle des jeux de stratégie (Borel) tels que le poker et
les échecs : dans les deux cas, il s'agit d'organiser des mouve-
ments en une stratégie en vue d'un gain. Ceci sembla condamner
l'ambition des sciences de la nature; de coordonner et d'uni-
fier, au sein d'une mathématique wunique, les descriptions des
diverses connaissances humaines, dés que celles-ci deviennent
suffisamment élaborées (ambition qui était presque une défini-
tion de 1'effort des physiciens, et avant eux, des "philoso=-
phes"). En 1l'abandonnant, on crut donc que les sciences humaines
nécessiteraient une deuxi®me mathématique ; la mathématique du
conflit, et qu'il en résulterait une dualité dans la Science,
caractérisée par la dualité du calcul infinitémisal et de la
Stratégique.

A c8té de la Stratégique, et créée vers la méme époque, la
théorie de la communication de 1'information se posait au con-
traire, comme nous 1l'avons vu, en théorie unificatrice.

L'étude présence a été commencée sur la base de la théorie
de 1'information. Elle a été particulitrement influencée par les
réflexions que nous avons faites sur le travail de L. Szilard
sur le démon de Maxwell (1929). Mais cette étude nous a rapide-
ment amené & la conclusion que 1'information de la "Cybernéti-
que® est seulement une fonctionnelle particulidre se rattachant
& certaines stratégies,dans des probldmes de comportement induc-
:if,et faisant partie d'une famille trés large d'autres informa=

ions.

Cette conclusion, qui se base sur les travaux de J. Neyman
et A. Wald sur les problemes de comportement inductif, mdne bien
loin de 1'idée que la stratégique n'est pas un outil approprié &
1'étude des disciplines physiques ol triomphait le calcul diffé-
rentiel. Tout au contraire, c'est dans le domaine du physicien,
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oli les problémes sont mieux posés, qu'elle montrera le mieux sa
puissance d'analyse. Elle finira peut-&tre méme par fournir & la
Science 1'élément d'unité dont elle était censée pallier 1'ab-
sence.

Remargque terminologique : I1 résultera de ce qui suit que
les applications physiques et techniques de la Théorie mathéma-

tique du Comportement Inductif sont susceptibles de constituer
un corps de doctrine étendu et varié. Il chevauche sur 1'ensem-
ble des problémes qu'on serait tenté de classer dans la "Cyber-
nétique”. Cependant, cette dernidre n'existe pas encore comme
Science indépendante : il y a un nom, une série de présomptions
trés brillantes, mais de forme souvent non physique, relatives &
des caractéristiques fonctionnelles communes & de nombreuses or-
ganisations, et enfin des méthodes mathématiques d'analyse, hé-
ritées de techniques hétéroclites et par suite suivent mal re-
liées & ces présomptions.

Dés lors, deux attitudes se présentent &4 1'esprit, raison-
nables l'une et 1'autre : la premidre attitude identifierait la
cybernétique & 1l'ensemble des applications bien étudiées de la
théorie du comportement inductif; la deuxidme attitude conserve-
rait & la cybernétique son caractire imprécis et provocateur, en
lui enlevant tous les probl2mes qui ont pris place dans la théo-
rie du comportement, et ne lui laissant que 1les autres. Nous
n'avons pas voulu prendre parti dans cette alternative, et évi-
tons jusqu'a nouvel ordre le terme "cybernétique®.

Par ailleurs, nous avons déja indiqué que nous utiliserons
"gtratégique™ comme substantif pour désigner la "théorie des
jeux de stratégie". L'accent sur "jeu" serait maintenant tout-a-
fait injustifié. En fait, la stratégique se décomposera en théo=-
rie de l'action, dont nous parlerons peu, et théorie de 1'expé-
rience, dont nous parlerons beaucoup.

Enfin, il nous semble opportun de discuter la possibilité
d'utiliser le terme "sémiologie", tiré par le linguiste F. de
Saussure (1916) du grec "semeion" = signe, pour désigner la
science des signes et de tout ce qui les concerne, en particu-
lier 1l'information qu'ils transmettent. "sémiologie" serait done
synonyme de "théorie des communications".Le déplacement de l'ac-
cent de 1'information au signe est d'ailleurs conforme & leurs
importances relatives : l'information n'est qu'un certain nombre
rattaché au signe, et 1l'oeuvre de Shannon un instrument d'étude.
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0.2 - GENERALITES SUR LA PREMIERE PARTIE DU MEMOIRE

0.2.1 - ORIGINE ET MULTIPLICITE DES CONCEPTS D'INFORMATION

Le concept d'information joue depuis longtemps dans la
Science un important réle heuristique, que son sens dans la vie
courante explique suffisamment. Etant donné que les considéra-
tions heuristiques ne sortent pas en général des chapitres de la
Science ol elles ont pris naissance, il n'y avait pas alors de
grave inconvénient & ce que les sens attribués au mot "informa-
tion" varient de 1'un & 1'autre de ces chapitres, et la varia-
tion était en fait considérable.

L'un des réles les plus importants était celui qui accompa-
gnait 1l'interprétation de la loi de Carnot par des échanges or-—
dre-désordre. De ce concept qualitatif se sont depuis dégagés
deux concepts quantitatifs, qui malheureusement ne sont nulle-
ment interchangeables.

Dfune part, 1'étude de la transmission de 1'"information® a
amené les ingénieurs de Télécommunications Hartley (1928) et
Shannon (1948) & caractériser les messages par une information,
que nous qualifierons de sélective ou séquentielle, et dont la
forme fonctionnelle est identique & celle de 1l'entropie selon
L. Boltsmann.

D'autre part, Edgeworth puis surtout R.A. Fisher (1922) ont
introduit en statistique un concept de "précision", fonctionnel-
lement, et tout au moins en apparence, trés différent du précé-
dent, mais dont certaines propriétés étaient celles de 1'entro-
pie (1935, p.47).

Les statisticiens et surtout les  ingénieurs des Téléccmmu-
nications ont fait une abondante publicité amx concepts qui leur
gervent. Il en résulte que, suivant que l'on a 1l'une ou l'autre
formation, on peut étre tenté d'attribuer des propriétés, qui ne
sont vraies que pour le concept auquel on est habitué,i d'autres
concepts d'information, que l'on est susceptible de rencontrer,
et pour lesquels ces propriétés ne sont plus vraies.

Dés lors, l'inocuité relative du mot "information® devient
un souvenir du passé, et il ne faut 1'employer qu'avec la plus
grande prudence.

Cependant, la confusion, potentiellement trés grave, reste
trés répandue : en particulier, cn généralise abusivement 1l'usa-
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ge de 1'information sélective, qui, bien gqu'elle soit, comme
nous le verrons, la meilleure dans un certain sens, n'est qu'un
cas particulier d'une famille assez large.

N. Wiener n'est d'ailleurs pas étranger & cette confusion,
car il a affirmé (1948, p. 76) que sa définition remplacait cel-
le de Fisher (ce qui n'a pas gté confirmé ). De méme, Shannon
(1948, Appendice 23 a laissé croire que 1'"information sélecti-
ve" était la seule & satisfaire aux "axiomes raisonnables" de
1'information. Elle devrait donec englober 1'information fishé-
rienne, ce qui n'a pas non plus été confirmé, mais avait semblé
Justifier 1'utilisation de 1'information sélective dés que les
axiomes de Shannon semblaient satisfaits. Par exemple, certains
auteurs se contentent de remarquer qu'il "semble intuitif que
1'objet de toute mesure est de donner de 1'information” et en
concluent qu'il s'agit d'information sélective. Or, il se trouve
qu'en général il s'agit 14 d'information fishérienne. Mesure et
transmission sont bien deux aspects d'une méme réalité, mais
seulement &4 un niveau d'abstraction plus élevé.

De méme, de trds nombreux travaux s'autorisent de 1'origine
entropique de 1'information sélective pour identifier ces deux
notions. Citons Brillouin (1949, 1950). Dans tous les cas, une
"interprétation” informationnelle est superposée & posteriori &
une thermodynamique supposée déja réalisée. Par suite, on n'a
aucune occasion de montrer le rdle de 1'information, ni en par-
ticulier de voir pourquoi il s'agit d'information sélective,
dans la mesure ol 1l'entropie lui est effectivement analogue ou
identique.

Réagissant contre ces conclusions hétives, la premidre par-
tie du mémoire comportera en particulier 1'examen du probléme
suivant : A quoi correspond 1l'usage de plus en plus fréguent du
terme "Information" dans les domaines les plus divers de la
Science : est-il dd & 1'imprécision du terme, qui permet toutes
sortes d'interprétations; ou introduit-il entre ces divers do-
maines un lien réel, dont 1'étude pourrait contribuer au progres
de la Physique et de la Technique.

Le seul moyen de remédier & 1'état de choses actuel, fort
peu satisfaisant, est de recenser tous les concepts acceptables
du mot, et de s'interdire d'employer 1les uns & la place des au-
tres; on ajouterait des qualificatifs pour plus de sdreté.

Pour classer ensuite 1les divers concepts, il faudra wun
principe de classement, qui pourrait :

- ou bien résulter & posteriori des régularités observées
entre tous les concepts i ont été réunis, comme 1l'a fait par
exemple D.M. Mackay (1950) dans un travail qui a beaucoup influ-
encé les débuts de celui-ci, mais dont nous avons finalement
trés peu gardé, car sa classification est trés partielle et les
propriétés qu'elle utilise, superficielles;

- ou bien &tre choisi & priori;

- ou bien &tre dégagé de la comparaison de deux seulement
des concepts d'information : sélective et de Fisher, et ensuite
étendu & la classification des autres concepts. Nous montrerons
qu'un tel principe, qui est dd & M. P. Schutzenberger (1951),
loin d'&tre une simple habileté formelle, a une signification
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intrinséque, et qu'on peut beaucoup tirer de son développement.
Ce principe conduit & la définition de 1'information temporelle
qui englobe les gains admissibles pour les jeux de communica-
tion (Toutefois, cette définition n'englobe pas toutes les "in-
formations". On peut par exemple citer les "informations généra-
lisées™ de M. Féron, ainsi que les concepts "structuraux" de
1'information de Gabor et Mackay (1950). Enfin, 1'"information
métziq%e' de Mackay a besoin d'étre modifiée pour entrer dans ce
schéma) .

Pour établir cette signification, il faut des considéra-
tions assez abstraites, mais il nous semble précisément que 1'é-
chec du concept d‘'information devant les plus importants des
problémes technologiques concrets est dd au fait que son étude
n'était pas suffisamment abstraite et n'était pas allde suffi-
samment au foud des propriétés de 1l'information. Nous allons
donc tenter cet effort d'abstraction et espérons montrer gt'il
permet une théorie unifiée et puissante ( "It is no paradox to
say that in our most theoretical moods, we may be nearest to our
most practical applications").

0.2.2 - DUREES ET DEMONS DE MAXWELL

La généralisation de 1'information, que nous donnerons d'a-
prés Schutzenberger, ne sera pas indispensable pour la 22me Par-
tie, ol seules les informations de Fisher et de Shannon seront
utilisées. Mais elle permettra d'introduire un concept de durée
avec le processus de mesure, donc dés la base de la Physique :
cette généralité initiale sera importante pour comprendre le ré-
le du temps en Thermodynamique et permettra de généraliser 1le
démon de Maxwell.

0. 3 - GENERALITES SUR LA DEUXIEME PARTIE DU MEMOIRE

0.3.1 - FONCTION DE GAIN ET CRITERES DES DIVERS JEUX

L'objet de notre jeu fondamental & trois joueurs de la
Théorie des Communications sera de faire acquérir au récepteur
la plus grande partie possible de la perte en "information" de
l'émetteur, de fagon & ce que la plus petite partie possible
80it soustraite par la Nature.

Le récepteur étant le seul gagnant, c'est de son point de
vue que la théorie doit 8tre faite. Or ses actions sont néces-
sairement discrdtes : elles consistent & agir ou ne pas agir,
sans que 1l'on puisse rester entre les deux (Mais on peut admet-
tre un certain pourcentage d'erreur dans 1l'action : de 1ére es-
péce si on agit quand on ne le devrait pas, de 2&me espéce si
l'on n'agit pas quand on le devrait). Il se trouve que dans le
cas discret, un seul concept d'information peut &tre considéré :
c'est 1'information sélective de Shannon et Wiener : c'est donc
d'elle que seront dérivées les fonctions de gain,de risque et de
colit de notre jeu.

On voit par ailleurs que la meilleure méthode de transmis-
8ion de messages guidant des actions discrétes serait d'employer
des signaux eux-mémes discrets. Mais en fait la structure de la
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Nature rend cela impossible, et de 1la vient un conflit entre as-
pects discret et contimu, qui fait la richesse et la difficulté
de la Théorie de la Communication et en particulier de la Ther-
modynamique .

Précisons que la "Nature®, qui est simplement la source du
bruit, ne doit &tre considérée comme un Joueur que si l'on veut
que le Jeu soit & gain total nul : 1'information apparente est
perdue par 1l'émetteur, l'équivocation va & la Nature, et le res-
te au récepteur. On ne peut donc pas dire & priori que la Nature
8'y prenne exprés de fagon & démolir le message initial et dimi-
nuer la "valeur® du jeu (maximum de gain du joueur qui nous in-
téresse : le récepteur). Mais en fait, il se trouve & posteriori
que c'est précisément ce qu'elle fait (§ 4. 3. 5.). Elle ne dif-
fére d'un "vrai® joueur que parce qu'elle ne peut pas s'allier
aux autres joueurs (mais son jeu peut tout de méme dépendre du
jeu des vrais joueurs, comme dans le bruit shot du § 4. 3. 5.).

(Si on accepte d'autres formes de Nature, on peut y inclure
toute source de brouillage; ou 1l'ensemble Nature - Récepteur -
Nature du double jeu du Radar, qui devient ainsi identique & un
jeu simple).

L'information sélective étant donnée, comment déterminer
d'abord les domaines dans lesquels varient les stratégies, puis
le critére du jeu, enfin les coalitions qu'il comporte ? On ne
peut pas les déterminer & priori, car on n'en connait que les
effets. I1 faut donc procéder inductivement & posteriori. Le jeu
a4 trois joueurs étant trop compliqué pour cette méthode, on con=-
sidére trois jeux auxiliaires a deux joueurs :

Emetteur - Nature; Récepteur - Nature; Emetteur - Récepteur

On choisit des critdres, qui ne sont & priori qu'assez
vraisemblables. Ce sont respectivement :

- le critére minimax - le critére Bayes - le critdre minimin.

appliqués respectivement & une fonction de gain moins une fonc-
tion de risque d'erreur (équivocation) pour le premier jeu et

une fonction de gain moins une fonction de cofit pour les deux
derniers jeux.

Nous constaterons & posteriori que les théories correspon-
dantes rendent compte numériquement de certains phénoménes ob-
servés : respectivement tout 1'édifice de la Thermodynamique, la
théorie du décodage, et les propriétés statistiques réelles des
langues.

Nous appliquerons alors la méthode inductive fondamentale
de la Phusique : de déclarer "yrai" un schéma dont les consé-
quences sont vérifiées (nos schémas seront trdés simples). M&me
8i on n'accepte pas immédiatement cette conclusion, la concor-
dance des résultats ajoute trds considérablement & la vraisem-
blance de ces critdres pour les phénoménes étudiés et encourage
& continuer 1'étude des modéles stratégiques en Physique.(Cepen-
dant, elle ne démontre en rien la validité de ces critdres pour
la description d'autres phénom&nes).

Chacun des paragraphes § O. 3. 2 & 0. 3. 4, puis des cha-
pitres 4 & 6 sera consacré & 1l'un des jeux auxiliaires & deux
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joueurs dont 1'ensemble reconstituera un jeu a trois goueurs
particulier (§ 0.3.4 discutera aussi cette reconstitution

La fonction de gain ne dépend que de deux variables, on
pourra & chaque fois appliquer la théorie de J. von Neumann et
celle de nos chapitres 1 & 3; de plus, on se fera facilement une
représentation géométrique des mouvements sur la surface de gain
correspondant aux diverses opérations successives d'adaptation.

C'est des différences entre les critéres qui permettent de
retrouver les résultats expérimentaux des trois chapitres, que
viendront surtout les différences entre les trois jeux, beaucoup

lus que de la différence apparente entre leurs objets physiques

%cependant celle-ci demeure assez importante du point de vue de
1'aspect des problémes et de leur public pour que les rédactions
des divers chapitres soient gardées séparées).

0.3.2 - THERMODYNAMIQUE D'UN SIGNAL PARFAIT, CONFLIT
EMETTEUR-NATURE, CRITERE DE MINIMAX

Le récepteur est supposé optimal et seule 1l'information sé-
lective du signal émis est considérée, sa statistique étant
laissée de cBté. Ce signal est continu, mais sa connaissance
doit servir & une action inductive, c'est-a-dire, doit trans-
mettre un message discret. C'est 1a une nouvelle forme de 1'op=-

osition discret-continu que P. et T. Ehrenfest (1915) W. Pauli
F1928) et R.C. Tolman (1938) ont traduite par 1'opposition des
entropies "petit grain" et "gros grain".

Les deux aspects discret et continu introduisent deux in-
formations distinctes; dés la base de la théorie, et non comme
superstructure ajoutée & posteriori. Ces deux informations sont

_également importantes, bien que la premidre, n'étant pas relati-
ve au récepteur, reste & l'arriére plan. Ce sont :

- 1'information fishérienne, qui caractérise toute mesure
du signal continu, car la stratégie de la nature a pour effet de
limiter 1'information fishérienne que peut acquérir 1l'expérimen-
tateur & chaque mesure; cette limitation introduit le concept
de température,

-~ 1l'information sélective, qui est la seule appropriée aux
s8ignaux discrets.

On supposera que la Nature veut minimiser et 1'Emetteur
maximer le gain en information sélective du récepteur, diminué
d'une fonction de risque dans le décodage : l'équivocation. Il
reste alors comme seules inconnues, les domaines de variation
des stratégies. Du point de vue des joueurs actifs, 1'étendue de
ces domaines peut &tre traduite par une seule variable : 1l'en-
tropie. D&s lors, on peut construire une "Therpodynamique d'un
Signal parfait", redonnant les concepts et les lois de la Ther-
modynamique classique sans que l'on ait & attribuer au support
du signal des propriétés précises telles que : gaz parfait, etc.
D'ailleurs les résultats sont plus intuitifs dans le cas des
ondes électromagnétiques. On a 1i un exemple de 1'envahissement
réciprogue de 1'électricité et de la thermodynamique.

Le critére minimax permet de considérer la Thermodynamique
comme théorie de l'une des contraintes sur la nature des proces-
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gus d'expérimentation, conséquences de la structure €u monde
physique. Il ne s'agira pas d'un nouveau "modé¢le" du type des
Théories Cinétiques ou Statistiques, ni d'une "réinterprétation"
informationnelle & posteriori. Nous étudierons aussi la théorie
de quelques points voisins du minimax.

0.3.3 - THERMODYNAMIQUE DU DECODEUR. CONFLIT RECEPTEUR
(EMETTEUR-NATURE) - CRITERE BAYES

lLe message étant déja envoyé, émetteur et Nature ne font
qu'un joueur. On introduit le codt du décodage et on étudie sa
relation avec la statistique du message, c'est-a-dire les proba-
bilités relatives de diverses stratégies d'encodage de 1'émet-
teur, dont la séquence constitue le message.

Pour 1le faire, on attribue aux mots des probabilités &
priori et on minimise le coft probable & gain donné (ou maximise
une fonction de gain-fonction de codt). On a donec affaire & une
solution Bayes. Réciproquement la donnée du décodage détermine
les probabilités des mots.

0.3.4 - THEORIE DE LA LANGUE
COALITION EMETTEUR-RECEPTEUR-CRITERE MINIMUM OU MINIMIN
On suppose que le décodage est séquentiel et qptimum, ce
qui permet d'éliminer la Nature en n'en conservant qu'un concept
de cofit. On étudie alors de fagon formelle et détaillée la coa-
lition de 1'émetteur et du récepteur, régie par le critére de

minimin de cofit (minimum d'abord par rapport au récepteur, puis
& 1'émetteur).

Cette coalition conduit & une distribution canonigue que
devraient suivre les é1éments du message : si on les range par
ordre de fréquences décroissantes, il faut que la probabilité de
1'élément numéro n soit :

p =P (n + m)° (et Bigiil ipiin)

(Le paramétre m est la seule fonction des détails du coda-
ge : il résulte du fait que celui-ci est arithmétique).

la statistique canonique tire son importance du fait qu'il
semble bien que la structure statistique de toutes les langues
soit canonigue, lorsque 1'on prend comme €léments les mots, pris
sous forme entierement fléchie (et non comme les unités du lexi-
que )«

Ctest 14 le fait nouveau 1le plus important de ce mémoire.

11 résulte par exemple des données réunies par Zipf (1949) dont
certaines sont reproduites fig. 3 pp.

Signalons que Zipf pensait pouvoir se contenter d'une for-
mule sans paramétre : £, = P/n, & laquelle il apportait ensuite
des corrections empiriques, pour tenir compte des nombreuses di-
vergences. (Nous ignorions ces divergences en construisant notre
théorie, car nous ne connaissions alors qu'un résuué du livre de
Zipf, qui ne les signalait pas). Au contraire, la 1loi canonique
justifie automatiquement, et de fagon rationnelle, et non pas
par coups de pouce empiriques, aussi bien la pente différente de
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- 1 pour n grand (en coordonnées bilogarithmiques) que la diver-
gence par défaut pour n petit.

Ainsi, moyennant 1'introduction de coalitions appropriées,
une méthode faite pour étudier des problémes de conflit permet
de résoudre un probléme d'organisation, apportant ainsi un des
premiers résultats de la Physique de la Langue, science nouvelle
en train de naftre (Jakobson 1951). (La signification linguisti-
que de ce résultat est étudiée en détail dans une autre publica-
tion). C'est la méthode stratégique, ainsi que le caractire "im-
motivé™, "arbitraire™, du signe linguistique, sur lequel insiste
Saussure, qui justifient 1l'omission intentionnelle dans cette
théorie de toute référence aux propriétés de 1'émetteur et le
fait que la théorie des messages émis est tout entiére axée sur
le récepteur.

lLa concordance entre loi théorique et données expérimenta-
les cesse pour les textes tris artificiels en "Basic English® ou
en "Espéranto®.

Elle est au contraire particulidrement frappante dans le
cas de certains schizophrénes (ceci est trés naturel étant donné
la trds faible "cohérence sémantique"™ des textes qui leur sont
dus, dont le sujet change constamment : 1'exemple extréme de
" schoziphrénie serait donné par les "textes" pour enfants ol cha-
que groupe de syllabes est en méme temps la fin d'un mot et le
début du suivant).

Notre conclusion est que,lorsqu'il peut &tre défini, le mot
constitue un morceau naturel d'information adapte au codage
arithmétique.

La théorie rendra par suite possible, et méme trés simple,
la description mathématique de certains aspects de la langue,
‘comme nous le verrons au Chapitre 7. Mais elle ne donnera pas un
sens opérationnel & tous les paramétres que les linguistes ont
considérés. En particulier, elle montrera que dans la majorité
des cas, la notion de "nombre de mots potentiel™ est dépourvue
de sens. Par contre, pour les paramétres pourvus de sens, elle
donnera des méthodes rigoureuses de calcul, & partir des données
empiriques.

Nous proposons d'ajouter la propriété d'&tre canonique aux
"propriétés® par lesquelles 1le linguiste Ferdinand de Saussure
"définissait” les "entités concrétea" de la langue. Cette défi-
nition transforme en loi expérimentale la présomption de Saussu-

re, que le mot est 1'entité concréte de la langue.

(I1 n'y a aucune raison & priori de conclure gue le mot est
la seule entité concrdte dans notre sens. Il peut y en avoir
beaucoup d'autres, plus courtes ou plus longues, sans qu'elles
puissent d'ailleurs &tre trop courtes car elles seraient alors
trop peu nombreuses pour qu'il soit possible d'en donner une
description canonique ne faisant pas intervenir les détails pré-
cis du codage : Cf. § 6.2.1).

Cependant, dans certaines langues, 1l'unité naturelle d'in-
formation n'est pas aussi nettement définie que dans celles étu-
diées par Zipf. Alors, par application d'un processus de va-et-
vient nous pourrons dire que la "meilleure", & 1'intérieur d'un
groupe de définitions possibles du mot,sera celle que donnera la
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loi la plus proche de notre loi fondamentale. (Toutefois, étant
donné le caractire "statistique™ du critére de choix, il ne peut
pas permettre de distinguer entre définitions trop voisines).

I1 existera trés certainement encore de nombreuses excep~
tions & la reégle d'optimum. Il nous faut donc souhaiter que les
décomptes se multiplient. Espérons qu'il sera possible, soit en-
core d'expliquer les exceptions, soit de les cantonner & des
textes caractérisables par des traits macroscopiques "pathologi-
ques". Si ceci se révele impossible, la théorie devra bien en-
tendu étre profondément révisée.

Que peut-on induire du caractére canonique des mots ?

I1 semblerait inconséguent de réfuser d'appliquer dans ce
domaine la méthode inductive fondamentale de la Physique : Nous
attribuerons donc le caractére canonique des mots au fait gu'il
est "vrai” gue la langue est construite de fagon & ce gque 1'in-

formation sélective puisse &tre décodée & moindres frais par un
décodeur mot-par-mot optimum.

Pourquoi chercherait-on cependant & rendre optimale 1'orga-
nisation du niveau morphologique, alors que le centre du pro=-
bleme de codage de la langue se situe plus prés du codage séman-
tigque que du codage morphologique ? Pour y répondre, il faut re-
marquer que la stratégie de +transmission de 1'information est
hiérarchisée. Le but de cette hiérarchisation peut 8tre cherché
dans le désir de pouvoir limiter 1l'activité consciente au niveau
gémantique, et &tre sfr que l'optimum est atteint au niveau mor-
phologique, ol les servitudes physiques sont les plus grandes.
Pour pouvoir négliger ces servitudes et se livrer librement, au
niveau sémantique, aux multiples coalitions dépendant du but et
des caractéres de leur conversation, les interlocuteurs convien-
nent donc de s'allier au niveau morphologigque. Cette convention
ge fait progressivement par le choix de la langue que l'on par-
le, tout au long de son apprentissage : ensuite les deux joueurs
jouent de la fagon la plus agréable pour celui qui regoit le
message (cf. O.1.1.).

C'est la troisi®me fois que nous avons précisé le critére
d'un jeu & deux joueurs,mais pour que ce critére soit satisfait,
il n'est pas nécessaire que les deux premiers critéres le soient
aussi. En effet, du fait que nous avons d&és le début de ce § O.
3.4 éliminé la Nature, il résulte qu'un jeu émetteur-récepteur
optimal est compatible avec des jeux émetteur-nature et nature-
récepteur non ogtimaux. En d'autres termes, 1l'organisation des
opérations peut étre optimale, sans qu'elles le soient elles-mé-
mes. D'ailleurs, tel est évidemment le cas dans 1'exemple lin-
guistique, comme dans 1'exemple du délai dans le processus de
reconnaissance, étudié par R. W. Hick (6.2.2). Dans ces deux
exemples,comne. dans tous les autres problémes réels de transmis-
sion, si les opérations élémentaires étaient elles-mémes optima-
les, les chances d'erreur seraient excessives.

Le fait que les  phénoménes concordants se produisent pour
le langage et le temps de réaction n'a rien de surprenant, étant
donné qu'il s'agit 1a de deux processus psychologiques, de trés
"haute®” localisation cérébrale. Par ailleurs ce fait augmente
notre confiance dans 1'explication de la langue par un critére
de minimin.




PREMIERE PARTIE

CHAPITRE |

COMPORTEMENT INDUCTIF

i.1-LE CONCEPT DE COMPORTEMENT INDUCTIF DE ). NEYMAN

1.1.1 - DEFINITION

J. Neyman a introduit le concept du comportement inductif
vers 1930, et 1l'a décrit (1947) dans les termes suivants :

" On a exprimé l'opinion que le calcul des probabilités et
la statistique mathématique forment la base d'un procédé men-
tal gu'on nomme "raisonnement inductif". Si 1'on convient &
n'employer le mot "raisonnement" qu'a la description des pro-
cédés qui conduisent au savoir, le raisonnement ne saurait
&tre que déductif. D'autre part, comme il a été signalé (par
Neyman 1937), il y a lieu d'employer le terme "comportement
inductif". On entend par ce terme les reégles, plus ou moins
Zénérales, d'ajustement de nos actions aux résultats d'obser-
vations limitées.

2 3 3 3 3 3= 3 3 3

" Le calcul des probabilités et la statistique mathématique
jouent un réle important dans la formulation de ces régles.
Certainement il y a assez de raisonnements, mais, comme d'ha-
" bitude, tout raisonnement est déductif ".

2 s

La correspondance entre action et résultat des expériences
établie par la régle de comportement inductif s'exprime par la
"fonction de décision statistique" de la régle. Sa recherche
constitue le probléme de la construction du plan d'expérimenta-
tion correspondant a l'ensemble des hypothdéses admissibles. Ce
probléme a été posé de fagon générale par A. Wald (1950). Pour
lui, le statisticien est un &tre calculateur en conflit avec la
Nature. Celle-ci est représentée par un processus stochastique,
c'est-a-dire une Urne généralisée, ce qui peut &tre considéré
comme résultant de 1l'inversion d'une expression de Quételet :
"L'Urne que nous interrogeons, c'est la Nature".

Cette Nature est inerte, c'est-a-dire gu'on ne peut pas di-
re qu'elle cherche & nuire au statisticien. Le probléme est
donc, strictement parlant, intermédiaire entre le "conflit" en-
tre deux &tres non calculateurs et le duel stratégique entre
8tres calculateurs. Si cependant 1'on désire ne jamais pécher
par exceés d'optimisme, il faut que la régle de comportement soit
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valable en toute circonstance, ce qui exige de supposer que la
Nature joue effectivement contre le statisticien.Donc le proble-
me statistique de Wald se raméne & un "duel”™ pur : en fait, la
technique mathématique de la Stratégique s'est finalement révé-
lée plus fructueuse dans ce probléme que dans le probléme écono-
mique initial, ol elle reste gquelque peu qualitative.

(Le raisonnement précédent qui sert & justifier 1le critére
de "minimax" est souvent attaqué par des raisons & priori. Nous
allons cependant montrer au chapitre 4 qu'il conduit & posterio-
ri aux résultats corrects et expérimentalement vérifiables dans
le cas de la Thermodynamique, tandis qu'aucun autre oritére sim-
ple ne semble y conduire).

1.1.2 - PASSAGE DE LA STATISTIQUE A LA THEORIE GENERALE
DE L'EXPERIENCE EN PHYSIQUE

La théorie des fonctions de décision a surtout ©&té étudide
en contexte purement statistique. Mais il est évident que rien
d'essentiel ne distingue du Statisticien 1'Expérimentateur le
plus général. .

Par exemple, & la fixité de recettes statistiques corres-
pond la fixité des instruments de mesure, et les unes et les au-
tres peuvent &tre utilisées sans que l'on comprenne la raison de
leur fonctionnement.

lLa seule différence, mais notable, est que 1l'action du sta-
tisticien est souvent, ou bien négligeable, ou bien destructrice
tandis que des lois physiques déterminent l'action minimum de
1'expérimentation ; ces lois peuvent d'ailleurs inversement
&tre interprétées par le "dérangement de 1l'objet par la mesure”.

Cette analogie Statistique-Expérience est bien familiére,
Elle se juxtapose & celle Stratégique-Statistique. Il est tout
indiqué de voir si l'utilisation directe de la Stratégique, sans
passer par 1'intermédiaire statistique (comme le fait Fisher) ne
pourra pas rendre le méme service & l'expérimentateur qu'au sta-
tisticien : lui donner une pleine conscience des conséquences
des mouvements (opérations physiques effectives) dont 1'ensemble
constitue le mode opératoire fourni par la Physique pour véri-
fier si une relation est vérifiée ou non.

Pour nous, la suite de toutes les opérations effectuées par
un_expérimentateur pour déterminer 1'état d'un systéme se rédui-
ra & un seul mouvement : choix des instruments et du mode opéra-
toire. Ils resteront fixes une fois choisis et constituent la
stratégie d'expérimentation. La technique de von Neumann (1944),
réduisant tout jeu au choix initial de la stratégie, se trouvera
donc aussi parfaitement adaptée au probléme,que l'est le concept
fondamental de stratégie lui-méme. (On peut également considérer
la stratégie comme une suite de transformations de 1l'objet, se
combinant suivant des lois & déterminer).

Le probldme de l'expérience est trés bien posé dans 1'im-
ortant ouvrage de Iawson et Uhlenbeck : Threshold Signals
?1950). Ceux-ci "font remarquer (p. 168, note) gue la théorie de
1'observateur idéal est pratiquement identique & la théorie (due
4 Neyman et Pearson) du meilleur critére pour le test d'une hy-
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pothése statistique”. Ailleurs, ils font femarquer que trouver
un signal dans du bruit est un probléme de. jeu ou intervient le
haﬂardo

Le travail de lawson et Uhlenbeck a été continué dans 1'im-
portant mémoire de D. Middleton (1952), qui est parvenu & notre
connaissance lorsque ce travail était déja rédigé. Nos deux ten-
tatives se complétent d'ailleurs, Middleton ayant traité des
problémes directs, et nous-mémes surtout des probldmes inverses,
au sens de la classification qui va &tre exposée dans le para-
graphe suivant.

1.2 - CLASSIFICATION DES PROBLEMES
DE COMPORTEMENT INDUCTIF

1.2.1 - DEFINITIONS

En reprenant la définition de Neyman, nous dirons tout-a-
fait généralement que 1l'objet de la théorie des fonctions de dé-
cision est de réaliser 1'adaptation entre la stratégie et son
objet propre, en tenant compte de toutes 1les contraintes qu'im=-
pose la nature du monde physique.

Par "objet" 1l'on entend, bien entendu, un élément inconmu
d'un processus stochastique supposé conmu. La stratégie sera
donc adaptée au processus. Nous verrons au § 1.2.5 que l'adapta-
tion dépend également d&u nombre de fois que la stratégie doit
8tre appliquée au processus (ce nombre n'a rien de commun avec
le nombre d'opérations d'une stratégie séquentielle, que 1'on
doit d'abord laisser indéterminé : il est l'analogue du nombre
de fabrications & étudier par la méthode séquentielle). Mais
nous négligerons d'abord ce nombre en le supposant fixe, et
n'aurons donc affaire qu'a trois éléments :

- CRITERE D'ADAPTATION, y compris les domaines de stratégie
- OBJET,
- STRATEGIE.

Si un seul de ces trois éléments est inconmu, on doit pou-
voir le déduire des deux autres, tout au moins conceptuelle=-
ment. Introduisons la terminologie suivante :

- 5i 1'objet et le critére sont donnés, le probldme sera
dit DIRECT;

- 8i la stratégie et le critére sont donnés, le probléme
sera dit INVERSE; ;

- S8i l'gbjet et la stratégie sont donnés, le problime sera
dit MEDIAN.

Nous allons exposer d'abord pourquoi il faut introduire les
deux derniéres catégories de probldmes, qu'on ne rencontre guére
"directement” dans les problémes que pose la pratique.

1,2.2

Un probléme direct se présente en général sous la forme de
l'organisation des opérations connues et permissibles en vue
d'un certain objet. En fait, trés peu nombreux sont les cas ou

la stratégie optimum peut &tre obtenue, ne serait-ce qu'a cause
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des difficultés mathématiques, ou & cause des difficultés qu'il
y & & décrire un objet de facon suffisante pour la stratégie, et
en méme temps non surabondante.

Lorsque les difficultés sont de cette deuxiéme espice, on
peut les contourner de la fagon suivante.: 1° : on construit un
ensemble de stratégies particulidrement simgles, et dépendant de
peu de paramdtres; 2° : on résoud les probleémes inverses corres-
pondents; 3° : on identifie 1l'objet que l'on posstde & 1l'un des
objets-étalons numérotés.

Isa méthode inverse s'imposera donc & chaque fois que 1l'on
salt g le nombre de stratégies possibles est 1limité et par
puite la stratégie susceptible d'&tre spécifiée par un petitnom-
bre de propridtés.

En somme, pour utiliser une comparaison, pittoresque mais
frappante, le progrés que constitue 1'utilisation de cette mé-
thode est identique & . celui que constitue le passage du tailleur
sur mesures au tailleur de confection : chacun sait qu'il est
plus facile d'indiquer une taille de confection que d'énumérer
les dimensions d'un individu, et que 1'habit est ensuite plus
vite disponible, .

Les résultats des deux méthodes seront cependant identiques
dés que la collection sera assez riche et le client assez "nor-
pal®. Tel sera fréquemment le cas en Physique. Mais méme dans le
cag opposé, la méthode inverse peut permettre de faire une par=-
tie du choix, en ramenant au choix initial des méthodes pour ce
qui concerne les détails.

1.2.3.

En fait, nous allons restreindre notre définition des pro-
h%ém&g inverses, en introduisant la condition que les stratégies
~étalon choisies soient elles-mémes les meilleures, dans un sens
déterminé, c'est-a-dire résultent de la solution de certains
problémes directs particuli®rement simples (nous verrons en dé=-

tail au § 6.3.3 que le produit des opérations directe-inverse ne
raméne pas toujours & l'objet initial). :

On peut aussi considérer comme inverses les problémes que
pose 1l'étude des propriétés des stratégies "les meilleures" dans
un sens approprié au but de ces stratggies, et des objets adap-
tés 4 ces stratégies; et rattacher aux probldmes directs 1'étude
d'une stratégie ou d'un objet non optimaux ou définis indépen-
damment de tout crit®re, par exemple par un mécanisme réel. Mais
méme s8i 1'on procdde de cette fagon, l'introduction d'un optimum
dans la définition des probldmes inverses fait que notre classi-
fication ne constitue plus une vraie dichotomie.

Toutefois, elle se révelera treés utile en tant que principe
classificateur applicable de nombreuses fois successivement dans
un méme mode d'étude. Parmi les distinctions qu'elle rendra inu-
tiles, citons : :

- la distinction entre snalyse et synthése dans certains
contextes. Par exemple l'analyse de 1l'onde acoustique de la pa-
role peut &tre assimilée & un probldme direct. La synthése de la
parole & 1l'aide d'éléments conmis participe de 1'"esprit inver-
ge",
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- la distinction mathématique entre probl®mes constructifs
et d'existence (axiomatique) tout au moins .dans ce contexte phy-
gique. En fait, 1la dichotomie physique garde de la dichotomie
mathématique la ficheuse propriété que bien fréquemment la stra-
tégie, dont un probléme inverse montre 1l'existence, n'est pas
réalisable, parce gqu'elle comporte une limite, sortant du domai-
ne de réalisabilité considéré.

- la distinction inverse-direct se retrouve aussi dans les
questions terminologiques : exemple : "Sémiologie®™ est un terme
inspiré de préoccupation directe, et "Théorie de 1'Ipnformation®
est inspiré de préoccupation inverse.

Par ailleurs, la méthode directe est typiquement une métho-
de de découverte; la méthode inverse, une méthode d'exposition.

1.2.4 - PROBLEMES MEDIANS

On n'a affaire ni & un probléme direct, ni &4 un probléme
inverse, dans les cas ol l'on suppose, pour des "raisons" somme
toute irrationnelles, qu'une adaptation est réalisée, sans que
1'on sache exactement laquelle. Un cas typique est celui ou 1l'on
divise un systéme physique inerte en évolution en deux parties,
et appelle stratégie l'action de 1l'une sur l'autre. Le centre de
gravité de la théorie s'est alors déplacé vers 1l'étude du crite-
re de cette adaptation. L'égalité de l'action et de la réaction
serait un tel critére, mais nous montrerons qu'il existe aussi
. des critéres plus complexes, par exemple du type minimax = hos-
tilité compléte de l'adversaire, ou minimin = coopération.

I1 ne semble pas qu'il faille introduire ces nouveaux pro-
blémes pour élargie la "dichotomie" direct-inverse, car techni-

quement leur forme est presque déserpérée. Il faudra donc dans
chaque cas chercher un moyen de les aborder différemment.

Par exemple, on peut choisir le biais de 1l'adoption provi-
soire d'un critére, suivie du choix de 1l'une ou l'autre des mé-
thodes fondamentales de la dichotomie. On peut en principe choi-
gir 1'une ou l'autre indifféremment. Cependant, en pratique, il
se trouvera que la variété fonctionnelle des stratégies est plus
petite que celle des objets et on sera tenté d'adopter plutét la
méthode inverse.

I1 en résulte que nous n'aurons & nous occuper par la suite
que de probldmes physiques inverses. Mais 1'étude de ceux-ci n'a
d'intérét et d'importance pratigque que par rapport aux problémes
directs qu'elle contribue g résoudre et dont elle tire le plus
souvent le plus clair de son inspiration (méme le contexte phi-
losophique de ce travail est d & 1'étude de nombreux probleémes
directs). Nous les garderons donc constamment présents & 1l'es-
prit et aurons. fréquemment & en rappeler certaines solutions.(Ia
suite de ce § 1.2 et le § 1.3 constituent une parenthése métho-
dologique, que l'on peut sauter sans grave inconvénient pour la
suite des idées).

1.2.5 - ERGODICITE

Les hypothdses et théordmes ergodiques de la mécanique sta-
tistique sont relatifs & des égalités entre une moyenne & temps
constant et lieu wvariable, et une moyenne & lieu constant et
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temps variable. Prenons maintenant le terme "ergodique" sous la
forme la plus générale comprise dans cet énoncé. Alors, on voit
que toute relation d'"ajustement™ ou d'"adaptation"™ des actions
aux expériences est une relation ergodique, entre une "moyenne"
prise sur la stratégie & n'importe quel instant, c'est-a-dire
sur un ensemble direct réel, et une "moyenne" prise sur 1'ensem-
ble des réactions admissibles, c'est-i-dire sur un ensemble in-
verse conceptuel.

" Mais 1'égalité ainsi comprise ne peut pas &tre un théorime
mais seulement une condition qu'il doit &tre nécessaire de réa-
liser. En fait, cette condition sera souvent réalisée par une
majorité de stratégies d'un certain ensemble, donc on aura comme
théordme 1'égalité entre deux moyennes toutes deux conceptuel-
les. On peut aussi avoir un théordme en prenant une 1limite de
moyennes réelles qui se révdle égale & une moyenne conceptuelle.
Mais les deux termes sont alors tous deux conceptuels. (Exemple:
théorie de Gibbs).

1.2.6 - STRATEGIES HIERARCHISEES ET INFLUENCE DU NOMBRE
TOTAL D'OPERATIONS A EFFECTUER

Replagons nous dans le cadre du probléme direct général de
la construction de la stratégie. Peut-on déterminer d'avance si
elle sera hiérarchisée, c'est-i-dire constituant une organisa-
tion de . sous-stratégies (elles-mémes éventuellement décomposa-
bles), ou si elle ne sera pas hiérarchisée, mais "une en soi" ?

On constate que dans la réalité, toutes les stratégies (et
en particulier les stratégies "naturelles" des &tres vivants)
sont trés fortement hiérarchisées : Ce fait résulte-t-il de ce
que ces prganismes sont incapables de considérer simultanément
un' groupe .trop important d'opérations, et doivent donc hiérar-
chiser pour se ramener & une organisation optimale d'un nombre
plus petif .de groupes d'opérations ? Ou bien au contraire peut-
on atteiridre exactement 1l'adaptation avec des stratégies hiérar-
chisées ?

La réponse a4 cette alternative introduit le nombre total
d'opérations & effectuer, que l'on avait laissé de c8té au début
du §.1.1.1. En effet, le problime se ramdne au suivant : & 1la
stratégie hiérarchisée que 1'on considdre correspond par adapta-
tion une certaine population. Le nombre d'épreuves dont on dis-
gose pegmet;il ou:non de la distinguer de la population donnée &

tudier L

Prenons un exemple : l1l'on effectue des tirages dans une ur-
ne dont les boules se rangent en classes de probabilités égales.
On classe les boules sorties par fréquence décroissante. S'il
n'y avait pas dispersion, la courbe obtenue serait une courbe en
escalier, chaque marché correspondant & une classe. Mais la dis-
persion amortit en réalité ces marches, tant que le nombre de
tirages ne dépasse pas une certaine valeur, fonction de 1'écart

maximum entre deux classes voisines.

Donc une population & classes (qui se contente de straté-
gles hiérarchisées : peu d'opérations & grand rendement) ne peut
pas &tre distinguée d'une population & classes réduites A une
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boule chacune (qui aurait exigé une stratégie adaptée & beaucoup
d'opérations de faible rendement chacune).

Par suite, l'on peut toujours adopter une stratégie hiérar-
chisée, mais qui doit 1'8tre d'autant plus finement que le nom-
bre d'épreuves est plus grand. Ce n'est que pour un nombre d'é-
preuves infini qu'il faudra une stratégie non hiérarchisée, "une
en soi".

Ceci est d'ailleurs conforme & 1'intuition, mais précise
celle-ci en montrant que pour un nombre d'utilisations donné, on
n'améliore plus la stratégie en augmentant sa complication .au
deld d'une certaine 1limite, qui croft avec le nombre d'utilisa-
tions.

Ce résultat a par exemple grande importance dans la théorie
des machines & calculer, ou les sous-routines doivent &tre d'au-
tant plus nombreuses et fines que le nombre d‘opérations & ef-
fectuer est plus grand.

Ce résultat permet aussi d'enrichir le concept d'"ergodici-
té" du § précédent de la considération réaliste des "moyennes
temporelles" finies. Chaque cas ol il n'y a pas ergodicité avec
moyennes infinies définit une longueur de temps au-dessous de
laguelle cette absence d'ergodicité ne peut &tre constatée. Cet-
te longueur de temps donne ainsi 1l'ordre de grandeur du temps am
bout duquel il peut devenir souhaitable de réadapter la straté-
giek (cf. aussi’ § 1.3.6 £in).

(Ce résultat est enfin intéressant pour la considération de
machines qui s'organiseraient elles-m&mes de mieux en mieux d'a-
prés les défauts de fonctionnement qu'elles constateraient. El-
les s'adapteraient de plus en plus finement, et deviendraient
"unes" au bout d'un temps infini : il n'y aurait plus alors
d'"organes" individualisables).

1. 3 - PROBLEMES DE COMPORTEMENT DE LA PHYSIQUE

1.3.1 - PROBLEMES PHYSIQUES
L'un des principaux avantages de la distinction entre :

- problimes physiques directs,
- problémes physiques inverses,
- problémes physiques médians,

est qu'elle permet de préciser, et & vrai dire d4'éliminer, 1la
vieille distinction entre :

- problémes techniques,
-~ problémes physiques,
- problémes physiques explicatifs (mod2les).

La distinction entre les deux premiers n'est qu'une forme
de la distinction entre sciences pures et appliquées, qui est
tout-4~fait artificielle du point de vue réel de ceux qui prati-
quent la science.

En fait, les plus typiques des problémes directs sont ceux
que posent les décisions inductives de la vie quotidienne et de
la technique qui en est le prolongement. Employer la méthode di-
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reste de bout en bout est en général un trait d'imprévoyance,
car elle comporte des difficultés particuliéres.

Les plus typiques des problémes inverses sont ceux que pose
1'étude des limites que la structure du monde impose aux actions,
donc lesg problémes de la "science anthropocentrique" : celle qui
ne se propose pas d'expliquer les limites aux stratégies, mais
les établit en vue de problémes directs. L'existence de cet as-
pect de la Physique contribue & faire comprendre pourguoi la
Physique est utile & la technilque.

(En pratique, tout exposé cohérent de ces limites ne s'ap-
puiera pas sur des expériences réelles, qui auraient exigé de
résoudre un probleme direct de ..gon optimum, avant d'en connaf-
tre les limites; mais il se basera sur des "expériences concep-
tuelles”.)

Le recueil des solutions des problémes inverses constitue
1félément de prévoyance dans la solution des problémes quoti-
diens ou technigues. C'est parce que la condition d4'optimum
g'introduit naturellement dens les problémes inverses de la Phy-
sique, qu'elle a été introduite diés le début du § 1.2,

1.3.2 - PAS DE PHYSIQUE DIRECTE OU INVERSE

Bien que la distinction entre problémes physiques directs
et inverses soit & notre avis fondamentale du point de vue de la
méthode physique, il n'y a rien de tel gu'une "physique directe"
ou une "physique inverse".

Tout d'abord, un méme probléme peut &tre analysé en élé-
ments dont les uns sont directs, les autres inverses. Des pro-
blemes d'apparence directe font intervenir les solutions des
problémes inverses, & la fois comme limites aux combinaisons
nouvelles possibles, en cours d'étude, et comme simplifications
de solutions de problémes directs presque parfaits, étudiés an-
térieurement.

Dfautre part, un probleme direct ou inverse par rapport &
un niveau d'étude peut avoir des aspects multiples par rapport &
un autre niveau, et ceux-ci peuvent &tre inverses 1l'un par rap-
port & lfautre. Par exemple :

1°) La synthése et 1l'analyse de circuits sont les aspects
direct et inverse d'un probldme direct, dont le problé-
me inverse est résolu par les lois physiques de 1'élec=-
tricité.

2°) La synthdse et 1l'analyse d'une langue réelle ou artifi-
cielle sont les aspects direct et inverse d'un problé-
me inverse, celui qui méne 4 la définition de 1l'informa-
tion.

I1 ne faut jamais confondre les concepts relatifs aux pro-
blemes directs et inverses (cf. par exemple § 5.4), mais les so-
lutions de certains probldmes inverses peuvent s'obtenir & par-
tir de solutions de problémes directs en faisant -disparaltre
progressivement des paramétres introduits par ces derniers (cf.
Gabor - 1950). (Si la disparition a lieu par passage & la limi-
te, la solution directe peut cesser d'en &tre une). Nous utili-
seront un procédé de cette espdce pour définir certaines classes
de stratégies.
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Certains résultats importants de la science exprimeront le
fait qu'une notion d'origine inverse donne le mé&me résultat que
la limite d'une notion directe. Ce sera le cas pour le théoréme .
du codage sans bruit de Shannon : 1'information sélective s'ob-
tient & la fois & posteriori (inversement) comme solution d'un
systéme d'axiomes, et & priori (directement) comme limite du
colit de transmission dans une classe de systimes, dont les limi-
tes correspondent aux conditions additionnelles qui rendent dé-
terminée la solution des axiomes.

1.3.3 - PHYSIQUES A PREDOMINANCE INVERSE
S%il n'y a pas de "physique directe"™ et de "physique inver=
se", il y a cependant des branches de la physique dont les lois
sont & prédominance directe ou inverse. Dans 1'intérét de la co-
hérence logique de la science, il y a alors intérét & exagérer
ce caractére dans leur exposé.

Par exemple, la thermodynamique macroscopique phénoménolo=-
gique classique est un recueil de solutions de problimes inver-
ses. Nous nous efforcerons d'accentuer encore ce caractére dans
1'exposé que nous en ferons au Chapitre 4, exposé o les con-
cepts d'information apparaftront dés la base. Par suite de cette
circonstance, une expression de 1l'entropie formellement identi-
que & celle de Boltzmann y jouera un réle important : mais le
point de vue appartiendra cependant intégralement & la "théorie
inverse®™ et non pas aux moddles macroscopiques, concrets (Théo-
rie cinétique) ou abstraits (mécanique statistique). I1 ne se
prétendra pas explicatif, mais réinterprétera les limitations
phénoménologiques comme aspect de la durée.

C'est uniquement & ce caractére "inverse® que tient l'as-
pect treés rticulier gque présente la Thermodynamigue . parmi les
sciences. Cet aspect a été remarqué par de nombreux auteurs (cf.
Bridgmen, 1943); il n'est cependant pas propre & la thermodyna-
migue, qui le partage avec tous les principes de symétrie ou
d'antisymétrie, avec le principe d'exclusion de W. Pauli et avee
les lois physiques qui servent de base expérimentale & la rela-

tivité : 'lois de Michelson, de Kennedy et Thorndike et de Ives
et Stilwell. - Cf. H.P. Robertson, 1949).

Les plus utilisées des solutions de probldmes inverses sont
celles qui se traduisent par la simple interdiction de toute ac-
quisition d'information d'une certaine catégorie sur un certain
ensemble. La simplicité de cette forme est due uniquement au ca-
ractére approprié du cadre conceptuel stratégique et du forma-
lisme mathématique qui le traduit. On est en droit de considérer
que la question de savoir si toute la physique peut &tre réduite
4 une telle forme est l'une des questions importantes que 1la
Physique ne pourra jamais résoudre, mais que l'on doit tenir
présentes &4 1'esprit.

1.3.4 - PERMANENCE DES RESULTATS

I1 y a, entre les solutions de problémes physiques directs
et inverses une grande différence de "permanence".

Si la nature du monde ne change pas, les solutions de pro-
blémes directs gardent toujours la méme validité. Au contraire,
les solutions de probl2mes inversee sont en derniére analyse
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d'origine expérimentale, et les progrés de la physique contri-
buent constamment & les modifier.

Cependant,1'utilité pratique des problimes directs diminue,
& validité constante, tandis qu'augmentent les exigences techni-
ques du constructeur, tandis que 1'utilité des problémes inver-
ses reste définitivement acquise.

lLa situation idéale serait celle o probldmes directs et
inverses seraient confondus du point de vue du résultat et ol
tout probldme technique serait tout résolu dans 1les manuels de
physique. Mais comme ce n'est pas 1le cas, il faut considérer
séparément les deux probldmes "accidentellement" confondus.

1.3.5 - PHYSIQUE EXPLICATIVE

En un certain sens, les problémes médians englobent les
problémes physiques explicatifs (dont l'existence était ce qui
rendait ambigll 1le terme "physique") : ce sont ceux qui concer=-
nent les modéles non anthropocentriques des contraintes physi-
ques (et remettant ainsi 1'homme & sa place). Ces modéles gar-
dent d'ailleurs rarement jusqu'au bout leur caractére explica-
tif : par exemple, le développement du modéle quantique a rendu
nécessaire le principe d'exclusion de Pauli, qui est une limite
ayant typiquement la forme de la solution d'un probléme inverse,

Le probl2me de la transmission est également médian : il
s8'agit de déterminer un critdre d'adaptation et une information
par rapport & un probldme direct résolu : l'organe des sens. Les
problémes médians sont également 1'aspect le plus apgarent du
probléme que posent les techniques utilisées par des tres vi-
vants, si elles sont trés stables et dont, par suite de leur
long rodage avant d'arriver & cette stabilité, on peut croire
qu'elles sont en un certain sens les meilleures possibles.(Ex :
instinct, réflexes...). Alors le probléme direct ne se pose pas,
puisque la stratégie est connue, et 1'inverse est inutile. Mais
la stratégie et 1l'objet sont en général mal définis et diffici-
les & décrire exactement. On veut alors vérifier si ce que 1l'on
sait est compatible avec le critére supposé. Si oui, ceci ajou-
tera, et trés considérablement, & la confiance que 1'on aura
dans chacun de ces trois éléments séparément. Nous étudierons en
détail un tel exemple dans le cas de la structure des langues.

1.3.6

Puisque les problémes médians se raménent & des problémes
directs ou inverses, il faut indiquer comment les deux attitudes
se présentent dans le probldme de la physique explicative, com-
pris comme étant un probleme de correspondance entre signes et
phénomeénes.

L'attitude directe part de ce qui est donné, le phénoméne,
pour le représenter au moyen de signes et de leurs régles de
combinaison. Le codage par les résultats d'expérience constitue
un "résumé exhaustif" (Fortet 1950, p. 237) du systéme physique
étudié, dans le sens généralisé d'ensemble des valeurs des para-
métres indépendants, sans intervention nécessaire du hasard (Un
tel résumé est strictement conforme & la réalité physique si le

signal est un systéme au sens de la mécanique rationnelle, dont
les paramdtres sont déterminables rigoureusement. D&s qu'inter-
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viennent le hasard et les fluctuations, il faut considérer le
résumé exhaustif au sens propre, résultat d'un grand nombre
d'expériences systématiques ou non, indépendantes ou non). L'at-
titude inverse cherche & retrouver ce qui est donné & partir de
signes.

Le probléme direct est celui de la Physique théorique.
L'attitude du savant est celle du décrypteur. Le probléme inver-
se est celui de la Physique mathématique ou de la Mathématique
appliquée. L'attitude du savant y est celle de 1l'encodeur.

Pour effectuer le décryptage, il faut bien entendu posséder
les résultats d'expérience et aussi l'expérience de systémes de
code aussi nombreux que possible. Pour cela, il faut résoudre de
nombreux problémes inverses qui sont en principe moins diffici-
les que les directs. Il n'y a bien entendu aucun espoir de . ré-
soudre le probléme direct général par une attaque frontale : mé-
me les problemes directs spéciaux sont difficiles et ne sont so-
lubles que si la correspondance idée-expérience est presque bi-
univoque. D'oli la nécessité d'une étude zigzagante, faite au ha-
sard ou de fagon exhaustive.

Le physicien mathématicien cherche & multiplier le nombre
de concepts et structures dont il tient compte dans son édifice.
Le physicien théoricien au contraire cherche & le diminuer. Ce-
pendant, le deuxiéme fait toujours intervenir plus de concepts
que le premier, Ce fait exprime 1'imperfection de la Physique,
et la dualité entre signes et phénomeénes qui se reconstitue a-
prés chaque courte période ol la Physique semble &tre achevée.

Quel peut &tre 1'aboutissement de cette complication pro-
gressive ? Faisons & ce sujet une remarque, relative aux straté-
gies hiérarchisées. La Physique explicative peut &tre considérée
comme une stratégie adaptée aux expériences passées, et que 1l'on
présume par suite adaptée aux expériences futures. Mais le nom-
bre des expériences passées agit dici de la méme fagon que le
nombre des expériences futures le faisait au § 1.2.6. Si ce nom=
bre était petit, 1la stratégie pouvait &tre hiérarchisée, sans
rien perdre de son efficacité. De méme ici, la Physique peut &=
tre constituée de disciplines disjointes, sans rien perdre de
son efficacité.

Mais quand le nombre d'expériences croissait, la Stratégie
pouvait tendre, sans d'ailleurs le faire nécessairement, vers
une stratégie "une en soi", sans sous-stratégie autonome. De mé-
me, il se pourrait fort bien, sans que cela se produise néces-
sairement, que, le nombre d'expériences passées croissant indé-
finiment, il devienne rigoureusement impossible d'attribuer le
moindre sens & 1'idée de "discipline physique"™, tout phénomine
ne pouvant &tre expliqué de fagon satisfaisante qu'en faisant
intervenir toute la Physique.

1.3.7 - LES THESES FONDAMENTALES DE LA PHYSIQUE

Une clasocification quelcongue n'a de sens et d'utilité que
si elle n'est pas vide et en particulier la thése fondamentale
de la physique est qu'il existe des problémes solubles de toutes
les catégoiies ci-dessus.
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Pour voir ce que signifie cette these, nous allons 1'intro-
duire progressivement & partir d'une antithése fondée sur une
vieille théorie physiologique.

Theése d' Empédocle : On ne peut reconnaitre de la lumidre et
du son, que si l'on possdde dans l'organe de sens de la lumigdre
et du son de méme nature physique.

Bien entendu, ceci n'a maintenant aucune wvaleur : du point
de vue moderne, la "nature physique" est quelque chose de pas
clair du tout : elle ne paraissait claire & hmpédocle que parce
qu'il ne s'agissait pour lui que de l'un des quatre "élements",
eau, feu, air, terre.

Cependant, nous allons reprendre, moderniser et généraliser
1'idée centrale de cette these, car elle représente trés exacte-
ment l'antithése de la Physlque telle que 1l'on la congoit main-
tenant :

Antithése fondamentale de la Physique : Il est impossible
de caractériser 1a relation entre deux objets physigues autre-
ment que comme différence ou identité.

I1 peut paraitre inutile & un physicien de dénoncer de nou-
veau ce principe macroscopiquement absurde. C'est cependant a
cela précisément que se référent les "médecins" qu1 disent : "il
n'y a pas de maladies, il n'y a que des malades", L'idée qu'il
n'existe que des objets physiques dont la seule relation peut
8tre 1'identité, est par suite encore trés vivace. Pour elle, il
n'y a pas d'identité partielle, il n'y a ni notions de grandeur
physique, ni mesure, ni structure physique : on a une topologie
discrate pour l'ensemble des objets physiques.

Le principe d'Empédocle caractérise 1le chaos : En particu-
lier, si la notion d'identité se révélait n'avoir pas de sens en
dehors du nivegu corpusculaire ol elle est associée & 1'indis-
cernabilité totale, ce principe pourrait servir de définition am
chaos corpusculaire.

A ce principe s'oppose donc la

Thése fondamentale de la Physique : Il existe une Physique,
c'est-a-dire une description mathématique du monde sensible,
c'est-a-dire que pour ordonner le chaos, on peut postuler la
possibilité de relations autres qu'identité.




CHAPITRE 2

INFORMATION ET DUREE

2.1-LE COUPLE DIRECT - INVERSE FONDAMENTAL

2.2.1 - AXIOMES DE L'INFORMATION (SCHUTZENBERGER)

Pour pouvoir ramener, comme nous le voulons, les problimes
médians aux problémes inverses, nous devrons commencer par &tu-
dier divers critéres possibles d'adaptation. Méme en admettant
qu'il s'agit de critéres d'extremum ou de minimax, le concept
de stratégie reste purement verbal , jusqu'a ce que l'on ait dé-
terminé de quelles fonctions de gain ou de risque il s'agit.

Cette détermination se fera & travers un couple direct-in-
verse fondamental :

: - Ie probléme direct est celui de la détermination de ce
qui dans la spécification d'une stratégie donnée est indispen-
sable & 1l'action, et de ce qui est inutile (par ex. probléme
d'exhaustivité en statistique).

- Le probléme inverse consistera & chercher les formes que
gserait susceptible de prendre la partie utile des spécifications
initiales de la stratégie d'expérimentation, si celle-ci était
parfaite, et s'il existait une stratégie d'action parfaite pour
en profiter. Ceci est le plus général des probleémes inverses du
comportement inductif. Pour reprendre une comparaison de J. Ney-
man (1949), il est analogue au probldme de 1'intégrale tel que
1'a posé Lebesgue : chercher une fonction de fonction satisfai-
sant & certaines propriétés. De méme, nous chercherons une fonc-
tionnelle de stratégie, que nous appellerons information tempo-
relle, qui satisfera a certaines propriétés. Elle englobera tou-
tes les expressions effectivement construites de parties utiles,
tout comme 1'intégrale de Iebesgue englobe celle de Riemann,
lorsque cette dernidre existe.

Elle fournira un principe classificateur de stratégies,
d'aprés le but cherché par rapport & la stratégie d'action. Une
fois en possession de la fome fonctionnelle de 1'information,
nous nous en servirons pour 1l'étude, par la méthode inverse, de
deux théories explicatives : celle de la structure et <fonction
de la langue, et celle de la structure de la thermodynamique.
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2.2 - CLASSES D’EQUIVALENCE DE STRATEGIES
DEFINITION DE L'INFORMATION TEMPORELLE ET DETERMINATION
DE TOUTES LES FORMES QU’ELLE EST SUSCEPTIBLE DE PRENDRE

Du point de vue mathématique, le probléme inverse de la re=-
cherche des formes de la partie utile des spécifications a été
résolu par M. P. Schutzenberger (1951), qui ne se plagait.d'ail-
leurs dans aucun contexte physique particulier. Sa solution va
8tre donnée ici presque textuellement.

Nous supposerons que la stratégie est telle que la spécifi-
cation de ce gu'elle apporte peut &tre faite avec une seule
quantité H, calculable & partir des données sur l'objet, qui se-
ra appelée "information temporelle™ et dont les dimensions ne
seront pas imposées par les axiomes : ce pourra &tre wun nombre
pur, une énergie,etc...

H fera donc partie d'un résumé exhaustif de la stratégie,
du point de vue de l'action, et pourra servir de fonction de
gain & la stratégie considérée. Elle ne sera vraiment utile que
8l elle est indépendante des élements indifférents & l'action,
donc si le fait d'apporter la méme information temporelle intro-
duit une équivalence entre stratégies.

H est rattachée & 1'obsgervation qui consiste & déterminer
si 1'état E; pris par E dans une certaine épreuve appartient ou
non a4 l'ensemble X ou Pr (E € X) = x.

Soient X, Y et Z trois ensembles disjoints quelconques de
probabilités respectives x, y et z, partitionnant 1l'ensemble des
A; (1€1) (x +y+ 2z =1). Soit CX le complément de X.

ILa classe d'éguivalence de l'observation initiale est défi-
nie par les deux conditions suivantes :

(1) qu'il est indifférent de déterminer si E.EX ou E.ECX
(2) qu'il est indifférent de déterminer

d'abord si E,€ X pour dans le cas contraire su E,€ Y
ou d'abord si E, E Y puis dans le cas contraire si E,&€ X

Nous voulons que H soit additif pour des stratégies succes-
sives et qu'il ait la méme wvaleur pour toutes les stratégies
d'une classe d'équivalence. De plus, comme H devra servir & com=-
parer des classes d'équivalence distinctes, il faut ajouter une
condition non locale. Il se trouvera que la condition assez fai=-
ble (1) ci-dessous sera suffisante.

Nous imposerons & H les trois conditions suivantes :

(1) Continuité : H(x) est une fonctionnelle uniformément
continue de x.

(2) Symétrie : H (x) = H (1 - x)
(3) Commutativité
H(x) + (I-x)H(y/1-x)

e

H(y)+(1-y)H(x/1-y) = H(x;y) = H(y;x).

1]

2.2,2 - FORME FONCTIONNELLE DE L'INFORMATION -
Ces axiomes suffiront & donner la forme fonctionnelle de H.
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(2) et (3) impliquent que H(x;y) = H(x;z) = H(y;z), et permet-
tent d'associer & toute partition de l'ensemble des A en sous-
ensembles disjoints une fonction symétrique de leurs probabi-
lités,qui est la quantité d'information attachée & la détermina-
tion de celui d'entre eux contenant E . Schutzenberger pose
X (y;2) = (I-x)H(y/1(x). Alors (3) devient :

K(x:y+2)+K(y:2) = K(y;z+x)+K (z;x) = K(z;x+y)+K(x;y)
dont la solution générale continue est :

K(x;y) = £(x) + £(y) - £(x/y).

L'homogénéité de degré un de H impliquée par (3) montre que
f(x) doit 8tre de la forme x S(log x) ol S est un opérateur li-
néaire quelconque; d'ol :

Hix)i=lx Sllog x) et (Tag)iisg Blog (I—x)].
Etant donné le 3pme axiome lui-méme, cette formule peut

8tre généralisée au choix entre plus de deux ensembles, par la
formule :

H (x,) = Z,x, S (log x,).

2.2.3 - RECHERCHE DE §

: 5i une stratégie est susceptible de posséder une informa-
tion, celle-ci devra &tre de la forme ci-dessus, 1'opérateur S
étant déterminé par la stratégie.(Cependant la réciproque n'est
pas vraie : S pne peut déterminer 1la classe d'équivalence de
stratégie, de toute fagon la puissance de 1'espace des fonction-
nelles linéaires est trop faible pour cela).

S5i elle existe, le r8le de 1'information temporelle d'une
stratégie est de comparer les expériences et de servir de repére
du progrés qu'aura df accomplir la stratégie de détermination
pour étre en mesure de fournir ce résultat. Un progrés moindre
signifiera détermination moins précise, un progrés plus poussé,
détermination plus étroite.

I1 rend donc inutile 1l'introduction d'un "temps" extérieur,
considéré comme contenant abstrait de 1'intervalle entre le dé-
but et la fin de la stratégie. Cette notion est remplacée par
celle d'information, contenu physique et concret de l'intervalle
de temps, intrinséque aux stratégies d'expérimentation et d'ac-
tion.

D'ol le gqualificatif "temporelle". (L'on aurait également
pu utiliser le terme "métrique" = "se rapportant 3 une mesure" -
mais il a ét¢ utilisé dans un sens différent par Mackay (1950),
donc on risquerait confusion) - D'olu également le nom d'informa-
tion que 1'on donne intuitivement % toutes les solutions du sys-
téme fondamental d'axiomes.

Obtenir les expressions possibles de 1'information ne ré-
soud cependant nullement notre probléme, car on ne peut pas en=
core identifier les stratégies. La suite naturelle de notre pro-
bléme inverse serait le probléme direct de la détermination de
tout ce que 1'on peut savoir d'une stratégie en partant de la
forme de 1l'information. Cependant il est de nouveau possible
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dans certains cas d'éviter de résoudre ce probléme, en le rem=-
plagant par le probléme presque inverse de 1'identification &
des stratégies conmues de stratégies optimales correspondant aux
expressions inverses S que l'on se donne.

En somme, en cherchant la stratégie - c'est-i-dire la meil-
leure décomposition fonctionnelle d'un processus donnée par des
renseignements globaux - on décide, au lieu de procéder & priori
sans utiliser les décompositions familiéres, de s'appuyer sur
des décompositions suggérées par 1l'expérience des &tres vivants
et des machines.

L'élément peu satisfaisant conceptuellement de ce procédé
est qu'il ne s'agit pas d'un vrai probléme inverse, ces proces-—
sus "naturels" n'étant & priori optimaux dans aucun sens.

Par ailleurs, deux classes seulement ont été sérieusement
étudiées. Elles seront introduites au § 2.3. Leur étude ne fait
quteffleurer le probléme de 1l'expérience. Si la théorie parvient
4 introduire de nouvelles classes et si celles-ci suggérent &
leur tour de nouvelles méthodes expérimentales, directes, 1li se-
ra sans doute la principale wutilité pratique du niveau d'abs-
traction auquel nous nous sommes d'emblée placés. Malheureuse-
ment, une seule autre classe est connue : indiquée par M. P.
Schutzenberger (1951) elle n'a pas encore été étudide en détail.

Nous ne nous attacherons pas & cette extension,mais montre-
rons que les stratégies fondamentales de certaines des branches
les plus étudiées de la Physique appartiennent & 1'une des deux
classes fondamentales. Nous verrons ainsi que des lois physi-
ques expérimentales en apparence indépendantes peuvent se résu-
mer par quelques principes universels de 1'information, que nous
allons énoncer indépendamment d'aucune information particulidre.
Ce seraient en somme des conséquences nécessaires des processus
de mesure, ou en particulier de la perception par 1les organes
des sens tCeci ne signifiera pas, bien sir, que le monde s'adap-
te & ces organes, mais que les organes sont déja adaptés i 1la
struct?re physique du monde, étant eux-mémes des mécanismes phy-
siques).

2. 3 - INFORMATIONS DE FISHER ET SELECTIVE

2.3.1 - OPERATEURS DE DEPLACEMENT ET DE DIFFERENCE

Af(x,0) = 2/ (x, 0+ A8) - £(x,0 )
Ef(x,0) = £ (x,0 +A0)
Pogons : f(x,®) = £(x), fx,® +A0) = g(x)
H=ff(x) 1og£,§ dx
C'est lu seule information faisant intervenir deux lois.
Elle s'identifie au résumé exhaustif du sens de Darmois (1936)

de la distance entre deux lois de probabilité (Mourier 1946).Dé-
veloppons E en série de puissances :

g 1 D (A®)2 2
_L_1+A_1+A659+ ; K
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L'information donnée par le fer terme sera appelée sélecti-
ve. C'est par ailleurs la seule information concevable pour un
message discret.

L'information donnée par le 2%me terme est nulle.

L'information donnée par le 3eme terme sera appelée fishé-
rienne.

2.3.2 - ESTIMATION D'UN PARAMETRE ET INFORMATION DE FISHER

Théordme : (Fortet (1950) § 59 et 61) L'inverse du carré de
l'écart quadratique moyen d'une estimation d'un

qu q Y parametre, sans
erreur sggtematigge et exhaustive, est gal au nombre de mesures

multiplié par 1'information de Fisher de chacune des mesures.

Par définition, 1'existence d'une estimation exhaustive
(qui n'est pas toujours possible) 8ignifiait seulement que l'en-
semble des résultats des observations peut 8tre remplacée par
une seule fonction de mesures sans aucune perte de spécifica~
tion. Mais il résulte de plus du théordme ci-dessus que le degré
de spécification des résultats peut &tre mesuré par 1l1l'informa-
tion de Fisher,

Celle-ci est donc effectivement susceptible de jouer le r8-
le qu'elle ne pouvait jouer que potentiellement du fait de sa
définition.

Réciprogue du théordme : L'égalité du théordme n'a lieu que
Si une estimation exhaustive sans erreur systématique est possi-
ble.

Définition : on dira que 1l'on a une échelle propre 4 dis-
tribution propre si une estimation exhaustive sans erreur systé-
matique est possible, qui donne une information fishérienne in-
dépendante du résultat de la mesure lui-méme.

2.3.3 - STRATEGIE SEQUENTIELLE ET INFORMATION SELECTIVE

Dans une stratégie séquentielle, toutes les opérations sont
identiques et leur résultat est soit E = arréter et agir, soit
E (1€ g<q ) = continuer. On voit que dans le cas discret, tou-
tes les stratégies sont séquentielles.

Shannon (1948) a abondamment montré que lorsque les opéra-
tions sont organisées de fagon optimale, leur nombre est propor-
tionnel & ce qu'au § 2.%.1 nous avons appelé information sélec-
tive. Celle-ci est donc elle aussi suscéptible de Jouer effecti-
vement le rdle qu'elle pouvait Jjouer potentiellement. Le lien de
cette information avec la stratégie séquentielle a été mis en
évidence par J. Ville et M. P. Schutzenberger (1951) et B. Man=
delbrot (1951 b).

Selon la base du logarithme, 1l'on ajoutera aux termes 4'in-
formation sélective les qualificatifs népérienne (base e) ou bi-
naire (base 2).

2.3.4 - L'INFORMATION DE POSITION EN GENERAL

Le concept d'information sélective ne contient bien entendu
pas la spécification de 1'ensemble de messages d'ou est choisi
au hasard le message que l'on regoit.
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Un grand nombre de confusions et d'incompréhensions conti-
nue de provenir de 1l'ignorance de ce fait. Elles ne sont pas
sans excuse dans les nombreux cas ol la distinction entre spéci-
fication et message n'est pas claire. En d'autres termes, il n'y
a souvent aucun critére pour distinguer entre régles fixes, et
objet de gain (Ceci correspondrait & une Constitution incertai-
ne, ot la victoire d'un adversaire 1'autoriserait & changer la
Constitution, et non seulement & voter des lois qui lui sont fa-
vorables).

Considérons par exemple le cas d'une série temporelle de
signaux. L'instant ol le signal se produit peut &tre attribué :

- 3 la spécification de l'ensemble d'olr est fait le choix.
Celui-ci changerait alors avec le temps;

- ou bien au message lui-méme, qui comprendrait une inten-
sité plus un temps, c'est-a-dire le N° de 1'ensemble d'oli 1'on
fait le choix -

- ou on peut en faire une nouvelle espeéce d'information e
1'"information de position".

Dans le cas ol l'ordre des messages est absolument fixe, et
la variable "temps"™ est une vraie grandeur physique imposée du
dehors, le probléme est académique, et n'a d'importance que dans
la mesure ou des confusions en apparence innocentes peuvent con--
duire & des paradoxes (cf. § 6.4?.

Mais cette fixité du "temps" est loin d'é&tre générale dans
les messages techniquement importants.

Par exemple en télévision ou facsimile, 1le "temps" n'est
qu'une fausse variable auxiliaire, provenant du procédé de bala-
yage. Le probldme de choix ci-dessus représente alors un problé-
me technique important extrémement réel, car toutes les parties
du message attribuées & la spécification deviennent "gelées" du
point de vue des possibilités d'adaptation. Il peut gtre inté-
ressant de les"dégeler", lorsque grice aux nouvelles possibili-
tés d'adaptation, qui sont ainsi ouvertes, l'on se met en mesure
de considérer des propriétés de plus en plus spécifiques du si-
gnal 4 transmettre. L'information de position que l'on doit a-
lors transmettre peut &tre largement compensée par la- possibili-
té d'obtenir une redondance plus petite dans la transmission de
1'information d'intensité.

Dans le balayage uniforme habituel, toute 1'information de
pogition est incorporée dans la spécification, c'est-a-dire liée
4 1'équipement, et 1l'intensité seule doit &tre transmise. Ce ba-
layage n'est adapté qu'au message & quadrillage complet, ol deux
cases voisines différent toujours, et qui en fait ne se rencon-
trent jamais : donc ce balayage ne permet pas d'utiliser les pro-

priétés réelles de 1'image.

Supposons maintenant que 1'image ne comporte gque des points
blancs et des points noirs, les points noirs étant beaucoup
moins fréquents que les blancs, ou que les sauts d'intensité
soient beaucoup moins fréquents gque sur le quadrillage complet,
On dispose alors de procédés de balayage & vitesse variable et &
retour comme celui de Cherry et Gouriet (1952), qui revient &
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intégrer la position et 1'intensité en un seul signal (2° métho-
de).

Supposons que les points noirs au lieu d'&tre distribués au
hasard soient disposés sur des lignes connexes ou non. On peut
alors (procédé du pantographe) transmettre de proche en proche
la position relative du point suivant : c'est 1'exemple extréme
de la 3éme methode, ol l'information d'intensité a complitement
disparu, -

Un exemple moins extréme s'obtient si on s'astreint 4 tra-
verser les espaces blancs entre courbes par des sauts unité. Il
faut alors ajouter un élément d'information d'intensité et 1'in-
formation de position se réduit a4 spécifier la direction du dé-
placement sur le canevas de base. Si on veut que tous les dépla=-
cements possibles & partir d'un point aient la méme longueur, il
faut adopter un canevas en quinconce, et le choix de direction
se fait entre six possibilités; 1'information par pas est donc
au plus de 1 + log; 6.

Mais on peut tenir compte de la rareté des rebroussements,
et de la corrélation entre directions des deux pas successifs
(corrélation différentielle, intéressante & étudier en soi). Ce-
ci diminue l'information de position et 1le total doit é&tre de
l'ordre de 1 + log,4 = 5 alternatives par pas, et 3 S alternati=-
ves pour une ligne de S points (blancs ou noirs). Le nombre to-
tal de points du canevas est bien entendu sans influence sur le
nombre d'alternatives & transmettre.

Chacun des deux derniers exemples introduit un probléme ma-
thématique préliminaire fondamental : celui de la construction
de la "ligne la plus courte" contenant tous les points & trans-
mettre.

2. 4 - PRINCIPES DE LIMITATION DE L’INFORMATION - DUREES

2.4.1 - INEGALITES FAISANT INTERVENIR L'INFORMATION

Les stratégies optimales sont bien entendu tout-i-fait ex-
ceptionnelles, et le concept d'information serait bien limité
8'il n'était utile que dans ce domaine.

Mais en fait les égalités des § 2.3.2 et 2.%.3 se générali-
sent en des inégalités, signifiant que les informations fishé-
rienne, respectivement sélective, restent toujours des limites
supérieures de 2 mesures de progreés : respectivement 1l'inverse
du carré de 1l'écart, et un nombre d'opérations & effectuer.

Les informations, qui sont relatives aux données, et non
aux stratégies, continuent donc de constituer des limites & cer-
taines caractéristiques des stratégies. En d'autres termes, si
l'on trouve des limites aux informations, concepts d'origine in-
verse, 1%on aura en méme temps des limites & ce qu'apporte toute
. stratégie - directe, et qui est mesuré par un "codt" de cette
stratégie. En fait, la considération d'un maximum ou d'un mini-
mum relatifs & un probléme inverse permet d'oublier la maxima-
. tion initiale que comportait le passage d'un probléme direct a
un probléme inverse. Les énoncés qui suivent auront donc un ca-
ractére inverse par rapport 4 des probldmes directs c'est-a-dire
réels, ssnus intermédiaire inverse.
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Nous énoncerons ces principes de fagon un peu détournée. Au
lieu de constater qu'entre les éléments possédant la mesure a de
la grandeur A, la mesure de la grandeur B posséde un minimum b,
nous montrons qu'entre tous les éléments possédant 1la mesure b
de B, la mesure de A possidde un maximum a.

Les énoncés correspondants exigeront la considération de
classes plus larges que les classes d'équivalence du § 2.2. Ia
classe la plus large est bien entendu l'ensemble de toutes les
stratégies pouvant s'appliquer & un méme objet physique et con=
duisant & la méme fonctionnelle d'information S. On considérera
également des "classes restreintes" définies par des critéres
plus précis.

2.,4,2 - PRINCIPES DE LIMITATION

La théorie purement formelle de Schutzenberger du § 2.2 ti-
re son r8le physique et son importance du fait qu'elle fournit
un cadre entidrement approprié & 1'énoncé des lois physigues,
qui sont des solutions, bien entendu d'origine expérimentale et
non logique, de certains des problémes inverses les plus impor-
tants de la Physique. Ces solutions s'expriment par des princi-
pes du type suivant :

A/ Les contraintes physiques sur 1l'objet de la stratégie
limitent intrinséquement 1'information gu'une stratégie
de la classe étudiée est susceptible de fournir entre
deux instants donnés. Cette limitation est une nouvelle

contrainte physique que ne comportait pas la définition
de la classe : elle constitue donc une loi physique.

B/ L'évolution physique de l'objet de la stratégie est tel-
le que si 1'évolution indiquée par la régle de comporte-
ment inductif est retardée, 1'information que 1l'on pos=-

séde sur le systéme ne peut que rester constante ou di-
minuer de fagon non récupérable.

C/ Si les limitations pour les intervalles (1,2) et (2,3)
sont égales, celle pour 1l'intervalle (1,3) est double.

De tels principes sont particuliérement bien connus dans
leur application en Quantique. Mais ils sont d'applicabilité
beaucoup plus générale, ce qui en justifie 1'étude générale.
Suivant les termes de P.W. Bridgman (1943), "il y a des situa-
tions olt on peut montrer par une analyse plus serrée gque des
dilemmes qui semblent introduits par la mécanique ondulatoire
existent déj& en physique classique.

Les faits d'acquérir le maximum d'information entre deux
instants ou de le conserver une fois acquis expriment 1l'adapta-
tion de 1'objet et de la stratégie choisie dans la classe consi-
dérée, c'est-a-dire une sorte d'équilibre dynamique stationnaire
(par exemple : l'entropie se réviélera &tre une espéce d'informa-
tion : il y a adaptation si les pertes d'entropie locales dues a
certaines opérations sont automatiquement compensées par des
gains d'ordre, c'est-a-dire 1'entropie zonale ou globale).

On ne peut pas dépasser H mfx, par définition du maximum :
une mesure ne peut pas créer d'information. Mais 1'inverse est
la régle générale. Toute stratégie donnant moins que le maximum
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est équivalente & une stratégie donnant le meximum suivie d'une
perte. Donc H<H max et AH <0 expriment la désadaptation.

2,4.3 - ORIENTATION DE L*INTERVALLE ENTRE DEUX INSTANTS

Chacun des deux énoncés A et Ba pour effet d'orienter
1'intervalle entre deux instants. Toutes ces orientations sont
identiques. En effet, pour le premier, si deux stratégies éta-
blissaient des orientations opposées, on pourrait les accoupler
dans un cycle et chacune des deux informations pourrait croftre
indéfiniment, ce qui contredirait la loi de limitation de 1'in-
formation. Pour le deuxidme énoncé, on pourrait couplet 1'évolu-
tion passive avec une stratégie active, ce qui permettrait de
récupérer l'information perdue, ce qui contredit la nature des
pertes.

2.4.4 - CONCEPT DE DUREE

Les principes du type B, et en particulier un des aspects
du deuxiéme principe de la Thermodynamique, ne permettent qu'une
orientation des intervalles de temps, et ne peuvent pas fournir
une structure du temps. D'ol 1'insuccés habituel des tentatives
pour relier le temps & l'information. Mais cet insuccés ne tient
pes & un vice du concept d'information, mais & un mauvais choix
du principe. En effet, les principes A permettent d4'inverser
ftoute loi disant que le maximum d'information est proportionnel
4 la durée d'expérimentation. Ce faisant, nous obtenons une dé-
finition du type suivant :

La durée entre deux instants, propre & une classe de stra-
tégie, est le maximum de 1'information que peut apporter une
telle stratégie entre ces instants.

51 une stratégie peut &tre incorporée dans une classe, sa
durée propre sera 1'information qu'elle apporte.

La notion de durée n'est ni extensive, ni intensive. Elle
est strictement locale (dans un sens plus strict méme que celui
de la Relativité, car il n'exige pas la notion d'espace, qui
peut donc &tre déduite de celle de durée. Nous retrouverons 1a
un procédé de E.A. Milne (1948), mais on n'a plus & utiliser 1le
"contenu"” métaphysique que constitue la "conscience" : on peut
se baser sur un contenu physique concret). (Remarquons cependant
que pour qu'une expérience de "durée" A t donne effectivement le
maximum d'information, il peut &tre nécessaire qu'elle prenne
théoriquement un temps infini; mais elle reste finie dans ce
sens qu'on peut recommencer une autre expérience, sans beaucoup
perturber la premidre).

En somme, conformément & 1'exemple d'Einstein définissant
l'espace par les masses qu'il contient, nous ne considérons pas
la durée comme un contenant _abstrait; c'est ce que mesure une
horloge quelcongue. C'est cela, et rien de plus.

Chacune de ces horloges n'aura pas & &tre considérée comme
tentative (imparfaite) de seisir une "idée transcendante". Au
contraire, tout appareil, tout mode opératoire, auront leur du-
rée;, qui sera aussi bonne qu'une autre, puisque c'est dans son
cadre que devra &tre faite la théorie de cette horloge : En
d'autres termes, 1l'information peut & posteriori servir de para-
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métre fondamental au demi-groupe de transformations de 1l'objet
que constituent les opérations d'une classe d'équivalence de
stratégies : les paramétres de ces opérations ont été déduits de
leurs propriétés, et leur sont particulidrement intrinsdques.

Nous verrons que le cas fondamental ol les principes ci-
dessus sont vérifiés est celui de la durée thermique, qui mesure
le maximum d'information fishérienne que l'on peut extraire sur
l'amplitude d'un signal, ainsi que la durée sélective, qui se
rattache 4 la durée thermique.

ILa limitation de 1l'information confirme 1'unicité de direc-
tion du temps qui résulte de l'intuition et qui est interprétée
par l'accord et 1'équivalence des temps de toutes les fonctions
organiques. De plus, les limitations d'information étant lides
au temps perdent toute idée d'imperfection et prennent un carac-
tére irréductible.

2.4.5 - LIMITES DE STRATEGIES

Le passage & la limite gu'exige la définition de la durée
peut comporter des difficultés du point de vue de la théorie ma=-
thématique.

En effet, une stratégie réelle est toujours une suite de
mouvements discrets se succédant dans le temps (et définissant
la durée). Ce caractére discret correspond & 1'impossibilité
d'une proposition logique infinitésimale, aspect de la gquantifi-
cation qu'entraine nécessairement la logique propositionnelle.

Cependant, le caractére discret n'intervient pas dans les
axiomes de 1'information, qui resteraient valables si on passe a
des mouvements de plus en plus courts et nombreux. Mais on passe
alors & une stratégie-limite et non une logique-limite non pro-
positionnelle qui n'appartiennent pas & la théorie de von Neu-
mann. Tel sera le cas pour la capacité informationnelle sélecti-
ve potentielle qui sera définie au § 4.3.

Le seul cas ou des stratégies-limites ne se présentent
pas est celui ol le maximum d'informations correspond & une
vraie stratégie unique. La durée correspondante resterait alors
quantifiée comme elle 1'était dans les stratégies non maximales.
Le quantum = durée d'une expérience élémentaire est alors irré-
ductible, inanalysable, et par suite incompréhensible (cf ! ISR,
Oppenheimer : "Une particule élémentaire c'est quelque chose de
tellement simple qu'on n'y comprend rien du tout"). La durée se-
rait alors le maximum du nombre des quanta ou des mouvements
(expériences élémentaires) entre deux instants.

Ce cas correspond & l'existence physique de "propositions
élémentaires"”.

I1 peut bien entendu arriver que le maximum d'information
corresponde & une vraie stratégie unique simplement parce que la
classe considérée est restreinte. Par exemple, c'est le cas, par
rapport & la classe séquentielle, si on restreint 1la largeur de
bande W d'une ligne de transmission. Dans ce cas, le nombre de
"quanta" par seconde aura une grande importance, bien gu'il soit
sans liaison proportionnelle avec 1l1l'information temporelle
transmise. Ce nombre a été appelé "information" structurale par
Gabor et Mackay (1950). Mais il n'a ni les propriétés ni les di-
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mensions d'une information : nous appellerons 2W capacité struc-
turale. On peut grouper sous le terme d'information structurale
de la stratégie tout ce qui permet de spécifier le caractére de
son résultat avant qu'il soit connmu et qui n'entre pas dans
1l'information temporelle : 1la capacité structurale en ferait
donc partie.

Un autre cas ol les stratégies limites se présentent mais
qui ne donne pas lieu & difficulté est celui ol 1'information
est la méme pour toutes les stratégies vraies considérées : si
le nombre d'opérations double, 1l'information par opération dimi-
nue de moitié. Alors il n'y a pas dé quantum de temps intrinsd-
que, ni "propositions élémentaires" (c'est pourtant dans un tel
cas que Mackay (1950) a voulu baser sur celles-ci une théorie
de l'information. Cette base est donc fort incertaine].

On se trouve trés souvent trés prés du cas ci-dessus du ma-
ximum entiérement plat, car en pratique il est facile d'arriver
tout prés de la perfection & l'aide de stratégies trés simples
tandis que les derniers progres coltent beaucoup en complication
(cf. Fisher : le gain qui peut &tre réalisé par des améliora-
tions de détail des techniques statistiques ordinaires est tres
faible). (Donc 1l'existence du temps instinctif des organes n'e-
xige pas que leurs stratégies soient parfaites).

Notre point de vue général entrafne la possibilité d'autres
cas que ceux qui précédent. I1 englobe aussi la possibilité de
stratégies hiérarchisées, un mouvement du niveau supérieur étant
une stratégie du niveau inférieur, et correspondant & une "pro-
position élémentaire™ indécomposable dans le niveau supérieur.






CHAPITRE 3

DEMONS DE MAXWELL

3.1 - COMPARAISON DES DUREES

3.1.1 - DUREE COSMIQUE

Chacune des notions de durée, prise séparément, n'exige pas
la notion de temps; il n'en demeure pas moins que 1'intér&t de
ces notions vient de ce que 1l'on reconnait & posteriori 1'équi-
valence des durées comme repére du progrés des stratégies. Ceci
traduit en quelque sorte la non-contradiction entre les diverses
disciplines de la Physigue, et s'écrit en dinversant l'une ' des
nombreuses lois physiques exprimées d'habitude par la propor-
tionnalité entre une information et le "temps"™ de nature cosmi-
que "dans"™ lequel se passent tous les phénoménes.

Celui-ci étant sans liaison & priori avec les phénoménes é-
tudiés, notre interprétation par "durée proportionnelle au temps
cosmique™ parait préférable & la "loi" inverse, car elle part du
mieux défini, plus locsl et plus fondamental des deux termes de
1'égalité.

L'introduction d'une durée cosmique par comparaison des du-
rées peut se faire expérimentalement par étapes successives, qui
introduiront ainsi, au fur et & mesure gue le champ de la compa=-
raison s'élargit, une série de durées intermédiaires de plus en
plus intrinstques. Si 1l'on peut considérer "toutes" les straté-
gies, il existera une limite & la comparaison de leur duréde.

Capacités.
Si 1l'existence d'un temps physique commun "public" est ad-
mise, la définition de la durée doit &tre suivie d'une défini-

tion du type suivant servant & comparer les diverses durées au
temps commun:

Définition.

La capacité informationnelle d'un ensemble de stratégies
est le maximum de 1'information qu'elles sont susceptibles de
donner par unité de temps (en particulier 1la capacitd d'une
strat?gie d'un type est l'information qu'elle transmet par se=-
conde ).

La capacité d'une suite de stratégies est la plus petite
des capacités des stratégies de la suite. L'identité des capaci-
tés sera une condition nécessaire d'adaptation.
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I1 est souvent intéressant de considérer des durées inter-
médiaires pour elles-m&mes : par exemple, le temps "privé™ d'un
mécanisme résulterait de ses diverses stratégies comme optimum,
mgyenne, ou durée de la stratégie prédominante & un instant don-
n L]

Un autre exemple est celui des méthodes visuelle et orale
de détection en Radar (Cf. lawson-Uhlenbeck, 1950, p. 165).
Lorsque chacune est poussée & la limite, elles sont essentielle-
ment €équivalentes, fournissant la méme quantité dfinformation.
Mais la limite absolue, due au bruit thermique, n'est pas at-
teinte par ces méthodes. i

Un procédé général de comparaison de stratégies a été uti-
lisé par Gabor (1950). I1 élimine progressivement toutes lea
particularités de 1'appareil pour arriver & une information -
donc un temps - plus intrinséque.

Procédé inverse. Les axiomes du temps et de 1'information
étant identiques, la proportiomnalité au temps de toute expres—
sion spécifiant la connaissance d'un objet permet de conclure
qu'elle appartient aux informations temporelles dont elle rem-
plit tous les axiomes, méme si 1l'on est incapable d'éerire 1l'o-
pérateur S et d'identifier la stratégie correspondante.

3.1.2 - DEMONSTRATION D'EQUIVALENCE

Une démonstration exige ou bien un modéle du type cinétique
ou mécanique statistique, ou bien un mécanisme qui évite ces
modéles en ramenant l'équivalence & des principes plus simples,
de caractére phénoménologique. Nous appellerons ces mécanismes
les démons de Maxwell.

les démons s'introduiront ainsi dans cuacune des étapes de
la comparaison entre stratégies. Les premiéres étapes donnent:
les notions d'information et de durée propre; les suivantes com-
parent 1'utilisation d'un méme intervalle par deux stratégies de
S différents.

3.2 - DEMONS DE MAXWELL

3,2.1 - LE DEMON ORIGINAL ET SES REFUTATIONS

On peut lire & la p. 328 de la "Theory of Heat" de J. Clerk
Maxwell (1871) :

" Soit un é&tre dont les sens sont si fins qu'il peut suivre
chaque molécule dans son mouvement et effectuer des opérations
qui nous sont a4 présent interdites. Soit un récipient divisé
en deux sections A et B par une paroi percée d'un petit TIrou.
Supposons qu'un &tre qui peut voir les molécules individuelles
ouvre et ferme ce trou, de fagon & ne laisser que les molecu- '
les rapides passer de A en B, et les lentes de B en A. Sans
travail, il élevera le température de B et abaissera celle de
A, en contradiction avec la 2éme loi de la Thermodynamique."

Cette conclusion paradoxale était bien entendu la raison
pour lagquelle le démon avait ¢té imaginé. Nous allons étudier
ici les diverses méthodes de réfutation. Nous n'en conclurons

332232333 3 3
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pas cependant gue le "démon de Maxwell ne peut pas exister",
mais que "le démon de Maxwell ne peut avoir un rendement supé-
rieur &4 1". Cette derniére forme nous permettra de conserver un
nom commode et consacré & des instruments dont 1'importance
théorique est trés grande dans le contexte présent.

Toutes les réfutations, trés diverses, de la conclusion de
Maxwell, reposent sur un méme principe : on attribue une réalité
physique & une, et une seule, des opérations que le démon doit
effectuer. Les autres opérations peuvent &tre laissées dans
l'ombre initiale, car une seule opération suffit & la démonstra-
tion, et que considérer toutes les opérations aurait dépassé les
possibilités du raisonnement.

Remarquons que l'erreur de Maxwell est tout-a-fait compré-
hensible, car la considération de cette opération était inutile
dans la Physique & échelle humaine; elle n'est devenue indispen-
sable en pratique que dans un probléme bien récent : celui de la
transmission de 1l'information. Dans ce cas, une quantité d'habi-
tude finie était devenue infiniment petite. Il était par suite
devenu indispensable d'introduire dans le bilan ol elle entrait,
toutes sortes de quantités qui n'avaient jamais cessé d'é&tre in-
finiment petites : les bilans des "sens" du Démon.

I1 suffit de choisir wune seule d'entre celles-ci pour que
le bilan cesse d'&tre absurde. D'ailleurs, le choix de 1l'opéra-
tion, fondamental dans la réfutation du paradoxe de Maxwell,
reate en grande partie arbitraire. Il en résulte que les diver=-
ses démonsirations d'impossibilité s'appliquent en réalité & des
8tres tout-a-fait différents (certains seront étudiés au § 4.5).

3.2.2 - DEFINITION DU DEMON
Elle se fait en deux étapes.

Tout d'abord, par définition de 1la durée, 1'information
fournie permet de comparer entre elles une stratégie utilisée et
une stratégie repdre, si elles font partie d'un m%me ensemble,
ou la 2éme est optimale du point de vue de 1l'information commu—
ne.

.Nous appellerons démon de Maxwell tout instrument utilisant
une stratégie non optimale.

I1 se trouvera que la stratégie repére des démons .de Max-
well de la Thermodynamique est une stratégie minimax (réversible,
isostatique, cf. Chap. 4), qui par définition transmet mieux
1t'information sélective que toute autre stratégie. Donc la défi-
nition précédente suffit & englober beaucoup de démons classi-
ques.

Mais pour les englober tous, il faut généraliser la défini-
tion, et ceci fera également entrer des instruments que 1l'on n'a
pas 1l'habitude d'appeler démons, et en particulier tous les pro=-
cédés techniques imaginables de modulation.

Dans la définition la plus extréme, on appellerait démon de
Maxwell, relativement & une définition donnée de 1'information
et une stratégie reptre transportant 1l'information considérée,
tout instrument utilisant une autre stratégie quelcongue.
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Les démons einsi définis seraient des cycles fermés compo-
8és de deux demi-cycles réunissant les états initial et final et
parcourus en sens inverses.

Cependant, un démon aussi général risquerait de pouvoir
avoir un rendement supérieur & 1. Si l'on veut conserver la res-
semblance avec le démon initial, il faudrait :

= ou bien ne prendre la stratégie utilisée que parmi celles
qui sont moins favorables que la stratégie repeére,

= ou bien ne prendre comme repdre que des stratégies abso-
lument optimales par rapport & leur information propre.

L'une et 1l'autre de ces deux définitions donnerait wune
claire conception de la multiplicité des démons, au moins aussi
nombreux que les informations.

Ces démons pourront alors &tre utilisés comme "expériences
fondamentales® de branches entidres de la physique, et ceci de
deux fagons distinctes, correspondant aux deux définitions :

A/ Les deux stratégies sont considérées symétriquement, les
propriétés de 1l'une et 1'autre étant connues. Alors :

- ou bien on démontre 1'impossibilité d'un démon ayant un
rendement supérieur & 1 (cette démonstration est transitive en
ce sens que si (1,2) et (2,3) sont impossibles, (1,3) l'est aus-
81 automatiquement : avec 3 stratégies; il suffit donc de 2 dé-
monstrations.) -

- ou bien on constate qu'un tel démon est possible; alors
on est assuré que la stratégie repdre n'est pas intrinsdque pour
1'information de base.

B/ Les stratégies sont considérées asymétriquement, certai-
nes de propriétés de celles qu'on utilise étant inconnues, ou, &
12 limite, la stratégie utilisée étant plus ou moins indétermi-
nee,

- Supposons que l'on puisse poser un principe d'impossibi-
1ité de rendement > 1. Nous verrons que le principe de Carnot
est de ce type, relativement & une stratégie minimax et & 1'in-
formation sélective. A priori, il pourrait y avoir d'autres tels
principes. Sinon, la possibilité .de ce principe donnerait un ca-
ractdre particulidrement intrinsdque & la stratégie et & 1'in-
formation auxquelles il s'appliquerait; et sa durée repére de-
vrait &tre prise comme durée fondamentale. Réciproquement
d'ailleurs, le caractire absolu d'une durée entraine 1'existence
d'un "principe de Carnot".

Un principe d'impossibilité entraine d'autre part comme
conséquence des propriétés nécessaires de toutes stratégies uti-
lisées. Si ces propriétés menaient & des contradictions, le
principe d'impossibilité ne pourrait &tre vrai. Si ces proprié-
tés sont vraies, il ne faut pas en déduire des analogies facti-
ces entre les stratégies utilisées.

Le démon réversible-quantique a été étudié suivant le fer
procédé par P. Demers (1944) et L. Brillouin (1951, Cf. § 4.5.3)
par le nge procédé par P. Demers (1945) et D. Gabor (1951) qui
ont essayé d'en déduire le principe des quanta ou la relation
d'incertitude de Heisenberg.
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3.2.4 - EXEMPLES DE DEMONS

Les démons les plus importants restent ceux dont la straté-
gie de reptre est la stratégie isostatique. Leur étude doit done
tre remise au Chapitre suivant : elle présente un intéré&t fone
damental pour fonder la Thermodynamique pure, sans référence aux
quanta ou & d'autres phénoménes exigeant des moddles.






DEUXIEME PARTIE

CHAPITRE 4

THERMODYNAMIQUE DU SIGNAL PARFAIT

4.1 - DUREE THERMIQUE ET TEMPERATURE

4.1.1 - BRUIT THERMIQUE

Soit un générateur de signaux. D'aprés le théordme ae Thé-
venin, il peut &tre représenté par une force électromagnétique E
en série avec une impédance R + jX. Le maximum de puissance
qu'on peut en tirer est S = E?/4R qu'on appelle la puissance
disponible.

La puissance disponible ne peut jamais &tre mesurée avec
exactitude. Tout se passe comme s'il s'y ajoutait une source de
 signaux aléatoires de Laplace-Gauss de puissance donnée par la
loi de Nyquist (le concept de puissance est directement 1ié &
.ceux d'intensité et de résistance et n'exige pas celui de temps)

_E 4R KT W _ kT
05 sy ok S AT

ol T est la température KXelvin et W la largeur de bande du si-
gnal, donc T = 1/2W le temps disponible pour chaque mesure : ce
temps sera pris comme mesure de 1l'indétermination sur 1'"instant
précis” de la mesure.

-La loi de Nyquist est susceptible d'une interprétation in-
formationnelle fishérienne. En effet, 1/ est proportionnelle am
carré de 1'erreur probable sur l'amplitude du signal, donc c'est
1'information fishérienne sur 1'amplitude.

Multiplions-la par le nombre de mesures par seconde - qu'on
a suggéré d'appeler capacité structurale du signal, (§ 2.4.5).
Le produit (1/T) (1/0); que 1'on peut appeler information fishé-
rienne spécifique, est une constante. Ia loi de Nyquist peut dés
lors s'énoncer sous une forme analogue & celle du principe zéro
de Guggenheim (1949) qui définissait la température

L'information fishérienne spécifique sur l'amplitude d'un
i 1 ne dépend e d'un seul parametre caractérisant le signal
et non pas du rythme et des modalités de la mesure (c'est-a-dire

du nombre 1/T).
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4,1.2 - DUREE THERMIQUE

Cette loi a exactement la forme qu'il faut pour &tre inter-
prétée par une durée, en dehors de tout bruit. Ceci est d'ail-
leurs logique car si les instruments disponibles sont tous &
1'échelle thermique, le bruit ne peut pas, donc ne doit pas,
étre interprété comme un signal parasite imprévisible se super-
posant au signal prévisible.

La forme de la loi de Nyquist étant indépendante de toute
géométrie, on peut d'abord prendre 1/0 comme définition de la
durée thermmique.

Ensuite, on compare les durées & diverses conditions physi-
ques : on constate qu'elles sont équivalentes (proportionnelles);
il suffit donc de les pondérer par un seul paramétre qui carac-
térise les propriétés de 1'état physique du signal et l'unité de
durée. Nous l'appellerons température f, kT ( f signifiant fis-
hérie?ne ou de fluctuation suivant 1le point de vue ol 1'on se
place) .

kT est un coefficient de similitude des durées thermiques,
mais, en fait, sa grandeur importe peu tant qu'on ne considére
que des opérations & température constante : seule importe son
existence et sa non-nullité, qui exprime la limitation de 1'in-
formation fishérienne.

La comparaison effective des T¢ ne peut se faire que sur la
base d'une durée intrinséque commune. Comme telle nous adopte-
rons au § 4.4.4 la durée sélective, et les cycles de Carnot per-
mettront dds lors de déterminer les rapports entre températures
de fluctuation, c'est-a-dire entre fluctuations & températures
différentes. L'unique coefficient arbitraire qui subsistera pro-
viendra de 1'indétermination qui subsiste pour 1'échelle unique
de durée sélective.

La température est une grandeur physique, si 1l'on convient
que cette notion (distincte de celle d'objet physique) s'obtient
de fagon générale en effectuant le quotient (au sens de la Théo-
rie des Ensembles) de 1l'ensemble des objets par une relation
d'équivalence. (Cette notion de quotient est une généralisation
de la définition de 1'"axe des x" comme "quotient" du plan xy
par la relation d'équivalence : deux points sont €quivalents
8'ils ont m&me abscisse). Dans le cas présent, l'équivalence est
constituée par 1'égalité de deux énergies intensives. Au § 4.3,
on aura des équivalences congtituées par 1'égalité de nombres
purs, C, B, S, fonctions de 1'état du signal.

Remarquons que cette définition de la température et en
particulier lf!indépendance de la géométrie, a en fait exigé plus
que le principe de limitation général posé au Chapitre 2, Ce
principe seul aurait exigé l'introduction d'un coefficient numé-
rique fonction de la géométrie, que l'on peut preésumer &tre trés
simple, mais que l'on suppose ici égal a 1.

4.1.3 - CARACTERE DE LA STRATEGIE DE LA NATURE

Nous n'allons pas dans ce gquil suit essayer d'analyser les
"raisons™ de 1l'existence d'une température, en la ramenant &

d'autres phénoménes. Par suite, notre point de vue stratégique
et informationnel en Thermodynamique ne sera nullemen explica-
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tif. C'est un point de vue inverse, qui a pour but de préciser,
relativement & 1'observateur, certaines limitations phénoménolo-
giques, en les réinterprétant comme aspects de la "durde thermi-
que”. :

(Le fait qu'il s'agira uniquement de théorie non-quantique
conduira & prendre des limites qui en fait auraient fait entrer
dans le domaine quantique. Mais il se trouve qu'on peut cons-
truire une théorie non quantique conceptuellement tr2s homogeéne,
et ensuite seulement limiter son domaine de validité et intro-
duire des corrections quantiques dans la zone de transition).

Il semble cependant opportun de discuter le caractére de la
"stratégie de défense” de la Nature du point de vue de la conti-
nuation possible de la théorie présente par une explication de
la durée thermique en termes plus élémentaires. Cette stratégie
pourrait &tre aussi bien :

- pure : interprétation déterministe; les circonstances de
chaque mouvement le déterminent parfaitement, mais il n'existe
aucune contre-stratégie : le bruit serait la partie du message
pour laquelle il n'existe aucune contre-stratégie (au niveau
considéré) (par suite, si la contre-stratégie du signal, réali-
sable, n'est pas effectivement réalisée, la partie incompréhen-
sible du signal devient indiscernable du bruit).

- entiérement aléatoire : le bruit serait "vraiment™ du
bruit : interprétation indéterministe et hypothgése d'absence de
variables cachées;

- ou mixte, les circonstances ne déterminent que les proba-
bilités relatives de divers mouvements.

La troisigdme alternative englobe la premi2re et la deuxid-
me; elle est donc plus riche. Elle permet aussi d'envisager le
cas ol 1'indétermination intrinsdque serait répartie entre deux
causes : 1° les limitations temporelles, 2° 1'imperfection du
décodage. C'est 1'interprétation en fonction de variables ca-
chées indéterministes.

Si 1'on ne sort pas d'un noveau donné d'analyse, il n'y a
aucun moyen de décider laguelle des interprétations est la bon-
ne, ni méme aucun intérét & le faire. Mais on devient en mesure
de décider si 1'on introduit des modéles, tels que la Théorie
Cinétique. Celle-ci interprdte la stratégie thermique comme mix—
te; les limitations d'information associées au temps thermique
se ramenant alors dans le cas classique & des conséquences d'une
stratégie pure basée sur le temps mécanique associé a la vites-—
se, et dans le cas quantique, aux conséquences d'une stratégie
mixte associée au temps quantique.

Par sa définition m&me, le temps sélectif thermique n'a de
valeur intrinsd®que que dans la mesure ol il existe une Thermody-
namique indépendante de la Mécanique Statistique : nous voyons
iei qu'il n'a pas de caractire intrins@que par rapport au niveau
inférieur.

4.1.4 - TEMPERATURE ET EQUILIBRE

D'habitude, la température n'est définie qu'aprés qu'une
notion d'équilibre ait été introduite (principe zéro de la Ther-
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mod, ique selon Guggenheim (1949). Voir aussi ILandé (1926) p.
284). Ici cette étape n'a pas été explicitée. Mais en fait dans
la définition méme de 1l'information fishérienne étant contenu un
concept d'"erreur probable". Celui-ci implique la considération
d'un "ensemble d'objets" identiques, du point de vue de 1'ins-
trument d'observation, au signal étudié, qui est de dimensions
"microscopiques”.Nous pouvons considérer que ce petit signal est
en équilibre avec des signaux identiques. Op retrouve 14 un pro-
cédé fréquent en Mécanique Statistique, mais utilisé en général
a4 plus grande échelle. Ici la température donne précisément la
limite des objets dont 1'intérieur peut &tre considéré comme
étant en équilibre.

Einstein aurait fait remarquer 4 propos du démon de Maxwell
que "dans un milieu en équilibre, il semble probable qu'un méca-
nisme intellectuel ne pourrait agir". Un signal est un mécanisme .
intellectuel et la température est par définition la dimension
en degad de laquelle il cesse de pouvoir fonctionner.

Le concept de particule comme celui de gquantum reste en de-
hors de la Thermodynamique telle que nous la concevons ici. Ce=-
pendant, ce qui précéde peut aider & 1'introduire en quelque
sorte axiomatiquement. A une température donnée, kT donne la di-
mension moyenne en énergie des signaux non décomposables : a -
tomiques. C'est bien entendu conforme au théortme et principe
d'équipartition de l'énergie.

4. 2 - INFORMATION SELECTIVE
ET STRATEGIES SEQUENTIELLE ET SELECTIVE

4.2.1 - INFORMATION SELECTIVE AVEC BRUIT

S'il n'y a pas de bruit, on peut considérer la Nature comme
inactive; la transmission peut se faire de fagon discrite et
1'information sélective est la seule & considérer, et ceci sous
la forme discréte, car elle constitue la seule fonction de gain
appropriée au récepteur.

I1 n'en est plus ainsi lorsque la Nature agit en perturbant
le signal regu par l'observateur, et qu'il y a vrai duel.

I1 faut insister, avec P.M. Woodward (1951) sur ce caracté-
re nécessairement continu et souillé de bruit de tout signal
réel. La question est de savoir si on introduit de 1'information
apparente ou si 1'on perd de 1l'information réelle en remplagant
le nombre infini de valeurs de ce signal continu r un nombre
fini de décisions. C'est un probléme d'exhaustivité,qui n'a pas
ét¢é touché par Woodward. En fait, pour simplifier, nous suppose-
rons dés. maintenant que le paramdtre é&tudié est susceptible
d'estimation exhaustive, donc que le progrés de la stratégie
d'estimation peut &tre suivi aussi bien par 1l'estimation elle-
méme (Cf. § 2.3.2) que par 1'information fishérienne (celle-ci
étant égale et non pas supérieure, au carré de l'inverse de la
variance). Il se trouvera d'ailleurs que cette hypothése n'est
pas restrictive, car la distribution du paramétre étudié dépend
de la stratégie, et tous les signaux optimaux devront &tre ds
Laplace-Gauss,c'est-a-dire susceptibles d'estimation exhaustive.
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Etant donné llexistence du bruit, il faut, en plus de 1'in-
formation apparente contenue -dans le signal regu, considérer une
fonction de risque. Shannon a montré qu'il existe wune fonction
de risque, qu'il appelle équivocation, telle que 1la différence
entre 1l'information apparente et cette fonction de risque repré-
sente la limite de 1'information réellement recevable lorsque le
pourcentage d'erreurs tend vers zéro. Mais ni 1'information ap=-
parente, ni l'équivocation, ni leur différence ne sont elles-mé-
mes des informations (Cf. Blundell 1952). (Les erreurs les plus
abeur?es peuvent résulter de la confusion entre gain et informa-
tion.).

Pour arriver & ce résultat, Shannon pose d'abord le problé-
me de savoir si l'information apparente transmissible par un si-
gnal donné ne tend pas vers O avec les erreurs maxima de décoda-
ge. Toute action inductive exacte serait dans ce cas impossible,
on exigerait un signal infiniment 1long ou infiniment fort. Au-
trement dit, pour "vaincre 1'opposition de la Nature™, il fau-
drait utiliser des ressources en temps et en énergie infinies.
Ce problime de Shannon est par suite tout-a-fait fondamental
pour la théorie du comportement inductif en Physique. La solu-
tion que luia donné Shannon souffre de certains défauts sérieux,
mais il n'en reste pas moins qu'on peut l'utiliser dans beaucoup
de domaines : elle est en particulier fondamentale pour le pro-
bléme de la réversibilité, dont on montrera plus loin qu'il
constitue un commentaire de ce théorme de Shannon.

La solution de Shannon considére une stratégie qui réalise
une information apparente et une erreur données, et le signal
qui représente cette stratégie. On considére ensuite toutes les
méthodes de lui associer d'autres signaux, c'est-a-dire d'autres
stratégies. On montre que VE est une limite supérieure du pour-
centage de stratégies pour lesquelles la probabilité d'erreur
peut dépasser VE . € peut 8tre rendu arbitrairement petit lorsque
le délai peut augmenter indéfiniment. Quant & 1'information
sans erreur portée par les stratégies les plus nombreuses, .
elle s'obtient en supposant donnée 1a ligne, c'est-a-dire la
stratégie de la Nature; et prenant le maximum par rapport & tou-
tes les stratégies de 1'observateur de la différence entre 1'in-
formation apparente et une fonction des erreurs appelée équivo=-
cation. Malheureusement les stratégies & faible erreur, bien que
de loin les plus nombreuses, sont pratiquement impossibles &
conatruire.

I1 est en somme possible de détruire 1l'interaction en appa=-
rence indestructible entre les deux joueurs en remplacant la Na-
ture par un joueur sans résistance, mais en revanche l'observa-
teui par un joueur obtenant un gain moindre que le gain appa-
rent.

Nous appellerons stratégies sélectives 1les limites ainsi
introduites des stratégies séquentielles (ces limites ne sont
eut-8tre plus de vraies stratégies au sens de von Neumann, Cf.
2.4.5). Le gain correspondant est la "valeur" du jeu pour
%'observateur, &4 Nature constante; c'est une information poten-
ielle. ]
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4,2,.2 - INFORMATION COMME FONCTION DE GAIN.
MAXIMUM. MINIMAX

Dans ce qui précdde, le bruit était gaussien. Mais tout ce
qui importait, c'est que la stratégie de la Nature soit fixée :
la théorie aurait pu s'appliquer & toute autre forme du bruit.

La fonction de gain dépend de la stratégie de 1'observa-
teur. 5i ses actions sont rendues encore plus libres, & savoir
8i la forme de la distribution des valeurs du signal peut &tre
modifiée, & puissance moyenne fixée, le maximum d'information
a'obtient pour un signal normal de Laplace-Gauss.

Mais de plus la fonction de risque dépend du bruit de la
méme fagon fonctionnelle : le gain est la différence entre les
valeurs que prend une méme fonction pour deux variables : les
deux joueurs. Donc la stratégie du signal qui maximise le gain
est identique & la stratégie de la nature qui 1le minimise. Par
suite, il se trouve que la forme gaussienne que prend le 2&me
terme du gain est celle-13 mé&me qui aurait correspondu au cas ol
la Nature aurait cherché & diminuer la valeur du jeu. Donc 1'in-
formation potentielle, ou capacité d'un signal souillé de bruit,
est €également le minimax ou maximin de la fonction de risque
(1c% l'ordre importe peu, car les deux parties sont indépendan-
teﬂ .

Tout se passe donc comme si, dans ce premier exemple oli le
critére du jeu doive Atre précisé, ce critere se révélait &tre
précisément le critére minimax original de J. von Neumann et
A. Wald.

C'est 14 pour la stratégique un important succés, qui se
confirmera au § 4.3.5.

I1 y a donc identité de structure entre le bruit 1le plus
défavorable et le signal le plus favorable : le signal le plus
incompréhensible si on ne connaft pas le code est précisément
- celui gui aurait transmis le plus d'information si on connais-
sait le code. Par suite, le signal qui sur une ligne donnée
transmet le plus d'information est celui qui a la structure sta-
tistique du bruit, indécodable, propre & cette 1ligne. C'est 1&
un résultat valable aussi bien pour des lignes analytiques qu'a-
rithmétiques. Il ne veut toutefois pas dire que le "bruit soit
ce qui transmet 1le plus d'information"™ : pour transmettre de
l'information , i1 faut étre deux : émission et ception. Le
bruit vrai est ce pour quoi il n'y a pas de réception possible :
c'est aussi 1'impression que donne tout signal parfait si on
veut le décoder, de travers, ou toute grandeur physique lors-—
qu'on veut la mesurer & l'aide d'un appareil (par ex. circuit)
mal adapté.

Une corrélation entre le bruit et le signal rendrait le
risque différent d'une simple différence. Les actions de 1l'ad-
versaire étant un peu liées & celles de 1'observateur, 1'équi-
vocation est moindre. On a affaire & une coalition qui augmente
1'information potentielle.

De méme, si la stratégie de la Nature était autre que gaus=
sienne (mais susceptible d'estimation exhaustive) 1'on ne serait
plus au minimax, et 1l'information qu'elle laisse acquérir serait
supérieure, & puissance de bruit donnée.
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4, 3 - MESSAGES CONCRETS ET TRANSFORMATIONS ISOSTATIQUES
ENTROPIE

4.3.1 - DEFINITIONS

Le signal que nous avons considéré aux § 4.1 et 4.2 était
une valeur "instantanée"™. Considérons maintenant non plus une
valeur seule, mais l'ensemble des valeurs successives. Ceci est
réaliste, car si 1l'on néglige, comme nous le faisons, la struc-
ture particulaire de 1'énergie et de la matidre, l'information
sélective du message est transmise, en dernidre analyse, par les
variations d'un signal en fonction de sa durée propre (qui est
la durée thermique : par suite, la durée sélective sera & priori
proportionnelle & la durée thermique & partir de laguelle elle
est construite).

Les propriétés du signal, du point de vue de la transmis-
sion de l'information, doivent en principe &tre déduites de son
"état physique". Mais ceci aurait exigé de préciser exagérément
le genre de signal dont il s'agit. Pour 1'éviter, nous allons
encore une fois procéder inversement : nous supposerons donnée
une mesure pré-thermodynamique de signal : masse ou voltage, et
définirons le signal par ses propriétés du point de vue des deux
joueurs : Expérimentateur et Nature, auxquels correspondent deux
informations spécifiques différentes. Il se trouvera que la tem=-
pérature devra &tre complétée par un paramétre spécifiant I'éx-
tension des domaines de stratégies. La description numérique de
1'état comportera donc au moins deux variables d'état (Deux se-
ra aussi le nombre minimum de variables pour toute autre des-
eription rendue possible par la connaissance de 1'"état quanti-
tatif"® du signal : gaz parfait, etc...). L'identité d'état entre
deux signaux s'exprimera par deux égalités.

Un gignal ainsi définissable par deux variables sera dit
parfait.

Supposons que les variations du signal soient enti®rement
utilisées, c'est-a-dire que toute mesure indépendante ait une
signification informationnelle. Nous dirons alors que le message
que porte le signal est concret. la stratégie qui fait corres-
pondre un tel message avec le signal sera dite isostatique, de
méme que la transformation que subit le singal lorsque 1l'on rem-
place la connaissance de toutes ses propri tés  macroscopiques
par la connaissance du message qu'il porte.

Pour introduire les fonctions d'état autres que la tempéra-
ture, nous calculerons d‘'abord le maximum d'information sélecti-
ve, en l'absence de toute contrainte autre que celle que traduit
la température. Nous mesurerons ensuite ces autres contraintes
par la diminution de 1'information maximum qu'elles provoquent
et qui sera appelée entropie absolue.

4,.3.2 - SIGNAUX A ENTROPIE NULLE (PROCESSUS DEGENERES)

Ce seront ceux dont 1'état permet de réaliser le maximum
d'information sélective & température donnée. Leur énergie sera
dite entidrement libre.
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Soit T la température du signal. Elle introduit entre les
indéterminations de durée thermique 1 et de puissance disponible
d la relation 8> kT/2 (§ 4.1).

D'aprés les propriétés des stratégies sélectives, sitT, 8
et la puissance moyenne P du signal sont donnés, le minimax de
1l'information sélective népérienne est, par définition de C' et
de la fonetion G :

5= 20s, (1 o) < [§ 108, (D] 00 () = 20801 + 2500

Supposons maintenant T et 8 variables, et poursuivons notre
recherche du minimax, qui se réduit 2 un maximum, car seul 1'ob-
servateur élargit encore son champ de stratégies. B' croit lors-
gue T décroft : on a donc avantage & confier 1l'information & des
mesures aussi imprécises et fréquentes que possible. Le proces-
sus stochastique que constitue ce signal est "dégénéré de deux-
idme espice”dans la terminologie de P. Lévy (1948).

La limite asymptotique de B' est C' = P/kT qu'on appellera
capacité informationnelle gélective maximum de la classe de
stratégies sélectives pouvant se rattacher au signal considéré,
et des messages résultant de ces stratégies.

En intégrant par rapport & la durée thermique, 1'on obtient
le concept d'énergie E,et celui d'information sélective maximum:

C = E/kT ou entropie de Clausius.

(Remarque terminologique : il semble tres fAcheux de suivre
Shannon en appelant toujours entropie 1'information sélective -
et méme des fonctions de gain qui ne sont pas de vraies informa-
tiong = car ce sont en fait 14 des concepts différents. Mais il
parait opportun d'utiliser "entropie®™ avec divers qualificatifs
appropriés, pour désignel diverses valeurs remarquables de H).

Dans le cas présent, l'entropie de Clausius n'est pas une
nouvelle fonction d'état du systiéme, car elle se déduit par mul-
tiplication de fonctions connues : énergie et information fis-
hérienne spécifique de 1'état du signal (§ 4.1.1). Ia forme de
C explicite les analogies entre E/kT et 1/kT qui ont leur origi=-
ne dans le fait que ce sont 14 deux informations, satisfaisant &
des axiomes communs. Mais ce sont deux informations différentes
et rien ne justifiait & priori 1'identification & l'énergie du
signal de leur rapport, qui était une énergie indéterminée avant
l'introduction de la méthode actuelle de comparaison. La loi de
Carnot donnera une valeur absolue & cette multiplication par E
(§ 4.3.5) et permettra de définir la température (de fluctua-
tion) comme paremdtre d'équivalence de 1'énergie et de 1l'infor-
mation gélective, dans le cas ol on peut maximer cette dernidre
parmi toutes les stratégies sélectives.

C = E/kT est une grandeur extensive, mesure d'une énergie
extensive a 1l'aide d'unités donnant 1'échelle des fluctuations
et qui sont en fait des énergies intensives, liées & la notion
de durée. C devait donc & priori avoir une signification profon-
de, induite par la durée thermique sur 1'énergie (de méme pour
le quotient de l'action par le quantum d'action, grandeur indui-
te p?r durée quantique sur l'action, qui se révéle &tre un en=-
tier).
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4,3.3 - TEMPERATURE EQUIVALENTE ET ENTROPIE ABSOLUE

D'habitude, 1'état du systéme ne permet pas & 1'information
d'atteindre le maximum C. Mais elle reste bornée par C, donc
posséde une limite supérieure B, que nous appellerons entropie
de Boltzmann. (B s'identifiera & la "fonction de Massieu" de la
Thermodynamique. Cf. Guggenheim (1949)).

B pourrait constituer un deuxidme paramétre fondamental de
1'état du systeme, s'ajoutant & la température. Mais on utilise
plutét d'autres paramétres, qui s'obtiennent en exprimant le dé-
faut d'information de deux fagons, 1l'une multiplicative, 1l'autre
soustractive.

La premidre méthode conduira & la définition de la tempéra-
ture équivalente, la deuxidme & la définition de 1'entropie ab-
solue. Il résultera de la loi de Carnot (§ 4.3.5) que la tempé-
rature équivalente sera supérieure ou égale & la température de
fluctuation, et gque l'entropie absolue sera positive ou nulle.

Température équivalente. La premidre méthode consiste &
écrire 1'information potentielle sous la forme B = E/kTO. kTO
sera la température équivalente du signal. 1/0 est le rendement,
en temps nécessaire pour transmetire une information donnée, du
signal donné par rapport au signal dégénéré d'entropie nulle.

Si par exemple 1l'état physique est tel que 1'on ne peut pas
dépasser la stratégie sélective de bande correspondant au bruits,
0 =G" (P/8). S'il est impossible de donner au signal la dis-
tribution gaussienne, ® = (8/P) log (A + P"/3) ol P" est la puis-
sance entropique de Shannon, inférieure & P, qui aurait donné 1la
méme information avec le signal gaussien.

Entropie absolue. Ia deuxi®me méthode consiste & écrire
1'information potentielle B sous la forme B = E/kT - 8 = C-S. S
sera appelé entropie absolue du signal. Dans cette définition,
on considére que la partie Q = SkT de 1'énergie est nécessaire-
ment redondante, parce que liée, et inaccessible aux opérations
macroscopiques. Par définition kT, est un facteur d'intégration
pour Q.

L'information potentielle et 1'entropie sont des expres-
sions sans dimensions. C'était nécessaire, car ce sont des con-
cepts relatifs & 1l'action de 1'expérimentateur, qui peut tou-
Jours se ramener & une forme numérique : nombre de choix binai-
res. Il en résulte que 1l'on peut définir 1'égalité des entropies
de deux objets & températures différentes. Cette possibilité est
trés importante, car elle permettra d'introduire au § 4.4.4 un
teime de comparaison des températures qui manquait & leur défi-
nition.

Exemple d'entropies.Si 1'état physique est tel que la ban-
de ne puisse pas dépasser la valeur conduisant au bruit 8, alors
8 = E/kT (1-G(P/8)). S croft d'abord lentement avec T, puis ra-
pidement au deld de la valeur pour laquelle § = P. Il serait in-
téressant de savoir s'il { a des cas, et lesquels, ol 1le fait
que l'entropie est non nulle peut effectivemen Etre attribué a
1'impossibilité de dépasser une certaine largeur de bande, im-
possibilité due par exemple & 1l'intervention de phénoménes nou-
veaux.
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Ltentropie n'est pas ainsi définie de fagon entidrement
constructive, car elle exige une limite, qui correspond & un co-
dage fait par morceaux trdés longs, c'est-a-dire en pratique en
codant tout le message en un seul morceau. On peut éviter d'a-
voir affaire & des limites (maxima) si 1l'on accepte d'avoir af-
faire aux ensembles conceptuels de signaux introduits par J.W.
Gibbs. Alors l'entropie a'exprime comme différence entre deux
valeurs du nombre d'opérations nécessaires pour connaftre 1l'état
du signal, c'est-a-dire du logarithme de la probabilité relative
au choix de ce signal tout entier dans un certain ensemble con-
ceptuel de signaux. La premidre valeur correspond au signal réel,
la deuxi®me & un signal fictif de mémes énergie et température.

"Entropie de mélange". On n'a plus affaire & des concepts
fictifs lorsqu’on arrive & se ramener au cas discret. Ceci se
produit lorsque des objets continus sont juxtaposés sans péné-
tration. Alors 1l'entropie diminue de 1'information que présente
leur configuration, qu'on appelle "entropie de mélange".

On peut considérer que l'entropie tout court est la limite
de 1l'entropie de mélange lorsque les cellules diminuent autant
qu'il est possible, c'est-a-dire jusqu'a un niveau déterminé par
la température. La méthode que nous avons utilisée au § 4.3 fait
précisément cela, et elle remplace les difficules discussions
sur les entropies petit grain et gros grain.

On peut se demander s'il est possible de définir 1'entropie
sans limite, ni ensemble conceptuel, c'est-d-dire s'il existe un
probldme inverse menant & la limite de problémes directs et
fournissant un mode opératoire utilisable.

Principe de Nernst. L'un de ses énoncés affirme que 1'en-
tropie est partout la mé&me au zéro absolu, donc que l'on peut la
prendre comme nulle. Cet énoncé s'applique & la définition habi-
tuelle de S, qui comporte une constante additive indéterminée.
S'il s'applique aussi & notre définition absolue, il signifie-
rait que dans le cas ol la Nature est sans défense du point de
vue fishérien (T - 0) elle est aussi nécessairement sans défen-
se du point de vue sélectif additionnel (8 = 0) et on a un état
purement mécanique.

Un autre énoncé de principe est que T = O est inaccessible.
Si le ler énoncé est admis, le 2%me résulte du principe gu'on ne
peut pas transmettre de 1l'information sans support matériel,
Sans le 1er énoncé, le 2%me n'aurait pas nécessairement résulté
de ce principe additionnel, car on aurait pu concevoir que S—o0
et que 1'état de T = O comporte une entropie de Boltzmann nulle.
Alors il aurait pu continuer d'&tre accessible.

4.3.4 - PROPRIETES DES SIGNAUX CONCRETS

Les stratégies isostatiques ont un rendement en information
égal & un,et 1'on peut toujours restaurer 1'état initial. Les
transformations isostatiques sont donc réversibles au sens de P.
W. Bridgman (1943). Cependant cet auteur n'a pas essayé de dé-
duire de la restaurabilité les autres propriétés générales de la
réversibilité, pour vérifier si ce sont effectivement celles
qu'on lui attribue; ni de dégager les propriétés de réversibili=-
té particuligdres. En fait, il y a aussi d'autres réversibili-
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tés que la présente;donc nous allons dégager les propriétés par-
ticulidres de celle-ci. :

Stratégies isostatiques et fluctuations. Les signaux con-
crets & entropie nulle exigent 6 >P, c'est & dire que le signal
doit &tre une fluctuation trés probable & laquelle on fait cor-
respondre un message.

Cette propriété appartient bien aux processus réversibles
selon la thermodynamique habituelle. On peut aller jusqu'i dire
que l'existence de fluctuations est nécessaire au concept méme
de réversibilité. On peut par exemple concevoir wun processus de
chauffage & volume constant, en isolant un gaz de la source de
chaleur, au moment ol i1 se trouve au fafte d'une fluctuation de
température; on le branche ensuite sur une source & température
T + 4T avec laquelle 11 sera en équilibre. Si on veut détendre &
T constant, on le détend d'une quantité telle que son état ac-
tuel soit une fluctuation assez probable de 1'état futur.Om
pourrait sans changer la température, ajouter de 1'énergie cons-
tituant une fluctuation probable, donc toujours de l'ordre de
kT. De quelque manidre que l'on opére, tous les échanges d'éner-
gie seront de 1l'ordre des fluctuations d'énergie, =i on veut que
les fluctuations de température aient une probabilité accepta-
ble. De plus, certains des processus énumérés sont des démons de
Mazwell. .

Petits signaux. Principe de Casimir (1945). Ce qui précdde
est indépendant de 1a valeur absolue de P. D'autre part, il n'y
a aucun sens & dire qu'un signal est petit par rapport aux fluc-
tuations, puisque celles-ci sont infinies.

. Ceci est important pour une catégorie de problimes considé-
rés par Onsager, ou, aprés avoir appliqué la thermodynamique ma-
croscopique & certains phénoménes, l'on trouve & posteriori que
ces phénomdnes étaient en réalité microscopiques. Ce sera égale-
ment le cas au Chap. 5. Casisir a fait remarquer qu'il fallait
alors expressément postuler la validité des raisonnements faits
sans précaution. Remarquons de notre c8té que le principe de Ca-
8imir cesse méme d'avoir un sens dans le cadre de la théorie
présente, car la Thermodynamique fournit une échelle d'énergies
- kT - mais aucune échelle de puissance.

(Une autre méthode de démontrer 1le principe est d'utiliser
un mod¢le : ceci est conforme au principe de Guggenheim (1949):
"Se reporter au substrat microscopique pour démontrer les formu-
les devant lesquelles les deux principes macroscopiques sont im-
puissants”. ;

Ce substrat microscopique comprend en particulier les phé-
noménes quantiques. La démonstration que le principe d*Onsager-—
Casimir est inclus dans celui de Guggenheim (quantique) a été
faite & partir des équations de Schrédinger par Callen et Welton
(1951). Réeciproquement la plupart des conclusions que Guggenheim
tire de "son principe" s'appliquenta des petites entropies, que
la théorie macroscopique noie dans les fluctuations et ne permet
donc pas de calculer.

Il serait intéressant de voir dans quelle. mesure le princi-
pe de Guggenheim peut &tre remplacé par des primeipes phénoméno-
logiques).
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Vitesses des transmissions isostatiques.

On attribue généralement aux processus réversibles la pro=-
priété d'8tre infiniment Ilents. Si la largeur de bande peut de-
venir infinie, nos processus possédent cette propriété, mais
relativement & un rythme repere, lui-m&me infiniment rapide, et
le bilan est une vitesse absolue finie.

En effet, on ne peut wutiliser & fond 1'information poten-—
tielle B que si T est infiniment petit, donc le nombre d'opéra-
tions par seconde, qui est deux fois la "largeur de bande"™ W,est
infiniment grand, et 1'information par opération infiniment pe-
tite; donc le rythme est infiniment lent par rapport a W.

Mais rien ne limite en principe C' = P/kT, donc absolument,
la vitesse peut &tre arbitraire. En d'autres termes, la condi-
tion de réversibilité isostatique en présence de bruit thermigue
seul ne limite pas la vitesse. Ce résultat est identique concep-
tuellement au fait démontré par Shannon que la capacité ne dimi-
nue pas quand le % d'erreur acceptable diminue. Par conséquent,
Shannon aura démontré implicitement 1'inexactitude dans ce cas
d'un résultat généralement admis, & savoir que la réversibilité
signifie lenteur infinie. Il était d'ailleurs somme toute cho-
quant de baser toute la Thermodynamique sur des transformations
ayant de telles propriétés. Tout au contraire, on se base ici
sur les transformations qui font la meilleure utilisation de
1l'énergie, et, l'énergie étant & puissance constante, font le
meilleur usage du temps.

4.3.5 - ETAT MACROSCOPIQUE - MINIMAX - LOI DE CARNOT

Nous venons de définir l'entropie qui, avec la température,
donne les deux "paramdtres d'état" annoncés au § 4.3.1. Ceci
Justifie le terme "isostatique™ appliqué aux stratégies réversi-
bles, qui satisfont au critére de minimax relativement & un cer-
tain ensemble de stratégies admissibles d'observation. Il se ré-
vélera de plus en plus en détail que 1'étude de ce minimax con-
duit & une structure identique & celle de la Thermodynamique. On
peut en induire que la validité bien prouvée de cette science
Justifie aussi bien le critére de minimax que la fonetion de
risque égale & 1'information apparente moins 1'équivocation.
Tout autre critére aurait conduit & d'autres définitions & la
place de celles des entropies de Clausius, de Boltzmann et abso=
lue, et & d'autres principes. Par suite, le critére de minimax
est rendu plus vraisemblable encore qu'il n'était au § 4.2.2 ol
il ne résultait que de la forme fonctionnelle du bruit thermigue.
Quant au choix de la fonction de risque, qui résultait de sa
liaison avec les décisions discrdtes (comme toutes les décisions
finales de la physique), il peut aussi maintenant &tre déduit de
éaighezmodynamique. Mais dans les deux cas ce r8le n'était pas

vident,

Cependant, la théorie présente dépend de fagon fondamentale
de 1'étendue de 1l'ensemble des stratégies admissibles. Or des
phénoménes nouveaux, sub-thermiques, viennent toujours élargir
cet ensemble de stratégies admissibles. Mais on a constaté expé-
rimentalement que ceci n'enldéve rien de sa valeur & la descrip-
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tion par température et entropie. On fait par suite du caractére
intrinsdque de la valeur du jeu limité un principe physique, la
loi de Carnot, qui n'est en rien un principe de la Thermodynami-
que, mais au contraire un principe de couplage entre celle-ci et
le reste de la physique, qui renforce encore le réle privilégié
du minimax et de notre fonction de risque & base d'information
sélective.

Loi de Carnot. Il est impossible d'aller au-deld du maximum
d'information relatif aux stratégies sélectives.

51 cette loi est vraie, tout résultat qui semblerait aller
au-deld du minimax contiendrait wune erreur grave, tout aussi
grave dans le 2as ol il s'‘agirait de bruit inférieur au bruit
thermique, que d'information sélective supérieure au maximum re-
latif aux stratégies sélectives. En particulier, tout démon de
Maxwell & stratégie-repére minimax aura un rendement <1i.

La durée sélective, identique & la durée thermique, était
définie & partir du minimax, limité aux opérations thermiques.
Postuler 1'universalité de ce minimax implique donc que la"durée
physique’, définie par un minimax universel, est identique & 1la
durée thermique.

4.3.6 - ETATS NON MINIMAX

Ils s'introduisent de deux maniéres : d'une part par des
stratégies imparfaites de 1'observateur; d'autre part, par tout
nouveau phénoméne conduisant & introduire des bruits autres gque
le bruit thermique (Cf. Lawson et Uhlenbeck, 1950, p. 79 ss), ol
la stratégie de la Nature dépend de celle de 1'expérimentateur.
Ce sont d'ailleurs ces stratégies qui permettent de parler de
maximation de la part de la Nature.

Par exemple, le"bruit shot"donne une puissance disponible
spéeifique 1.0 = %% s o e est la charge de 1'électron, I 1'in-
tensité du courant, A la limite de W infini, 1'information po-
tentielle sera E (kT + %) I1 en résulte que 1'effet de cette

stratégie supplémentaire peut &tre annulé en prenant I trds pe-
tit, donc la transmission trés lente et le minimax continue
alors d'étre accessible. En d'autres termes, si 1'on ajoute le
bruit shot, la condition de réversibilité isostatique limite la
vitesse de transmigsion.

(Si dens d'autres cas il se révele impossible d'arriver au
minimax, la réversibilité devient inconcevable. Si les phénomé—
nes en question sont suffisamment importants et intrinséques, il
peut 8tre intéressant de définir une réversibilité relative, et
les températures équivalentes deviennent importantes.

4. 4 - TRANSFORMATIONS REVERSIBLES - CYCLE DE CARNOT

4.4.1 - CLASSIFICATION

Nous allons continuer de supposer que les stratégies sont
les meilleures, étant donné 1'état du systime, supposé toujours
définissable par tempéra‘ure et entropie absolue. Mais, au lieu
d'avoir & utiliser au mieux un état donné, il s'agira de passer
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au mieux, & masse constante, d'un état E,T,B,S, & un autre E,T,
B,S,. Le "principe de 1'état initial et de 1'état final" gsera
satisfait par définition. (Des difficultés n'apparaissent que
8'il faut plus de deux variables d'état : alors il faut recourir
&4 la théorie de Carathéodory et la réunir i la n8trs.)

Les transformations élémentaires & considérer d'abord se
feront :

- soit & T constant : isotherme,
- s0oit & 8 constant : isotropique.

Ces transformations élémentaires resteront réversibles au
sens de P.W. Bridgman, car elles conserverons le rendement opti-
mum en information des énergies utilisées. Mais elle différeront
profondément des transformations isostatiques. En,effet, bien
que ces dernidres soient tout & fait irréelles, elles sont cons=-
truites comme limites, et on en étudie & posteriori les proprié-
tés, et en particulier la vitesse. Au contraire, les transforma-
tions présentes, tout en continuant d'exiger la limite précéden-
te dans la définition des états initial et final et des états
intermédiaires, ne sont elles-m&mes que définies par des pro-
priétés qu'elles doivent satisfaire. Elles ne peuvent 8tre cons-
truites que si 1'on connaft les propriétés physiques du signal.
En particulier, leur vitesse exigerait de connaftre les proprié-
tés précises du signal.

Les échanges porteront sur de 1'énergie 1libre, portant
1l'information E/kT, et sur de 1'énergie liée, ne portant aucune
information, et ajoutant & 1'entropie du signal.

L'énergie libre, donc son information, peuvent &tre utili-
sées en travail, par exemple par des mécanismes du type de Szi-
lard (1929). L'énergie 1liée ne porte pas d'information et ne
peut donner de travail. Sous la forme ol elle se présente dans
les échanges, nous 1l1l'appellerons par définition chaleur. Donc
tout comme dans l'axiomatique habituelle de la Thermodynamique,
la chaleur est définie de fagon indirecte, comme différence entre
la fonction d'état énergie totale et le travail.

I1 est évident que 1'énergie n'est pas 1libre et liée per
se, mais seulement par rapport & un observateur. Les transforma-
tions élémentaires ont pour but la construction d'un cycle de
Carnot qui permette de faire passer 1'énergie d'un état a 1l'au-
tre.

Pour cela, il faut considérer & la fois des sources d'éner-
gie libre et d'énergie liée & des températures différentes : la
chaleur & haute température est plus "noble" que celle & basse
température, parce que le fait de "lier" une certaine énergie la
dégrade moins, et diminue moins l'information potentielle lors-
que cette énergie est & haute température.

4.4.2 - TRANSFORMATIONS ISENTROPIQUES
Voyons comment 1'équilibre entre les deux parties de 1'é-
nergie peut changer avec 1'état physique : de 1'énergie liée et
inutilisable dans un état devient transformable en travail dans
un autre état. Le paramdtre essentiel de 1'état est kT,. Suppo-
sons qu'il décroisse de T' & T , Des signaux dont les amplitudes
paraissaient égales, qui par suite ne pouvaient transmettre au-
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cune information et étaient chaleur, deviennent susceptibles
d'étre distingués et on peut leur confier de 1'information.
D'autres signaux, qui transmettaient de 1'information, peuvent
en transmettre plus.

(En somme, la dimension minimum kT des cellules macroscopi-
quement inanalysables (§ 4.1.7) a diminué, et 1'intérieur des
cellules kT* est devenu analysable & la température T7).

Par suite, si le passage de T' 4 T~ a été fait de facon
adiabatique,c'est-a-dire sans échanges d'énergie liée (chaleur),
une certaine énergie libre a été rendue disponible, et si 1'in-
formation & transmettre n'a pas non plus changé, une partie de
cette énergie peut étre extraite et emmagasinée sous forme de
travail (Cf. § 5.2.3). Réciproquement, pour passer de T~ & T,
il faut ajouter de l'énergie,fournie par exemple par du travail,

Si a chaque fois que la température change le recodage est
fait de telle fagon que tout signal continue toujours & trans-
mettre le maximum d'information, nous dirons que la transforma-
tion est isentropigue.

4.4.3 - TRANSFORMATIONS ISOTHERMES

Par définition méme de 1'état macroscopique du § 4.3.5.,
une transformation isotherme et non isostatique exige & la fois
des échanges d'énergie libre et d'énergie liée.

4.4.4 - COMBINAISON DE STRATEGIES - CYCLE DE CARNOT

Soit un cycle formé de deux transformations isothermes et
deux isentropiques entre T* et T7, S et S™.

Tout comme 1'information libre, l'entropie échangée doit
étre nulle au bout du cycle; il faut donc que Q*/T* = Q°/T7, ce

qui veut dire qu'une énergie libre E=Q" - Q = Q+( 1 —‘%:) a
été récupérée en travail.

Le cycle qui préctde est bien entendu identique & celui de
Carnot. Il permet de conclure que la température T, de fluctua-
tion introduite au § 4.1 est identique & la température T, de
Kelvin, c'est-a-dire lui est proportionnelle. Cette dernidre ré-
sultait également de la transitivité d'un équilibre, 1'équilibre
thermique (si A = B et B = C; alors A = C; = Cf. Landé 1926, p.
284); mais elle pouvait ne pas 8tre identique & la température
de fluctuation. La définition de T, exigeait d'ailleurs une di-
mension nouvelle, exprimée par k, qui n'était déterminéde que
lorsque 1l'on constatait 1'identité de propriétés entre deux dé-
finitions différentes de 1'entropie, dont 1l'une est numérique,
Ce paramétre k revenait au choix d'un cycle de Carnot unitaire,
marginal, o AS = 1.

4.5 - TRANSFORMATIONS IRREVERSIBLES
QUELQUES DEMONS DE MAXWELL

4.5.1 - IRREVERSIBILITE

On appellera irréversibles toutes les stratégies qui n'at-
teignent pas les optima correspondant aux stratégies isostati-
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ques, isothermes ou isentropiques, ou des combinaisons de cel-
les-ci.

Alors, une partie du signal perd sa valeur informative : un
codage irréversible signifie donc qu'une partie de 1'énergie
initialement disponible a cegsé d'&tre susceptible de former un
signal, devient liée.

A puissance de signal donnée, 1l'irréversibilité signifie
que la durée a été mal utilisée. Or l'essence méme de la durée
est d'&ire orientée : on ne peut pas revenir en arriére pour
améliorer l'utilisation du passé.

Toute mauvaise utilisation de la durée traduit une désadap-
tation entre stratégie et son objet, ou une mauvaise réaction
face & une opposition donnée de 1la Nature. Nous avons vu trois
types de désadaptation :

(1) = Perte de toute espece d'information si l'action est
retardée -

(2) = Impossibilité d'atteindre le maximum d'information
fishérienne : mauvaise wutilisation de la durée ther-
mique -

(3) - Impossibilité d'atteindre 1le maximum d'information
sélective : mauvaise utilisation de la durée sélec=
tive.

En fait, toute action comporte chacune de ces trois pertes
(elles deviennent nécessaires dés que l'on tient ' compte du cotlt
des raisonnements qui conduisent & l'adaptation !). L'existence
nécessaire de ces pertes peut &tre posée en principe, qui con-
tiendrait une partie du 22me principe de la Thermodynamique. Ce
sont des aspects fondamentaux et irréductibles de la durée, et
la traduction la plus commode de l'orientation du temps.

A ce principe se rattachent les hypothéses d'"irréversibi-
lité des processus de mesure", ou d'"irréversibilité de toute
évolution", la dégénérescence, l'interprétation probabiliste de
1l'entropie, etc... Tous ces énoncés sont €galement incapables de
fournir une structure de la durée. Nous renoncerons donc & les
mettre au premier plan de la définition de la durée intrinséque
de la Thermodynamique. Celle-ci sera d&és lors définie

- ou bien comme une durde sélective, quotient de 1'énergie
par le maximum d'information sélective transmissible, si
1l'entropie est nulle -

- ou bien comme identique & la durée thermique -

- ou bien comme durée quantique, & travers une théorie
cinétique.

On voit donc que si la Thermodynamique classique semble
ignorer la notion de temps, c'est de fagon. superficielle, car
elle introduit la notion de transformation réversible et celle-
ci n'est physiquement consistante que si 1'on admet 1'existence
de fluctuations, si petites soient-elles, donc du temps.

L'utilisation d'une stratégie irréversible dégrade le si-
gnal par rapport & 1'observateur considéré. C'est la conséquence
du fait que les signaux utilisés restent nécessairement sous la
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forme sous laguelle ils ont été utilisés, tandis que 1le stock
aurait pu &tre utilisé différemment. (Cependant, tout principe
de conservation ou d'évolution n'ayant de sens que par rapport &
un cycle fermé et un observateur, on ne peut dire qu'il y a dé-
gradation universelle, sans par cela méme postuler 1'existence
d'un observateur de référence universel.

4.5.2 - SIGNAUX ABSTRAITS

Nous dirons qu'un signal provenant de stratégies irréversi-
bles est abstrait : la correspondance entre signal et message
constitue un filtrage plus ou moins poussé pour en extraire
1'information, & laquelle certaines mesures n'apportent rien.

Le recodage optimum (Chap. 5) est celui qui fait passer
tout message & 1'état de message concret, quelle gu'ait pu &tre
sa nature préalable : abstrait ou conecret, du point de vue d'un
autre systéme de codage, c'est-a-dire d'un autre mode d'étude
des propriétés physiques.

La distinction fonctionnelle abstrait-concret peut rempla-
cer la distinction formelle faite par Shannon entre signaux dis-
crets (arithmétiques) et continue fgnalytiques).

Un signal discret n'est pas nécessairement abstrait. Con-
tre exemple : le véhicule du signal est quantifié physiquement.
Un signal continu n'est pas nécessairement concret. Contre-
exemple : signaux envoyés sur une voie téléphonique : l'organe
des sens est un appareil de mesure qui filtre progressivement
une partie énorme du signal continu, et rend le signal discret
(et concret ?).

De toute fagon, la propriété d'un signal d'&tre continu ne
peut 8tre sa propriété essentielle. Seules des raisons prati-
ques, et non des raisons théoriques, rendent indispensables 1'é-
tude des signaux continus, qui au Chap. 5 sera faite du point de
vue pratique des décodeurs gquentificateurs.

Réciproquement, un signal abstrait n'est pas nécessairement
discret, ni un signal concret continu.

Le code gqui est le plus économique lorsque 1'on connait la
clef conduit & un signal concret qui est indéchiffrable lorsgue
1'on ne connaft pas la clef. Employer un tel code c'est donc
beaucoup demander au décodeur, que la moindre désadaptation ren-
drait alors inutilisable; i1 perdrait trop en souplesse en con-
trepartie de sa perfection. En pratique donc, le signal devra
aussi contenir de 1'information sur la clef du décodage, ce gui
se traduira par de la "redondance" interne, et de 1'irréversibi-
lité. L'exemple extréme de redondance tout-a-fait localisée est
celui ou la définition d'un mot ou d'un signe rare accompagne ce
mot ou le signe.

4.5.3 - RENDEMENT. REDONDANCE. AUGMENTATION D'ENTROPIE

Les définitions du § 4.3.4 peuvent &tre également écrites
lorsque la responsabilité de la limitation de 1'information ne
provient pas de 1l'objet mais du fait que 1'ensemble de straté-
gge? est restreint (ou méme réduit & une seule stratégie impo-
sée ).
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On définit ainsi le rendement de la stratégie, en mesurant
1'irréversibilité par le rapport du temps utilisé au temps écou-
1é, ou de 1'information regue & l'information potentielle. L'or-
dre créé représente la partie réversible du processus. Un moins
le rendement est la redondance.

Ce rendement est calculé par rapport &4 la meilleure stra-
tégie compatible avec 1'état du systéme. I1 faut donc le multi-
plier par celui du systéme lui-méme, si on veut prendre comme re-
pére l'énergie du systime et son information maximum au lieu de
1'information potentielle de son énergie.

Par exemple, la limitation de 1l'information sélective peut
8tre due au fait que la mesure du signal avait été faite avec
erreur systématique b(x). Alors 1'égalité de 1'information de
Fisher et de l'inverse du carré de la variance est remplacée par
1'inégalité de Fréchet-Darmois (retrouvée plus tard par Cramer

et Rao) :
1 de Figh
o < HOEHGHST

d'ol 1'on peut déduite une limite inférieure de 0.

La température équivalente a été définie par exemple par
Lawson et Uhlenbeck (1950, p. 88). Nous avons aussi défini une
"température informationnelle", dont 1la théorie sera donnée au
Chap. 7 :1a limitation sera due au fait que certaines opérations
doivent &tre réservées & des fins non-informatives, les autres
restant parfaites, et les proportions relatives des deux restant
indépendantes de T. Alors, si la température T est uniforme,
elle est en facteur, et on peut la supprimer. La température re-
lative hérite alors du réle de facteur d'éguivalence entre in-
formation potentielle et information que ouait T. Mais la tem-
pérature informationnelle n'est pas elle-m&me un rendement.

Il est intéressant de faire remarquer ici qu'en Thermodyna-
mique Relativiste (Cf. Tolman, 1933) on utilise le postulat gque
1'introduction de la considération du mouvement n'étend pas
1'ensemble ol B' est maximé, et que par suite C' reste le méme
qu'en 1'absence de mouvement. Comme Q = Q, (1- v*/c?)®? 11 faut
que T-= T, (1 - v/c®)%; soit 6= (1 - v¥/ o).

Par ailleurs, 1l'irréversibilité peut &tre mesurée par
l'augmentation d'entropie qui accompagne 1'utilisation de la
stratégie considérée,.

4.5.4 - DEMONS DE MAXWELL

Les démons de Maxwell dont la stratégie repére est réversi-
ble sont de loin les plus importants et les plus proches de
l'esprit du démon original. Ils présentent une particularité du
fait m&me de leur définition. En effet, la classe réversible a
été définie par des opérations de maximation, dans un domaine de
plus en plus étendu, et par suite aucune question ne se pose
quant & 1'impossibilité d'un rendement supérieur & 1 pour un dé-
mon dont le deuxidme terme appartient & ce domaine de maximation.
Ceci permet de se placer dans la premiére de nos perspectives
générales d'étude.
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4.5.5 - DEMONS DE MAXWELL A REPERE REVERSIBLE
ET STRATEGIE UTILISEE OPTIMALE

Démon de Szilard (1929). Les principales considérations sur
1'impossibilité d'un rendement > 1 pour un démon de Maxwell sont
dues & Szilard. Certains de ses moddles sont réalisables, bien
que trés théoriques, mais il a également introduit un démon 1li-
mite, de rendement égal & 1, qu'aucun démon réel ne saurait sur-
passer (et que nous aurions pu étudier des le § 4.3).

Nous reprendrons ce démon au chapitre 5, mais on peut tout
de suite remarquer qu'en fait, ce n'est pas un vrai démon & deux
termes différents. Les deux stratégies sont toutes deux réversi-
bles, et la différence apparente provient de ce que la stratégie
réversible repére n'est pas explicitée, mais son résultat estimé
par le bilan entropique. D'aprés notre définition de la réversi-
bilité et de l'entropie,et le caractire optimal de la stratégie
utilisée,le bilan de celle-ci est identique au bilan entropique.
Finalement, en somme Szilard n'a fait que comparer deux mesures
d'un méme changement : l'une abstraite (le repdre), l'autre re-
lative & un procédé qui serait concret, s'il n'était limite. Le
résultat est un démon donc par définition méme le rendement peut
atteindre 1'unité, mais ne peut la dépasser.

Démon de Smoluchowski -1912). la stratégie repére est tou-
jours réversible. Ia stratégie utilisée eat thermique, et
d'ailleurs trés mal explicitée. Mais de toute fagon elle conduit
au moins & augmentation d'entropie.

L'étude des deux démons précédents a contribué de fagon es-
sentielle & l'ensemble de ce travail.

Le démon de Maxwell de L. Brillouin (1951).

Cet instrument ne devrait pas, strictement parlant, figurer
iei, car i1 sort de la Thermodynamique non quantique. En fait,
il introduit une explication quantique de l'augmentation d'en-
tropie consécutive & la stratégie utilisée, donc en fin de comp-
te une explication quantique de 1la durée thermique. Ce démon
fait donc partie des fondements gquantiques de la Thermodynamique.

4,5,.6 - LES DEMONS REVERSIBLES REALISABLES

Leur rendement est strictement inférieur & 1, et ils com=
portent nécessairement un certain pourcentage d'erreur qui rend
le bilan compliqué, car 1'équivocation doit faire partie de la
chaleur non compensée.

Démon gélectif-thermigue quantificateur. (Cf. Lawson-Uhlen-—
beck p. 168%.

Considérons par exemple un démon du type de la modulation &
impulsions codées (PCM) (qui se rapproche du modéle de Maxwell
réduit au probldme de reconnaftre si 1l'amplitude d'un signal dé-
passe ou non une valeur donnée).

Soit donc un signal & deux valeurs P = hd et =P , auquel se
superpose un "bruit" normal de ILaplace-Gauss d'écart8 . Notre
stratégie sera d'identifier & + P tout signal regu positif et &
- P tout signal négatif. La probabilité d'erreur est = p(h).
L'information regue est en apparence 1/T = 28 /kT = 2 P/hkT =
2 5/h. Elle pourrait devenir supérieure & 1'information poten-
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tielle S log, e si h <2 log, 2 = 1,3862, c'est-a-dire s8i la
probabilité d'erreur admissible était p > 0,084.

Ce démon de Maxwell est donc capable d'échanger la sécurité
contre un excédent d'information sélective. Calculons 1'"équivo-
cation des résultats® E =- p logp + (1 = p) lot (1 = p) qui
permet de comparer ces deux notions. L'inégalité h/2 log. 2 >
1 +p log p+ (1 - p) log (1 - p) montre que 1'échange qu'effec-
tue ce démon a au plus un rendement égal & 1. Le gain d'informa-
tion sélective qu'il semble obtenir au-deld de 1l'information po-
tentielle est donc illusoire.

8i 1'information & transmettre par les signaux usiels peut
8tre considérée comme sélective, l'unique probléme théorique de
la technique de la modulation est le probldéme direct de 1l'étude
du meilleur deuxi®me terme d'un démon i premier terme réversi-
ble.

Tous ces démons qui diminueront 1'information potentielle
et introduiront des erreurs,rendront cependant cette information
accessible en la faisant passer & un niveau d'analyse beaucoup
plus gros.

En général, la croissance de 1'équivocation avec la proba-
bilité de perte est trop rapide : nous verrons au § 6.1 un exem-

ple (procédé Zator) ou l'erreur est introduite & dessein. Le bi- .

lan ci-deagsus n'est donc pas entidérement désavantageux.

Un probléme technique extrémement significatif consisterait,.

pour chaque groupe de techniques déterminé par 1'importance re-
lative du bruit, & construire un premier terme de référence non
réversible, c'est-a-dire & considérer des rendements non intrin-
séques, mais pratiques, permettant de comparer les procédés de
modulation & un idéal moins irréel que la stratégie réversible.
L'introduction de cette nouvelle stratégie équivaut & redéfinir
la capacité informationnelle des lignes selon Shannon. (Ceci
correspond d'ailleurs au fait que dans certains cas 1'informa-
tion sélective ne correspond plus & 1l'information intuitive du
message) .

Théorémes H. Notre forme de la loi de Carnot ne peut pas
&tre considérée comme démontrée par des théordmes du type "H" :
ceux-ci sont du type de 1'impossibilité des démons de Maxwell,
et s'appliquent & des mécanismes particuliers. En effet, le plus
souvent, on cherche explicitement des expressions qui augmentent:
dans des processus déterminés. Le procédé habituel est d'intro-
duire des cellules, des prises de moyenne, etc... En particu-
lier, R.G. Tolman (1938, p. 172) a donné un théoréme H générali-
sé basé sur une distinction entre une entropie grain fin qui
" reste constante et une entropie gros grain qui croit nécessaire-
ment. Dans ce cas l'introduction des cellules est identique & la
stratégie thermique quantificatrice et la démonstration de Tol-
man se raménera a notre démonstration de 1'impossibilité du dé-
mon & 2° terme thermique quantificateur ol 1l'on aurait négligé
tout aspect équivocation, par exemple en le supposant constant.
Donc le théotéme de Tolman est involontairement extrémement par-
ticulier.



CHAPITRE 5

THERMODYNAMIQUE DU DECODEUR

5.1- ADAPTATION DU MESSAGE AU DECODEUR

5.1.1 - DEFINITION

La théorie inverse que nous avons jusqu'ici développée se
caractérisait par le fait que nous nous occupions uniquement des
limites & la stratégie d'encodage, sans nous soucier du message,
que nous supposions toujours le plus favorable qui soit.

Nous allons donc maintenant aborder le probléme de la re-
cherche des propriétés du message discret adapté & la transmis-
sion sur un support continu, et au décodage au moyen d'une stra-
tégie réversible. Cette étude ne sera pas en réalité autre chose
qu'une adaptation au cadre présent d'une théorie fondamentale de
L. Szilard (1929). Son principal intér&t sera de créer un pont
entre le continu, représenté au chapitre précédent, et le dis-
cret,étudié plus en détdil au chapitre suivant. (Sur ce passage,
et %a signification de 1'élimination de la Nature, voir § 0.3.4
Fin).

La méthode de ce chapitre et du suivant est "microscopigue™.
Ce terme signifie que le message est considéré dans ses g é—
ments : c'est une suite de tirages au sort entre R éléments
M, (1< n £R),dont les probabilités p,h caractérisent le message.
Ce point de vue statistique dans le probldme de la transmis-
sion de 1l'information est surtout dd & Kolmogoroff (1941) et
Wiener (1948).

A cause du r8le particulier de la langue et de 1'insuffi-
sance des termes physiques et physiologiques, il nous a paru
commode d'utiliser le vocabulaire de la linguistique, 1li ol de
nouveaux termes devaient &tre introduits. C'est ainsi que nous
appellerons toujours les é€léments M du message, les "mots du
message”. Le sens trés é&tendu de ce terme ne doit pas préter 3
confusion. Plus généralement, pour faciliter 1'exposé, nous l'a=-
vons axé sur le probléme linguistique,m&me en ce qui concerne la
‘relation formelle d'adaptation. Il va cependant sans dire qu'on
n'a introduit aucune hypothdse spécifiquement linguistique et
que, par suite, ce qui suit sera une théorie générale du proble-
me d'adaptation statistique, applicable dans tous les cas ou,
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par suite du rodage entre signal et message, des signaux "natu-
rels” sont produits de fagon & ce que leur décodage par les ré-
cepteurs naturels puisse se faire avec le meilleur rendement en
information.

5.1.2 - DECOMPOSITION

Considérons un processus de transmission sans réaction
(feedback) d'un élément sur les précédents et sur les suivants.
Nous le dirons "ouvert". S'il y avait réaction, nous le dirions
"y retour". Supposons qu'il puisse &tre parcouru dans les deux
sens du point de vue informationnel. Nous le dirons "réversible
du point de vue informationnel®. Tous les éléments du processus
seront dits "passifs", par extension du sens électronique du
mot : ils n'apportent d'information dans aucune direction.

Nous étudierons ici deux catégories de bloes du point de
vue fonctionnel et opérationnel :

- (D) différenciateurs, ou identificateurs, ou multiplicateurs,
ou opérateurs d'expérience.

- (D7'") intégrateurs, ou opérateurs d'action.

la suite d'un (D7') et d'un (D), soit (D' ,D) représente un
morceau de ligne & codage unique.

la suite d'un (D) et d'un (D™'), soit (D.D™') fait passer
d'un véhicule de message & un autre véhicule. Son bilan entropi-
que A S doit &tre positif.

Par définition, nous dirons qu'il y aura adaptation fonc-
tionnelle (entre expérience et action) si ceAS est minimum,
étant donné les principes du bilan et toutes autres contraintes
physiques qui ont pu &tre introduites.

5.2 . ELEMENTS FONDAMENTAUX (D) ET (D-') ET BILAN

5.2.1 - DIFFERENCIATEUR

Nous appellerons (D) le passage d'une représentation du
message M comme concept synthétique, & une représentation comme
suite de mots M, : par exemple, le découpage d'un code en tran-
ches et leur identification : la possession d'un (D) constitue
donc la mémoire.

(D) est l'analogue du "processus (1)" de la Quantique selon
von Neumann (1932) ou du processus de séparation des éléments
d'un mélange de Szilard (1929). Il s'agit donc, d‘'une part, d'un
changement de point de vue, 1l1l'attention passant du message en-
tier & un fragment de son véhicule. Mais ce changement ne peut
se faire sans colt, car il exige une opération physique effecti-
ve : 1l'identification de 1'état M, sans destruction. C'est une
multiplication du message et elle s'accompagne de 1'augmentation
S, de 1l'entropie de 1'ensemble du systéme.

Nous ne discuterons pas les origines possibles de cette en-
tropie, qui devrait de préférence provenir d'une dégradation ap-
parente d'une source d'énergie libre 4 la disposition de (Dg.
Nous nous contenterons de chercher une limite inférieure & S,,
qui & priori aurait pu étre nulle.
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5

Posone " 8, =k log, g, + S, ‘ol Xa, =1

n

done 8, = - log X exp (-8,/k)

Les q, seront appelés les pseudo-probabilités caractéristiques

ou_propres de (D). Une telle definition est inverse de celle de

?oltzgann, qgi part des probabilités pour arriver & l'entropie
Cf. 4.5.3).

Le bilan de (D) est en somme :
S=S'=-k2;pnloge g R

(Les g, Jouent le rble des valeurs propres des opérateurs
hermitiens de la Quantique. Ces valeurs propres, ainsi que les
"vecteurs propres" M,, sont des caractéristiques de (D), qu'ils
décrivent entitrement de notre point de vue. Par analogie avec
la Quantique, l'on pourrait dire, pour définir 1'"état pur® M,,
que c'est 1'état tel que 1'application de (D) se réduit & con-
server ce mot inchangé; mais ici cela n'ajouterait rien d'inté-
ressant, car si (D) ne change pas 1'"état" abstrait, il change
bel et bien 1'"état" physique du systime, en donnant au véhicule
du signal la possibilité d'agir sur la suite du processus de
communication. Par suite, l'analogie entre Quantique et Théorie
strat?gique du (D) ne peut &tre compldte dans les interpréta-
tions).

5.2.2 - INTEGRATEUR

(D™') sera le processus inverse de (D), passant de M, & M.
La possession de (D™') constitue 1'intelligence, (D'autre part,
le processus d'émission peut &tre interprété comme (D')).Donc,
contrairement au processus physique (Eg, (D™') est uniquement
un processus conceptuel de changement de point de vue. Ce ne si=-
gnifie point qu'il soit sans signification physique, car la no-
tion d'entropie dépend précisément du point de vue ot 1l'on se
place. Tout principe de variation de l'entropie ne peut é&tre va-
lable qu'a un point de vue donné. Dans le changement de point de
vue intervient 1'"entropie de mélange"™ (Guggenheim (1949) et le
bilan de (D7') est :

$=8, ==-kZXZ p, log, P,

5.2.3 - CRITERE DE (D)(D™")

Dans le ieu Emetteur contre Nature du Chapitre 4, la fonc-
tion de gain ( = gain apparent - fonction de risque), ainsi que
le critire, étaient déterminés par le désir de retrouver des ré-
sultats connus expérimentalement. Il en sera de méme au Chapitre
6.

Mais dans le jeu présent, nous avons pu poser & priori une
définition de 1l'adaptation. Elle consiste & s'adapter & un mes-
sage donné, ou tout au moins attendu, et non pas au message le
plus défavorable. C'est donc une Solution Bayes au gens de A,
Wald (1950). Ia fonction de gain est également posée & priori :
c'est = AS = S, - 5, différence entre une fonction de gain et
une fonction de coit.
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Pour que -AS soit maximum, il faut [p, = q,]donc gqu'ily ait
égalité entre probabilités de (M) et pseudo=probabilités de (D).
Ceci justifie ce dernier temme.

Par définition de g,, 8'il y a adaptation, (D.D™') se tra-
duit par 1'augmentation d'entropie S,. Celle-ci devant &tre po-
sitive, nous obtenons la relation de Szilard (1929) :

Zexp (-5,/k) < 1,

qui donne une limite inférieure d'ensemble aux S, : elle joue un
r8le de relation décompensation par laguelle wun S, isolé pour-
rait &tre trés petit, & condition que les autres soient trés
grands. Elle montre que la loi de Carnot donne une limite infé-
rieure au collt de reconnaissance, dont S, fait obligatoirement
partie. Au Chapitre suivant, nous laisserons de c6té les détails
du Chapitre présent, dont nous ne conserverons que ce résultat :
impossibilité de transmettre sans cofit.

8i 8, = 0 11 y a réversibilité thermodynamique aussi bien
que réversibilité informationmnelle ; la mesure concréte du mes—
sage par les S, s'identifie alors & sa mesure abstraite par les

D

" On peut supprimer de tels (D.D”') ou (D™'.D) et par suite
accoupler de tels (D) et (D™'), contigus ou non, en supposant
les autres couplages parfaits (d'ol 1'avantage de ces concepts
pour l'analyse détaillée de la transmission).

Si nous représentons un flot d'information d'amont en aval,
vers des états d'entropie croissante, des couples (D.D”' ) de
S, = O représentent des paliers horizontaux, d'entropie constan-
te. Réciproquement, on peut intercaler de tels paliers horizon-
taux au milieu de tout processus (i condition de ne pas poursui-
vre 1l'analyse jusqu'aux effets quantiques). On peut méme remar-
quer qu'un processus isentropique (§ 4.4.2) peut &tre considéré
comme limite continue d'une suite alternée de (D) et (D™') adap-
tés, ou chaque trongon (D™'.D) serait & une température diffé-
rente du précédent. Alors, en plus du bilan entropigue, il faut
congidérer un bilan énergétique.

Remarquons aussi qu'on peut devoir tenir compte,dans le bi-
lan entropique, des valeurs inégales que représentent, pour qui
régit la transmission, les entropies dépensées en divers points
du circuit. En effet, si on ne peut point espérer avoir des mé-
canismes tout entiers d'un bon rendement, on peut avoir & se ré-
signer 4 ce que les parties les plus exposées, les plus robustes
et les moins fines aient un rendement médiocre. Supposons que
1'on veuille rendre minimum les pertes, pondérées des valeurs
relatives de ces entropies :

Si p, est donné, on retrouve g, = p,, mis si q, est donn¢
il faut, pour que f(éi) - g(8,) soit minimum, que 1l'on ait :

- £'(S,)(ZAp, logp, ) + &'(S,) (ZAp, loggq,) - K(ZAp,)=0

d'ol :
B ' (8
p, =Q (q,)  avec B §T—%§:} =V (B)

Cette équation détermine B > 0. Elle pourrait avoir plu-
sieurs/solutions ou aucune; dans le cas linéaire £'=3B,; &' =B,;
B =B, /B,.
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5.3 - REALISIBILITE DE (D) REDUCTION A UN PROBLEME SEQUENTIEL

(D”') est toujours réalisable. Par contre, (D) doit &tre
physiquement envisagé comme étude expérimentale des propriétés
du véhicule du signal, et il se peut qu'il soit impossible de
construire un appareil qui ait une caractéristique (gq,) arbi-
trairement donnée.

Par ailleurs, il existe des cas ou il est impossible d'étu-
dier & fond cette réalisabilité sans passer & des détails de
structure trop spécifiques. En particulier, si les opérations de
(D) sont indécomposables en opérations plus simples, 1l'étude ne
peut étre poussée plus loin et la seule relation entre les S,
est la relation de Szilard. Or un mode opératoire expérimental
ne peut avoir de sens physique que si 1l'identification complite
d'un signal exige un nombre fini £ d'opérations, donc chacune a
un nombre fini q de résultats possible. Par suite, l'indécompo-
sabilité de (D) entraine que le nombre R de mots est fini :
d*ailleurs en pratique il doit &tre petit ou modéré.

8i par contre (D) est décomposable, le probléme spécifique
se trouve reporté aux opérations élémentaires, tandis que la
composition de celles-ci peut étre étudiée indépendamment des
détails de structure. L'analyse qu'effectue cet zppareil se pré-
sentera alors de la fagon suivante qui fera du mode opératoire
expérimental de (D) une "fonction de décision séquentielle" au
sens de Wald (1947) : avant que 1'expérimentation commence, 1'in-
certitude sur le numéro du mot est totale. Aprés chaque expé-
rience, la fonction de décision permet de prendre 1'une des deux
décisions suivantes : continuer & expérimenter (décision g, ol
1 < g <q) ou arréter en identifiant le mot étudié (décision 0).
la suite des expériences identificatrices constitue un code pour
le systéme & identifier. Si le cofit de 1l'expér-ience E;, est indé-
pendant de son résultat g, la fonction de coflt au sens de Wald
sera dite simple. C'est le cas le plus étudié par Wald. (J. Vil-
le et M.P. Schutzenberger (1951) 1l'ont indépendamment abordé
dans le méme contexte). Si le cofit dépend du résultat de 1'expé-
rience, la fonction du coit sera par extension dite gemi-simple.

Le meilleur mode opératoire est celui qui donne le cofit le
plus économique (par exemple, dans le cas simple, celui dont le
nombre d'expériences moyen est le plus petit).

Ceci exige d'abord des signaux indépendants, donc degrés de
liberté indépendants et stratégie séquentielle invariable depuis
le début jusqu'a la fin de 1'identification, indépendamment des
résultats partiels.

Par ailleurs, on peut supposer illimité le nombre des opé-
rations pour une seule identification. Alors, dans la mesure ol
les délais de décodage sont illimités, le nombre de mots le sera
lui aussi.

Cependant, la fonction du colit étant 1la somme des coits
élémentaires, les S, ne pourront plus étre indépendants les uns
des autres. Mais dans 1l'étude de cette dépendance, les aspects
physiques, fonctionnel et thermodynamique n'interviennent plus.
On a affaire & un probl2me abstrait de codage séquentiel, c'est-
d-dire, de théorie probabiliste des processus aléatoires ponc=-
tuels, Elle fera l'objet du chapitre suivant, ol seul le concept
de colt subsistera du chapitre présent. .



74 B. MANDELBROT : THEORIE DES COMMUNICATIONS

L'on voit d&s lors que la théorie de 1'information sélecti-
ve est ce que 1'on obtient lorsque 1l'on €tudie les stratégies
séquentielles optima de fagon formelle, indépendamment de leur
origine stratégique. Celle-ci ne subsiste que par le caractére
physique de la durée physiologique de (D) qui résulte de ce que,
du fait de la permanence de (D), les opérations élémentaires
faites & des instants différents ne doivent pas différer entre
elles. Si ces opérations sont tnermiques, la durée physiologique
sera identique & la durée thermique, donc du fait du principe de
Carnat, & la durée physique.

Le r8le de la Stratégique dans la physique est donc finale-
ment tout différent de celui de la théorie de 1'information :
elle est plus abstraite que cette derniére discipline, qui peut
8tre considérée comme une de ses réalisations physiques concré-
tes.

5.4- ETUDE DE L’ADAPTATION

5.4.1 - ADAPTATION ET ERGODICITE

L'adaptation se traduit donc par les égalités :
S, ==k log, p

n n

Rapprochong ces relations des relations de Botlzmann oh S, est
défini & partir de la probabilité W, de la configuration du vé-
hicule physique correspondant au signal. On aura :

k log, W ="k log. ~—p- ) soit W "= p.

Ecrite de cette fagon, la relation d'adaptation Bayes prend
un caractére ergodique : une fonction d'un espace conceptuel &
temps constant est égale & une fonction d'un espace réel a temps
variable., Cependant, les difficultés auxquelles meéne 1'espace
conceptuel de Boltzmann sont trés connues, et ont été abordées
au § 4.7. Khintchin (1949) déclare méme ne pas voir clairement
ce gque signifie "la probabilité W,". Nous nous demandons par
suite s'il n'est pas souhaitable d'abandonner cette construction
d'espace conceptuel & priori,et de considérer 1l'ergodicité eci=-
dessus comme une condition physique & satisfaire & posteriori.

5.4,2 - PROBABILITES SUBJECTIVES

La définition des p, comme limites de fréquence peut alors
étre remplacée par l1l'hypothése d'adaptation ajoutée & la des-
cription du décodeur. Il semble bien que c'est 13 exactement ce
que l'on fait en réalité avec toutes les définitions de la pro-
babilité faisant intervenir des éléments subjectifs : tels que
"aucune raison de croire que p, et p, sont différents"™. L'opéra-
tion (D) plus l'hypothése d'adaptation sont donc une représenta-
tion de ce que 1l'on veut dire par ces définitions subjectives.
Cette représentation remplace par des actions (D), les jugements
qui sont d'habitude & la base de telle définitions.

5.4,3 - PROBABILITE D'UN EVENEMENT UNIQUE

Supposons que le nombre total des mots soit petit. Il n'e-
xiste alors aucun moyen de mesurer les probabilités comme limite
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de fréquences, donc on n'a aucune possibilité de vérifier 1l'a-
daptation,et par suite aucune notion d'entropie de mélange récu-
pérable. La seule maniére naturelle que l'on ait alors d'estimer
la quantité d'information du mot, est de supposer qu'il ya adap=-
tation et d'attribuer le message & un tirage au sort dans un en-
semble adapté au mécanisme décodeur, c'est-a-dire ayant des pro-

bilités pour les mots égales aux pseudo-probabilités propres a
D). De plus, la quantité d'information du message est estimée
par la "capacité" de (D) :

K=-2Xaq, log q,

I1 existe un cas ol ceci est fait nécessairement. C'est ce-
lui ol le message est unique par nature, par exemple dans cer-
tains jeux, dans les élections, courses, etc... Les pseudo=pro-
babilités sont alors bien réelles, puisqu'on est prét & jouer
pour elles. Le codt S, est ici la "surprise® et la quantité
d'information la "surprise moyenne®”.

Par contre, dans le cas ol le message peut continuer i ar-
river, l'estimation de H peut &€tre comparée & celle que donne la
statistique et se révéler inexacte ou exacte.

Dans le premier cas, l'estimation des p, par 1les q, peut
donner 1'illusion d'une perte d'information ou d'un excés d'in-
formation tout-a-fait fictif. Mais la probabilité p que le mes-
sage p, soit une fluctuation de q, diminue progressivement ; ce
p (ou d'autres) Eeut servir de "poids"™ pour définir 1'"informa-
tion équivalente®™ = Kp + H (1 - p).

Pour un trds long message, p = 0 et 1'information apportée
par le message est bien H, qui peut se révéler trés différent de

.

5.4.4 - INFORMATION ET CAPACITE

Bien que p, puisse ainsi servir d'estimation de p,, il faut
distinguer absolument les deux notions du point de vue concep-
tuel. De méme, la notion d'information H = X p, log p,6, associée
au message, c'est-a-dire & un processus stochastique, diffire de
la notion de capacité K = - X q, log q, associée & une méthode
de codage.

Cependant, on les confond souvent dans des raisonnements du
type suivant : On a un appareil réel fixe, on calcule le nombre
d'alternatives que cet appareil transmet pour définir une image,
et on parle de 1'"information de l'appareil", c'est-i-dire de la
méthode de codage. Ceci n'a aucun sens : on peut tout au plus
- définir la redondance d'un appareil pour un message donné, ou la
redondance moyenne, ou maximum. Pour définir une information &
partir d'un appareil, il faut considérer non pas un seul, mais
tous les appareils possibles pour un message donné, et prendre
le minimum de Xp, log q, sur cet ensemble d'appareils.

2lq, loc q, caractérise excellement 1la complication fonc-
tionnelle de 1'instrument, mais pas en tant qu'entropie : on ne
doit pas la poser comme terme d'un bilan entropique.

la considération de capacité subsiste dant tout mécanisme
pouvant &tre interprété comme (D).
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5.4.5 - PARADOXE DE L, BRILLOUIN

La confusion entre H et K peut mener & des paradoxes tout-a
fait artificiels, comme celui de L. Brillouin (1949, 1950) qui
va étre discuté ici.

Soit un texte éerit ou un film ;

(D) consiste simplement & envoyer un faisceau de lumidre :
en principe, le film joue le r8le de filtre inerte décomposant
la lumigre en partie réfléchie (ou transmise) et partie absorbée
et diffusée.

Il y a entre (D) et M une "adaptation mécanique" poussée,
mais trés mauvaise adaptation thermodyramique, se traduisant par
l'absence de relation entre les propriétés physiques du véhicule
et le message transmis.

Or Brillouin appelle hédtivement "négentropie du message” ce
qui n'est que la partie utile de l'augmentation d'entropie du
faisceau incident : dans ces conditions, si 1000 personnes li-
sent un livre, son information ("négentropie") est multipliéde
par 1000 ! Mais ol est alors le 2&me principe de la thermodyna-
mique ? Brillouin le retrouve en distinguant arbitrairement en-
tre deux espéces d'entropie, dont une seule suivrait le princi-
pe, sans indiquer d'ailleurs comment identifier en général ces
deux parties.

I1 est clair que l'erreur a consisté & poser des gquantités
d'information et des capacités dans un bilan entropique, en
omettant précisément la vraie entropie physique du faisceau.
Dans chacune des opérations de lecture, celle-ci augmente de
quantités trés supérieures & 1'information transmise, tandis que
le livre-message reste intact (du moins en premidre approxima-
tion, car 1'absorption ou diffusion a pour effet de détruire le
texte, qu'on le lise ou non ; en somme un peu d'entropie pro-
vient du message). En d'autres termes, l'erreur tient & ce que
1l'on ne s'est pas strictement tenu & un seul systéme, de préfé-
rence clos, dans toute la suite des raisonnements mais que 1l'on
a confondu objet, instrument et résultat de 1l'expérience. On
ajoute et retranche des variations d'entropie appartenant & des
systémes différents. Dans ces conditions, il est inutile d'espé-
rer que le deuxiéme principe s'applique sans tiraillements.

Pour conclure, on pourrait dire que le paradoxe de Bril-
louin tient & une extension & la théorie de 1l'information de 1la
théorie des sens d'Empédocle. Celui-ci affirme que, pour perce-
voir de la lumidre ou du son, l'on doit avoir dans 1l'organe de
sens de la lumiére ou du son de méme nature physique. Brillouin
identifie & priori quantité d'information et capacité en les
mettant des deux c8tés d'un bilan. Dans les deux cas, cette i-
dentification n'est pas physique, mais métaphysique, et dans les
deux cas on ne peut introduire de sens physique gu'en remplagant
l'hypothése d'identité par celle de l'adaptation du message et
du récepteur. Le schéma fonctionnel correspondant suit pas & pas
les lois de la physique et ne comporte gque des opérations qu'el-
le autorise.



CHAPITRE 6

CODAGE SEQUENTIEL

6.1 - POSITIONS DES PROBLEMES

6.1.1 - PROBLEMES MICROSCOPIQUES

Nous avons indiqué que 1'information sélective est la seule
&4 congidérer dans le cas du message discret, tandis que le mes-
sage physique est toujours continu. I1 a fallu les Chapitres 4
et 5 pour nous dégager des difficultés que cela entrafne, mais
nous sommes maintenant ramenés & un probléme purement discret,
que nous allons d'abord considérer du point de vue microscopique.

Ceci signifie encore que le message est considéré dans ses
€léments : c'est une suite de tirages au sort entre R mots M,
(1 <n R) (Cf. § 5.2 au sujet du terme "mot") dont les proba-
bilités p caractérisent le message. Ce point de vue statistique
dans le probléme de transmission de 1'information est surtout dd
&4 Kolmogoroff et Wiener.

Le point de vue macrogscopique sera abordé au Chapitre 7. Le
message sera alors considéré comme un tout et caractérisé par un
certain nombre de variables d'état.

Quant au codage, c'est une régle de correspondance entre
mots et suites de symboles que 1l'on peut envoyer sur la ligne.

6.1.2 - LES QUATRE TYPES DE PROBLEMES DE CODAGE

Selon les caractéres de la correspondance entre message et
codage, et en tenant compte des erreurs possibles dans la transe
mission et de celles admissibles & la réception, on obtient res-
pectivement quatre types de problémes :

- A/ Un codage par message et réciproquement. Ex : problime
de Shannon, Fano, du meilleur de tous les codages.

- B/ Plusieurs codages par message : codes surabondants dé-
celeurs ou correcteurs d'erreur. Il faut adapter les
surabondances initiales aux ambigliités futures.

- C/ Plusieurs messages par codage : codes ambiglis. Ce sont
des transducteurs irréversibles.

- D/ Codes & la fois surabondants et ambigiis.

A chaque fois, on a un couple de probldmes direct-inverse,
selon que c'est le message ou le codage qui est donné,
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Nous nous poserons le probléme de codage optimum mot—par-
mot, avec top de synchronisation aprés chaque mot.

D'apres les résultats de Shamnon, un tel codage est néces=-
sairement surabondant. Il a pour effet que les erreurs dues &
une mauveise transmission d'un symbole élémentaire se bornent &
rendre inintelligible un seul mot, et non tous le message (mais
il peut aussi avoir un effet correcteur plus prononcé : § 6.3.5).

Le premier probléme, d'adeptation directe, se pose lorsque
le message est donné, ainsi que les symboles élémentaires du co-
dage, et gqu'il s'agit de trouver la meilleure 1loi de correspon-
dance entre mots et groupes de symboles.

Le deuxid®me problime, qui est inverse du précédent, se pose
lorsqu'il s'agit de trouver le message qui utilise au mieux une
loi de correspondance connue, déterminée par un probléme direct
relatif & une classe de messages, dans un cas ol la solution ne
dépend pas du message particulier mais de la classe. Le problime
inverse détermine alors le meilleur message dans cette classe.
Il ne semble avoir été abordé nulle part jusqu'ici. I1 fera
l'objet du § 6.3.

Pour le poser, il faudra posséder la notion dfinformation
sélective, qui s'introduit de la fagon la plus élégante par le
"probléme de Shannon". Celui-ci sera donc esquissé au § 6.2
aprés le probldme direct limité nécessaire au problime inverse.
Le probldme de Shannon est de ceux pour lesquels on peut procé-
der effectivement & l'optimisation & 1'intérieur d'une "classe"
gu'appeile la définition méme des problimes inverses. Ceci veut
dire que l'expression X p,log p, de l'information sélective peut
g'obtenir non seulement comme la solution d'un groupe d'axiomes
appropride au cas considéré, mais amssi par le passage &4 la li-
mite & partir de codages effectifs. (Notons que c'est précisé-
ment cet exemple qui a été & l'origine de toute la théorie géné-
rale de la premidre partie).

6.1.3 - REMARQUES MARGINALES SUR LES PROBLEMES
DES CODES AMBIGUS

Comme ils consistent & introduire du bruit actuel & bon es-
cient, ces probldmes sont exactement inverses du probleme de
1'élimination du bruit potentiel dont Shannon a montré qu'il est
théoriquement possible, mais non réalisable, L'intérdt du codage
ambigll vient de la rapidité de la variation de 1'équivocation et
de la complication de l'appareillage en fonction de 1'erreur ef-
fective ou de l'erreur admissible. Par suite, dans tous les cas
ol une erreur, méme faible, est admissible, on peut en profiter
pour : soit diminuer le coét de la transmission par unité d'in-
formation effectivement utilisable, c'est-a-dire diminuer la ca-
pacité de la ligne; soit simplifier 1les appareils; soit .faire
les deux a la fois.

La deuxidme alternmative est trés intéressante, car elle re-
vient & court-circuiter le code "parfait" exact optimum, en sau-
tant directement du code non ambigii mais de mauvais rendement, a
un code ambigili de bon rendement. Les deux codes qu'on relie ain-
si sont tous deux simples, tandis gque le code parfait aurait été
en général trés compliqué et peut-&tre non réalisable.
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L'équivocation étant une fonction du bruit qui laisse sa
forme exacte assez indéterminée, cette forme peut &tre construi-
te dans chaque cas de la fagon la plus appropriée au but cher-
ché. Pour cela, on peut, soit chercher directement le bruit le
plus approprié, soit chercher inversement & identifier le bruit

rmi une famille aussi riche que possible de bruits construits
gapriori. (On voit la liaison étroite entre 1le probléme de la
construction du bruit et celui de 1l'adaptation & une stratégie,
lorsque celle-ci est définie par une mécanique dont on ne con-
naft pas le fonctionnement).

Exemple des cartes perforées; de F lignes de G points cha-
cune. La capacité de 1la carte est FG et elle représente & la
fois le maximum de 1'information qu'elle peut porter, et le coft
du codage sur cette carte de n'importe quelle information, méme
inférieure.

L'existence des lignes rend la carte appropriée au codage
ligne par ligne. Or celui-ci n'est économigue que si chacune des
dichotomies naturelles qui définissent le message exige G unités
d'information binaire.

En fait les dichotomies naturelles sont simples : chacune
traduit la présence ou 1l'absence d'un parmi un grand nombre de
caractdres indépendants. Mais ceci exige G = 1 et F grand, et de
plus ces dichotomies simples vont entre éléments de probabilités
trés différentes, donc le codage exact, simple et décomposable
en éléments d'un seul symbole binaire, est treés redondant. Pour
éviter cette redondance, l'on devrait construire des dichotomies
artificielles multiples, avec alternatives équiprobables; ce qui
rendrait 1l'encodage et le décodage trds compliqués.

Par suite, 1l'acceptation d'une ambigliité suffisante permet
non seulement d'augmenter 1'information maximum transmissible,
mais aussi d'utiliser beaucoup mieux ce maximum avec des moyens
trés simples.

Systéme Zator. Cf. Mooers (1950). C'est un code ambigli non
séquentiel, qui a été imaginé en vue de recherches bibliographi-
ques, c'est-a-dire de 1'isolement rapide de tous ceux des objets
d'un ensemble donné, qui possddent une certaine combinaison de
caracttres. Ia présence erronnée d'objets additionnels ne pré-
sente pas d'inconvénient.

A chacun des caractéres indépendants, on associe un code de
N symboles choisis au hasard parmi les C g codes possibles. Pour

encoder, on superpose sur une méme carte les codes de tous les
caractéres que posséde l'objet représenté par le message. Pour
décoder, on vérifie successivement si 1'objet posséde les divers
caractéres possibles.

Comme les codes ont en général des points communs, la réu-
nion des points appartenant aux caractéres réels contient tou-
Jours des codes appartenant & des caractires que l'objet ne pos-
sdde pas. Tout se passe comme si 1'on avait un top "flottant",
et que l'erreur sur chaque message consistait & le transmettre
avec le top repoussé plus loin et des symboles additionnels an
bout, le rendant beaucoup plus explicite gqu'il n'est en réalité
(si 1'on tient compte d'éléments "sémantiques" les caractéres ne
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sont pas absolument indépendants, et le message regu peut &tre
absurde.) Par suite, le message rec¢u est toujours plus déterminé
que le message envoyé€; en d'autres termes, le nombre de messages
regu possibles est plus petit que le nombre de messages envoyes.

On a en méme temps diminution de 1'information apparente et
équivocation. Le bruit est toujours dans un méme sens : le nom-
bre de caractires attribués est supérieur & la réalité.

Codes ambigiis considérés comme €tapes.

Le probléme bibliographique auquel le code Zator est appro-
prié tire le plus clair de son intérét théorique de son applica=-
tion possible au probléme de la mémoire, considérée comme réser-
voir d'ou il faut tirer le plus rapidement et économiquement
possible le code précis qui correspond & la description, souvent
imprécise, que l'on posséde. Ce probleme du préséleeteur de code
n'a pas été beaucoup étudié pour lui-méme, et il est évident que
la théorie des communications habituelle ne peut nous permettre
de réduire les dimensions de la mémoire, puisque cette réduction
exigerait un code plus ou moins optimum, et qui reposerait le
méme probléme.

La réduction de dimension permise par Zator provient d‘'une
division des opérations en plusieurs étapes :

La fére exige un code & faible mémoire pour les caractéres
standard.

La 2éme permet de sortir trés rapidement un nombre réduit
de fiches parmi lesquelles se trouvent des fiches inutiles mais
aussi toutes les fiches cherchées. Au codage ambigli se juxtapose
un codage précis constitué par le titre complet et de plus, dans
le cas de la mémoire, le code optimum cherché. En somme, aprés
réception du message ambigli, on sollicite l'envoi d'informations
complémentaires qui levent l'ambigiiité et en méme temps augmen=-
tent 1'information apparente. On retombe donc en fait sur un
transducteur réversible, dont certaines opérations auront été
court-circuitées sans danger.

6.2 - PROBLEME DIRECT
ADAPTATION D'UN CODAGE ARITHMETIQUE AU MESSAGE DISCRET

6.2.1 - MOTS INANALYSABLES

Soit R le nombre de mots différents. On ne peut les trans-
mettre immédiatement sans les analyser que si 1l'on dispose d'une
ligne ayant R états différents Ey. Le codage consiste alors uni-
quement & donner une correspondance un & un entre les mots clas-
sés par fréquences décroissantes, et les états classés par cofits
croissants. L'étude s'arréte 1la.

6.2.2 - LE CODAGE CANONIQUE MOT-PAR-MOT

En général, le nombre d'états de la 1ligne est trés infé-
rieur au nombre de mots. On doit alors représenter chaque mot
M, par une suite de "lettres" et faire se correspondre "lettres"
et états de la ligne de transmission.

Voyons d'abord comment se présente le probldme si 1'on veut
transmettre les mots M, mot par mot, sans les regrouper avant la
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transmission. Alore,le message se présentera comme une suite de
notes écrites sur ume portée & q + 1 lignes. la ligne E, sera
réservée aux tops de fin de mot. lLes lignes B, (1 € 8 < q)seront
utilisées pour la représentation des mots.

L'envoi des mignaux E, (0 < g <q) wne peut pas se faire
sans coflt C,. Ceci résulte &u § 5.2.3. Ici nous nous désintéres-
sont des misons de ce coflt, mais le supposerons mesurable avec
une unité arbitraire. &n § 6.2.5 e'introduira une unité de coft
naturelle, fonction d'€tat du codage.

I1 y aura adaptatiom physique de la etratégle de codage aux
coflts des symboles et aux probabilités des mots, lorsque 1
moyen sera min les p, donnés, Le codage correspondant
sera dit canonique. -

Pour cela, 1l faut encore que le c¢lassement des mots par
probabilitéa décroissantes corresponde & celui par colts crois-
sants des groupes de symboles Eg qul représenteront ces mots.
Mais ce dernier classement n" plus donné ici, comme il n'é-
tait au § 6.2.1, et 11 pose un probldme d'algibre dont la Solue
tion est donnée dams 1°Appendice § 6.2.7.

On trouve que le co@t du n™ groupe de signes par ordre de
colits croissants peut en général &tre mis sous la forme :

3. =[5, 2208, (ne n)]
ol [x] est le plus petit entier supérieur A x.

Les constantes M, j,, m dépendent de 1'ensemble des nombres
Cg. Nous les appellerons les "variables d'état” du codage car
les Cy eux-mémes n'auromt plus Jamais 3 intervenir directement
dens la théorie (si toutefois le nombre des messages est suffie
sant : dans le cas de la s Ccecl exclura les phontmes, trop
reu nombreux pour gque 1° e des détails du codage cesse
d'8tre sensible). les variables d°'état jouent pour les lignes
discrttes, le méme rfle gue le rapport signal/bruit et la lar-
geur de bande jouent pour les lignes continues.

Mentionnons, simplement que M est la plus grande racine
réelle de XM ¥ = 1. Exemples :

1°: cas simple = Cg =1 ¥=q,n= q/(q-i)")t
2°: cas quasi~simple : C; =g, q=0 M =2 , m = 1}

3°: cas semi-simples : tous les amtres cas. Le codage est
beaucoup plus compligwé,mais présente en revanche 1'avantage que
M peut devenir trds proche de 1 . Alors la courbe quantifide
Jn = £ (n) s'écarte beamcoup moins d'une courbe contimue que dans
le cas du codage simple ou quasi-simple.

Un autre avantage du codage quasi-simple, et de tous les
autres codages ol lem cofits ont des : eljxrlla’ trés différentes,
est que les signaux élémentaires ®chers"™ ne sont nécessaires que
pour des signaux rares, c'est-3-dire que les moyens de codage
augmentent en méme temps gue le vocabulaire qu'il doit exprimer.

On peut rapprocher ce dernier fait de 1'exemple des "routi-
nes" dans la computation mécamique, c'est-i-dire des ensembles
d'opérations réglées & 1"avance, que 1'on “compose® pour obtenir
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1'opération résultante. Le nombre des "routines" augmente égale-
ment ‘'vec la variété des opérations & effectuer.

Délai dans la reconnaissance et colt en codage quasi-simple.

R.W. Hick (1951) a mesuré le temps moyen que met un sujet 2
faire un mouvement simple signifiant qu'il a identifié un stimu-
lus simple. I1 a fait varier le nombre de stimulus possibles
équiprobables. Le temps de réaction a été trouvé &tre :

t.= 0,27 log,  (n + 1)

L'interprétation de Hick est la suivante : " t. est propor-
tionnel au minimum de quantité d'information qui doit &tre ex-
traite du signal pour l'identifier, en supposant que le cerveau
fonctionne comme si 1'absence de signal était un signal de pro-
babilité €gale & celle de chacun des signaux réels. Le processus
d'analyse est interprété comme succession d'opérations d'identi-
fication™. Il est clair que la seule justification de 1'équipro-
babilité est que le résultat est correct.

I1 nous semble plus raisonnable d'interpréter ce coeffi-
cient comme le "m" de notre théorie. Si sa valeur est exactement
égale a4 1, on a un codage quasi-simple. Une valeur seulement
voisine de 1 pourrait signifier codage simple avec q élevé ou
bien d'autres combinaisons. Le fait que t. = O pour n = O n'a
d'ailleurs bien évidemment rien d'étonnant, puisque m a dés l'a-
bogd été défini de facon & rendre nul le nombre de signaux de
colit nul.

Il se peut que les états E; dont on dispose, ne puissent
8tre obtenus que par synthése 2 partir d'un certain nombre de
fibres plus élémentaires utilisées simultanément, dont chacune a
moins de q états. On doit alors faire successivement 1l1'analyse
dans le temps et 1'espace, ce qui introduit deux ordres succes-
sifs de messages d'analyse avant d'arriver au codage. On pour-—
rait méme avoir & introduire des ordres plus poussés d'analyse,
jusqu'a ce qu'un nombre, petit ou grand, d'éléments différents
aura été ramené & un grand nombre d'éléments identigues; en gé-
néral, on ne pourra, ni ne voudra, aller au-dels de messages bi-
naires.

(L'ordre des analyses : temps puis espace est préférable &
l'ordre inverse, car les mécanismes étant donnés, il permet de
les utiliser au maximum, en économisant le temps. Cet ordre
n'est cependant pas bien défini dans le cas ol les symboles des
lignes en question sont en réalité des suites dans le temps des
symboles d'une seule ligne. Mais les deux analyses, étant alors
indépendantes, peuvent &tre considérées comme faites dans des
"digictions" ortLogonales dont la définition est de pure commo-
dite).

En considérant le procédé de transmission ci-dessus, on en-
globe tous les codages arithmétiques jusqu'ici enviaagés.

6.2.3 - LE CODAGE PAR LARGES BLOCS DE SHANNON

Nous avons trouvé ainsi que le codage canonique ne dépend
pas des probabilités p, elles-mémes, mais seulement des pro-
priétés des symboles transmissibles.
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Le colt moyen par mot est Xp.j,. On n'est pas maftre Je p,
pour diminuer ce colt moyen, sauf si 1'on accepte de changer la
définition des mots, en regroupant ceux-ci.

C'est 14 une jidée fondamentale, due & Shannon (1948), et
qui conduit & la définition de 1'information sélective, dont
nous allons donner ici une justification heuristique. Changeant
de point de vue, appelons "nouvel élément" 1'ensemble de deux
"anciens éléments"™ M, =M, + M_. D'aprts le théordme de proba=-
bilités composées, sa probabilité sera p,, = p,, D

Augmentons ainsi progressivement le nombre N d'éléments an-
ciens dans un élément nouveau. D'aprés laloi des grands nombres,
1'élément M, s'y retrouvera avec une fréquence égale & Np,, sauf
éléments exceptionnels extrémement peu probables, que nous né-
gligerons.

Par suite, la probabilité de sortie d'un élément nouveau
quelcongue sera indépendante de cet élément et égale & :

P = produit de tous les (p,)"™
= (produit de tous les p,,")N = MN™
en posént :
H,= - Xp, log, p,

Inversement, M""sera le nombre des ¢&léments équiprobables de
fréquence appréciable.

Pour signaler le résultat qu'il a obtenu, 1l'observateur du
tirage peut se contenter d'envoyer le numéro de 1'élément nou-
veau dans un classement arbitraire. Ce numéro spécifiera entid-
rement ce qui lui a appris ma suite de tirage au sort, puisqu'il
permettra de la reconstituer. Etant donné 1'arbitraire du clas-
sement, on doit calculer la longueur moyenne du numéro qu'il
faut envoyer. Ce sera, en négligeant m et j, :

Hﬂw Xlog, n = NH,,

soit H, symboles par élément de la définition d'abord adoptée.

Le raisonnement qui précéde sera d'autant plus rigoureux,
que sera plus grand le nombre d'éléments primitifs réunis dans
un seul €lément nouveau. Ce codage qui fait intervenir le nombre
strictement minimum d'éléments ne peut donc s'obtenir que si
1'on regroupe les mots en blocs infiniment longs. Shannon a par
ailleurs montré que ce nombre minimum de symboles H,est effecti-
vement la seule expression qui satisfasse & tous les axiomes dé-
sirés d'une guantité d'information, dans le contexte présent :
celui d'une transmission par symboles "séquentiels" (nous avons
vu en détail aux Chap. 2 et 4 qu'ad une "stratégie" de transmis-
sion autre que séquentielle, correspondent d'autres solutions du
systéme d'axiomes de 1'information). La définition de la quanti-
té d'information est fondamentale. Cependant, les théordmes de
Shannon sur le probldme direct ne peuvent jouer qu'un réle com-
parable aux théorémes de Wiener sur la réalisabilité des filtres
ayant certaines caractéristiques, comme limites de combinaisons
d'éléments réalisables. C'est dire qu'ils ne nécessitent aucune
utilisation des détails de la structure de 1la loi Pny Mais en
revanche ne permettent pas d'utiliser ces détails dans 1'étude
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de 1la réalisabilité exacte du codage optimum, ni dans 1'étude
physique précise des cas individunels (cf. § 6.4).
6.2.5 - COUT D'ENVOI DE L'UNITE D'INFORMATION NEPERIENNE

Lorsque ce cofit est minimum, les probabilités r, des si-
gnaux B, de coflt C, sont données par :

[ Xry C
H _-21_—-1——’——9 og, rg s 80
H,X Ar,Cy - CEAr/logr, - H°EZAr, =0
ce qui donne :
=Pe_ug

Ty

C. .= Zr’c’
H =BXr,G - log P
ILe coefficient B est déterminé par :
H log P 5%
B=§=58-=28% soit P = Xe ™ =1

Par suite, le critdre suffit, méme pour déterminer le codt
moyen et la quantité d'information. Posoms :

e a M ZinG =1 f T,= N~

(1 <8 <q) C = ErC, H, ='(Ergcg) log M

done | C/H, = (log, LV

Le nombre M est le m&me que celui du § 6.2.2.

Revenons maintenant au résultat du § 6.2.4. Nous avons vu
que le codt moyen est H, dans le codage & la Shannon. En d'au-
tres termes C/H, = (log, M)" . Donc le codage 4 1la Shannon réa-
lise la meilleure répartition de 1'information entre symboles.

Par ailleurs, le résultat sur C/H, permet de lever 1'indé-
termination sur la valeur absolue du - On peut par exemple,
convenir de prendre une unité népériemme telle que log, M =1,
ou M = e. Alors une unité de collt népérien transporte une unité
d'information népérienne.

6. 2.6 - THERMODYNAMIQUE DISCRETE

Ia Thermodynamique du Chap. 4 €était 1"étmde des relations
entre les concepts d'information sélectif et fishérien, et les
propriétés phyaizuea du signal. Au chapitre 5, nous avons montré
que les propriétés du signal pouvaient &tre entidrement repré-
sentées par des colts. Par ailleurs, 1'information fishérienne
est ici sans objet. Cependant, il reste intéressant d'appeler
Themody_mizq_ e discrdte 1'étude des relatioms entre coidt et in-
formation selective. :

Cette étude eat besucoup plus simple gue celle du Chapitre
4. Tout d'abord le signal discret est d'entropie nulle, c'est-a-
dire qu'aucune de ses propriétés n'empfche d'atteindre le maxi-
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mum d'information concevable. Quant & la température, c'était un
coefficient d'équivalence de maximum d'information et d'énergie,
qui, étant de dimensions différentes, ne pouvaient &tre fournis
d'utilisés correspondantes. Ici, au contraire, si on fait se
correspondre des unités népériennes, il y a égalité entre cofit
et information potentielle. Si les unités ne 8e correspondent
pas, le coefficient d'équivalence est (log, M) , mais comme il
n'est pas intrinstque, nous n'appellerons pas ce nombre tempéra-
ture. D'ailleurs 1le r8le central de la température thermodyna-—
mique est plut8t pris par un autre paramétre, qui s'introduira
plus 1oin.%§ 6.3). Pour tout codage autre que le codage concret
de Shannon, on peut aussi définir un rendement de la stratégie
utilisde, ainsi que la redondance ou moins le rendement.

6.2.7 - SOLUTION DU PROBLEME D*ALGEBRE DU § 6.2.2.

Appelons o le plus grand des C'g, lorsque tous ces nombres
sont des entiers. ;

Etude de M(]).
Soit M(Jj) le nombre de messages de colt total égal & j.
Il edt racine de 1'équation homogéne aux différences finies

- M(j) + ZM (§-Cg) = 0
Cette racine est de la forme

M(j) = =7 4, M

Ces o nombres M;' sont les racines de 1'équation caractéristique
2% -1 = 0, & coefficients entiers non négatifs sauf le terme
constant -1. Leso coefficients A; sont déterminés par les o équa-
tions linéaires résultant des conditions aux limites suivantes

M(j) = 1 pour j = O (c'est le "message" "rien du tout” qui
n'a pas de réalité physique) et M(j) = O pour - 0+ 1 < J <O.

Le M(j) résultant de ces conditions aux limites ne sera
plus nul pour j < - 0 ; mais cette partie de M(j) sera sans in-
térét physique, ainsi d'ailleurs que celle de = G+ 1 & O.

ler exemple de M(j) : Code simple g = adique
G =1; oM =1; M=gq; M(j) =¢ (3> 0).
C'est le cas ol tous les symboles sont de méme cofit.

Variante : Si, dans 1'exemple précédent, on change d'unité
et Cq devient h, alors M, = qW (g) ou W (2) est la 8° racine h®

de 1'unité. Les A, doivent 8tre tels que M(j) = O sauf pour les
multiples de h ok M(J)< (q)" = (¢* )), ILorsque 1les C, sont
différents mais tous trds voisine les uns des autres et de h;
les plages entre multiples de h sont & peu prds aussi peuplées
que les multiples eux-mé&mes, tout au moins & partir d'un n assez
grand, on a approximativement :

M (3) =4 (q")

Un systéme dyadique ne peut &tre compatible avec la trans—
mission de l'information par mots, car il ne resterait aucun si-
gne pour les tops. Il est cependant possible de construire des
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signaux complexes & partir de O et 1. L'exemple suivant semble
physiologiquement le plus réaliste :

2bme exemple : Code quasi-simple

& i -8 _ oyt 1 =M
Cg-g, M® =M 1—_—M.1ﬂf

Si M # 1, ceci donne pour M '= Z 1'équation
o g P o b L e

(?ont la racine Z = 1 est illusoire, donc qui est bien de degré
q).

Pour q = 0, une seule racine M = 2, M(j) = 237' . I1 serait
bien entendu anormal d'utiliser un nombre infini de lettres
coder un nombre de mots fini. Mais l'absence de lettres de colt q
ne se fait sentir que pour n supérieur au n, tel que j,, = q. En
degd de ce n, les autres racines de 1l'équation caractéristique
n'ont aucune influence.

3%me exemple. Cy = ¢ + gd (0<g <q), ¢, d premiers entre
eux. Alors :
N QL e DR,
Pour ¢ =00 , M =1 - M9,
_ On a toujours pour M(j) une somme des M . Le nombre de ses
termes étant le plus grand des C; devrait &8tre ici «o, mais dans

ce cas particulier la somme ne s'étend que jusqu'a sup (c,d)
termes.

L'alphabet Morse appartient & cet exemple avec q = 2. En
effet le coflt de 1'intervalle entre 1lettres = coflt du signal 0;
le coft du point = codt du signal 1 + signal 0; le coft du
trait = colt de 2 signaux 1 + signal O.

4tme exemple : Cy = C + g°’d, ¢, d premiers entre eux.
(0q < q) 11 Taut :
M99 =1;8q=0,M>1

e e el i U Tog W

log M = %M'h; d'od x log x =5;2Cgavec x =N,

Pour que M puisse &tre > e, log, M> 1, il faudrait que

4% M % , qui serait < I?—era— , 80it aussi > 1, ce qui est impos-

sible méme avec d = ¢ = 1; donc M < e. On obtient une limite in-
férieure de M en remplagant les deux courbes log M et M~ par
leurs tangentes en M = 1., Alors

%(1-2cn)=ﬁ-§%n
He 1+ (1+8)

la valeur exacte de M diminue gquand, c¢/d variant peu, d eto
sugmentent.

M-1
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Etude de N(j).-

Soit ensuite N(j) le nombre de messages de coit total plus
petit que j ("rien du tout" étant exclu).

N(j) est, bien entendu, solution de la méme équation que
M(J), mais pourvue d'un deuxidme membre inconnu. Calculons donc
N(Jj) en sommant les M(j)

N3) = =] u1)=x} Asﬁj (0 - M) + TA, M,

= B, M -m

of  m= TA g2y -Za M =3 Al
: s 8

C'est une fonction symétrique, done réelle, de 1'équation
caractéristique; elle est par suite exprimable en fonction algé-
brique des coefficients de cette équation.

1e£'exemp;§ H
J+i
N(J)=Sq—_f --q%f;m=q—?_1'>1

2&éme exemple :

il

q =0: N(j) = s SR I

m est le méme gque si l'on avait une infinité de symboles de
colits égaux. Pour M : méme résultat que si 1l'on avait deux sym-
boles de colits égaux.

Solution approchée dans le cas général (semi-simple).

¥ L'équation aux différences finies n'est pas exactement so-
uble.

Soit M la racine réelle de 1'équation caractéristique. Par
application de la rigle de Descartes, M> 1. En premidre appro-
ximation, 1le cofit du n® message par colts croissants sera
Jn = log, n.).

En deuxidme approximation :

n=gis M4 =i wuMs o
oh X'est la somme qui omet la racine M.

Nous dirons que le systéme de codt est stable si

Re (log, M,) <O

Alors X' 0 avec 1/n et j, = [§, + log, (n+m )]. Les cas simple
et quasi-simple donnent des exemples de stabilité parfaite.

Dens les cas trés stables, les A, sont petits pour s> 1 et
les M, sont grands. Par suite, noﬂ:ﬁ—¥—1. Dans les cas ou il y



88 B. MANDELBROT : THEORIE DES, COMMUNICATIONS
%

a des racines réelles négatives < - 1, il n'y a pas stabilité,
mais ceci influe beaucoup moins sur N(j) qui reste assez stable,
que sur M(j) qui subit des oscillations importantes.

) 6. 3 - PROBLEME INVERSE
ADAPTATION DU MESSAGE AU CODAGE CANONIQUE

6.3.1 - LA CORRELATION

Un des points les plus intéressants de la théorie de Shan-
non est 1l'introduction de la corrélation. Mais en fait, c'est
sans utilité pratique dans la majorité des cas, car peu de méca-
nismes peuvent en tenir compte. Le message doit donec &tre décou-
pé en messages individuels. Plus courts sont ces messages, plus
souple est 1l'appareil de transmission (et plus court le délai)
mais plus médiocre en général le rendement. Le découpage compor-—
te donc un probléme de compromis entre ces deux exigences oppo-
aées. Nous chercherons & répartir au mieux 1'information entre
mots en cherchant quelle doit &tre la statistique de ceux-ci
pour que le message soit le mieux adapté & la transmission sur
une ligne arithmétique, représentée par ses variables d'état.
C'est 1la un probléme inverse de codage.

Les critéres de l'adaptation seront aussi généraux que pos-
sible : nous les avons choisis indépendamment les uns des autres,
mais les lois auxglelles ils ménent se révdéleront former des
sous-familles se chevauchant mutuellement d'une méme famille ca-
nonique. Ce résultat €tablira des liaisons & posteriori entre
les criteres utilisés.

6.3.2 - HY POTHESES FONDAMENTALES

Les deux hypothéses du probléme inverse sont donc les sui-
vantes :

1°) Les mots sont définis & priori, leur corrélation négligée et
le codage fait mot par mot. (Si leur définition est arbitraire
et se révele incorrecte, le principe d'adaptation pourra la rec-
tifier A posteriori. § 0.3.4).

2°) Des tops géparent les groupes de lettres représentant deux
mots différents. Ces tops pemmettent d'utiliser pour deux mots
différents des codages dont l'un est identique & l'autre suivi
de quelques nouveaux gignes. Ceci était impossible dans 1les
codages & la Shannon, car 1a, aucun fragment du codage d'un mot
ne devait pouvoir représenter d'autre mot. Le résultat é&tait
que Shannon pouvait se passer de tops. Mais comme, en pratique,
en leur absence, une seule erreur' détruirait tout le message,on
aurait, quand méme, été amené & les envoyer (§ 6.3.5).

Leur considération dés le début n'est donc, comme la pre-
miére hypothése ci-dessus, que tout-a-fait réaliste, en opposi-
tion avec les hypothtses opposées de Shannon, qui, elles, sont
peu réalistes. Les tops seront de plus indispensables pour
concevoir l'adaptation probabiliste (§ 6.3.3). :

Malgré leur apparence inoffensive, ces deux hypothdses mo-
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difient beaucoup la position du probléme, et permettent d'aboutir
4 une loi canonique (§ 6.3.3.). De la théorie de Shannon, il ne
restera gudre que la définition précise de certaines des quali-
tés “"globales® rattachées au signal, dont la plus importante est
la "quantité d*information". Il ne semble pas que 1'on puisse,
dans 1l'étude de la synthése, progresser beaucoup au-dels des ré-
sultats de Shannon, avant d'avoir effectué une analyse concréte
des divers codages, ce qui équivaut & la synthése artificislle
des messages.

TYPES DE CRITERES D'ADAPTATION

Le codage adopté sera toujours le codage canonique du § 6.
2.2 qui est le plus économique une fois les p, donnés (si l'on
transmet mot par mot avec tops). On pourra donc changer les ré-
gles de la répartition de 1'information entre mots sans que ce
codage soit a changer.

Les critéres d'adaptation sont de deux types possibles :
dans le critére du premier type, le colt du top n'intervient pas
& priori; dans les trois critéres du deuxi®me type, le coflt du
top intervient explicitement.

6.3.3 - ADAPTATION DE PREMIER TYPE (ECONOMIQUE)

Dans le premier critére, nous supposeront gue 1'information
4 transmettre par mot est fixée & l'avance, mais pas les P, in-
dividuels. ILa prévoyance de 1'émetteur est alors réduite i un
seul mot (émetteur imprévoyant). Il est cependant libre de la
fagon de répartir 1'information parmi les mots qu'il possdde,
dont le nombre est R (Rang maximum). De ce point de vue, la
meilleure distribution des frégquences des mots sera celle pour
laguelle le colt moyen du mot 2 p, j, sera minimum, étant donnés
la quantité d'information par mot - T p, log,p, et le “"nombre
potentiel®de mots R.

La méthode des multiplicateurs de Lagrange permet de dédui-
re de ce principe variationnel global, une loi canonique locale

-8B
p, = Pe
Pour pouvoir tenir compte du fait que j, est essentiellement un
logarithme de base M, on écrira plut8t :

-Bj -8
p, =PN ™ =P [n+a],
ol [x]M est le nombre dont le logarithme est égal au plus petit
entier supérieur & log, X + J,.

Nous venons ainsi d'introduire un nouvean paramdtre d'état;
B, qui peut prendre n'importe quelle valeur positive et se trou-
ve dans chaque cas détemminé par la condition de donner la va-
leur correcte de H (cf. § 6.4.2).

L'inverse de B, que nous écrirons 0 et appellerons tem era-
ture informationnelle, jouera le rdle de variable d'état fonda-
mentale. Ce n'est pas un rendement, une telle notion ne pouvant
méme pas &tre définie en 1l'absence de tout renseignement sur le
cofit du top, comme c'est le cas ici.

RAISON POUR LAQUELLE ON ABOUTIT A UNE LOI CANONIQUE

La possibilité méme d'aboutir & une loi cenonique peut pa-
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raftre surprenante. Elle signifie que si 1l'on applique la suite
des opérations direct-inverse & un message d'information fixe,
le produit des opérations ne raméne pas du tout au point de dé=-
part, la premidre fois qu'elles sont appliquées. Donc elles ne
sont pas réellement inverses 1'une de l'autre. (Mais si on les
applique une deuxi®me fois, ou 8i on les applique dis le début a
un message canonique, on revient au point de départ - donc le
produit est une sorte de "projection").

Aucun phénomene de cette nature ne se produirait dans le
codage optimum de Shannon. Du point de vwvue de ce codage, tous
les messages sont équivalents, et il n'y a pas de correspondance
inverse, car l'opération "inverse" est effectivement inverse de
la directe, c'est-a-dire peut mener & n'importe lequel des mes-
sages initiaux. Avec ce codage, il n'y aurait donc pas de loi
canonique .

Ainsi, les correspondances directe et inverse du codage mot
par-mot sont toutes deux "singulidres™, chacune définissant une
"équivalence" entre messages (resp. codage) conduisant au méme
codage (resp. message).

Toutefois, 1'équivalence directe est dénuée d'intérét, car
elle réunit tous les messages ol H et 1l'ordre des mots sont les
mémes, et ces messages sont trés divers.

Au contraire 1l'équivalence inverse introduit le concept de
"paramétre d'état" pour exprimer 1'équivalence des messages.

Voyons comment ceci se présente si, & gain H donné, on
représente graphiquement le collt en fonction des variables D =
message, C = codage, qui sont les stratégies de deux interlocu-
teurs. Dans la zone C, ol C est une stratégie de Shannon, la
surface représentative est un plan horizontal. Par contre, dans
la zone C, ol C est une des stratégies mot-par-mot définies par
diverses valeurs de E;, toute coupe par un plan C = constant est
une courbe située tou% entidre au-dessus du plan ci-dessus, et
atteignant pratiquement pour la méme valeur de D le m&me minimum
de cofit (mesuré en termes de - log, M). Donc la surface posséde
une "vallée" rectiligne horizontale.

Le point optimum DC que nous cherchons est le point le plus
bas de la surface de coft. Si les stratégies de Shannon sont
permises, ce point est absolument indéterminé dans le plan
C; x D. Mais si c'est 1la zone C, qui est seule permise, ce point
n'‘est en pratique indéterminé que dans la vallée.

DECOMPOSITION NATURELLE DU COUT CORRESPONDANT A CE CRITERE.
En Mécanique Statistique, une fois que la distribution canonigue
a été obtenue, on constate que 1l'énergie se partage en énergie
libre et en énergie liée.

De méme ici, dans 1'état canonique, le collt peut &tre dé-
composé en codt libre O0H et coft 1ié. C = 0H + Co. Dans ce con-
texte, le ler critére économique a consisté & minimiser le cofit
1ié &4 H donné. Ceci est tout & fait identique & ce qu'on fait en
Thermodynamique, lorsqu'on minimise 1'énergie libre. Dans les
deux cas, on obtient un état stable. Mais les raisons du critére
sont opposées. La, on cherche 1'état d'équilibre ou 1'énergie
utilisable est minimum, le systime ayant déja subi les pertes
maxima compatibles avec les contraintes.
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Ici, au contraire, la minimisetion de 1a "perte®, contre-
partie de 1'énergie utilisable, traduit précisément le fait que
notre critére a pour but de donner 1'état stationnaire de perte
ninimum.

Toute la différence entre les deux états stables provient
de cette différence d'interprétation, due au décalage de toutes
les quantités, colt remplagant énergie, information remplacant
entrople et température thermodynamique étant remplacée par tem-
pérature informationnelle.

6.3.4 - ADAPTATION DE DEUXIEME TYPE

Elle peut se faire selon l'un des deux critéres économiques
ou selon un critére probabiliste. Avant de les poser, il faut
considérer ce que serait la transmission & la Shannon sur q + 1
li§nas. Alors M est remplacé par le nombre M', défini par
x o M=% =1,

Onar; =M"%(0<g<q) C'/H, = (log, M)

Dans le dgﬁgigmg critére économique, 1'information par mot
reste indéterminée. On devient alors libre de répartir le codt
du top entre les R mots disponibles. Par exemple, on peut éviter
d'avoir & utiliser les mots "compliqués" et rares en utilisant
partout leurs définitions, ou inversement, etc... Pour cet émet-
teur prévoyant, la fréquence optimum minimum sera le coft moyen
de 1'unité d'information, les tops étant compris dans le colt.

On verra que ce critdre fixe la quantité d'information par
mot, gui ne sera pas la plus grande possible avec le nombre de
mots dont on dispose, ce qui d'ailleurs n'est nullement en con-
tradiction avec la théorie de Shannon.

Dans le troisidme critére économigue, 1'information est in-
déterminée et on tient compte des tops, mais de fagon différen-
te. On minimise la différence entre :

- le colt moyen par mot, dans le codage mot-par-mot avec top, et

- le cofit moyen dans le codage & la Shannon, sans tops. la ligne
des tops est alors rendue libre de transmettre de 1'informa-
tion : en somme, le signal "ex-top" peut 8tre utilisé au mi-
lieu des mots, et non plus seulement & la fin.

Les trois critdres précédents sont économiques, tout comme
le critére de 1er type.

) On peut leur adjoindre un critdre probabiliste (géométri-
que ).

Représentons chaque pot par la suite de lettres donnée par
le code du § 6.2.2. Méme 8i les mots sont tirés au hasard, il
n'y a sucune raison & priori pour que les lettres ou intervalles
entre mots soient eux-mémes tirés au hasard.

Or, chaque fois qu'il y a une liaison entre lettres, cel-
les-ci apportent moins d'information qu'elles ne le pourraient
8'il n'y avait pas de 1liaison (c'est d'ailleurs vrai aussi du
point de vue nalf, car s'il y a une liaison, c'est que 1l'on sait
déja quelque chose & 1l'avance sur la lettre qui va venir).
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Done, pour qu'il y ait vraiment adaptation, il faut que la
structure du message déja codé soit aléatoire, intervalles com-
pris.

6.3.5 - APPLICATION DES CRITERES DU DEUXIEME TYPE

Critére probabiliste.

8i le code qui représente le mot exige le top plus f symbo~
les de colt total j,, la probabilité du mot sera :

Pim U ar ) Tl e S

a4 A
Si 1'on adopte les probabilités du § précédent,
Ddiooh gies’ L @peag Aaigy y

Pn BT 17

(On peut retrouver cette formule, en exigeant que la probabilité
du mot n ne dépende que du colt de son codage, qui est 1la seule
quantité rattachée & ce mot, qui ait un sens physique. De méme,
la probabilité de chaque symbole ne dépendrait que de son codt.
I1 en résulterait que r! devrait dépendre exponentiellement de
Cg : v} =M'%, sans "paramdtre multiplicateur. La condition
Zry =1 redonne alors M™% =1 : donc le M' doit &tre le
méme que dans le § précéddent).

On peut écrire ce p, sous la méme forme que le p, du § 6.3.

g

Mais, cette fois, ni R, ni H ne peuvent &ire choisis & priori :
le critére détermine R =w et B = B, = (log M') (log M?" =i
donc H. Ep d'autres termes, on vient de trouver qu'il est impos-
gible qu'un megsage doit aléatoire sur deux niveaux superposés
stincts, sauf si sa structure au niveau supérieur est tout
fait particulitre, dépendant d'ailleurs, non des détails de la
structure inférieure, mais de fonctions de ces détails.

3éme critére économique.

Etant donné les cofits relatifs sur q et g + 1 lignes calcu-
1és au paragraphe précédent, l'excés de colt népérien dd & notre
codage est : g e

(log,M) X p, J.+ (log,M') X p, log, P,

Le minimiser redonne encore : p, = % avec le méme LK
que ci-dessus, mais R arbitraire et H et P fonction de ce R.

2%me critére économique.

Pour quaﬁﬂljlg—i'b- soit minimum, & C, donnés, 1l faut
pn n + (+] g

(Zp, 3,+C) (~XAp,log p,+ZAp,)+ (Zp, log p,) (ZAp,J,)
=503 ~E2): (Epg dor v 0 IEAD, =0
(Zp, do +C,) logp, +K' (XZp, J, +C) + (X p, 10g pJ3=0
p, = PM %"
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Le résultat est le méme qu'au critére précédent, B est en-
core déterminé par 1l'ensemble des codits, C, compris, mais par
1'intermédiaire d'une équation caractéristique différente, & sa-

Vo112
St H e D S Tog i o/ 1 i liog s P
B.= CEEICL i 3 +_§:E' T __gf—_

n

On peut résoudre en ¢, cette équation caractéristique :

¢, =B8] log, P =B log, X MY

Supposons gque l'on ait le codage simple. Alors :

: (=282 (1-=8.)J
3 _(Be-1) = =3
CiuBy dogpBiurih Pie gotasao Bl 1_(};“%, )

=V (B, My R) e ol =g,

V est une fonction croissanre de J et R et une fonection
décroissanre de B,, c'est-a-dire que plus 1le codt du top est
grand, plus grande doit &tre 1'information, c'est-a-dire plus il
faut attendre en moyenne avant d'utiliser ce top.

V est infinie pour. By =0, passe par logy logy R pour B, =1
et descend &4 O pour B,, tel que M ¢ =D soit donné par
l'équation D" = 2D+1=0. Pour J=®, D=1/2, ce B, =

1
Lk log,M *

Codt népérien redondant : C'est C, log, M + log, P
Redondance du codage : C'est (C, + log,.P) (C + C,)"

Rendement du codage : C'est H,. (C + C‘,)'1 = :—lgéﬂ%f%ftiz
(4]

Dans le cas du 2&me critére,ceci se réduit & B,/B,. Véri-
fions que ce nombre est bien <1, & C, donné, c'est-a-dire que
pour B donné, 1l'on a B

-

MU-B)1 —(1 = MU-B)J_) > 1 = Z?Ml

BCQ

Le terme de gauche étant fonction décroissante de J, il suffit
de démontrer 1'inégalité pour J = . Or pour B=1 +§& , les
deux termes donnent tous deux €log M : ils sont égaux. Autre-
ment dit, pour C, trés grand, la réaction de C, sur H ne dépend
pag du critére. Pour B croissant, le fer terme est concave vers
le haut, le 2&me vers 1le bas, donc 1'inégalité est conservée,
CQFD.

Rendement apparent du top. Nous appellerons ainsi le rap-
port élog“P7Gn. Ce rapport est négatif pour B suffisamment
grand, mais il est positif pour B plus petit, par exemple pour
B=1. Alors C <H et les tops transmettent de l1'information, am
lieu d'&tre uniquement symboles de synchronisation. Ce sont des
symboles exactement aussi importants que les autres (la possibi-
lité de comprendre un texte réel, écrit sans intervalles entre
mots n'a pas plus de signification que la possibilité de suppri-
mer tout autre signe dans un texte redondant). :

Rendement réel du top. Pour l'estimer, il faut tenir?conpte
de la diminution d'équivocation, & probabilité d'erreur sur les-
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log pa \

Courbe canonique . Région ou B peut
étre pris égal 4 1 et m est prédominant

Courbe canonique . Region ou m peut
étre négligé et B est prédominant

Courbe de Zipr

log

Fig.1. Distribution canonique sans fréguence pp="PF (n + m)~B

Pn

Comparéde avec la distribution de Zipf P,

R infini

\ R fini

iog R |+ log g log R Zone dans laguelle R ne peut

2 pas étre déduit de Het B

e
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Fig 2. Fonction d'état H. Sa variation
en fonction des variables d'état B etR
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symboles élémentaires donnée, lorsque l'on passe du codage 2 la
Shannon au codage mot par mot. Alors C + C, doit &tre diminué de
1l'équivocation mot par mot, et - log P, de 1'équivocation & la
Shannon et le rendement augmente.

R6le correcteur du top.

Le top a d'abord été introduit pour éviter qu'une seule er-
reur de transmission (ailleurs que sur le top) ne détruise tout
le message. A priori, il n'y avait aucune raison pour que l'on
ait la possibilité de corriger cette erreur. Mais en fait, on a
le résultat plus fort suivant : Pour les messages satisfaisant &
la loi canonique, il existe un code correcteur d'erreur simple,
qui exige - d'une part un nombre de symboles sur des lignes "in-
formation" strictement égal & 1'information transmise, - d'autre
part un seul symbole additionnel sur une ligne additionnells,
servant simultanément de top de synchronisation et de symbole
correcteur d'erreur unique. TPoaona le probléme de savoir si des
codes correcteurs de n erreurs existent qui exigent n 1lignes
additionnelles).

Ce code résulte d'une modification du code de R.W. Hamming
\1951) qui tient compte de la possibilité d'envoyer le top &
tout instant et pas seulement & intervalles réguliers.

La modification résulte du double réle du "zéro". Dans Ham-
ming, tous les nombres sont complétés par des zéros pour avoir
des longueurs égales : les zéros ne transmettent pas d'informa-
tion, mais peuvent étre retransmis comme "Un"'s, donc transpor-
tent de l'erreur potentielle. Donc, dé¢s que la nécessité de les
envoyer est supprimée par les tops mobiles, le nombre de symbo-
les a transmettre diminue beaucoup.

I1 faut toujours n symboles pour indiquer les errsurs
simples dans 2" - 1 positions. Ici on peut wutiliser 1 symbole
corrgcteur pour les mots de 1 symbole, 2 symboles pour les mots
de 2° - 1-(2 - 1) = 2, 3 symboles pour les 5 suivants, etc...

8i les fréquences des mots suivent la loi canonique pour
B =1, c'est-a-dire p, = 1/n 1logeR, le nombre de symboles d'in-
formation est (log R/2 et le nombre de symboles correcteurs
log loge R la somme est bien égale & 1'information :

log R/ 2 + log loge R C@FD
La condition : erreur unique se traduit difficilement en

équivocation, ce qui rend difficile la définition du rendement
de ce codage.

6.3.6 - AUTRES CRITERES

Bien d'autres critéres, plus ou moins justifiables, font
retomber sur la valeur B = 1 qui est celle autour de laquelle se
répartissent d'habitude les valeurs des criteéres précédents.

N. Rashewsky (1950) obtient H = log, VR, en maximant
(log R - H) H, produit de la quantité d'information par 1la
"quantité d'ignorance” lorsque l'on connaft R. Etant donné qu'il
ne considére pas de statistique particulidre p,, le point repré-
sentatif du message dans 1'espace dont les R axes portent les
probabilités reste sur une hypersurface & R - 1 dimensions; mais
parmi les messages de cette surface, le seul qui s0it canonique
est B= 1.
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6.4-LA LOI CANONIQUE

6.4.1 - PROPRIETES DE LA LOI CANONIQUE

Les résultats du chapitre précédent montrent que quel que
soit le critére d'adaptation, il conduit & une loi appartenant 2
une famille unique :

-B
P =P [0+a],

ol [x], est tel que log, [x], = [log, x + j,]

En fait, il ne s'agira pas en pratique de construire un
message adapté au codage arithmétique, mais il faudra reconnaf-
tre & posteriori, d'aprés un échantillon, si un message réel est
ainsi adapté, lorsqu'on le divise en "mots™ d'une certaine fa-
gon, connue & priori. Or g'il 1'était, la dispersion et le re-
classement par probabilités décroissantes amortiraient les mar-
ches d'escalier de la courbe p, ci-dessus, laissant une distri-
buzign de fréguences tres proche de la "loi canonique simpli-
fice™

p, =P (n¥ m)hB (rag ') pa94)

]

o v IR I % e O et P = E:‘(n+m)'8

Les effets de M sont secondaires et seront étudiés séparé-
ment (§ 7.4).

En coordonnées bilogarithmiques :

I-logpn=-1ogP+Blog(n+m)l

C'est une droite de pente -B, sauf pour les petites valeurs
de n, o les mots sont moins fréquents que ne 1l'aurait fait
croire cette droite. On peut considérer deux approximations dis=
tinctes & la loi ecanonique :

A) pour n grand : m est négligeable et ce qui est prépondé-
rant c'est B, c'est-a-dire le message, et plus précisément la
longueur finie des tranches d'information et le pourcentage du
colit consacré (inévitablement) aux tops. On écrira|p, = Pn™ .

On a une divergence par rapport & la loi de Zipf P, = PR

B) Pour n petit : si B est suffisamment proche de 1, 1'on
peut négliger son influence, c'est-a-dire celle du message, et
l'assimiler & 1, précisément dans la zone ol m doit &tre conser-
vé. Alors, intervient surtout 1'influence de m, c'est-a-dire du
systéme de codage; si on pouvait mesurer m on aurait des indica-
tions sur les détails de ce systime. On écrira]pn =P (n +m) .

m provogue uneldivergence par défaut par rapport & la loi

"de Zipf : p, = P'n" de m8me sens et de méme nature que la di-.

vergence de la loi de Fermi-Dirac par rapport & la loi de Boltz=-
. mann. ‘
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De tels coefficients m se retrouvent trés frégquemment; en
physigue, physiologie et psychologie. Tous les exemples font in-
tervenir directement, ou dens des modéles physiques, une gquanti-
fication du type de celle qu'effectue le codage arithmétique. Il
est donc tentant de voir dans celui-ci 1l'origine de m. Il est
d'ailleurs évident que d&s que 1l'on fait tendre tous les "quan-
ta® vers 0 sans thanger l'ordre de grandeur des quantités physi-
ques observées, la mesure de celles-ci au moyen de ces quanta
augmente indéfiniment et & c8té de cette mesure m devient abso=-
lument négligeable.

L'exemple fondamental de m se rencontrera dans 1'étude sta-
tistique de la langue au Chapitre 7: la loi canonique est satis-
faite, sans que- le coilt puisse &tre mesuré. Mais nous avons déja
au § 6.2.2 cité un exemple auxiliaire, di & Hick, oll le codt est
mesuré directement. Par ailleurs m semble apparaitre dans cer-
taines "améliorations®™ de la loi de Weber et Fechner. Mais la
"gsensation™ n'étant pas quelque chose de mesurable, nous laisse-
rons cet exemple de cdté.

6.4.2 - VARIATION EXACTE DE H EN FONCTION DE B (FIG. 2 P. 94)

H=x'P"® 10g (M) M () avec J = log, R.

L}

-logP+PBX’jlogMP N VM (§)

1]

4
-1ogP+BdBlogP

Dans le cas simple :

: j et ¢ LD
et )3;1 M-8 M (3) = Z':MU Bli_ (-8 g Ao 11
H= (1~ B) log M + log el USTUEREEEE P S R

(1-B)J (1-B)
Jd log M M M log M
+BlOgM+B—M({:§’—J_—1 "B—H_BT_E_M- Zi
Dans tous les cas, la courbe H (B) est évidemment continue :

S =@e*ms {(Zp, 2.) - 242p, }

est <0 par 1'inégalité de Schwartz, donc H décroit continument
de log R & O quand B va de 0 & o0 .

¥ Prts de B = 1, la variation est trés rapide H = log logR+

.I.O% R

2
AP e lgis 2 7
aB = i
(1-B)J
8i B> 1, lorsque J— o , M — 04
' 1-B)J 1-B)J
S0g (T Doy e Bt o e
H=-logh-1log (1 -M"") - plo&8 NN

o M(1—BJJ+ BJ log M M(i-B)J
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augmente avec J et tend vers une limite finie indépendante de

H
Rt 1-8) log M M©®
H =-1log M- log (1-M ) - B 38 5,

S8i B-1<€1, et B> {;

B g T ot log M

H=~ log M - 10og (B~ 1) log M -

- log M - log log M + B log M -

3—1_3—1-108 (B=-1)

(1-B)J

Pour B 1, M 1, lorsque J est grand (mais fini)

H=-log M+ (1-B) J log M - log (M("” -1
(1-8)

+BJlogh+BM__ logH
N =]
(1-8)

=-log M+ J log M - log (""" = 1) + B Bprr ;108 H
N, N — - 4

= log R
constante variable avec R : constante relative
absolue indép. de B

S1iB=1 €8y et Bt

H =~ log M + log log M = log (1-B) +—B%B—+Blogm+1oga

2
Pour J > 1, la pente pour B - 1 est -‘{—2 et 1l'ordonnée %. La

tangente intercepte alors g-sur les ordonnées O ou J; et l'aire

comprise entre la tangente, ces ordonnées, et l'abscisse B = 1
est constante.

De méme C est une courbe continue variant de log R4 O en
passant par lgg—g»pour B = 1, valeur prés de laquelle elle varie
trés vite.

Sa dérivée est égale & celle de H, divisée par B.
2 3 2 3 2
i 5 1ogp;g—;}=a%-,, log B + 7o log P
2

a . Fealowt il log? M
or gy log P = ryytbmr - ifteo

as 27 Tog* N 2 log® M
et. gg log P =(igwthvys - [y

sont tous les deux nuls pour B suffisamment proche de 1 (mais # 1
dans cette formule), ainsi que toutes les dérivées d'ordre supé-
rieur. Ainsi pour B = 1 H (B) présente un point d'inflexion
d'ordre.

Le contact est donc trds étroit et la courbe se confond a-
vec sa tangente sur une grande étendue de B.
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6.4.3-% D'UTILISATION DU VOCABULAIRE ET ECONOMIE
PAR LA METHODE SEQUENTIELLE

Nous appellerons pourcentage d'utilisation du vocabulaire
1'expression H,/log.R. C'est une fonction de B et R. Pour B = {

log R
——g-— - log logeR
aiiles SililopilogaR
Iog R Gty %og ﬁe

donc finalement de 1l'ordre de %.

Cette notion est conceptuellement différente de celle de
redondance : son inverse donne 1'expansion que provoquerait le
remplacement du codage séquentiel par un codage non s quentiel,
oli tout mot aurait la longueur log R. Cette expansion serait
donc du double pour B = 1, ce qui est considérable.

Elle se trouve identique au résultat moyen que Wald (1947)
annonce avoir trouvé en statistique proprement dite, 1& ou il
est intéressant d'utiliser 1'analyse séquentielle. Cette
"coIncidence" peut s'expliquer de la fagon suivante : dans les
cas ol 1l'on peut supposer que les combinaisons de résultats
d'expériences séquentielles susceptibles d'&tre obtenues sont en
grand nombre R :

Le nombre R n'est facile & déterminer que si le log de la
probabilité de l'alternative le moins probable est de 1'ordre de
grandeur de la quantité d'information. C'est par exemple le cas
81 un B est défini et inférieur & 1 : dans ce cas 1'économie par

analyse séquentielle aurait été trés faible, mais personne ne
songerait & utiliser l'analyse séquentielle.

Si au contraire - log p,=>> H, une forme d'analyse séquen-
tielle s'impose d'elle-méme. En effet, R étant mal déterminé,
toute analyse non séquentielle basée sur une valeur définie de R
serait de toute fagon insuffisante, sauf si on prend R trés
grand, auquel cas l'analyse aurait un rendement trés mauvais.

Par suite, les seuls cas ol il y a choix entre méthode sé-
quentielle et méthode non séquentielle, donc oh la comparaison
ait été faite entre ces méthodes, sont ceux ou on se trouve en-
tre les deux cas précédents. Or si la série est juste convergen-
te ou juste divergente, les sommes Xp, log n, Xp, log p,sont
peu sensibles & la forme de p, tant que l'on a des séries margi-
nales. Il est par suite plausible que, si 1'économie est tou-
Jours de 1'ordre de %, c'est que 1l'on ne considére que les cas
ol ce phénomdne est susceptible de se manifester. Ce 4+ est donc
souvent explicable sans gqu'il y ait besoin de faire une théorie
trés précise de chaque cas particulier.

6.5 - REMARQUE : PROCESSUS MODERES

6.5.1 - CRITERES D'ENTROPIE MINIMUM

Revenons maintenant & 1'interprétation entropique du codt.
Nous avions rematqué au § 0.3.4 (fin) que les signaux qui inter-
viennent dans la reconnaissance de la langue sont trés supé-
rieurs au minimum kT. Il n'en demeure pas moins que le critére
de base du § 6.3 est un critdre de minimum appliqué a 1'augmen-
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tation d'entropie du décodeur consécutive au décodage. Nous
avons longuement montré que le principe de meilleure économie
détermine 1l'augmentation d'entropie dans un cas olu le principe
de Carnot ne disait rien, sinon gqu'elle était positive.

Le principe de Carnot n'est en effet qu'un principe de dis-
" ecrimination entre processus impossibles, réversibles et natu-
rels. Il ne détermine donc entidrement un processus que lorsque
la variation d'entropie AS correspondante est déterminée par des
conditions extérieures, seule la direction restant indéterminée.
Tel est en particulier le cas des ondes de choc en Mécanique des
Pluides.

Il existe cependant de nombreux cas ol l'augmentation d'en-
tropie est en principe indéterminée & une inégalité prés, mais
o 1l'expérience prouve qu'en réalité les processus sont détermi-
nés, et méme stables (revenant & 1'état initial s'il a été dé-
rangé) et modérés (répondant & un changement de paramdtres exté-
rieurs d'une fagon qui, agissant seule, aurait provoqué le chan-
gement inverse de ces paramdtres : principe de ILe Chitelier
Braun).

Faut=-il considérer ces processus comme des cas pathologi-
ques ou peut-on les déterminer par un ou plusieurs critires tout
& fait généraux. Il est impossible de répondre : on ne peut que
signaler que des processus extrémement variés peuvent étre dé-
terminés par le plus simple des critéres concevable : - la con-
dition que 1'augmentation d'entropie so0it minimum, étant données
les contraintes et les principes de bilan appropriées au proces-
gus étudié.

C'est aussi une condition de moins mauvaise utilisation de
la durée.

On pourrait peut-&tre conjecturer que les seuls processus
irréversibles, susceptibles d'étude gquantitative, sont ceux qui
satisfont & ce critere.

Prigogine et Wiame (1948) ont d'ailleurs proposé d'étudier
ainsi des processus vivants, sans d'ailleurs donner d'exemple
quantitatif d'une telle étude. Pour eux, "le caractére adaptatif
trés général des organismes qui se manifeste dans la forme, au-
tant que dans le mécanisme physiologique, peut &tre considéré
comme une tendance de la matiere vivante a effectuer un travail
maximum avec une dépense de matiére minimum?

Notre théorie de la langue du Chapitre 7 a été réalisée
sans connaftre leur travail; mais elle montrerait la justesse de
leur conjecture dans un cas particuliérement +typique. Par ail-
leurs, bien que le critére de base n'ait été inspiré par aucun
des autres processus irréversibles, le r8le qu'il jouera ne sera
pas & posteriori sans analogies.

6.5.2 - EXEMPLES

Exemple de la détonation de Chapman-Jouguet (Cf. Courant et
Friedrichs 1948).

Le processus de combustion d'un gaz dans wun tube n'est pas
déterminé par les lois de 1l'énergétique plus la conditionAS > 0
(comme 1'est par exemple une onde de choc). La combustion pro-
gressive et lente est métastable, et peut se transformer en dé-

)
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tonation trés rapide, déterminée par 1l'une de plusieurs condi-
tions équivalentes, dont la loi de Jouguet : La déflagration
correspond &4 1l'augmentation minimum d'entropie par unité de mas-
se.

emple des = processus étudiés par Onsager (cf. Casimir)

Ex
(1946), Prigogine (1947) et de Groot (1951).

Ces systémes évoluent en général vers des états stationnai-
res, qui correspondent &'une production minimum d'entropie, com-
patible avec les conditions imposées au systéme, et qui sont
stables. Ex. Effet Knudsen : 2 compartiments de gaz sont & la
méme plession et & des températures différentes. Un trou est
percé dans 1g paroi qui les sépare. Les pressions deviennent
différentes de fagon & rendre minime la production d'entropie
par unité de masse due aux transports de matidre et de chaleur.

6.5.3 - AUTRES ANALOGIES ENTRE CES PROCESSUS

Dans le cas du couple (D. D~') optimal du Chapitre 5, on
n'a d'abord aucun changement d'entropie, puis lorsque le message
est démoli, brouillé, etc... on a une augmentation égalr & 1'in-
formation perdue. Donc 1'irréversibilité se fait au cours d'une
deuxidme étape du processus, sans influence sur la premidfe.

I1 est tout & fait légitime de se demander si la possibili-
té d'étudier les autres processus ne vient pas aussi dece qu'ils
se font en deux étapes, dont la deuxidme, seule irréversible,
n'influe-pas sur la premiére, qui est une création d'ordre mesu-
ré par le minimum d'entropie.

Effectivement, la détonation de Chapman-Jouguet correspond
entre autres prapriétés & une vitesse sonique de la discontinmui-
té par rapport aux gaz briilés, ce qui explique la non-influence
en amont des irréversibilités dues aux conditions finales.

Par ailleurs, dans les processus étudiés par Onsager, on
utilise la formule locale de Gibbs, ce qui revient implicitement
&4 considérer les différences entre les grandeurs locales (mais
non les gradients) et par suite & tenir compte de l'ordre dyna=-
mique stationnaire. (En théorie de 1'information, on ne tient
pas non plus compte des gradients).
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CHAPITRE 7

STRUCTURE STATISTIQUE DE LA LANGUE

7.1 - LOI CANONIQUE EN LINGUISTIQUE

7.1.1 - RESULTAT FONDAMENTAL

Rappelons ici le résultat fondamental du § 0.3.4, & savoir :

que la langue, considérée comme suite de mots entidrement flé-

chis, posséde une structure statistique canonique.
Nous allons tirer les conséquences de ce fait.

la loi canonique a pour premier résultat de permettre de
partager la description de la statistique en trois éléments :

- d'une part, l'ordre des mots par fréquence décroissante,

-~ d'autre part, quelques paramttres du codage,

- enfin, quelques paramétres du message.

I1 faut que ces trois éléments soient les mémes pour 1'é-
metteur et le récepteur pour qu'il y ait entre eux adaptation,
c'est-a-dire coalition.

La possibilité de distinguer entre les 2° et les 3° &16-
ments traduit le fait trés important que la présente coalition
peut se décomposer en deux éléments;

~ l'accord nécessaire, et bien connu, entre encodage et décodage
- la propriété de minimin,dégagée dans ce travail.

7.1.2 - LE POINT DE VUE MACROSCOPIQUE

Les méthodes qui conduisent & la loi canonique étaient mi-
croscopiques, c'est-a-dire qu'elles considéraient le texte comme
une suite de mots. Cependant, pour de nombreux usages, et en
particulier le calcul de tous les nombres rattachés au texte,
seule est nécessaire la troisi®me partie de la description ci-
dessus du vocabulaire.

la possibilité de dégager une description moins spécifique,
mais suffisante, macroscopique, constitue un "trait fascinant"®
que la théorie de l'information partage avec la thermodynamigue.
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EXEMPLES DE DCENEES NUMERIQUES TIRES DE ZIPF (1949) (suite)
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Toutes les deux, selon les termes de E. Sch@dinger (1948)
®donnent presque invariablement un sens physique et fondamental
&4 des quantités purement mathématiques par leur définition".

Une description macroscopique présente également 1'avantage
de permettre d'estimer les répercussions que produiraient des
modifications de la localisation et de la direction des paramé-
tres libres du systéme, sans avoir besoin de se référer i chaque
fois au substratum exact. Cette description rend donc possible
1'acquisition d'une "intuition" de la structure du texte.

Ia description macroccopique présente enfin un avantage es-
thétique : celui de donner & la théorie d'un message canonique
une unité et une personnalité propres, qui se rattacheraient
difficilement & une liste de pp.

Dans le chapitre précédent (§ 6.3.2), nous avons déji wvu un
début d'exploitation de 1l'analogie macroscopique entre la théo-
rie des messages canoniques et la thermodynamique. Nous conti-
muerons ici, en introduisant des dénominations et des dimensions
"informationnelles"™ macroscopiques inspirées de la thermodynami-
gue, pour désigner les nombres purs, caractérisant la structure

1lémentaire, microscopique du message (variable d'état), et les
expressions construites & partir de ces nombres (fonctions d'é-
tat). Il est probable que ces dénominations pourront éclairer
not:e probleme et suggérer par analogie de nouveaux développe-
ments.

L'analogie avec la Thermodynamique ne s'étendra pourtant
pas aux techniques de mesure : dans ce domaine, une opposition
subsistera en pratique entre Thermodynamique et Théorie du mes-
sage canonique, par suite de la différence entre les dimensions
de 1'objet par rapport aux instruments possibles (mais cette op-
position n'a pas de conséquences théoriques graves). En effet
le thermomdtre (qui est l'instrument type de la Thermodynamiques
est & une échelle beaucoup plus grande gque les molécules dont
il mesure 1l1'énergie moyenne pour obtenir la température. Par
contre, la mesure des fonctions et des variables d'état informa-
tionnelles se fait habituellement en effectuant implicitement la
statistique du texte et tabulant ensuite des fonctions des pro-
babilités. Donc la moyenne ne se fait pas automatiquement, ce
qui équivaut & compenser les effets de fluctuations en "prome-
nant® un instrument trop petit (comme on n'aurait & le faire en
thermodynamique que s'il était concevable qu'un thermomdtre soit
infiniment petit?.

Toutefois, dans la mesure ol les textes ne différent pas
par l'ordre des mots par fréquence décroissante, mais seulement
par B, il existe un répertoire de mots universel. On peut alors
imaginer un instrument qui remplacerait au fur et & mesure cha-
que mot par son code optimum. La moyenne des colts se ferait au-
tomatiquement sans tabulation et on en déduirait par exemple B,
par une graduation adégquate de 1'échelle des cofits. Il n'est pas
absurde de croire que c'est ainsi que 1l'on pergoit la "difficul-
té d'on vocabulaire® & l'aide d'un "instrument®™ cérébral.

7.1.3 - SEMANTIQUE

La description macroscopique comporte une simplification
extréme de la description de la langue, qui consiste & pousser
jusqu'a la limite la théorie structurale de F. de Saussure
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(1916). Une telle simplification ne doit nullement étre considé-
rée comme une fin en soi. Elle est cependant nécessaire dans cet
essai pour utiliser en linguistique des notions mathématiques.

Une simplification différente du langage, tout aussi extré-
me, quoique en sens inverse que celle qui conduit & 1a 1
gelon de Saussure, est celle qui a conduit & la Sémantique de
1'Ecole de Vienne (Schlick, Carnap, Reichenbach). Pour ceux-ci,
la science des signes a trois subsidivions :

- Pragmatique (référence explicite & un émetteur)

- Sémantique (référence aux choses désignées, mais non &
1'émetteur)

- Syntaxe (référence aux expressions seules).

La linguistique contiendrait la pragmatique et les parties
descriptives de la sémantique et syntaxe.

La sémantique et syntaxe pures sont allées si loin dans
1'abstraction, qu'elles n'ont laissé que peu de possibilités de
prévoir des faits observables, tels que ceux auxquels nous a
conduit notre théorie.

Il aurait été souhaitable de joindre les deux cas extrémes,
par exemple en cherchant les probabilités de passage. Mais dis
qu'on essaye d'introduire la sémantique par morceaux, elle fait
irruption tout entikre.

7.1.4 - REDONDANCES

Au § 6.3.5, nous avons calculé la redondance du codage op-
timal mot par mot. Il faut éviter de la confondre avec la redon-
dance qu'implique l'expression des idées par les mots. Une telle
nouvelle notion serait de caractdre sémantique. Si on introduit
cet aspect, les redondances se multiplient. On obtient méme des
notions distinctes selon qu'il s'agit de la source ou de 1l'ob-
servateur. A la réception, il faut tenir compte du "message®™ :
"non compris". La probabilité de ce signal est aussi une redon-
dance !

Le "pourcentage d'utilisation" des mots H/log R pour R est
fini, peut-&tre aussi confondu avec 1 - redondance. Si R— o ,
et B> 1 ce % —0, mais on peut comparer les % de deux textes emn
prenant le rapport de leurs informations.

Cette multiplicité de définitions rend trés incertaines les
mesures expérimentales de la "redondance intuitive", car on sait
alors trés mal ce que 1l'on mesure : un message non redondant &
un point de vue peut 1l'&tre & un autre.

Par exemple, Shannon (1951) déclare que d'aprés les proces—
sus de suppression et de reconstitution, un texte de James Joyce
est beaucoup moins redondant qu'un texte en Basic English : cela
pourrait &tre dd & 1'inégale expansion qu'introduit 1'orthogra-
phe pour les mots courts et les mots longs, mais plus vraisem-
blablement au fait que 1l'observateur commun wutilisé pour compa-
rer les deux textes a des p, nettement différents de 1'un comme
l'autre texte, donc qu'il pergoit aussi le %4 d'utilisation des
mots. Pour un observateur hypothétique accordé au texte, la re-
gondance de celui-ci dans 1le dernier sens serait beaucoup plus

aible.
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7.2 - PARAMETRES MACROSCOPIQUES DU MESSAGE

f o

La plus importante des fonctions d'état du message est la
"quantité d'information sélective™ H définie par la formule =
H=~ Xp, log p, qui est 1la contrepartie exacte de 1l'"entro-
pie"” de la Thermodynamique.

Cette espice d'information est donc parfaitement définie et
ne conserve rien de 1'imprécision habituelle du terme "informa-
tion". Elle ne représente d'ailleurs qu'une petite partie du
sens de cette "information", & savoir 1'élément de surprise
qu'apporte la réception d'un mot.

Parmi les fonctions d'état, citons aussi la "somme d'état®
P (constante de la loi canonique) et le colit moyen du mot en co=-
dage optimum.

Quant aux variables d'état du message & étudier elles sont
au nombre de deux : B, R.

Le paramdtre B se mesure aisément comme pente de la courbe
- log p en fonction de log n pour n grand. Par contre, le nom=-
bre de mots potentiel R n'est pas donné, ni mesurable directe-
ment, sauf dans le cas compldtement irréel oh 1'échantillon étu-
dié contient chague mot au moins une fois, c'est-h-dire ol le
nombre de mots différents cesse d'augmenter & partir d'un cer-
tain point. Il faudrait disposer d'un texte infini pour pouvoir
affirmer ce fait avec certitude.

Si on ne dispose pas d'un tel texte, la valeur de R est ma-
tidre 4 estimation & partir des fonctions d'état mesurables et
il est nécessaire de préciser 1'importance que des erreurs d'es-
timation sur R auront sur les valeurs des fonctions mesurables
dont le calcul exige R. L'importance des erreurs sur R, donc
1'importance de R sera trés grande ou insignifiante selon que B
gera inférieur ou supérieur & sa "valeur critique” B = 1.

Comme en fait B> 1 dans presque tous les cas, c¢'est B qui
est la plus importante des variables d'état.

7.2.2 - INFLUENCE DE B SUR L'ESTIMATION DE R
DANS LE CAS OU B> 1

(Ce vocabulaire sers appelé ouvert,pour des raisons qul de-
wviendront évidentes par la suite). Dans le cas oW B> 1, on n'a
aucun besoin de s'assurer effectivement d'une valeur déterminée
de R. En effet, toutes les fonctions d'état sont données par des
sommes finies qui peuvent &tre considérées comme des sommes par-
tielles de séries tres rapidement convergentes. (Tel est tou-
Jours le cas en Mécanique statistique des Gaz). Par suite, ces
sommes geuvent 8tre assimilées aux sommes infinies de ces sé-
ries, méme pour R modérément grand.

Par suite, R n'influe pas sensiblement sur le coefficient
P, ni sur la quantité d'information, ni sur la longueur moyenne
des mots dans le codage optimum. L'on pourra changer 1'estima-
tion provisoire de R, sans chkanger ces sommes.

Le seul cas ou 1'on aurait pu craindre des difficultés est
celui o1 le R est estimé petit et B petit aussi. Alors on n'au-
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rait pas pu légitimement remplacer les sommes finies par les
sommes des séries. Fort opportunément, il "se trouve™ que ce cas
ne se rencontre pas, le "vocabulaire pauvre" coincidant toujours
avec "faible information par mot", donc B grand, cas auquel la
valeur de R peut &tre petite sans inconvénient. I1 est & cet
égard intéressant de constater que l'accord reste bon dans deux
cas opposés ou le quantité d'information est faible : dans un
texte populaire, ol le nombre de mots différents semble petit,
et chez les schizophrénes, ol le nombre parait plus grand.

S8i, 1le texte croissant, on doit introduire de nouveaux
mots, on n'aura pas & remettre en question les fréquences des
mots anciens; le texte s'allongeant, les fréquences tendent vers
des limites déterminées et la notion de probabilité peut prendre
tout son sens dans un seul texte. R n'influant pas sur le caleul
des quantités relatives au vocabulaire, il n'y aura 8 inconvé-

nient, en général, a supposer infinie cette quantité "indiffé-
rente” ou "indéterminee”.

Toutefois, il existe une limite supérieure & R constituée
par le nombre R, de mots du dictionnaire 1le plus complet, en
l'absence de néologismes, Cette 1limite ne devrait pas influer
gur les textes de B> 1, pas plus que la vitesse de la lumidre
n'influe sur les phénoménes mécaniques ordinaires.Pour que 1'in-
fluence de R, soit négligeable dans des textes usuels, il suffit
d'une valeur modérée de R,, mais pour les textes & information
élevée (B proche de 1), il faut un R, trés grand. Ceci explique
la nécessité de la croissance du dictionnaire lors du développe-
ment des langues et projette un doute sur la possibilité de la
construction d'une langue artificielle & R, limité (Basic En-
glish) qui ne présente pas de traits statistiques tout & fait
pathologiques, comme c'est le cas en Basiec English.

Etant données les difficultés conceptuelles et techniques
qui s'attachent & toute grandeur "potentielle™, le cas ouvert
qui n'en comporte pas, est conceptuellement et techniguement le
plus commode.

I1'est donec fort heureux que les courbes expérimentales se
rangent dans leur trés grande majorité dans cette catégorie et

que la majorité des textes se caractérise par une seule variable
d'état, le parametre B.

Ce paramétre s'introduit dans la théorie tout-a-fait arti-
ficiellement, de la m&me fagon que l'inverse de la température
thermodynamique : comme "multiplicateur de Iagrange” d'un pro-
blime de calcul de variations. Nous appellerons par suite 8= 1/B
la température informationnelle du texte.

B caractérise la variété dans 1l'utilisation d'un vocabulai-
re donné : B grand signifie utilisation de mots fortement con-
centrée sur les mots fréquents; B petit, utilisation plus large-
ment répartie. C'est dans cette répartition plus large et 1l'in-
certitude plus grande sur le mot suivant qui en résulte que ré-
side le concept de "quantité d'information" Qui est aussi com-
plétement dissacié du "nombre de mots potentiel™ ou de "richesse
du vocabulaire").

Effectivement, la fonction d'état : quantité d'information
est une fonction de B qui décroit tres vite (comme (B-1) 5
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lorsque B croit (0 décroft) (Fig. 2, p.94). Malheureusement, B
comme H sont des notions peu intuitives, de m&me que la longueur
moyenne dans le codage optimum (qui toutefois varie dans le méme
sens que la longueur moyenne en orthographe réelle, donc est
plus intuitive).

I1 y aurait donc le plus grand intéré8t & définir une "ri-
chesse de vocabulaire apparente®™ Q, variant en gros comme la ri-
chesse que l'on a tendance a attribuer instinctivement & un vo=-
cabulaire. On peut considérer que sont dans ce cas les "valeurs
réduites” de R, qui auraient donné & 1l'une des fonctions d'état
la valeur réellement observée, si B avait pris une valeur moyen=-
ne standard, par exemple 1.

En partant de H, on aurait 195—9 =H (B, © ). En partant du

paramétre'P, qui est le plus facilement mesurable de +tous, on
aurait P° = log Q. C'est cette valeur qu'adopte implicitement
Shannon dans son étude de la prédiction de 1l'anglais écrit
(1951). Il trouve ainsi Q = 8,727 mots.

Lors du vieillissement, on a l1'impression que Q décroit,
pourtant, en réalité, les mots rares ne disparaissent pas com-
pletement, mais seulement deviennent "moins disponibles"; il se-
rait donc intéressant de vérifier si le vocabulaire ne reste pas
toujours équilibré, l'oubli se traduisant par une augmentation
continue de B.

Réciproguement, la seule donnée disponible pour les enfants
montre un vocabulaire équilibré et B décroissant de 5 & 6 ans.
On peut estimer que la valeur minimum atteinte par B est une
bonne représentation du plus haut niveau de verbalisation at-
teint par 1'individu (si ce minimum est voisin de 1, il est tr&s
difficile & estimer exactement & cause des fluctuations) et la
variation de B avec le temps, une mesure (& longue échéance) de
1l'efficacité des méthodes pédagogiques (qu'il serait, d'aprés ce
qui précdde, absurde de mesurer par le "nombre de mots connus"
qui est une notion dépourvue de sens).

7.2.3 - INFLUENCE DE B SUR L'ESTIMATION DE R
DANS LE CAS OU B<1 (VOCABULAIRE FERME)

Dans ce cas, au contraire du précédent, la "somme d'état" P
est divergente pour R = @ . Une telle divergence est inconceva-—
ble en mécanique statistique des gaz et constitue l'une des ori-
ginalités de la présente théorie.

Par suite, le nombre potentiel des mots différents R est
nécessairement fini et toute révision d'une estimation de R a
des répercussions considérables. En particulier, pour un texte
trés long, des nouveaux mots introduits pour réviser une valeur
provisoire de R et rétablir 1'équilibre devraient avoir, dés
leur introduction, des fréquences comparables & celles des mots
précédents. Donc ils n'auraient pas dfi étre omis dans le premier
décompte. Par ailleurs, les mots nouveaux influengant beaucoup
les fréquences des anciens, la notion de fréquence elle-méme ne
pourrait pas tendre vers celle des probabilités si R — 00 en méme
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temps que le nombre total de mots, car alors toutes les fréquen—
ces tendraient vers O.

Pour R fini, la courbe donnant 1l'information en fonction de
B a la forme de la fig.2 p.94. H vaut approximativement (log R)/2
pour B =1, et log R pour B = 0 ol H est maximum.

La variation de H (B) étant monotone, l'on peut remplacer
la donnée de B et R par celle de 0= 1/B et H. Ceci sera pleine-
ment analogue & la donnée de T et S en thermodynamique. Nous
trouverons encore une autre description au § 7.2.4.

Le nombre des mots disponibles peut devenir important pour
de multiples raisons. Par exemple, une langue ancienne, morte ou
figée, peut &tre ranimée pour servir & un usage moderne, sans
que le nombre de mots du dictionnaire soit augmenté par une re-
gle automatique d'acclimatation des mots d'une langue étrangdre,
plus évoluée. On doit alors former des mots composés, en pleine
conscience des limites du vocabulaire.

Ce fait entrafne le désir de transmettre wune information
supérieure au (log R)/2 du vocabulaire disponible, ce qui exige
que l'on prenne B < 1.

C'est effectivement ce qui se produit dans 1'exemple typi-
que de 1'Hébreu Moderne, o B <1.

Un autre exemple est celui des mots latins de la "Misch-
prosa"” de Notker : cette "prose mélangée" était un manuel de la=-
tin d'église & l'usage des moines. Il était en majeure partie
éerit en gothique, de B> 1, mais les mots latins intercalés
donnent B < 1.

Un dernier exemple est celui de certains poétes trés "pu-
ristes" qui refusent d'utiliser la majorité des mots. Leur lan-
gue est un mauvais moyen de transmettre 1'information. Elle est
encore empirée par le fait que ces podtes se refusent a beaucoup
d'expressions "fautives", ne pouvant de ce fait utiliser A plein
les possibilités de la place des mots.

Un trait pathologique opposé, mais qui pourrait bien mener
aussi & B <1, est celui ol 1'on n'utilise pas les possibilités
qu'offre le systéme des mots et utilise un nombre exagéré de
mots spéciaux dans une langue peu riche. Ex.: Langue technique
des marins, maquignons, etc...

Il serait intéressant & 1'égard de la théorie B de comparer
les valeurs que prend ce paramétre dans un texte authentiquement
populaire et un texte "écrit en langue populaire". N'aura-t-on
pas B> 1 dans le premier cas et B < 1 dans le deuxidme ? Il se-
rait également bon de vérifier si B <1 dans le cas des aphasi-
. ques dont le vocabulaire est limité du fait de leur maladie.

Ce serait bien entendu un mérite pour la théorie que d'ou-
vrir ainsi divers problémes nouveaux aux recherches expérimenta-
les,

7.2.4 - PARAMETRES R ET I1

. Pour introduire une nouvelle description d'un voecabulaire
canonique, déterminé par le ler critére, posons une décomposi-
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tion de dC analogue & celle du 4E de la Thermodynamique entre
chaleur et travail.

dC = 0dH - 6p,dR = 6dH =[IdR = 4L = 4V
les deux parties de dC s'interpréteront :

1°) 4L comme variation de la "variété d'expression" & quan-
tité d'expression constante (variable "noble"),

20) 4V comme variation de la quantité & variété constante.

P, est la probabilité du mot le moins probable. TT joue le
r8le de variable d'état conjuguée de R. Si R est interprété com-
me volume, TT doit &tre interprété comme pression.

L'"équation” d'état de (D) serait M =0P, (6, R). Elle
prend pour R> 1, donc P; trés petit, la forme

R=(0-1) pour 0> 1
=0 pour 0 < 1.

analogue & 1'équation des gaz parfaits, qui est aussi une équa-
tion & faible pression.

7.9.5 - INTERPRETATION DE VARIATIONS DE H

A/ 81 H croit, on a un processus dfapprentissage. Il ne
peut se faire a B constant que si R <0 . Alors R crolt avec H,
par exemple par mots nouvellement appris ou néologismes.

81 R + 0 , la transformation d'apprentissage correspond &
une variation de B, d'ailleurs trés petite. (car toutes les fonc-
tions d'état varient trdés vite avec B voisin de 1), mais qui en-
tratne une grosse variation de Q (§ 7.2.2).

Au total, H =~f%% depuis le début de 1l'apprentissage si on

s'adapte & chagque apprentissage & la température B correspondan-—
te. 0 joue encore un r8le analogue i celui de 1la rempérature, C et
H étant des fonctions des états initial et final, mais pasLou V.

B/H peut aussi décroftre : c'est par exemple le cas si on
traduit un texte d'un vocabulaire étendu, de B voisin & 1, & un
sous-vocabulaire, de B plus grand. Cette opération peut se faire
sans secours extérieur si 1l'on utilise les définitions & la pla-
ce des mots, maia le pourcentage des signes inutiles (redondan—
ce) croft dans 1'opération. Comme décroit quand B croit, cette
opération est, en un certain sens, 1l'équivalent de 1l'écoulement
de la chaleur d'une source chaude & une source plus froide, qui
peut égelement se faire sans secours extérieur. L'analogie entre

et T va donc jusqu'au classement de ces quantités & 1'aide
d'opérations spontanées.

Une chute de 0 est aussi en général une conséguence non
souhaitée mais inévitable de toute traduction d'une langue dans
une autre, car pour rendre la nuance juste d'un mot, on doit
:ouvent le remplacer par une périphrase et trés rarement le con-

raire.
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7.3 - PARAMETRES MACROSCOPIQUES DU CODAGE

Nous laisserons de cbté m, et nous attacherons & 1l'étude de
M, pour montrer d'abord comment il disparaft, (§ 7.3.2), ensuite
comment on peut le faire reparaftre, de fagon expérimentale
(§ 7.3.3), ou théorique (§ 7.3.4).

7.3.1 - LE PARAMETRE M

Dans 1'étude de la signification ysique de B qui vient
d'étre faite (§ 7.2), nous avons wutilisé la formule simplifiée
P, =P (n + m)" . D'aprés cette formule, il n'y surait pas deux
mots de probabilité égale, celle-ci variant de fagon continue du
mot le plus probable jusqu'a des mots trés rares. On a donc
l'apparence de M = 1 + £ pour toutes 1les courbes empiriques.
Montrons cependant que cette apparence peut aussi s'expliquer
avec M guelconque.

Plagons-nous dans le cas simple, ol M est le nombre de
"lettres" équiprobables idéales utilisées dans le codage opti-
mum. Deux mots ayant méme nombre de lettres doivent &tre égale-
ment probables. Par suite, si 1'on tient compte de M (en négli-
geant m), la courbe p, est, en coordonnées bilogarithmiques, une
courbe en escalier dont les marches ont une hauteur et une lar-
geur constantes et coupent la courbe approchée précédemment con-
sidérée. La largeur et la hauteur des marches croissent avec M.
(La différence entre la courbe continue et les marches d'esca-
lier correspond par exemple & la fonction périodique arbitraire

(log n) que J. Ville (1951) doit introduire dans une théorie
%indépendante de la nétre) ol 1'information d'un signal est don-
née par la solution d'une équation fonctionnelle).

Nous appellerons k® classe de mots de base M l'ensemble des
mots faisant partie de la marche numéro k. k est le nombre de
lettres du mot dans le codage idéal de base M. Il peut &tre pris
comme mesure intrinséque de la longueur du mot, c'est-a-dire en
somme de sa "complication".

7.3.2 - DISPERSION

Sur un total de N mots, le mot M devrait apparattre appro-
ximativement p, N fois. Cependant, ce ne peut &tre le nombre
exact de sorties de M,, car une courbe en escalier ne peut pas
étre une courbe de frgquence f,N : £ N étant entier, la courbe
de fréquence a des marches de hauteur constante en coordonnées
linéaires., On passe de l'une & 1'autre courbe en se rappelant
que les fréguences correspondant & des mots égquiprobables ne
sont pas é es mais se répartissent de part et d'autre de la
pgogabilit avec une dispersion donnée par la loi de Poisson ré-
petée.

Cette dispersion émousse les différences entre marches voi-
sines et donne, pour n modéré, 1'illusion d'une courbe continue,
c'est-a-dire de la courbe du § 6.4 et, pour n grand, d‘une cour-
be en escalier & marches de largeur croissante.

Cette nécessité de considérer la dispersion de fagon assez
fondamentale est une différence proformde avec la Mécanique Sta-



114 B. MANDELBROT : THEORIE DES COMMUNICATIONS

tistique ol les molécules sont si nombreuses que les fluctua-
tions peuvent &tre traitées séparément comme termes correctifs.
Ici elles font partie intégrante de la théorie.

Le seul cas ou l'on puisse s'attendre 4 des effets de se-
cond ordre, attribuables aux marches, est celui ol la dispersion
maximum est trés inférieure 4 la différence entre les probabili=-
tés de deux classes voisines, c'est-i-dire pour des échantillons
trés longs par rapport & 1'information transmise par mots. (Ef=-
fectivement, les courbes f d'un schizophrdne font apparaitre
une cassure, de plus en plus marquée quand la longueur de 1'é-
chantillon croft). Dans tous les autres cas, la valeur de M ne
pourra pas &tre déduite de la forme des marches,

7.3.3 - RECHERCHE EXPERIMENTALE DE M

On peut cependant mesurer M expérimentalement dés qu'on
dispose de nombreux échantillons : En effet, tout en ayant peu
d'influence sur la loi P,, M influe sur 1l'ordre des mots, en ce
sens qu'on peut affirmer qu'un groupe de mots est une classe dés
que les membres de ce groupe sont sysmétatiquement plus ou moins
fréquents que ceux des groupes voisins; tandis que 1'ordre des
fréquences & 1'intérieur d'un méme groupe varie entre deux échan-
tillons pris tous les deux & l'intérieur d'un méme texte homoge-
ne.

En prenant des groupes limités de plus en plus étroitement,
par exemple en partant d'une valeur trés grande de M, et étu-
diant ensuite des racines successives de cette valeur, on arrive
4 un moment ou ce phénoméne disparalt. Ce moment définit une va-
leur de M intrinséque au texte.

la signification des classes de plus en plus étroites est
bien entendu de plus en plus spéciale : les plus larges peuvent
8tre considérées comme représentant de larges "couches culturel-
les" communes & des nombreux textes homogtnes différents; les
plus -étroites ne s'appliquent qu'a des textes de moins en moins
nombreux (c'est-a-dire des lignes de transmission de plus en
plus particulidres).

Par ailleurs, M étant donné, on obtient une classification
des mots en classes différentes de la classification logique en-
tre parties du discours grammatical.

Le probléme de la détermination de M a donc une valeur in-
trinséque. Il est d'un grand intéré&t pour l'historien de la lan-
gue et de la littérature et c'est dans ce but qu'il a d'abord

té étudié avec le méme résultat : répartition des mots en clas-
ses. Plus précisément ce résultat était obtenu en cherchant &
approcher une courbe expérimentale de fréquence par une courbe
de Poisson composite. C'est ainsi que le statisticien Udny Yule
(1944) a trouvé, en anglais moyen, trois classes en dehors des
mots les plus fréquents, et un total "usuel™ de 25.000 mots en-
viron. Pour que ces classes soient en progression géométrique,
il aurait fallu que M = 20 et elles asuraient respectivement 50,
1000 et 20.000 mots. Cependant, le 1linguiste J. Guiraud a senti
1'hétérogénéité des classes de Yule et il a été amené & décompo-
ser chacune d'elles en deux sous-classes. Comme 20 = (4,5)°, les
classes de Yule représentent la réunion en une seule classe de
deux classes voisines de base 4,5.
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En donnant successivement & M les valeurs 4 ou 5, nous de=-
vrons considérer respectivement 7 et 6 cycles différents ayant
des nombres de mots respectivement €égaux & :

4, 16, 64, 256, 1024, 4096, 16384

ou
5y 255, 12551:625;:3125, 715625

7.3.4 - RECHERCHE THEORIQUE DE M

On peut aussi déterminer M théoriquement si, au lieu de se
contenter de constater qu'il y a canonicité, on connait le cri-
tére qui y a mené. Si on choisit une valeur moyenne de M et re-
code avec ce M des textes de M inconnu, les critéres initiaux
resteront approximativement satisfaits.

A) Critdre probabiliste. Probldme du secret.

L'existence de l'adaptation probabiliste entre la langue et
le codage arithmétique signifie qu'il existe un code du type "a
répertoire”, c'est-a-dire codant le message mot par mot, tel que
le message soit absolument indécodable pour qui ne connait pas
la clef authentique et parfait pour qui la connaft.

En effet, le probldme du décryptage, tel que 1'a présenté
Shannon (1950;, consiste & utiliser les propriétés statistiques
du cryptogramme pour en déduire les propriétés structurelles du
décodeur. Or, ici, le message crypté n'a aucune propriété sta-
tistique sur laquelle se baser. Il ne reste alors que la méthode
exhaustive : essayer toutes les clefs; et méme cette méthode né-
cessiterait 1l'hypotheése que 1l'ordre des mots par fréquence dé-
croissante dans le texte est précisément un ordre standard, ce
qui n'est vérifié que pour les mots les plus fréquents, qui sont
les moins indispensables au sens.

Le fait qu'un tel code indéchiffrable existe est en opposi-
tion avec la supposition de Shannon, que les diverses conditions
requises du code sont contradictoires. Ceci est di aux proprié-
tés statistiques du langage mot par mot, que Shannon n'avait pas
considérées; il n'avait d'ailleurs pas & les considérer puis-

qu'il se plagait dans le cas des codes lettre par lettre et non
de codes " répertoires”.

Cependant, si le codage utilisé est "simple", les signes
"top" peuvent dtre identifiés par leur fréquence (bien que ce
80it peu utile) car il n'y a aucune raison pour qu'il y ait éga-
1lité entre la fréquence de signes ayant un sens et fréquence des
tops. Toutes les deux dépendant & 1la fois du codage et de la
longueur moyenne des mots, mais de fagons différentes, qui font
que ces deux fréquences sont en général différentes.

Cependant, si le critére probabiliste est satisfait, il
existe une valeur de M et une seule qui rend les deux fréquences
égales; donc les mots eux-mémes impossibles & distinguer, si on
n'a pas d'autres moyens d'identifier le top. Cette valeur est

donnée par l'équation :
B = 108 (M + 1)
S log M
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Pour M 2 3 4 5 6 Tak
ofi'a B e .88 % 96" | 168"t 113" 1. aB6 " 1,069

Or, une bonne valeur moyenne de B est comprise entre 1,1 et
1,2, ce &4 quoi correspond M = 4 ou 5. D'ailleurs, lorsque B aé-
croit et le vocabulaire s'enrichit, M croft aussi. Ceci est
d'ailleurs extrémement satisfaisant pour 1l'esprit, car ceci si-
gnifie que des codes nouveaux deviennent un peu partout dispo-
nibles pour de nouveaux mots, sans que l'on ait & modifier tous
les autres codes.

B) Critére économique de prévoyance. Probléme de la redondance.

Pour C, =1, la relation de minimum de redondance :
C, = B~ logy P devient une relation entre B, M et R, Pour R =00
elle s'éerit :

B = log, P = = log, (7 L N

Pour les valeurs usuelles de M et de B, (B=1) log M est pe-
tit, et

B = log, (B-1) - log, log, M
Pour M = 5, B est encore compris entre 1,1 et 1,2,

7.3.5 - ORTHOGRAPHE REELLE

Admettons que M = 4,5 est une bonne valeur moyemnne, et con-
frontons ceci avec la longueur moyenne des mots en Anglais.

I1 se trouve que cette longueur est aussi 4,5. On pourrait
donc recoder, dans un codage idéal, avec 4 ou 5 lettres sans al-
longer le texte par rapport & l'or%hographe ordinaire. Celle-ci
n'est donc en moyenne qu'une simple décompression résultant en
l'emploi de trop de lettres, dans un désir de pronongabilité. Sa
redondance serait : 1 - log 4,5/log 26 = 54 %, ce que confirment
les expériences de Shamnon (1951) qui sont indépendantes de nos
raisonnements.

Remarquons que le dédoublement correspond au "principe de
gécurité" des physiologistes : "les fonctions doivent pouvoir se
poursuivre quand la moitié des éléments est détruite". Ce prin-
cipe peut &tre compris de deux fagons :

19) Si les éléments sont les signes du message effectivement
transmis, le dédoublement parfait doit assurer que le messa-
ge reste compréhensible sans erreur dans le cas d'erreurs de
transmission pas trop nombreuses (par ex. code auto-correc-
teur) ou qu'il devienne incompréhensible mais ne risque pas
d'8tre confondu si les erreurs de transmission sont excessi-
ves.

20) Si les €éléments sont les mots du vocabulaire, le dédouble-
ment parfait est tel qu'on puisse transmettre la m8me infor-
mation quand la moitié des sources d'information primitives
a été detruite.

Dans la réalité, une économie de moitié réalisée gréce au
caractdre séquentiel du codage (§ 6.4.3) est suivie d'une expan-
sion uniforme qui double le message codé. Ces deux effets ensem-
ble font que le principe reste satisfait dans ses deux accep-
tions ci-dessus. :



CONCLUSION

Nous venons d'étudier de fagon assez détaillée quel genre
de rble des modéles stratégiques sont susceptibles de Jjouer en
Physique, au sens large, ol ils se juxtaposent, & un niveau plus
élevé d'abstraction, aux moddles mécaniques. Des uns comme des
autres, on peut, avec plus ou moins de difficultés, déduire des
proprietés susceptibles d'&tre vérifiées, et on peut leur appli=-
quer le procédé d'induction physigque.

Toutefois, tant que les précédents pour guider ce genre de
théorie restent peu nombreux, il paraft souhaitable que celle-ci
ne s'avance pas trop en pointe par rapport & 1'expérience. On
peut souhaiter que cette derni®re oriente certaines é&tudes vers
le développement des modeéles tratégiques déja proposés; aprés

" quoi, on pourrait entreprendre d'autres modéles, pour expliquer
des nouveaux faits physiques, au sens large.

s
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