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SUR LES CHAINES A LIAISONS COMPLÈTES LINÉAIRES

G. MIHÔC

I. Soit une suite de variables aléatoires

S,-.. 5„...

chacune pouvant prendre le même ensemble fini de valeurs
Q = {co, , co2 > • • • comH }, que nous allons supposer être des nombres
réels.

On suppose en outre que l'on donne la répartition initiale

Pj = P(£, = U,) , 1 < j < m + 1.

Mors à la variable , correspond le schéma suivant :

l , : (Wj) 1 < j« m + 1.
Pi

Notons avec

Pi"’ = P(^n = U)) i (1 ^ j < m + 1)

les probabilités absolues correspondant à la n-ième variable E,n.

On entend par probabilité absolue la probabilité que £n prenne
la valeur co i lorsqu'on connaît toutes les valeurs prises par les va-
niables précédentes

1 ><: j 4 m + 1

m

( n ) . V* ( n )
Pm+, "I’! P

J = 1
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Par définition la suite de variables aléatoires constitue une chaîne
à liaisons complètes simple si les probabilités p'nM), 1 ^ j ^ m + 1,
correspondant à la (n+l)-ième variable, ont la forme :

p<n*o = <(,<"> [ P]<">, Pj"1’ ■ • • 'P1!*, ] =

m( n ) f p(n >, p(n ), . . . , p(">l = m (n) r p(n)l,
'

i j u 1 2 mJTijL J

U ij 4 m + 1, O4 9<J> 4 1, "£ cp;;} = 1 ,
] = 1

en supposant que la n-ième expérience nous a donné la valeur w..

Les fonctions cp■ "> peuvent être considérées comme les fonc-
tions fondamentales de la chaîne considérée.

Il résulte de la définition que la chaîne est complètement dé-
terminée par les matrices

et par la répartition initiale p; (1 4 j 4 m + 1).

Une chaîne à liaisons complètes est homogène si les fonctions
fondamentales ne dépendent pas de n.

Notons par p|n)(p), (14 i 4 m + 1) la probabilité que la variable
prenne la valeur w, , en supposant que les probabilités des éga-

lités 2;, = Wj soient pj, 1 4 j 4 m + 1.

Nous allons la désigner comme probabilité totale.

La probabilité totale vérifie la relation fonctionnelle

Pi(n + 1)(p) = £ Pj pi<n)[ 9] (P) ] « 1 4 i 4 m . (U
i = i

m

[pi:î,,(p) = i-i p;nt,)(P)^
j=i

Cette équation fonctionnelle, joue le même rôle fondamental
dans l'étude des chaînes à liaisons complètes que l'équation de
Chapman-Smoluchovski pour les chaînes de Markoff.

La définition d'une chaîne à liaisons complètes, simple et
homogène, peut être interprétée aussi de la manière suivante : la
probabilité d'avoir dans la (n + l)-ème expérience les probabilités
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cp..(p(n)), 1 j ^ m + 1, en sachant que les probabilités respectives
de ont été p(jn), H m + 1 est égale à pjn).

Cette interprétation conduit à l'introduction de la chaîne as-

sociée à une chaîne à liaisons complètes, définie par les variables
T] j, qui représentent les vecteurs de probabilités correspondant à
la suite E,n, telle que

1 i < m + i

La suite p n + ) représente une chaîne de Markoff de nature spé-
ciale, dont les propriétés n'ont pas été étudiées systématiquement
jusqu'à présent. Les chaînes à liaisons complètes ont été étudiées
pour la première fois dans les travaux [1], [2].

IL Les chaînes à liaisons complètes s'imposent comme un
instrument d'étude des phénomènes de nature probabiliste dans 1a.
dépendance desquels interviennent aussi leurs probabilités de réali-
sation consécutive.

Supposons qu'à une certaine étape une personne possède une
série des connaissances, ce qui lui permet de donner certaines ré-
ponses justes avec des probabilités connues. Jusqu'à l'étape suivante
la personne est soumise à un processus pour apprendre. Les pro-
habilités qu'elle donne de bonnes réponses dans la nouvelle étape ne
sont évidemment plus les mêmes que dans l'étape précédente, mais
sont certainement des fonctions de celle-ci. Les chaînes à liaisons

complètes nous offrent donc tout naturellement, suivant la nature de
ces fonctions, des modèles stochastiques pour apprendre.

Un exposé systématique de l'application de ces modèles et des
résultats obtenus se trouve dans le livre de R. Bush et F. Mostel-
1er" [3]. On voit, d'après -la nomenclature de ces auteurs, que les
chaînes à liaisons complètes linéaires constituent des schémas pour
de.s réponses contrôlés par le sujet.

Les propriétés d'ergodicité pour les chaînes à liaisons com-
plètes ont été étudiées dans les travaux [1], [4]. Pourtant les va-
leurs des probabilités limites n'ont pas été déterminées. C'est à
cause de cela que dans le "problème de l'apprendre" ces valeurs
limite sont calculées par diverses méthodes d'approximation ou par
de procédés statistiques, comme par exemple la méthode Monte-
Carlo.
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Dans ce travail nous nous proposons d'exposer une méthode
pour trouver les valeurs des limites des probabilités Pfn>(p), pour
n—s'ils existent.

III. Soit

.... ç0. ç,.-...

une chaîne linéaire à liaisons complètes, qui peut prendre les va-
leurs u), , oo 2 ,. . . oomt).

ffl

Notons par p,, p2,. . . pm, pm + 1 = 1 - p, les probabilités que
_ 1=1
ç,n prenne respectivement les valeurs oo,, oo2 ,. . . oom+1, après un che-
min c connu de valeurs prises par les variantes antérieures à £n.

Soit

A = (a ij ) , (i, j = 1,2,... m)

une matrice carrée, dont le déterminant | A | f 0.

Soit de même la matrice

•& =' ( II, j), .(i = 1,2,...m ; j = 1,2,. . . m + 1).

Les nombres a,,

Notons :

Si £n = co| , les probabilités p], p^,. . . pj que £n + ] prenne respective-
ment les valeurs oo,, oo2,... ooffl sont données par la transformation
linéaire

T, : p' = A(p - i, ) + i, ; (i = 1, 2, . . . m)

Dans cette relation on a noté

et sont réels.
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Donc •& représente le vecteur donné par la i-ème colonne de
a.

On suppose qu'on a toujours

0 •< 6 < p'k 4 ô' 4 1 , (k = 1,2,. . . m) (I)

quels que soient

0 4 pK >4 1 , (k = 1, 2, . . . m).

Si cette condition est remplie, les probabilités totales de ces
chaînes ont des valeurs limite, pour n—qui sont indépendantes
de A.

La démonstration peut résulter d'un théorème de T.E. Harris
[5] ou du théorème général énoncé dans [1],

Considérons la transformation :

T : y' = Ty.

Soit X une valeur propre de T, z = (z,, z 2,... zm) un vecteur
propre correspondant à X et z' = (zj, z'2,. . . zj,) son vecteur trans-
formé z' = Xz.

Notons par C l'hypercube défini par les relations :

0 4 p. 4 1 , (i = 1, 2,. . . m).

Si j X| > 1, les itérés du point z f 0, sortent, après un rang
quelconque de C, contrairement à l'hypothèse (I).

On a donc toujours | X | 4 1. Mais on ne peut pas avoir | X | = 1.
En effet si X est une valeur propre sa conjuguée X est aussi une
valeur propre. Dans le plan formé par les vecteurs propres qui
correspondent aux | X| = 1, et | X | = 1, la transformation conserve
faire délimitée dans ce plan par C, ce qui est contraire à l'hypo-
thèse (I).

On a donc toujours :

| X | 4k <1 (2)

Notons par :



234 G. MIHÔC

Qj(u) = P(Çn = 0) i | = u„ S„.2 = U 2, . . . ) (3)

la probabilité que £n = u)|, conditionnée par le fait que les varia-
blés précédentes 2 ,ont pris respectivement les valeurs
u = (u,, u2,. . . ) de l'ensemble u)1,ü)2J...ü)nt + 1.

Considérons deux chemins

u = (u„ u2,. . . ) et v = (v„ v2,. . . ).

On note

(u = v)s

si

et par

£ s = sup [ Q,(u) - Oi(v) ] ,

si

(u = v)s et i={l,2,...m, m + 1} .

T. E. Harris [5] a montré que si

Qi(u) ^ A > 0 (II)
os s m £ k /TTT\

Umc,= °, sn(i--) ■- (mS=0 K =0

il y a une unique chaîne à liaisons complètes stationnaire, dont les
probabilités fondamentales sont données par (3).

On voit facilement que les conditions (II) et (III) sont remplies.

Si u - üjj et

R i = P [Çn-1 = Ü)J | Cn-2 = u 2, £n-3 = U 3, . . . ] (j = 1,2, . . . m)

on obtient Q.(u) par l'application de la transformation Tj aux va-
leurs R (j = l,2,...m). Il en résulte de (I) que

Q|(u) > 6 > 0
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De la relation (1) on déduit l'inégalité

e
r < h kr ,

h étant une constante, qui montre que aussi la condition (III) est sa-
tisfaite.

Notons alors par

Pj = P(^n =W|), (j = 1,2,. ..m + 1)

la valeur constante de la probabilité totale de la chaîne stationnaire .

On a

Pj = /©j(u) dG(u), (j = 1,2,... m),

G(u) étant la fonction de répartition de la variable u = (u,, u 2,. . . )
définie par les égalités

£n-1-Ul> £n-2-U2»*'*> ^ 0 ~ Un* £ - i - Unt ] .

Considérons la fonction caractéristique de la chaîne associée
m

‘i°Uu>
f(t) = J e‘ 1 1 dG(u).

La chaîne étant stationnaire on a :

m m

/
i i

e K=1
LM“> m*1

dG(u) = ^ /
i 2
k= 1 0,(u) dG(u).

i = i

Les moments du premier ordre de cette distribution existent ,

car ils sont respectivement égaux aux probabilités totales de la chaîne
stationnaire.

En dérivant successivement par rapport aux variables
11 (i = 1,2,. . . m) on obtient pour t j = 0, (i = 1,2,. . . m).

m + 1 m m ♦ 1

P» - S P, = I aM (P, - 2 P, 9,, ).
i=t j=l i=l

OU

m ♦ 1

Pk = I Pi ^ik. (k = 1,2,.. . m).
i = 1

Les probabilités Pj , (j = l,2,...m) de la chaîne stationnaire
dépendent pas de A.
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On doit encore remarquer que est le point fixe de la trans-
formation T, et que se trouve dans l'intérieur du C. Par conséquent
les éléments du ■&( peuvent être considérés comme probabilités.

On peut donc énoncer cette propriété : les probabilités tota-
les de la chaîne à liaisons complètes stationnaire, définie par les
transformations T(, sont respectivement égales aux probabilités de
la chaîne de Markoff, simple, stationnaire, dont les probabilités de
passage sont les coordonnées des points fixes des transformations
T, (i = 1, 2,. . . m).

On obtient ainsi une classe de chaînes de variables aléatoires
qui généralisent les chaînes de Markoff. Pour m = 1, ces chaînes
remplissent la condition (a). [3].

III. Passons maintenant au cas général de chaînes à liaisons
complètes linéaires.

Soit :

B' = (t>)k ), (i,j, k = 1,2,... m+1)

une matrice dont les éléments bjk sont des nombres réels, vérifiant
les conditions :

0< b;K < 1 (4)
m + l

£ t>jK = 1 (5)
i = 1

Les probabilités p'fpj, p^,. . . p,J + )) résultent de p(p,, p2,...p„)
par l'application des transformations linéaires :

T| : p' = B'p . (i = 1, 2,. . . m + 1)

Supposons que p' remplisse la condition (I) et que

£ I b]k - b"!1 I < 1 (i, k = 1,2,... m) (IV)
i = i

Dans ces conditions le principe ergodique est satisfait [il. La
probabilité totale P{ (p), (i = l,2,...m) tend, pour n—> œ , vers
une limite indépendante de p.

Pour déterminer cette limite on doit résoudre le système
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P/ "I Pj 9n(P), (i = 1,2,... m),

qui dans le cas de chaînes linéaires peut s'écrire sous une forme
plus simple.

Considérons la matrice

B(p) = (B' p B2p . . . Bfflt'p)

où B p sont aussi de matrices.

B(p) a donc (m + i) lignes et (m + 1) colonnes.

Si nous notons par p' la matrice transposée de p, le système
précédent prend la forme

P = P'B(p ). (6)

D'après la théorie générale exposée dans [ 1 ] le système (6)
a une seule solution acceptable.
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