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SUR LES LOIS DE CERTAINES FONCTIONNELLES ADDITIVES;
APPLICATIONS AUX TEMPS LOCAUX

Paul-André MEYER

Nous indiquons dans ce travail une méthode qui permet, dans
certains cas, de trouver la loi de la variable aléatoire terminale
C. associée & une fonctionnelle additive (C,) , non nécessairement
positive, dont le noyau potentiel U, est connu. Nous donnerons au
Peragraphe 1 quelques formules générales pour le cas continu, et
lous déterminerons explicitement la loi de C, lorsque (C,) est
la différence des temps locaux de deux points a et b. Au paragraphe
L, nous établirons quelques formules analogues pour le cas discret.
Au paragraphe 3 enfin, nous utiliserons le résultat obtenu sur les
t_emps locaux pour redémontrer le théoréme de Boylan sur la con-
linité des temps locaux.

Je remercie vivement R. Getoor pour les remarques qu'il m'a
feites sur la premiére rédaction de ce travail : je lui dois la cor-
rection d'une erreur assez importante au paragraphe 3, et un grand
lombre d'améliorations techniques (telles que 1'utilisation de fonctions
tractéristiques au lieu de transformées de Laplace, qui posaient
les problémes d'intégrabilité assez compliqués).

I Le cas continu

) A. Nous désignerons par (X,) un processus standard (en
&it, nous n'aurons pasdu tout besoin de la quasi-continuité & gauche),
Bar (A,) et (B,) deux fonctionnelles additives positives, continues,
® par A un nombre fixe > 0 . Nous supposerons que les A-
Potentiels des deux fonctionnelles additives

gh- E-[j“ e""tdAt], g = E[fm e-“dBL]

Sont finis, On peut alors définir des noyaux Ui, Uﬁ en posant,
Pour toute fonction borélienne bornée f
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Ui‘f = E-I:jo\ e'anXtdAt ]; U;'f =E* [l: e.ﬁf-foXLdBt:I

Nous désignerons par (C;) la fonctionnelle additive (At‘B;) , par

A A A
gl Vie Hoyau U200

Soit Rj; un temps terminal exponentiel de paramétre A
indépendant des processus ; Ry =t® si A =0 . Nous poserop
pour tout nombre réel u ¢

cAx,u) = EF [exp(iuCnA)]

cMx,.) est donc la fonction caractéristique de la variable aléatoire
Cn;\ . On a évidemment
@
(1) AMx,u) =E* [f expliuC,) Ae-Mdt
o
i AR =l

Nous introduirons aussi le noyau Hz‘ défini, pour toute fonetion
borélienne baernée £ par

(2) HMY = E[f exp(iuCt)e'MfoXtdCt]

Soit (F,) le semi-groupe de transition du processus, et soi
(U") sa résolvante ; on établit aussitdt les relations
lim eMP,cA = ch,  lim eMP.H'Y - HY ,
t=o t=o
puis les relations analogues obtenues en remplagant eMP par
pU‘”A. Il en résulte que les fonctions c? H‘;\f sont presque-boré-
liennes,

Le théoréme suivant est notre résultat principal : il nous per-
mettra dans certains cas de déterminer la fonction caractéristique
A
(efi

THEOREME 1.. La fonction cM.,u) satisfait & 1'équation
(3) T-iuUNA(. ,u) = 1

Si les potentiels gi\ et g;\ sont bornés, cM.,u) est l'unique so-
lution bornée de (3) .

DEMONSTRATION . - Nous établirons (3) en supposant A > 0; le
cas ot A = 0 s'en déduira aisément par un passage a la limite

o
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Considérons les deux processus mesurables et bornés
= CA(Xt,u), W= eh‘exp(-iucf_)fmexp(iqu)AeJSds
t

On vérifie aussitdt, grice a la propriété de Markov forte, que 1l'on
a pour tout temps d'arret T

XTI{T@E =E [yrlg'r]lirmi ..

[oi 1'on désigne comme d'habitude par (@t) la famille de tribus
canonique). On a donc, d'aprés le théoréme VII. 15 de [3]

@ w

E'[ j; e'“xr_dct] = E [_[; e'MytdCt:I

Multiplions par -iu les deux membres. Le premier membre
vaut alors —iuUécA(.,u) ; le second vaut, avec une interversion
dintégrations immédiate
-qu'I:jo‘ exp(—iuct)dc,,_j: exp(iqu)Ae'ASds] =

. ® : -As 5 . . e

E [fu exp(iuCgh e dsj; -iu exp(-luCt)dCt] =

E’ [f;w exp(iuCy )\ es(exp(-iuC,)-1) ds ]

1}

n

O
ela établit (3). Supposons maintenant que la fonction aalgatep)
s0it finie - condition trivialement satisfaite si les potentiels gA et
Eﬁ sont bornés. Soit f wune fonction borélienne bornée, on-
sidérons les deux processus mesurables
Ky T e'“exp(iuCt)Ug‘foXt Sl exp(:'LuC,;)_/':m e'“qusts

Les espérances E[fjxs[ TdCBI] et E[f | ¥l ]dCs|]sontfinies,
o o

d'aprés 1'hypothése qui vient d'@tre faite. D'autre part, on a pour
tout temps d'arret T

*rl frel = E[YTI{T@Q! g.] p.s.

On a done, comme au début de la démonstration
@ L+ 13
qu'[fo xtdC,_:I . qu'[j; ytdC,_]

m
Lepremier membre vaut iuE* [fo e-“eXp(iuCt)Ué‘f-“X:an] :iUHi\UQf'
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L.e second membre vaut

wE | f exp(iuCc)dCJ;meJ“foXstS] E

= g jo' e"\sfoxsdcsf:iuexp(iuC,_)dCt] =

E j;me-“foxs(exp(iucs)_1)dca] =

=108 - (e .

Nous venons donc de prouver la relation
(4) wHYYY = HY - Ut
si f est borélienne bornée, ou encore
(5) (+iuHY (I-iuUMf = £

Onnotera que cette relation est vraie aussi si A =0 , si U:m(g:*E:J
est une fonction finie : la démonstration est encore valable dans ce
cas.

La derniére assertion de 1'énoncé s'établit alors aussitot, ep
appliquant (I+iuHﬁ) aux deux membres de (3) . Il vient que
eM. ,u) = 1+iuHﬁ1 ;

B. Soient a et b deux points distincts de 1'espace d'états
E , tels que les ensembles {a} et {b} ne soient pas semi-polaires,et
soient @} et &) les A-potentiels d'équilibre de f{a} et de {b]
respectivement. Nous supposerons ici que A est > 0 , mais les
calculs s'étendront trés bien au cas ol A =0 , sile noyau potentiel
U° estpropre. Blumenthal et Getoor ont montré (+) que les fonctions
N et @3 sont uniformément A-excessives : ce sont donc les )-
potentiels de deux fonctionnelles additives continues (A,) et (B,).
En particulier, si A =1, (A,) et (B,) sontles temps locaux de a
et b , au sensde Blumenthal et Getoor. Nous désignerons par (Cy),
ou (C:",: si cette précision est nécessaire, la fonctionnelle additive
(A;-B,) . Il est trés facile de calculer le noyau U} : en effet, an
a (d'aprés Blumenthal et Getoor)

UM(x) = fa)edx) ; UME) = f(blorx)
et par conséquent

(6) Upt(x) = f(a)op(x) - £(b)Th(x)
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Nousdésigneronspar S le temps d'entrée dans 1l'ensemble f{a,b},
et nous poserons (les mesures PJx,dy) étant portées par {a,b})

(1) Ph(x,fal ) = pMx), PMx,ib} = phx)

Onaévidemment P;‘Uﬁ = U, BMEh - H} : comme cM. ,u)=1-iu Hl , on
en déduit la relation

(8) AMx,u) = pMx)cMa,u) + phx)t(b,u) + 1-pMx)-p(x)

Cela nous permettra de ramener le calcul de la fonction caracté-

ristique cMx,u) auxcas ol x=a, x =b . Nous adopterons a cet

effet les notations suivantes. Si f est une fonction définie sur E
f(a))

\ f(b)

Uy(x,dy) étant portées par fa,bl , la relation (6) donne

nous noterons < f > le vecteur colonne ( Les mesures

(9) <Uéf> =‘u%<f>
S
en désignant far ‘uﬁ la matrice (2,2) (éﬁ(b) _‘fb(a)) et lare-
lation (I-iuUg)c*(. ,u)=1 nous donne
: A |

Tt iu®’(a) =
10 b =
b (-iu@}(b) G el T s celis

Cette matrice a pour déterminant 1+u?(1-@h(a)@h(b)) . Elleest donc
inversible, Le calcul est immédiat, et donne le résultat suivant.

THEOREME 2 .- Soit Ra  untemps terminal exponentiel deparamgtre
A indépendant des processus, et soit Zy la mesure sur R, loi de
“} variable aléatoire C§;=ARA-BEA pour la mesure initiale Sy e 0n
tésigne par cMx,.) la fonction caractéristique de Z.. On pose

gMb) = 1-n, ah(@) = 1w, nn' - = g2,

1/ ona Mx,.)=phx)ta,.)+phx)ctb,. ) +1-plx)-plx)
1+iun'
R

{11)

A . l-iun
cMb,u) Truzg?
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2/ Laloi Z, est un mélange des lois Z,,Z,.e, dans les pp,.
portions Pp,(x), py(x), 1-p,(x)-p,(x) .

Les lois Z, et Z, ont respectivement pour densités (par rg.
port a la mesure de Lebesgue dt sur R)

zl—g( 1§ = ~;—‘)Y(—t)eg - —zl-é-( 1 +%)Y(’c}e-“_t
(12)

== n et ik 3
= (1 4 g)Y(-t)e“ = g)Y(t)e

(ot Y désigne l'échelon unité de Heaviside).

Cela résulte aussitdt des formules (8) et (10). Nous utiliserens
au paragraphe 3 le corollaire suivant

COROLLAIRE. - Soit R un temps terminal exponentiel de paramptre
1 , indépendant des processus. Soient (Lg) et (L{) les temps Locauy
des potnte: & ' &t D (au sens de [1]), et soit Cfb=L:-LL“.
On a pour tout xeE et tout nombre d > 0

(13) PR ) g ertis
ou g? = 1-q; (b)dl(a) .

En effet, 1'inégalité (13) est vraie pour chacune des lois Z

Z,, €, ; elle est donc vraie pour toute loi Z

8
X

2. Le cas discret

A. Nous désignons maintenant par (X,) un processus de
Markov a4 temps discret, admettant un noyau de transition P . Nous
nous proposons d'abord de mettre en évidence, par un calcul fornel,
quels sont les noyaux qui jouent ici le rdle des noyaux Uy, H, de
la formule (4) (nous n'introduirons pas de temps terminal dans ce
paragraphe). Malheureusement, ces noyaux n'admettent en général
pas d'interprétation en termes de fonctions caractéristiques. Nous
donnerons ensuite des justifications de convergence, et nous traiterons
un cas particulier de maniére plus détaillée.

Soit (C,) wune fonctionnelle additive complexe du processus
@) o doel, . Um0, Gy abEt J,-mesurable pour tout n ,
Chawp = G + Cpb, p. s . pour tout couple (n,p) . Nous dirons que
(Cy) est naturelle si Cn, est Fa-1-mesurable pour tout n 3 1
alors C; est %, -mesurable, et on a donec C,; = giX, [od
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glx) = E*[C,] , espérance qui existe toujours, car C,; est dégénérée
pour la loi P*) ; finalement, si (C,) est naturelle, on a

(1) o= 06 ol T o
Nous poserons
NC= 0, A Gisah -Cof . 3.0 NGy =€ -Coy
(sgeX,., si la fonctionnelle est naturelle), et nous supposerons que

Lol
la fonction E°| ¥ |AG,| est finie. Nous introduirons alors le

o
le noyau U, défini par

2) Upf = E‘[Z foX, .’_\.C,,]
]
si f estmesurablebornée. En particulier, si (C,) est naturelle,

donnée par (1) , on aura Uy(f) = U(g. Pf) , U désignant le noyau
potentiel,

Nous poserons ensuite, v désignant un nombre complexe
E =1, M= (vAC) ... M, = (L-%AC) (1-vACy) .. .. (1-yAC)

[nous écrirons IVI: au lieu de M, si cette précision est néces-
saire). Nous aurons donc, en posant AM, =0, AM, = M,-M,_ ,

(4) AMn = _VNIH-I. l':S(:II

Nousintroduirons alors, sans nous occuper pour l'instant de questions
de convergence, la ''fonction"

(5) el ,v) = E[}'ﬁ (l—vACi):I

¢ le "noyau'" H, défini par

v

(6) HiF E[

® nous allons ''démontrer' les relations

0[43

foX, AM, ] .

(7) (vl ) el il el

(8) (T-vH_ ) (T+vl,] = T
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Pour traiter la premiére, nous remarquerons gue

E'[iﬂm (1 =tAIEy) 15,1]

et par conséquent, comme AC, est & -mesurable

el2e N

<
=}
0
<
1

g E[ ¥ vae, T (1-vac1)]
n=o n+l

Posons vAC; =uy : (I+vU,)e(. ,v) est égal & 1'espérance de

(l—ul) (l—uz) (l-us) .......... i
Sl unN(l=rs) e SRE a0 4+
+ T ((=TN W R Bl g

somme qui est égale & 1 si U(l-u‘) est convergent. Passonsj

la relation (8). Nous avons
Ut = E'[Z foxiaci]
foi

du fait que AC,=0 , et par conséquent

UgfoX, = E[ g 2. ( 5 |§n]

i=n+1

Comme AM, est & -mesurable, on a donc

vt -] ¥ -am ¥ vfﬂXiﬂCIi]

| n=o i=n+1
[ i-1
=E| 2 vhxac, ¥ -aM,
i=1 n=o

=4 b 12‘

X
=1

f°X1-’\C1(V'VMn-1)] =SU A o

D'oul résulte aussitdt la relation (8).

B. Passons aux justifications : supposons que nous ayons pu
trouver une fonctionnelle additive positive (C!) telle que l'on ait
les propriétés suivantes
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lsCpleg hoa)
la fonection E’ [Cl] est finie
(9) la fonction E’ [ ];T (1+ v Cr:)] =licliest finie
la fonction Ugc' est finie ;

des arguments trés simples de convergence absolue permettent
alors de rendre légitimes toutes les interversions de sommations
¢t d'intégrations qui ont conduit aux formules (7) et (8). Nous allons
indiquer maintenant des conditions suffisantes pour que les propriétés
(9) soient satisfaites.

Supposons que (C,) soit la fonctionnelle additive naturelle
(1) , et supposons que le potentiel Ulg| soit borné par une cons-
tante k . Posons |g|=h , et désignons par (C!) la fonction-
nelle additive positive (hoX,+...+hoX ;) . La premiére des con-
ditions (9) est évidemment satisfaite, et nous allons voir que les
autres le sont aussi si |v| est assez petit

Fosons si te[0,1[ %,=-%,, Y,=UhoX, C!{=0
si tell,2[ %,=9,, Y, = UheX,, Cl = heX,

si teln,n+1[ =9, Y, = UhoX,, GC}=hoX,+... +hoX,,

La famille (#,) est alors continue a droite, le processus (Yi)
st un potentiel de la classe (D) , engendré par le processus crois-
sant intégrable naturel (C}) . Comme (W) est’ borne “par ki
linégalité (59.2) du chapitre VII, n° 59 de [3] nous donne

E [C2] s plk

Pour tout entier p. Il en résulte que la fonction E'[exp(wCl)] est

i "
bornée pour tout w < —11< . Par conséquent, si |v| b la fonction

EI:U (1+|v1L\C,{}] , majoréepar E’ [I;T exp(}vl:lcn)], est bornée. 11

fn résulte aussitdt que les conditions (9) sont satisfaites.

C. Nous allons donner maintenant une application des formules
Précédentes. Soient a et b deux points distincts, tels que les
fonctions U, = U(Ifa}) ; Up = U(l{p}) soient finies (et donc bornées
Téspectivement par les nombres U,(a),, U,(b)) . Nous désignerons
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par (NZ) et (N:) les deux fonctionnelles additives naturelje
3 b _
L= IfaE°Xo+"' + Ligh3l o, ]\Jn—Iib_?nXO*’... +I§b}an_]

Soient s et t deux nombres complexes de module g 1

con-
sidérons la fonctionnelle

Ca' = (L-8)Nj + (1-t)N]

On a alors

e s X,y Fa
s e B S e e e 6
t tadhia %y 2 B

n
de sorte que la fonctionnelle multiplicative M, = [T (1-AC") s
¥ 1=1
égale & s 't ". La fonction

a b
(10) e(., s,t) =E'[M,]) = E[s"™t"®)

est donc la fonction génératrice de la variable aléatoire (N, N:).

La démonstration de la formule (7) est trés facile & justifier dans
ce cas, et la formule g'écrit

(11) {1+ cht)c(. o sl
I1 est facile d'autre part de calculer le noyau chr.
(12) chtf = (1-s)Pf(a)U,(. ) + (1-t)PEBIU,(. ) .

I1 résulte alors aussitdt de (11) que «c(.,s,t) estdela
forme 1-U,. f , soit de la forme 1-mU,(. )-nU.,(.) d'aprés (12).
€
Dans ces conditions, la relation (11) s'écrit

1= 1-mU,(. )-nU,(. ) + (1-8)U,(. )[1-m(U, (a)-1)-nT, (a)]
* (1-)U,(.) [ -m Uy (b)-n(Uyb)-1)

D'oll les deux équations pour m et n , obtenues en annulant les
coefficlents de U (.) et UL.)
-m +(1-s)[1-m(U,(a)-1)-nU,(a)] = 0

(13) - n +(1-1) [1-n(TUp(b) - 1)-mU, (b)) =

I
(=]

L |

v

= ;.

o
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Plutdt que de calculer directement m et n , introduisons
les deux fonctions génératrices

X(s,t) = c(a,s,t) = 1-mUy(a)-nU,(a)

o Y(s,1) = c(b, s,t) = 1-mU,(b)-nU, (b)

Comme 2 la fin du paragraphe 1, c(x,s,t) sera un mélange
de X,Y,1 dans les proportions p,(x), p,(x), 1-pu(x)-p,(x) . Les
équations (13) s'écrivent, compte tenu de (14)

"

-m+(l-s)B+tm]}=0 , dod X

B

l1-8

(15)

-n+(1-t)[¥Y+n)] e e

t
1-t

Posons maintenant U,(a) = A, Uy(b) =p, Ua(b) =v, TH(a)s=tv 1

s

Eﬁ S, 1‘%1;: T . Les équations (13) s'écrivent
m{S+h) + nv! =1
mv + n(T+u) =1

d'ol 1'on tire aussitdt m,n , puis X,Y (on notera que Ap -vv'> 0)

X = S(T+u-v') ™ T(S+A-V)
(16) (SHA)(T+R)-ww' ™ ° (S+A) (T+u)-vy!
Nous donnons ces expressions & titre de curiosité : onne

Voit vraiment pas & quoi elles pourraient servir.

} La continuité des temps locaux

A. Nous allons revenir aux notations de la fin du paragraphe
l, et donner une nouvelle démonstration du théoréme de Boylan
sur la continuité des temps locaux. Nous commencerons a cet effet
par établir un lemme, qui nous permettra de beaucoup simplifier
les calculs.

R désignera toujours un temps terminal de parametre 1,
adjoint aux processus de la maniére habituelle : Q@ étant l'espace
e base des processus, on forme un espace probabilisé produit
920 x R,, muni des tribus &, x B, =9, (ot @, désigne latribu
sur R, engendrée par les boréliens de [0,t]), des mesures
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P'»=P"x e (o € estuneloi exponentielle de parameétrei sur R |
Si w'=(w,t)eQ' , on pose -

(1) R(w"y 55t
et, par abus de langage
(2) X, (') = X, (w), Li(w') = Liw), Lg(w') =L (w)

ot (LY et (L)) sont les temps locaux de a et de b res.
pectivement. Nous poserons C2* = L:-LZ.

LEMME, - Soit d un nombre > 0 . Il existe une constante A>(
telle que l'on ait, pour toute loi initiale P

a b d
(3) Pisup |LE-LY| 3 d+(nvn")} < AEXP(~2—g)

oLt<Rh

DEMONSTRATION. - Considérons le processus (H,) ainsi défip
sur !

b
(4) He = (CF + ®0oX, - %X o)ljuey) * Ca Tyoa)
Ce processus est une version continue & droite de la martingale

(E'[CR%!1) . Posons

—.i =L ab
e Bannar i

On a, d'aprés les inégalités bien connues de Doob
E'[H"] (ﬁ)ﬂ E[V?) si p> 1 (lecoefficient est <4 si P22

E'[H]

A

k + kE'[VLog'V] (avec k = e/(e-1))

Mais nous connaissons la loi de |C“| d'aprés le théoréme
2 @ c'est un mélange d'une masse unité & l'origine, et d'une loi
exponentielle de parameétre é ; la loi de V est donc un mélange
d'une masse unité a l'origine, et d'une loi exponentielle de para-

metre % . On a donc
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E'[V"] < p'2® E'[VLog'V] < +&
Il en résulte aussitdt qu'il existe une constante A telle que
E'[exp(H)] g A
¢t par conséquent, d'apres l'inégalité de Tchebychev

RL >—§ < A exp( ng)

ou encore

) P'isup |C™+00X, -8, | 2 d} cAexp(- =) .
agt<R g

Mais la fonction L‘I’;-@u atteint son maximum sur 1'ensemble
la,b} ; ce maximum est donc égal 4 mnvn' , et 1'inégalité (3) en
résulte, Nous en tirerons d'abord une conséquence immédiate

COROLLAIRE. - Soit a un point de l'espace d'états E. Sup-
Posons que l'on ait

lim ®&;(b) =1 ; lim ®i(a)=

b—>a b—>a

Soit N un nombre > 0 . La variable aléatoire sup \L’:-Lfl
oSt
Sur Q tend alors en probabilité vers 0 lorsque b— & =
DEMONSTRATION. - Soit € un nombre >0 . Posons d=g¢g/2 ,
thoisissons un voisinage V de a, tel que beV entraine nvn'

<ef2 . Si beV , l'ensemble
K'={we@': sup |L W)-L W")|>e}
t<R(m)

st contenu dans 1'ensemble

fw'eQ! : su |L:(w')-L:(w')1> d+(nvmn ')}

téR @)

dont 15 probabilité est au plus Aexp(—z%) d'aprés le lemme .

ChOiSissons un voisinage W de a , contenu dans V, assez
Petit pour que cette quantité soit majorée par ee-N si beW
Démgﬂons alors par K le sous-ensemble suivant de @

K={weQ : sup |L@w)-Liw)> €} ;
T.§N



308 P.-A. MEYER

Le sous-ensemble Kx ([N,w[) de Q' estcontenu dang K
et on a done, toujours si beW '

PHE) e S UPUHICE) < Bie =N

qui est le résultat désiré.

B. Nous passons maintenant au théoréme de Boylan, Oppe.
marquera qu'il y a une différence apparente entre les hypothéges
ci-dessous et celles de Boylan, puisque nous utilisons les fonetiong
®, , tandis que Boylan utilise les densités des noyaux potentigl
par rapport a une mesure de base, L'équivalence des deux poing
de vue est traitée dans l'article [1]. Voici donc 1'hypothése g
Boylan

h est une fonction définie sur R, , croissante, nulle § 1'opi.
gine, telle que

(6) Z n V'h(E e '+

n

Pour tout entier M > 0 , il existe une constante K  telle
qu'on ait, pour tout couple (a,b) d'éléments de l'intervalle [-M, M

(7) 1-@)(b) ¢ Kh(|b-a|) (et donc aussi 1-@}(a) ¢ Kh(b-a|)) .

On a alors le théoréme suivant

THEOREME 3 (Boylan). - Il estpossible de choisir les temps!locauy
]_,“t de telle sorte que l'application (a,t)— L‘t‘(m) soit p.s. con-
tinue.

DEMONSTRATION. - Soit N un nombre—> 0 , etsoit Dlen
semble des rationnels dyadiques de l'intervalle [-M,+MI[ . Con-
sidérons l'application de D dans € ([0,N]) qui associed acD I
fonction continue t' ——>L{(w) . Le théordme sera établi si nous
prouvons la propriété suivante

Pour P"-presque tout weQ , l'application précédente est uni-
formément continue sur D ,

En effet, cette application sera alors prolongeable en une ap-
plication uniformément continue de [-M,M] dans &([0,N]), qu
définira évidemment une fonction continue des deux variables (a,t)
sur [-M,M]x [0,N], etqui coincidera p.s. avec le temps local,
pour chaque a, en vertu du corollaire précédent. Il restera ensuite
d faire tendre N et’' M  vers 1l'infini.
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Comme dans la démonstration du corollaire, nous travaillerons
gir &' sau Jeusdes . R, en remplacant l'intervalle: [0,N]- par
[0,RWw')] . Nous laisserons au lecteur le soin d'en déduire le ré-
sultat souligné.

Soit A un nombre > 0, qui sera choisi plus loin. Nous
poserons d, = AnY h(2™) ; l'hypothése faite sur h entraine que
la série E dy est convergente. Touteslesvaleursde n considérées

n

dans la suite de la démonstration seront supposées assez grandes
pour que d, > Kh(277)

Soient a et b deux éléments de D de la forme i2°" |
it1)2" . Onaalors n=1-®l(b) <Kh(2°"), n'=1-3)(a) < Kh(27") ,

g=Vn +n'mn'< CVYh(2™®), od C=V2K . Comme d, 3 Kh(2™) , on
a d,+ (Mvn') < 2d, , et par conséquent, d'aprés (3)

d
(8 ol (¢ L35 e -é—g
) Piw :  sup Ly (')-Li Y] 2 2d,} £ Ae ZEgAe2C
o<t<R(w@"
Posons maintenant
-0 i -n
‘:9) ®n = Pli_Mzniuﬁ M2 o Fp ILitz _L(i L I ; 2dn E

On a d'aprés les majorations précédentes, le nombre des
tntiers i en question étant 2M2"

®, < 2AM2"exp|( - 7;—2 )

Aingil, i liop cholalty, o, e Cliog 2 o loyserie . D est

n
“nveréente. Nous supposerons désormais que A a été choisi de
tette facon,

Il ne reste plus maintenant qu'a appliquer la méthode bien
tonnue que 1'on doit & Paul Lévy : la série % ©, étant convergente,
n

l¢ lemme de Borel-Cantelli entrafne que la propriété suivante est
fatisfaite pour presque tout w'es Q'

Il existe un entier VvV tel que l'on ait pour tout n 2 v et
fout i tel que -M2"¢< i ¢ M2"

< =N -n
sup  |L{% @)-L&Y* (w)| g 24, .
o<tR (@)
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Pu
Mais ceci entraine la continuité uniforme désirée. Ry effet
golent. m . un'fentier 2 Suaiiett b deux . élémenis fde ') tel
que &lla=blichia A L BEerivend
-m-1 -m-2
ais g tipad + p,2 S 2 J
b = be+ q 27! + (:122""'2 g
oh les p; et les q; valent 0 ou 1, et ol a, et h, sont P
deux points de la m-iéme subdivision dyadique, contigus on ¢qp.
fondus. On a alors
a b b
sup |L:-L:| < sup IL‘:-Lat"\ + sup |Lt°-Lt"| + sup IL;’-L" |
t<s T otgs t<s t<s t
o @
g2 24, +2d, +7, 2d, .
~ m m
La série E d, étant convergente, ceci est arbitrairement petit dag
que m est assez grand, et le théoréme est établi.
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