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INTRODUCTION

L'objet du présent travail est la définition et I'étude de certaines
familles de morphismes, que nous appelons "morphismes rationnels et al-
gébriques™ d'une catégorie. Il s'agit de généraliser la notion de série for-
melle définie par un systeme d'équations linéaires (resp. algébriques) a
une classe de structures algébriques assez vaste et d'y étendre, a 1'aide
d'hypothéses convenables, certains calculs et résultats du cas "modele"
qui est celui des algébres associatives (non nécessairement commutatives)
sur un anneau unitaire (que pour simplifier nous considérerons toujours
commutatif et de caractéristique O (ef [ $1])) : cesont essentiellement
les résultats dus a M. P. SCHUTZENBERGER ( [SCHUTZENBERGER,
1962 et 1963] ), généralisation au cas non commutatif d'un théoréme du a

R. Jungen (cf. [§4]).

Le cadre le mieux adapté a 1'étude dans cette optique des structu-
res algébriques est celui des "types d'algébres (discrétes) a une dimen-
sion sur I-termes de base (cf [ BENABOU 1964 et 1966 ! (le cas particu-
lierou I =11} a été étudié par LAWVERE). Les algébres d'un type w
donné dans une catégorie € avec produits (le cas usuel étant celui de la
catégorie des ensembles) sont les foncteurs du type m dans e qui com-
mutent avec les produits. Les types eux-mémes étant des catégories avec
produits on peut définir dans ce cadre des structures algébriques sur les
objets de w (qui sont des algébres de w sur un autre type). Nous consi-
dérons ainsiun type T donné sur les termes | de base et sur chaque objet-
base (i.e. élément de l'ensemble I) une structure de A-module unitaire
d'anneau A donné. Les ensembles de morphismes Hom (u,1) ou p est un
objet de T et 1 unobjet-base sontainsi "fonctoriellement” des A-modules,
ce qui signifie que ces structures de A-modules se comportent convenable-
ment parrapport a la composition des morphismes. Dans un tel contexte on
sait "additionner"” des morphismes, les multiplier par des scalaires. Nous
disposerons d'une notion de "polynome” ou de "série formelle” si on peut
graduer de maniére convenable les ensembles Hom.n_(u ,1). Ceci nous amé-
ne a la notion de type d'A-algebres (resp. type d'A-algébres complétes (cf
[$1]) a une dimension sur [ . Compte tenu de 1'équivalence (en un cer-
tain sens) des notions de types d'algébres (sur un terme) et de "composi-
teur” ([LAZARD 1955]) cette notion généralise celle d' "Analyseur" qui

en est le cas particulier si I a un élément.

La catégorie des types d' A-algébres (A variable) est munie d'un
foncteur "anneau de base" dans la catégorie des anneaux. Cette catégorie
est fibrée et cofibrée surles anneaux. Cette propriété "caractérise les gra-
duations" et permet une autre définition des types d'A-algébres,mieux adap-
tée a la généralisation a d'autres structures [ BENABOU 1966 a] mais qui
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n'est pas développée dans ce travail ou nous faisons un usage explicite
des graduations.

Le [§0] est consacré a des préliminaires. Dans le [$11 nous
démontrons un "théoréme des fonctions implicites " destiné aassurer 1'exis-
tence des solutions des "systemes d'équations en séries formelles™. Le
[$2] met en place le mécanisme de calcul conduisant aux théorémes des
[$3 et 4]. Il s'agit de formuler des conditions d'associativité valables
pour des familles d'opérations. Ce sont les associations cohérentes, cas
particulier "partout défini" et "ensembliste” du cas étudié dans [BENABOU
1966 ]. Les plus utiles semblent étre les "associations standard". Nous
ignorons s'il existe des associations cohérentes non standard. Les [$5
et 6| traitent respectivement des grammaires génératives et des automa-
tes finis. Compte tenu des hypothéses faites les définitions et résultats
usuels s'étendent sans difficulté. Enfin le dernier paragraphe esquisse di-
verses directions de recherche dont certaines ont été entreprises mais qui
ne sont pas suffisamment avancées pour donner lieu a plus de développe-
ments. [l s'agit essentiellement de deux directions différentes ; d'une part
I'étude plus poussée, catégorique, des types d'A-algebres. D'autre part
dans 1'étude des morphismes "algébriques™ il sera sans doute nécessaire
d'abandonner certaines hypothéses trop restrictives pour assurer a la
théorie suffisamment de souplesse dans les applications : passage au non-
partout défini, cas n-aire, a des ensembles infinis d'opérations, abandon
des hypothéses d'associativité "ensemblistes” (i.e par égalité d'expres-
sions) pour développer la notion de transformation (ou récaténation). C'est
a ce prix, pensons-nous, que pourrait s'édifier une théorie convenable de
la syntaxe (sous ses deux aspects de grammaires génératives et de trans-
formations) dans la catégorie S I G (plus exactement les algebres dutype
SE G ou SE G-oides) [BENZECRI 1964] qui était le point de départ

de ces recherches.

Je ne voudrais pas terminer cette présentation sans remercier Mon-
sieur BENZECRI qui a dirigé, orienté ce travail et dont les conseils fré-
quents et la patience inlassable m'ont permis de mener a bien ces recher-
ches.

J'exprime ma gratitude a Monsieur le Professeur DUGUE qui a bien
voulu faire parti du jury auquel cette thése est soumise.

L'aide de Jean BENABOU m'a été indispensable pour la présenta-
tion des problémes posés dans un cadre catégorique. Je le remerciede
m'avoir fourni les outils qui rendent ce travail (un peu) plus lisible. Je re-
mercie enfin Mademoiselle CHERIAUX pour la conscience avec laquelle
elle s'est acquittée de la tache rébarbative de frappe du manuscrit ; toutes
les qualités de la présentation sont a son crédit ; les erreurs, s'il y en a
sont dues a ma négligence.
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0. PRELIMINAIRES

Dans ce paragraphe, nous rappelons le plus succinctement possi-
ble, les principales notions et notations qui nous seront utiles par la sui-
te. Pour toutes les démonstrations, pour toutes les définitions et résultats
que nous ne rappelons pas, nous renvoyons, sauf s'ils appartiennentau
domaine courant, au moment utile, a la bibliographie ([p. 951).

Nous commengons par les types d'algebres a une dimension sur |-
termes de base et les catégories Alg(m,(C), ot m estun type et € une

catégorie admettant des produits finis [ BENABOU 1966 chap. 0].

Nous donnons ensuite quelques développements sur les magmas

[BENABOU 1966 App ] .

Au numéro 3, nous rappelons la définition de la catégorie SE G
des "peignes" [ BENZECRI ]. Nous la présentons comme type.

Les résultats "classiques"” sur les langages (du point de vue des
"grammaires" et du point de vue des "séries formelles" (références prin-
cipales : [CHOMSKY MILLER 1963, SCHUTZENBERGER 1962, FRIANT
1966 1) ainsi que sur les automates finis ([ JAULIN 1963]) terminent ce
paragraphe, dont la longueur est due au caractére hybride du sujet, et va-
rié des sources.

1. Types d'algebres
1.1. Notations, conventions

1.1.1. — Si I est unensemble, M désignera le monoide libre uni-
taire sur | .Si n estunentier, | n | sera l'ensemble totalement ordonné
L e nl 0L eat 0 .60 M, ...H  estunmot, il peut étre considéré
comme une application i-u, de Jn@)l->I,n @) =n= [y, étant la
longueur du mot p , que nous écrirons p = Moo My ek By el .

1.1.2. — Soit C une catégorie admettant des produits finis ; (1),
1<i<n, une famille finie d'objets de € ; u =[] u, un objetproduit
des u, dans la catégorie C . Nous noterons [[1 ~ la projection canoni-
que des 1" sur son i#% facteur 1 .




1.3.3. — Seient I, 1 = op,.,v= I'} Vi 1<j<m, des objets de
C . Nous distinguerons, par I'emploi des notations suivantes, les deux no-
tions habituellement rencontrées de <<morphisme produit>> si fylgicn;
est une famille de morphismes 1 - M, respectivement nous écrirons
(€,,...f, .., ) le morphisme canonique de 1 > u qui résulte de

la propriété universelle du produit.

Si g, v, -»u, est, pour tout i, un morphisme, on définit unmorphisme

v >y, en composant g et la projection canonique ﬂ Ul . On en déduit

donc un mor hisme v-u quin'est autre que (g, o ﬂ o sl
p q etk g,

g, o ﬂ ") . Nous le noterons parfois g X ... X g .Xg

1.2. Types et algébres

1.2.1. — Un type d’algébres a une dimension sur l-termes de base

(ou I-type) est une catégorie ™ dontl'ensemble des objets est le monoide
libre de base I et telle que tout p e M, p = =R o B s 0, - CSE RG] d€
fleches canoniques I u , dites projections canoniques, qui en font, dans
, le produit des objets NPT R
1.2.2. —Si m et 7' sont deux I-types, un morphisme de m dans

m' est un foncteur de 1 dans w' dont la restriction aux objets est 'ap-

plication identique de M , et qui commute avec les projections canoniques.

1.2.3. — Soit m un I-type et € une catégorie a produits finis.
Une algébre de type m (ou mw-algébre) de (¢ est un foncteur A - C
qui commute avec les produits finis. Si A et A' sont deux m-algébres,
un morphisme de A dans A' est une transformation naturelle.

1.2.4. — On note typ (I) la catégorie des I-types, Alg(m, C) la
catégorie des m-algébres de C .

1.2.5. — THEOREME. — Pour tout ensemble 1, il existe un type
M(I) sur M X1 termes tel que les catégories Typl et Alg(M(I), Ens)
sont équivalentes.

COROLLAIRE. — La catégorie typ(1) des I-types admet des limites in-
ductives et projectives.

A O= 0 N

"

e T = =

e e DN ] e



2. Magmas

2.1. Un magma est un triple (Q, X, ), ou Q et X sontdesensembles
et @ une application de Q dans l'ensemble des lois de composition bi-
naires sur X, Hom(X X X, X). Si ae¢Q ; x, y ¢ X, nousnotens axy le
composé de x et de y pour la loi w(a). Nous dirons que X estun
Q-magma, et que Q2 opere sur X .

2.2. Bimorphismes.

Soient M = (Q, X, w) ; M'=(Q'", X', @) deux magmas. Un bi-
morphisme de M vers M' est uncouple (7, s Q@ Xk d'ap-

plications telles que I'on ait
Claxy)=T1@Cx)C (¥), pour tous x, ye X ; x e Q

compte tenu de la convention de notation faite en [2.1]) .

2.3. La catégorie des Q-magmas,

Les objets sont les Q-magmas, les morphismes sont les applica-
tions € X - X' telles que le couple (id (Q), () soit un bimorphisme, la
composition des morphismes est la composition des applications. On note
Mag (Q) cette catégorie. Un foncteur d'oubli évident associe a
M=, X, w, l'ensemble X, au morphisme (id (Q), C) du magma M
dans le magma M' = (@, X',«'), l'application € X » X'. C'est donc un
foncteur Mag (Q) - Ens , catégorie des ensembles.

2.4. Magmas libres.

Le foncteur d'oubli 0 Mag (Q) > Ens , défini en [2.3] admet un
adjoint a gauche A : Q étant fixe, X un ensemble, on définit ainsi le

Q-magma libre sur X, A(X) (pour A(Q, X)) .

On sait que le Q-magma libre sur X peut étre ainsi décrit :  soit
L(X U Q) lemonoide libre engendré par la réunion disjointe de X et de
Q . L'ensemble X sous-jacent au Q-magma libre A (X) sur X

(i.e 0(A(X))=3) est le plus petit sous-ensemble de L(XU Q) conte-
nant les éléments de X ettel que 0, T¢Z, a0 eQR=>x0Te2 .

(On remarquera que < n'estpas une partie réguliere [voir plus loin n° 61
de L(XVU Q) mais un sous-ensemble CF : [cf. par exemple [JAULIN
1963 p. 12 1) .
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Q opere sur 2 en posant T(x)= a (et Q étant supposé canoniquement
plongé dans L(X U Q). Nousdirons que A est l'ensemble des variables,
Q est l'ensemble des opérations, Z est l'ensemble des expressions du
Q-magma A (X). Toute expressions'écrit de maniere unique sous la forme

BT 1, T 2, & e,

2.5. Structure des expressions.

Toute expression o ¢ X s'identifie a un triple (@ (0), & (0),%(0));
x (0) estle mot de L(X) (monoide libre sur X), obtenu en "supprimant”
les opérations dans |'écriture de o(considérée comme mot de L(X U Q)) ;
&(Q) est le mot de L(Q) obtenu en supprimant les variables. Enfin fi(o),
le parenthésage de o , indique les positions respectives des symboles de
variables et d'opérations dans o . fi(c) estunentier non associatif, c'est-
a-dire un élément de l'ensemble des expressions du magma libre a une opé-
ration et une variable (i.e @ et X sontdes ensembles réduits a un seul
élément).

L'ensemble N des entiers non associatifs (en notant ainsi aussi bien le
magma que l'ensemble sous-jacent de ses expressions) s'identifie a 1'en-
semble des suites finies d'entiers (éventuellement la suite vide)

(U', Sy Bo atves vn), telles que, pour k=1, ..., n -1 on ait

A el L ol B v, toetv_=n-1

Il existe aussi une bijection de N sur I'ensemble des suites croissantes
..., s_) d'entiers telles que
n

g. 2n-1L, kgs cn-1 si'k=1 .aon+}

n k

(s,) représente intuitivement le nombre de parenthéses ouvertes jusqu'a

la k& occurence de la variable, alors que v, représente le nombre de

k
parenthéses que 1'on ouvre avant cette occurence).

3. Letype SEG

SEG est un type d'algebres, dont l'ensemble des objets est en
correspondance bijective avec L (N). Unobjet est dit: simplexe segmen-
té. Un objet de la base (assimilé a un entier) est dit un peigne.

Les morphismes, ou correspondances simpliciales s'obtiennent par compo-
sition de trois types fondamentaux de morphismes.




i

1° Les liaisons, en correspondance bijective avec les applications
croissantes de |n]- Im]l

2° Les projections canoniques d'un produit sur ses facteurs

3° Les imbrications binaires, qui sont des morphismes du mot n,
m de L(N) dans l'objet n + m de SEG. (pourla définition précise, et
des exemples voir [BENZECRI op. cit. ]).

Une concaténation est le composé d'une liaison et d'une imbrication. Nous
appellerons échelle une SEG-algebre de la catégorie des ensemble échel-
le d'un monoide, une algebre sur SEG dans la catégorie des monoides,

conformément aux définitions de [BENZECRI op. cit. ¢III1.

On notera que pour toute échelle S de Ens, I'objet S(1) est canonique-
ment muni d'une structure de monoide.

Rappelons enfin [BENABOU op. cit. et BENZECRI op. cit.] que le pro-
bléme universel suivant, dont la solution est /'"échelle libre sur |'alphabet
gradué A, admet une solution

A=1{A_} ou A_ est un ensemble. Il s'agit de construire
n €

une échelle S(A) et une application ®(A) telle que A_ soit envoyé
dans S(A) (n) de maniére universelle.

Toute échelle peut étre définie par générateurs et relations.

4. Théoremes de Kleene et de R. Jungen -Schitzenberger.

X étant un ensemble, L (X) le monoide libre sur X, A un anneau
(commutatif unitaire pour simplifier) A [[X 1] l'algébre des séries formel-
les u=2Za, te 8. ¢A fe L(X). Les éléments rationnels de A [[X]]
sont ceux du plus petit sous-ensemble soit R, de A [[X]] qui contient
les variables, qui est un sous-anneau (et méme une sous-algébre) et qui
est stable pour l'opération *, quasi inversion

u*=u + we* dong' w* =-F 2"
n>0
On a alors le théoréeme (Kleene).
THEOREME 4.1. — Une série formelle sans terme constant est rationnelle

si et seulement s'il existe un entier N 3 2 unhbomomorphisme pde L (X)
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dans le monoide multiplicatifdes matrices (N, N) a coefficients dans A,
telles que

A= uf"N Canlacale ()

Les séries formelles algébrigues de A [[X]] sontles séries solutions des
systemes algébriques, par la méthodes des "approximations successives”,
On sait que tout systéme propre admet une solution unique ([SCHUTZEN-
BERGER 1962, p. 886]).

On appelle produit hadamarien de deux séries a, b
la séric a ¢ b=3a b f

spasme bbeEht

On a alors le théoréme suivant, du a M.P. Schiitzenberger.

THEOREME 4.2. — Si a est algébrique et b rationnelle le produit a o b
est algébrique. En outre, si a est rationnelle a e b est rationnelle.

Rappelons pour terminer que le supportd'une série formelle a = Za, f est
I'ensemble des f de L(X) tels que a; # 0. Toute série formelle définit
ainsi une partie de L(X). Sionseborne auxséries formelles a coefficients
positifs (A = Z) on établit une correspondance entre parties de L (X)
et séries : les opérations + et lamultiplicationdans A[[X]] s'interpre-
tent comme réunion et produit dans p(L(X)). aeb a pour supportl'in-
tersection des supports de a et de b . Les parties correspondant aux
séries rationnelles sont les parties réguliéres et les séries algébriques
ont pour support les parties "context-free”. On obtient ainsi une forme voi-
sine de la forme traditionnelle du théoréme de Kleene et le résultat "clas-
sique” sur l'intersection d'un langage context-free et d'un langage régulier

[ cf. par exemple GINSBURG - RICE ] .

5. Grammaires de constituants.

La thése de J. Friant, [FRIANT 1966 ] représentant le premier ex-
posé complet des questions relatives aux langages CS en frangais, nous
adoptons la terminologie de ce travail auquel nous renvoyons. Nous ajou-
tons seulement quelques définitions et résultats relatifs aux grammaires
réguliéres ou linéaires d'un c6té, qui ne sont pas étudiées par Friant.

Les grammaires réguliéres (a droite) sont celles ou toutes les régles de
production sont de la forme a > fp ou fe¢L(T) et od o et B sont des
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symboles non-terminaux. On sait que les langages définis par les gram-
maires régulieres (a droite et a gauche) sont exactement les parties régu-

lieres [4] du monoide libre 1.(X)

[.'ensemble des langages réguliers (i.e. définis par les grammaires régu-
gag g p & g
lieres) est stable par réunion, produit, * (opération correspondant a la
P s s P
quasi-inversion des séries formelles), intersection et complémentation.

Terminons ce numéro en rappelant la définition des grammaires lLinéaires

[cf. par exemple SCHUTZENBERGER - CHOMSKY 631 : les regles de pro-
duction sont des régles o - fp ou a » B f. Il existe des langages
linéaires non réguliers.

6. Automates finis.

6.1. Automate de Mealey,

Un automate de Mealey est défini par trois ensembles U (états)
X (entrées) N (sorties) et deux applications t (transfert) s (sortie) se-
lon le schéma

U

U XX

e
N

e monoide L(X) opére sur U d'une maniére naturelle en prolongeant t
par sdag b= tltlaex) o f) felL(X), x ¢ X, parrécurrence sur
la longueur de {, s se prolonge en une application de U X L(X) » L (N)
en posant s(a, xf) = S(a, x) S(t(a, x), f) si S(t(a, x), ) est défini,

6.2. Applications séquentielles,

Une application séquentielle f de L(X) » L(N) satisfait aux
deux conditions

(a) f(p) a méme longueur que p, pour tout p ¢ L(X)

(h) f(pq) - f(P) r(;l. q)
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Pour toute application séquentielle f, ilexiste un automate U, X, N, s, t

et un état a ¢ U tel que, si p ¢ L(X) f(p) = S(a, p) .

6.3. Relations d'équivalences représentables.

On dit qu'une relation d'équivalence est représentable dans L(X)
si l'ensemble quotient est fini. Toute relation représentable E est asso-
ciée a l'état a d'un automate a nombre fini d'états et réciproquement,
i.e. pE q sietseulement si S(a, p) = S(a, q).

THEOREME 6,3.1. (Rabin - Scott), — Pour qu'une relation d'équivalence
L sur un monoide_libre L(X) soit représentable, il fautet il suffit que L
soit moins fine qu'une congruence (i.e. compatible a gauche et a droite
avec la loi de monoide) K (finie.

6.4. Parties réguliéres.

Une partie réguliére d'un monoide libre L.(X) est une classe d'é-
quivalence d'une représentation représentable. On peut prouver

PROPOSITION 6.4.1. — Pour qu'une partie L. CL(X) soit réguliére il
faut et il suffit qu'il existe un monoide fini ¥ et un morphisme fL(X) > F
tel gue L. =E" HLY.

6.5. Langages des automates,

Soit UXX -4 U un automate sans sortie, alld Upn @l -le
langage de 1'automate par rapport a I'état initial a_ et aux états finaux
de V est l'ensemble des mots de L(X), p tels que t(ao, p) eV . Les
langages définis par les automates finis sont des parties réguliéres, et ré-
ciproquement. Ils coincident également avec les langages définis par les
grammaires réguliéres ([n® 5]) .

- ~A. ™ "1 ™~

rn



11

1. TYPES d'A-ALGEBRES COMPLETES
A UNE DIMENSION

Dans ce paragraphe, on définit les types d’A-algébres, puis les
types d'A-algébres complétes a une dimension. Ce sont des types d'alge-
bre au sens de [0.1.2] dans lesquels on peut faire des "calculs de mor-
phismes". Grace a la notion de degré d'un morphisme ([1.1]) onraisonne
sur des "polynomes de morphismes” (resp. "séries formelles™) outre les -
définitions et propriétés élémentaires,on démontre un "Théoréme des fonc-
tions implicites" ([4,3]), qui joue unrdle essentiel dans les applications.

Ces derniers numéros introduisent différentes notions (p-types as-
sociés a un type, lois de groupes, morphismes multilinéaires et pseudo
multilinéaires) qui seront utilisées plus tard.

1. Types d'A-Algebres a une dimension.

1.0. Dans ce paragraphe, A est un anneau commutatif intégre, de carac-
téristique 0, et tous les A-modules considérés sont sans torsion ([1.3]).

1.1. Soit T un type d'algebres a une dimension sur I-termes, ou I-type
([0-1.2.1]). Si p est un mot de longueur n du monoide libre M sur I,
1 ¢ l, supposons Homn(p, 1) muni d'une structure de A-module, gradué
par N® . Si f est un morphisme u - 1, f* unecomposante homogéne

de flae N*;a= (oc1 38NNl Yok oM est le Mdeped a0 & en Y,
L
par rapport a 1, |a| = X « estle degré total de fC. SireN est
i=1
n
un entier, IZ‘ f% est la composante homogéne de degré total r de f.
ol =z

Nous la notons {' : ainsi f° estlacomposantehomogeéne de degré (total)
0 du morphisme f .

Si f, geHom(u,1), fm g (r) signifie que, pour tout aeN" tel que
|a| < r, les composantes homogénesdedegré o de f et de g sont éga-
les : nous dirons que { et g coincident jusqu'a l'ordre r

Soit ge Hom (v,p) (ve M |v| =m;g= (g ,.ccr Bysoems BEY

si g, est homogeéne pour tout i, 1<ign, le degré de g est la matrice
carrée d'entiers @ n lignes et n colonnes B = (), ou B, est le de-



gré en v, de g parrapporta p, 1< j<m. Avec ces notations

1.2. DEFINITION. — Un type d’A-algébres & une dimension sur [, on I-
type de A-algebres est un I-type d'algebres w tel que, pour tous
(u,1) eM XTI, Hom (u, 1) soit muni d'vne structure de A-module gradué
par N" . En outre les axiomes suivants sont satisfaits.

1.2.1. Si geHom (v, p), l'application f >fo g de
Hom (u, 1)» Hom (v, 1) est A-linéaire.

1.2.2. Si { est un élément homogéne de degré o de Hom(u, 1), g un
morphisme quelconque v - p ; (a) = (a ket an) un élémentde A", la
relation d'homogénéité sun.'ante a lieu
fola =g n g
B8y, g} =8, a_ og

1.2.3. (avec les notations de [1.2.2.], si, pour un indice i, o, =0 (nous
dirons dans ce cas que f est neutre en u_ ;) etsi g, h, sontdeux mor-
phismes v - M, ona

Lolgy 5o s ool AU gn)

H .
1.2.4. Pour tout i, ﬂui est homogeéne, de degré 1 en u, et de degré
0 en W, pour tout jEI

1.2.5. Remarque. — Pour tout pu ¢ M, le degré de 1 (morphisme iden-
tique de p) est donc la matrice unité ([1.11) .

1.3. Remarque. — La définition |1.2| ci-dessus généralise un cas parti-
culier des analyseurs de M. Lazard [ LAZARD 1955 p. 305] . Les restric-
tions imposées a l'anneau A et aux modules considérés évitent la formu-
lation de deux axiomes supplémentaires, correspondant aux axiomes (A 3
et (A.) des analyseurs, qui sont ici conséquences des autres axlomes
Nuiisipovuns choisi cette solution, d'abord pour des raisons de simplicité,
ensuite parce que dans la plupart des applications que nous avons en vue
I'anneau A sera Z et les modules considérés libres. Toutefeis, une dé-
finition un peu plus générale que celle donnée ici, permettant de raison-
ner en caractéristique p, par exemple, est parfaitement possible, et nous
laissons au lecteur le soin de la formuler par lui-méme.

te

le

he

tr:
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2. La "formule de Taylor" et ses conséquences.
2.1. LEMME. — Si f eHom (v, u) (resp. g e Hom (&, v)) est un morphis-
me homogene dont le degré est la matrice « (resp. B), fo g est homo-

geéne et son degré est la matrice produit o« .

Soient a=(x ) 1gigm,1<jgn; B=@@,), Lgkgn 1glgp
(€] = p), les matrices considérées. Nous supposons que 1'on a

E = G e fm) g=1(g,, ..., 8 ), et soit hTT > € un morphisme
h=h, .. hp) :
Soit enfin (a) = (a1, ...y a_) un élément de AP . Evaluons, pour tout in-
dice i entre 1 et m (ju| =m) le morphisme
X, = f1 ogo(a, il a hp) . On a d'abord
p p B, p
x4 oulen & g ap1p gi,...,a1“ - T LA ge appp gp) oh

cxi1[3“+._oc“[3“,,+ain§5m L ij+"+ainﬁlj & Pypte-
a, i) ..a

ensuite x = .
i i D

Tf ogoh fog vérifie doncl'égalitéd'homogénéité de degré af ((1.2.2])

2.2. Soient f v - u  un morphisme homogeéne de degré a, p un entier
tel que p>n=|v|,0]p] > In] unesurjection, définissant une partition
de Ipl . Seit 6= €y oe & le mot de M a p composantes défini par
les conditions

O - — .
=y , pour tout k ;et soit TI2X la projection canonique de
k O(k) P g proj q

€ sur son facteur § . Nous examinons le morphisme s ol
5= (si, ceey S5, oo 8 ) défini par les conditions
s, = Z ﬂgk . Nous cherchons les degrés des composantes
J(k)=1

homogenes non nulles du morphisme composé f o s . Soit pour cela la ma-
trice (n, p) (i.e a n lignes et p colonnes) n définie par

iy =1 8 oli) = j, N =0 dans le cas contraire. Soit enfin
B le degré d'une composante homogéne du morphisme fos . On a alors

2.2.1. LEMME. - Pn= «

En effet, soit s"v - & le morphisme homogeéne suivant

5= (s'!, iy s'i, e s'p) + i ot s'i est la projection canonique

ﬂgc(i)
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Il est clair que n n'est autre que le degré du morphisme homogéne s'
D'autre part, f o s os' est un morphisme de la forme af, oy a estun
élément non nul de A que 1'on peut calculeren utilisant 1'exiome [1.2.2].
Le résultat est alors une conséquence immédiate du [lemme 2.1] .

2.3. Soient maintenant fv > p,g& - v des morphismes quelconques.
Nous allons caractériser les degrés des composantes homogénes non nul-
les du morphisme composé f o g . Suposons que

d,
& =B BB ol 80— 8, it 8 B b T,

T étant, pour 1<rg d_l , une composante homogene de degré ¢

g;

il ¢ ..e» 97 ) de g . Nous posons p = s di, et soit ¢ une
j=

surjection de  Jpl - In] (di 2> 0, pour tout i), telle que !'on ait Card

o ) = d, . Les notations de [2.2] restant valables, soient

§& s eHom(§ v), s' ¢eHom(v, § comme ci-dessus et soit g'TT - € le
morphisme homogéne de composantes 8., Ig i<, g' étant défini comme
suit

est le plus petit entier qui n'est

1 . T ~
8~ Bguy OurlgLrg dﬂ'(i)

pas dans l'ensemble des r' (1 <r'<d_ ), tels que & iy
les conditions i'< 1 et ofi) =
muler la proposition suivante

AT
o = Bopuyy  avee
o(i') . Dans ces conditions, on peut for-

2.3.1. PROPOSITION ("Formule de Taylor"). — Pour qu'il existe une
composante homogeéne non nulle de f o g , de degré donné ¢ , il faut et il
suffit qu'il existe une composante homogéne non nulle de degré o de f,
une composante homogéne non nulle de degré B de fos et que I'on ait,
si ¢ est le degré du morphisme g'

Bg =c¢
En effet [lemme 2.2.11 B qn = o ; maisaussi fog=fosog'

D'ou le résultat [lemme 2.1] .

2.3.2. Nous déduisons maintenant, comme corollaires de la formule de
Taylor, quelques résultats utiles concernant la préservation par composi-
tion de la coincidence jusqu'a un ordre donné [terminologie en 1.1] .

Dans la suite de ce numéro, nous supposons vérifiée la condition suivante
(axiome (A7) des analyseurs)

me

£
.

mo

tou

cor
Or,

on
suil

que

cetl

Sup
les
pos
son

fo

Sinc

cet

san!
gen
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Si f est un morphisme, f° =0 . Nousdironsque f est"sans ter-
me constant”, par abus de langage.

2.3.3. COROLLAIRE. — Soient f eHom(u, 1), g, heHom(v, u) des
morphismes sans terme constant ([2.3.2]), ayant les propriétés suivantes

(i) £ est nul jusqu'a l'ordre 0,0 >0 (ie., £ coincide avec le
morphisme O jusqu'a l'ordre [)

(ii) si g = (g1, sasy Bys weey §), b= (h‘, it hl, e hm) et, pour
tout 1 1 <1<m g, coincide avec h1 jusqu'a l'ordre £'> 0

Dans ces conditions fog et foh coincident jusqu'a l'ordre € + {' - 1.
Nous conservons les notations de la [proposition 2.3.1]. ¢ est une matrice

(1, p) telle que

e =P ¢ a=PRn « étant un degré de f (i.e. le degré
d'une composante homogéne non nulle de f . Nous cherchons a quelles
conditions ¢ sera un degré de la différence fog-foh .

. P
Or, i ermai W15 & YN L, B n-= ;) avec « = j=21 ol

on a aussi £= (El,..., En) Bt = § B, ;- On en déduit tout de
j=i

suite que 3 o = 3 ®, = n,), Orilestclair, par définition de n [2.2]
i j f
que n,, = 0 sauf si ofj) =i, donc que £ M, = 1 et ainsi que

2 o = Z B, .D'autre part = & = 2 (B, Z ¢, ). Nousdevons étudier
i j i j 1
cette expression, qui est le degré total de ¢ .

Supposons d'abord que 1'on a B,=0 si ¢, > ' . Ilestsir alors que
les morphismes g' et h', sont neutres [1.2.3] dans le morphisme com-
posé. Comme les composantes homogenes de degré total < {' de g, et h
sont égales par hypothése, la composante homogéne de degré ¢ de f o g -
foh est,dans ce cas, nulle.

~

Sinon, il existe un indice j_, 1g i,sp, tel que B, # O et, pour
o

>~

cet indice X ¢, > ' . Deux cas sont possibles
1

1°) 3 B, < € . D'aprés les [lemmes 2.1 et 2.2.1], la compo-

j=1
sante homogéne de degré B de fo s est nulleet les composantes homo-
genes de degré ¢ de fog et foh sontnulles toutes deux
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2°) 12 prads Alors nous pouvons écrire

% £ |311 i ]310 % cpj'01 Tt B % ¢, - Or %‘Pﬁ , degrétotal

du morphisme homogeéne g' ne saurait étre nul, en vertu de 1'hypothése
faite en [2.3.2], donc

%ei > 13]0 21 q>'joi +o+ B =B B+ 5350 (? q>‘joi s

SEH#0-Y . CQFD.

2.3.4. COROLLAIRE. — Soient f ¢ Hom(u, 1), f' ¢ Hom (u, 1) deux mor-
phismes qui coincident jusqu'a I'ordre [ ; g = (g‘, o gm) et gt (3'1’
wes B' ) deux morphismes v » u tels que g' et g, coincident jus-
qu'a l'ordre U, pour tout i. Alors les composés fog et f'og' coin-
cident jusqu'a l'ordre [ . On applique le [corollaire 2.3.3] qui vient d'étre
démontré

(f - 1) = 0(f), g, = 0(1) pourtout i, impliquent (f-1{') o g=0() .
De plus, {'=0(f) implique f'og' =10 g(l) . De méme fog'=fo g(l)
enfin (f-f)og+flog-flog'+ (' -1 og'=0¢), ce qui suffit.

2,3.5. COROLLAIRE. — Soient f ¢Hom (i, 1), g, h, ¢ Hom(v;u),
g= (81= ey gm) , h= (h1,..., hm) tels que

1°) pour un indice io, L ga

IA

J<m ona gio—h1

(o}

20) fo(g‘, e gi it 0, gi S gm) et

3 oﬂ'll,..., hi 2 9 h1 FETIRTES hm) coincident jusqu'al’ordre
(o] o

L0, .

Alors fog et foh coincident jusqu.’& Podre L.

Nous nous appuyons de nouveau sur le [corollaire 2.3.3]. Soit ¢ un de-
gré (c'est une matrice (1, p) )de fog-foh tel que [¢] < ¢
e=P¢,a=pn . Soit g' le morphisme homogene obtenu en annulant
les composantes de g' d'indices j telsque ofj) =i_, etsoit E le de-
gré qu_’ (ou 5 est le degrg du morphisme g ') . Il est clair que

|El < |e| <l et que ¢ est un degré du morphisme fo (g, ..., By -1’ 0,
gi e gm) . Par hypothése les composantes homogeénes de degré ¢ de
¥ L0,k

~ ce morphisme et du morphisme fo(h , ..., h _ L i o0 h_) coinci-
(] o]

dent.
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Donc & = 0, donc B, =0 saufsi ofj) =i,

Soit alors le morphisme (homogene) (f o s)P ([1.1]). D'apres l'axiome

[1.2.3] GosPolg, ... g ... g)=(oslolb,...h, =g ,.. b )

ce qui acheve la démonstration.

3. Types d'algebres completes a une dimension.
3.1. Définition,

Un type d'A-algébres complétes (a une dimension) sur I est une
catégorie @ satisfaisant aux axiomes suivants.

3.1.1. Les objets de ® sont en correspondance bijective avec
les mots du monoide libre M sur 1. Pour tout couple (u, 1)eM x|
I'ensemble Hom (u, 1) est muni de la structure ainsi définie : Hom(u, 1)
est le complété d'un A-module gradué par N*, noté Ho¥(u, 1).

3.1.2. La donnée des Hom(u, 1) définit un type d'A-algébres a
une dimension sur [ ([définition 1.2]), noté @ . dit associé a @

3,1,3, Si peM, p=n 9 e By vy b et si on munit I'ensem-
ble Hom(u, 1), pour tout v eM, de la topologie produit des topologies
données sur Hom(u, 1) la composition des morphismes est continue pour
les topologies des modules Hom p, 1)

3.2. Définition.

Soit T un type d'A-algébres a une dimension sur I . Pour tout
couple (u, 1). Soit Hom@u, 1) le complété dumodule gradué Hom (u, 1).
La composition des morphismes se prolonge canoniquement aux modules
Hom (u, 1) et définit un type d'A-algebres complétes (3 une dimension)
fr sur I, enposant ¥ = mw (c'est-a-dire que T estletype d'A-algebres
associé [3.1.2] a w .

I

sur [. B N\
B
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4. Le théoreme des fonctions implicites.

4.1. Enoncé du theoréme préliminaire.

Soit p €M, |u| =n; f un morphisme de 1p dans 1,1 ¢ tel que
I'on ait
1 i
4.1, 406 (nm o O s O)is nlLl (2)

Il existe un morphisme unique gu - 1 tel que soit vraie 1'égalité

1.3.2. 1 o (gonfu, ke ﬂ:‘u): 0 (p= B exs un)

4.2. Deémonstration.

L I Hies 1 1 _m
Posons h = ﬂm -f . Comme ﬂm o (ﬂlu’ i, 0 = ﬂlu ,ona,

d'aprés 1'"hypothése h o(]_[:u 30, w0 (2

Soient g, g' deux éléments de Hom (u, 1) qui coincident jusqu'a 1'ordre

: 5 M
£>0. Comme ﬂ'{lu est un morphisme homogéne, go oy st g'o ﬂi‘u

sont deux morphismes 14 -1 qui coincident jusqu'a l'ordre £ . Alors

[Corollaire 2.3.3]

U
ny — H
12 1 “.,nlu ) = h 0o (g o} ﬂlu, 0, anlay 0)

et ho(g'o nt‘u , 0, ..., 0) coincident jusqu'a l'ordre ¢ + 1, D'aprés le
u

[corollaire 2.3.5] . On en déduit que les morphismes h o (g o n'flu 5 ﬂm’,

U
1 2

ho (I'l:IJ 0, s Oy ok ol Ly, Tfu’

K M H
s ﬂm“) et ho(g'oll ﬂm‘, L TT”:) coincident jusqu'a 1'ordre

F+1.

Posons alors g_ =0 . Par récurrence sur 'entier i>0, si g,_, est dé-
fini, soit g, le morphisme u - 1 défini par

m Y BT
g, © ﬂ""u —h o(g1_| o ﬂt‘u, T[m’, i nlu) (ainsi g,=8,0 TT'l’lu 0(1Ll ,0))

u‘
T
finition des g, g =g (1) . Alorssi g =g _ (i) on a, par ce qui précéde

il est clair que h o (0, TT ﬂt::) =0(1), ce qui implique, avec la dé-

u M
3§ 5 DY
ho(gloll “u;’""”m)_

T H
. ol"lu-l _gio]—Tu_l

Bits

M TR s ; :
=hofg, ,oThH T, ., (i+1), d'ohpourtout i g =g _, ().

h
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Les morphismes g, définissent donc un élément du module topologique
Hom (u, 1) . Soit g cet élément.

Montrons que satisfait aux conditions de 1'énoncé : en effet le morphis-
q g p

H H
me fol(go ﬂ'l'l“, ﬂll-: s o+ I 1) est nul jusqu'a l'ordre i quel que soit

i, par construction, donc nul. En outre g est unique : carsi g et g'

: H m

sont tels que les morphismes fo (go ﬂt‘u, ﬂm‘ i ]'Im“) et
u u

t 8} 1 n
fol(g'o ]_Ilu . ﬂl“ AT ﬂm
cident jusqu'al’ordre f coincidentjusqu'a l'ordre ¢ + 1 dés qu'ils coin-

) soienttous deuxnuls, g et g', qui coin-

cident jusqu'a l'ordre {, d'aprés le raisonnement fait plus haut, ce qui
achéve la démonstration du théoréme.

4.3. Théoréme des fonctions implicites (pour les "systémes de fonctions™)

Seit p un entier 1, (f , ..., fp) p morphismes de LP p -1
dans le type © satisfaisant aux p conditions.

4.3.1 £ 00, ..M p,,0,..,0) =TM'p, (2),1<igp
(on TT* Py désigne la projection de 1Pu sur le i®*™ facteur 1 de ce

r’not) ;'il existe p mhorphi?qmes (8 ceor Bys e gp), g 1 -1 tels que les
égalités suivantes aient lieu, pour 1<i<p.

4.3.2. f o(g, oM™ p , ..., g 0MH - ...,gpoﬂl“pp,]'[l“pu) =0,

La démonstration estessentiellement la méme que celle du [théoréme 4.1].

5. La catégorie des types d'A-algébres (resp. complétes) aune dimension,
sur I.

5.1. Soient m, ' deux I-types d'A-algébres.On appelle morphisme de
vers T un morphisme des types sous-jacents, soit ® ([$0, 1-2] tel que

5.1.1. si fp 51 est un morphisme homogéne dans w, ® f est
homogéne de méme degré dans ' 2

5.1.2. L'application restreinte de ® a Hom_(u, 1) est un homo-
morphisme de ce A-module dans le A-module Hom_,(u, 1). Les morphis-
mes de types d'A-algébres se composent et définissent une catégorie que
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nous appellerons typ (I, A) ou typ(A), si aucune confusionn'est a crain-

dre.

5.2. Un morphisme de types d'A-algebres completes © @ - @' sera un
foncteur induisant un morphisme des types d'A-algebres associés 9. Q'
([3.1.2] et [5.1]) tel qu'en outre

5.2.1. @, restreint a Homg (1, 1) estun homomorphisme continu

de ce module topologique dans le A-module topologique Homg. (u, 1).

5.3. D'apres les [définitions 3.1,5.1, 5.2' et la [définition 3.27 les cor-
respondantes T—— 7 et @—@ définissent des foncteurs

A typ A —s tyc A (catégorie des types d'A-algebres complétes)

V tyce A—s typ A Il estclair que A o V est |'identité de tyc A
et que V o A estl'identité de typ A . Donc

5.3.1. PROPOSITION. — Les catégories typ A et tycA sontiso-

morphes.

5.4. PROPOSITION. — Les limites projectives existent dans typ A

Soit en effet X une petite catégorie, I un foncteur de X dans
typ A . Nous construisons d'abord le type 1, limite projective des types
Fx , ou x parcourt les objets de X . Onsait [BENABOU 1964] (et il est
aisé de le vérifier) que Hom_(u, 1) est la limite projective des ensem-
bles Hom_ (4, 1). Un morphisme f u » 1 dans w s'identifie donc a
une famille fx, x ¢ X de morphisme u - 1 dans les types Fx res-
pectivement, ces données respectant les conditions de cohérence habituel-
les. Il s'agit de munir canoniquement Hom_(u, 1) d'une structure de A-
module gradué par N” . Nous donnons a Hom_(u, 1) la structure de A-
module limite projective des A-modules HomFx(u, 1). Si feHom(u, 1)
et si ae N*, f sera homogéne de degré o pour m si et seulementsi
chaque fx 1'est. Les vérifications, qui ne présentent "aucune difficulté
ni intérét", sont laissées au lecteur.

6. p-types définis par un type d'A-algebres.

6.1. Soit T un type d'A-algébres, nous construisons une famille T,
peN p31, detypes d'A-algebres, qui seront dits définis par w. Nous

r'd
procéderons comme suit

<

9 |=]

-

P
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il

6.2. Pour tout couple (u, 1) ¢eM x I, posons Hom (u;1)=Hom _(uP1) si
p

feHom  (u, 1)= Hom (WP, D@ =0 .o b vei )
P

i
g=1®, gy ng)e ¢ HomTrp v, u)=Hom (vP, u ) +n) le

composé f o g dans ™ est le morphisme v® - 1 dans m suivant

SOit H(p) = (u11 3 wees H Ty H 147 ** uni’ ceey M 1p?tte? Unp) 0]:'

n

Wy =W o pourtout i, 1gigp ; soit g} le morphisme dans w de

v® dans le mot u®=Tlu  dont la composante par rapport a wy, est

g, . Alors le composé de f et de g dans m est le composé dans
mfog® vP 51 . Ondéfinitainsi un type : car les objets de T sont

ceux de m, donc sont les mots de o . Pour vérifier I'hypotheése sur les
produits, il faut définir les projections canoniques de p sur lespj dans
i

Plusieurs choix sont possibles (exactement p) qui donneront des
structures isomorphes. Posons, par exemple, pour projection de p sur u,

dans m_ la projection dans w de p® sur le premier facteur . de ce

produit (4~ avec nos notations).On vérifie sans peine qu'avec ce choix
les conditions du [ ¢ 0, 1-2] sont satisfaites.

6.3. Nous allons maintenant définir ™ comme type d'A-algebres. Les
structures de A-modules sur les Hom_ (4, 1) seront celles des A-modu-
p

les Hom_(uF® 1) . L'axiome [1.2.1] s'ensuit simplement. Le degré d'un
morphisme f aura la signification suivante : f sera homogéne de degré

a(a e N*) si et seulement si, dans T il estdedegré total ([1.1]) G par

rapport a l'ensemble des variables Q8 s adeod o) pourtout j, 1< j<n .
Il reste a vérifier les relations d'homogénéité [1.2.2] et [1.2.3].Soient
donc f, g, (a) ¢ A", comme al'ordinaire et calculons dans m le morphis-
we “Folerg wE a gy -es B g.) . Il suffit de I'interpréter dans m par
defmmon ce compose vaut

.fo(a1 Bk g B g dp o 8np) OB B, =8, pour fous
i. j. En utilisant les relatlons homogenelte dans T eten regroupant les
termes, compte tenu de la condition donnée un peu plus haut pour les &
il vient
a ~ L4 s N [

i a J fog®l, d'ou le résultat. La deuxiéme condition [1.2.3]
se démontre de méme. On remarque enfin que pour un choix quelconque des
projections canoniques dans w , celles-ci ont le degré voulu.
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6.4. Remarque.

La notion de p-type définipar un type m d'A-algebres, généralise
celle de "puissance cartésienne p®™® d'un analyseur'([LAZARD 1955 p.
323]) dont la terminologie nous asemblé impropre, car m, n'est pas une
"puissance™ de T dans la catégorie typ (I, A) .

6,5. Les types d'A-algebres L définis par ™, sont munis de morphis-
mes canoniques dans T . De maniere précise, pour tout entier p 3 1, si

f est un morphisme de p® - 1 , donc un élément de Hom_ (u, 1) soit
rp 'Tr 1
P

®_{ le morphisme n - 1 dans w défini par la condition

o, f=fo N: , Ol AS est le morphisme diagonal u - uF

(Aﬁ R Alors ® = définit un morphisme dans typ(I, A)
LA Car @ estun foncteur : si gv - U est un morphisme dans

m , le diagramme (d,) commute

@, A“I/I/

g(P)

(nous ne vérifierons pas les autres conditions).

6.6. Remarquons que l'ona m = m et que ¢ est le morphisme identi-
que de T . Par une construction analogue a la précédente on définit, pour

tout couple d'entiers (m, n) m > n > 1 unmorphisme ® m - m dans
typ A . Il est clair que, si myn3p>1, ona . plde, =D De

plus, le morphisme ® = défini plus haut n'est autre que @

7. Lois de groupes. Morphismes multilinéaires.
7.1. Monoides d’un type d’A-algébres.

Un monoide d'un type ® est un monoide de la catégorie 0 , i.e.
la donnée d'un objet 1 de ® et d'un morphisme f u? - u tel que le

ul

te

di

C¢

ur

ne

ai
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diagramme (d2) commute

f><1v

AR . -

" L2
1u>'<fl l f
T Pe——
f

[.e monoide sera unitaire si le morphisme 0 est "élément neutre"”

ie.si fo (ﬂﬁz, 0) o (lu, lu):fo(O, ﬂﬁz)o(lu, ]‘U)

7.2. Groupes dans les types d’A-algébres.

Un groupe de ® est un monoide unitaire tel qu'en outre il existe
un morphisme M - u ayant la propriété suivante
1y 8 b gros

fo(ﬂ“2 B =l o(g,ﬂu2)=0
[ H
7.2.1. Exemple. — L.'addition des morphismes d'un type ® définit

une structure de groupe sur chaque objet u de ® (plus précisément, le
morphisme ﬂll +ﬂli )

7.3. Groupes dans les types d’A-algebres complétes.

7.3.1. PROPOSITION. — Soit 1el,f une loi de monoide sur 1
telle que l'on ait f = TT'Z + nzz (2). Dans ces conditions f est une loi
1 1

de groupe sur 1

7.3.2. Remarque. — Si f est une loi de groupe sur 1 , onané-
cessairemment f = ﬂ‘z + ﬂaz (2) ([LAZARD 1955 p. 3391)
1 1

7.3.3. Remarque. — La donnée d'une loi de groupe sur p , définit
une structure de groupe sur chaque Homwv, p .

7.4. Morphismes multilineaires et pseudo multilineaires.
Un morphisme f ¢ Hom (u, 1) est linaire en u s'il est homoge-

ne de degré 1 en u  parrapport a 1 . Il est multilinéaire s'il est liné-
aire en chaque argument. '
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7.4.1. LEMME. —Soit f e HomQu, 1) wun morphisme, linéaire en
Lli

l—l"+

- m
Mg u' lobjet WS i By e pn,ﬂ' le morphisme (I‘IH.‘,..., T1

)
+ﬂ1'&,‘ g veey ﬂ“.n) de st . Alors

)

u U
e, L e S AL far ey

7.4.2. DEFINITION. — Un morphisme f ¢ Hom (p, 1) estpseudo
linéaire en u s'il satisfait a 1'égalité du [lemme 7,4.1]. Un morphisme
en p  est donc pseudo linéaire en u .

7.5. Loi d’anneau annulaire.

Une loi d'anneau annulaire dans ©® est définie par un morphisme
pseudo bilinéaire ® de Hom? (u, 1). Si M,, T, sont les deux projec-
tions de 1% sur 1, l'addition et le morphisme ® définissent un anneau
de ©. En outre le morphisme *=T1 + T +TT, ® T définit une loi

de groupe sur 1
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2. MAGMAS AVEC ASSOCIATION.

Sous le nom de "magmas avec association” nous étudions un cas
particulier de la situation envisagée dans [ BENABOU 1966 App. 1], dont
nous utilisons les résultats. L.es notations que nous introduisons permet-
tent de faire plus aisément le lien avec les développements classiques sur
les grammaires ([$ 0, $3a6]).

Aprés avoir défini les Q-séries formelles, les systémes d'équations et
les représentations matricielles nous abordons le probléme de la détermi-
nation des associations cohérentes bijectives sur un ensemble Q donné :
ceci nous conduit a un "modeéle”, particulier mais utile, d'association, les
associations standards. Nous ignorons s'il en existe d'autres (le point de
la question est fait dans le dernier numéro).

Q sera le plus souvent un ensemble de cardinal fini.
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1. MAGMAS AVEC ASSOCIATION
1.1. Expressions droites et gauches

Les notations sont celles du [§0 n°® 21. Si N_ désigne l'ensem-
ble des entiers (non associatifs) de "degré" n (i.e. ou figure n fois la
variable), [§0, 2.5]), N_ posséde un élément distingué én , représenté
([$0,2.51) parlasuite (1, 2,...,n-1,n-1) (ce qui signifie intuitive-
ment que 1'on ouvre une et une seule parenthése avant chaque occurence
de la variable, sauf la derniére. On a alors la définition suivante

1.1.1. DEFINITION. — On appelle expressions droites les expressions
ayant pour parenthésage & .

1.1.2. Exemple.

Si x_,...,x sont n variables (I$9, n® 2.47), S des o-

n=-1

n
pérations ([§0, 2.41) , 1'expression o« x_ ...« _x _x estune ex-
1 1 n=1 n=1 n

pression droite.

1.1.3. Les expressions dont le parenthésage est défini par la suite (s,),
1<kg<n, s, =n-1 pour tout k, sont dites expressions gauches (intui-
tivement, on peut dire que l'on ouvre "d'un seul coup” toutes les paren-
théses). Avec les notations de 1' [exemple 1.1.2.] , 1'expression

o, =0 X .. X €8t ane expression gauche.
1 n-1"4 n

1.1.4. Notations.

X, Q, étant donnés, nous notons [ (resp. A) l'ensemble des
expressions gauches (resp. droites) du magma libre A (pour A (X)) .

1.1.5. Remarque.

[ (resp. A) est une partieréguliere ([§0, n°6]) de L(XU Q) (A
est le support de la série formelle solution de 1'équation

A Zx)y w (LS 00" 43

v
da

si1

la

di

Si

o7 =

Cu

L

sS4

Te:

le
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1.2. Q-Magmas avec association

1.2.1. DEFINITION. — Un magma avec associdtion est un triple

M, a, 55 ,oi M est un magma. (Q, X, w), a une application de Q?
dans Q2, 5, une relation binaire entre éléments de X , telle que l'on ait,

siva=dg, ;g S0 ;4080 a Belix, Y, 2 e X

LEE ax Byzﬁ» gaP daP xyz

Nous dirons que a est une association dans le magma M-S est
5

la relation d'association a droite dans M . Lia relation inverse de 2 est

dite relation d'association a gauche. Nous la noterons B .

Si a est une bijection, @ = (g, d) la bijection inverse, on a

aP xyz—r» gop xd af yz;x,y,zeX;q PeQ

1.2.3. Exemple. a est l'application identique de Q7 , pour Q = {a} et

) : U :
— est la relation d'égalité. M est alors un monoide.

Nous noterons le plus souvent — la relation d'association a droite, si au-
cune confusion n'est a craindre.

Les associations les plus intéressantes pour notre propos sont celles qui
satisfont a des conditions de cohérence explicitées ci-dessous.

1.3. Associations cohérentes

1.3.1. DEFINITION. — Ume association a dans un magma M estcobé-
rente si elle satisfait aux trois axiomes ci-apres

CO1 g estune loi de composition associative dans Q
CO2 pourtous o, B, yeQ ona gdagPy dpy =dgaPy
CO3 pourtous a, B, yeQ ona dd agPy dBy =dap

1.3.2. Remarque. Les conditions COl a CO3 traduisent "algébriquement”
le "pentagone”

o CifdBomyert | 908 By ddePyx. dphe

ax By yz LY

gap ddp xyyz —> ggoP dgofy dof xyz
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1.3.3. Soit A le magma libre sur X, a une association cohérente, — la
relation d'association adroite dans A , Soit R la relation transitive dans
= ([$0n° 2.4]) déduite de — . Nous notons =3 la relation suivante
dans = o= T;0,7Te = si ou bien oRT oubien 0 = 1= axy pourun
xeQ;x,yeX;oubien o=1=x;xeX.

On sait qu'alors ([BENABOU op. cit. théoréme d'associativité]) .

1.3.4. PROPOSITION. — Si on pose, pour o= 1, 1= f(0),f est une ap-
plication de Z dans l'ensemble I des expressions gauches du magma N
([1.1.3)). f sera dite application d'association a droite. En outre

1.3.5. PROPOSITION. — L'application d’association { (définie dans
[prop. 1.3.4.]) restreinte a l'ensemble A des expressions droites ([déf.
1.1.1.] est bijective si et seulement si a est bijective.

La démonstration est immédiate, par récurrence sur le degré des expres-

sions.
1.3.6. Remarque. fof=1

1.3.7. Remarque. si fo = fo' ;0,0'eZ ,fr=f1 ;7,7 ¢ = alors

{Saer=1f ol ot T

1.3.8. La restrictionde f a A définit par "suppression” des variables
une application (bijective si a est bijective) de L(Q) dans L(Q) ; plus
généralement, par suppression des variables dans des expressions de méme
parenthésage on obtient des applications bijectives de 1'ensemble des mots
de longueur donnée dans L(Q) sur lui-méme.

2. Q-SI:ZRIES FORMELLES A COEFFICIENTS DANS UN ANNEAU
2.1. Le magma des séries formelles .,

Soit = l'ensemble des expressions du magma libre A (X et Q
étant donnés), a une association dans A ([1.2]). Seit A un anneau com-
mutatif intégre de caractéristique 0 (quiserale plus souvent Z dans les
applications). Considérons 1'ensemble A[[A]] (ou simplement AlIXTD) si
aucune confusion n'est possible, des sommes formelles

u=2 0,0€e2Z, u;¢eA, ou o parcourt 2
o

Nous
varial

2.1:1
u=z

par la

AlIX1

Si ug
que u
sont €

nomes

2:1, 2.
opéral
seéries
série

traire.

Le ©
morph

2.0.8.
f d'a:
plicat
f(u) =
dans
Défin
u=2
(resp.
AllX]
biject
I'ense
gauch

Bl

2.2.1
AllX

disjoi
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Nous dirons qu'un élément u de A[[X]] est une Q-série formelle en les
variables de X (ou simplement Q-série formelle, série formelle).

2.1.1. Si u, v sont deux séries formelles, A, p, deux éléments de A,

WEZE 0, 0RE VT Z, T, TeZ on définit la série formelle w = Au +pv
o T

par la condition w = zquCP’ peZ et W = luq)-l- W Vg On munit ainsi

A[[X1] d'une structure de A-module.

Si u, estnul sauf pour un nombre fini d'expressions de X, nous dirons
que u estun Q-polyndme (ou simplement polynome). (Les expressions
sont encore les monomes a coefficient 1). L'ensemble A[X] des Q-poly -
nomes s'identifie au  A-module libre de base Z.

2.1.2. A[[X]] est canoniquement muni d'une structure de Q-magma, Q
opérant sur les séries formelles de lamaniére suivante ; si u, v sontdeux
sirics W=V O V=R Ti0,T €; si aQ, auv est par définition la

série w = 2w €2 ou w.=u_v_ si p=aoT, w.=0 d-n=<lecas con-
q)q; P o] o fa ? s P

traire.

Le Q-magma A se prolonge dans A[[X]], munide cette structure, par un
morphisme évident de Q-magmas.

2.1.3. Si a est une association cohérente dans A([1.3]), 1'application
f d'association a droite ([prop. 1.3.4.]) dans = dans [ s'étend en une ap-
plication, encore notée f de A[[X]] dans lui-méme,en posant, si u=2100r

f(u) = Sv.1, %2 ou v = 2u,, fo = 1 (nous utilisons ici I'hypothése faite
dans l'introduction de ce paragraphe, que Q est de cardinal fini).
Définissons les séries formelles gauches (resp. droites) comme les séries

u = Zu,0, pourlesquelles u; =0 si o n'est pas une expression gauche

(resp. droite). L'application f que nous venons de définir applique alors
A[[X]] dans l'ensemble des séries formelles gauches. En outre, si a est
bijective, f, restreinte aux séries formelles droites est une bijection de
I'ensemble des séries formelles droites sur I'ensemble des séries formelles
gauches.

2.2. Systémes d’équations en seéries formelles
2.2.1. Soit Y un ensemble fini & n éléments, Y =1y ,..., yeee ¥ ),

Al[X VU Y]] le magma des Q-séries formelles en les variables de la somme
disjointe X UY ([2.1]). Un systéme d'équations S en séries formelles
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est un n-uple f1,..., fi,..., fn, fi AlIX V Y]] pour 1<ign satisfaisant
a la condition suivante

2.2.2. la variable y; ne figure pas dans P Lgdigingel g g v Gilely

si i:zicc’gz’ icr:0 pour cr=yi)

Il est aisé de vérifier (et c'est aussi une conséquence immédiate du [théo-
réeme des fonctions implicites du § 1;théoréme 4.3] en considérant le type
d'A-algebres défini par le magma A (généralisation de "'analyseur de
Kurosh™ [LAZARD 1955 p. 332 exemple al) ) qu'il existe une famille uni-
que de n séries formelles de A[[X]] : {u1,..., W guaty unf telles que pour

tout 1, on ait

228 uw =i An oy oo, ) of AW LR m ) designe la abe
i s i n i i n

1

rie formelle obtenue en substituant u, a Y, dans f , etou f estl'ap-

plication de A[[X]] dans l'ensemble des séries formelles gauches que
nous avons définie plus haut, en [2.1] .

2.2.4. Les u, s'obtiennentpar "approximations successives”,i.e. comme

"limite” de la suite ui(p) p— + = définie, par récurrence sur n .
2.2.5, v, 9 =£f (0,...,0
2.2:6% ui(r‘) =4 f.I (ui(‘“"),..., u. (”'1),..., un(n'”) n3:1 le n-uple

I
U peees Uppeesy U de séries formelles de A[[X]] (plus précisément de sé-

ries formelles gauches) ainsi obtenu, est dit solution droite du systéme
d'équations ([2.2.1]). On dit que u, est une coordonnée de la solution du
systéme

2.2.7. Nous écrirons le plus souvent un systéeme d'équations sous la for-
me abusive

2.2.8. u, = fi(u1,..., Byesny un) , si aucune confusion n'est a craindre.
2.2.9. On définit de méme la solution gauche d'un systéme

2.2.10. u}f' =4 fi(u‘,..., Useees U ) od f¥ estdéduite de la relation d'as-

sociation a gauche. Ce sont des séries formelles droites. Si nous avons a
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considérer simultanément les relations d'association a droite et a gauche
g ’

b g : T
nous noterons u, des coordonnées de la solution gauche (on ui) et uiv

(ou simplement u,) celles de la solution droite.

2.3. Représentations matricielles,

2.3.1. Soit a une association cohérente bijective, = 1'ensemble des ex-
J

pressions du magma libre A . Unereprésentation matricielle droite est dé-

finie en plusieurs temps

q,...,crp}.

Nous définissons px comme la donnée d'un p+1l-uple de matrices

2.3.2. Soit x une variable.Ordonnons @ en une suite [ch,...,a

2:3530 px = (P P1x,...,pqx,...,ppn) , ou pour tout q, 0<qgp.

px est une matrice carrée a n = n( ) signeset n colonnes,a coefficients

dans A .

2.3.4. Soitensuite q un entier, 1< q<p . On pose
pa xy = (pPxp" y), 0<q'<p, xeX,yeX

e x p?'y étant le produit (ordinaire) de ces deux matrices.

2.3.5. po est ainsi défini pour toute expression de degré 2, sil'ons'est
donné px, xeX .

Par induction sur le degré de o, on définit ensuite po pour toute expres-

sion gauche ; si o estune expression gauche,elle s'écrit o = ao'x, x eX
aeQ et o'e¢Z estune expression gauche. Alors

2.3.6. pl' o= pio pq'x, bsq'gn

2.3.7. Enfin, si o est une expression quelconque, nous poserons
po = pfo et f est définie, car fo est une expression gauche.

2.3.8. Le lecteur définira pour lui-méme la notion de représentation matri-
cielle gauche a l'aide de &, T (inverses de a, f) .
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2.3.9. Remarque. Soient o, T, ¢ trois expressions ; a,P deux opérations,
p une représentation matricielle, on a

2.3.10. paoB T9=pgaPf doaPoTe

2.3.11. Considérons l'ensemble des matrices carrées a N(fixe) lignes et
colonnes a coefficients dans A et soit 1 1'ensemble des p+1-uples de
matrices mell=2m = (m°, m',..., m9,..., mP), tous les m étant des
(N, N). On définit une structure de Q-magma sur M de la maniére sui-
vante

L

Si m=@m° m',...,m%,..,mP) m'=(m", m",..., m'9,..., m"?)

a €Q alors a mm' = (m"9) 0<q' ' <p et m"¥ =mIm'd ., On définit

une relation d'association a droite dans ) en posant, pour m, m', m"ell;

o, Pel

om Bm' m" — acPf baB mm'm". (N, a, ») estainsi un magma
avec association a .

3. EXEMPLES D'ASSOCIATIONS COHERENTES.

3.1. Exemple (a). — On se donne une loi de monoide sur Q , notée multi-
plicativement et on pose ala,p) = (gap, dap), avec gaP = af (pro-
duit de o et de B pour la loi donnée sur Q) daP =a;a, PeQ

L'axiome [CO1] ([1.3.1]) est vrai par hypothése. On vérifie trivialement
[CO2] et [CO3] .

Exemple (b). — Sous les hypothéses de I'exemple (a), imposons & a d'étre
injective. Comme on a ala, B) = (aB, a), on voit que, pour la loi de mo-
noide donnée sur Q, la relation of = ay implique B =Y, Q, muni de
cette loi est donc un semi-groupe a gauche ((BOURBAKI Alg Chap. I §2 ex.

11]) . Nous dirons dans ce cas que Q est un g-semi-groupe a gauche.

Si, en outre, a est surjective (ce qui est vrai si Q est fini), les transla-
tions a gauche dans le g-semi groupe Q sontbijectives (et le g-semi grou-
pe Q est sans résidu, au sens de [BOURBAKI op. cit. ex. 13]). Récipro-
quement, si € est un g-semi groupe agauche a translations a gauche sur-
jectives, a est une association cohérente bijective.

Exemple (c). — Nous supposons maintenant seulement que g est une loi
de groupe (multiplicative) sur Q (Q est un g-groupe). D'aprés les [exem-
ples (a) et (b)], I'association af(a, B) = (aP, @) est une association

i ek A

*.9
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cohérente bijective, cherchons toutes les associations cohérentes bijecti-
ves pour lesquelles Q est un g-groupe.

Si e est 1'élément neutre dugroupe 2, on a dec dee=dee d'apres
[CO2], donc dee =& . On a de méme, si o est un élément quelconque de
Q,dea dex = dea, donc dea = & .

Soit « ¢ Q . La condition de bijectivité de & impose en particulier que
d soit une application surjective Q¢ -» Q . Il existe donc o, o, €Q
tels que 1'on ait

da; «, = a., Or ceci implique

d ada,e = d day o, doye = da, o, (d'apré= [Z03]) = a. Doncil existe

pour tout « un élément B de & tel que 1 on ait
daB = a.,

Soit alors y un élément quelconque de O . Considérons 1'éiément day .

D'apres [CO2] day da'1((1y Y= dla o) (ay) = de{aB) =¢ , comme il a éié
établi plus haut. Ceci, étant vrai pour tout y , est donc viai en particulier
pour (3 donc

dap da! @B)= ¢ or d'aprés 17031 on a

d day do! (ay)=d aa”! donc aussi d daP do ' (@B)= doa! ce qui mon-

tre que alday, do”? @PB)) = aldaB, da”! (&p)) = (¢, doa™?)
Si a est une applicatior irjcetive on a donrs
doy = daP = o enresumc
3.1.1. PROPOSITION. — Si a = (g, d} es: une association cobérente bi-

jective, et si g est une loi de groupe sur Q, onanécessairement daﬁ:a,
pour tous o, PeQ.

3.1.2. Kemarque. — Nous n'avons utilisé en fait que 1'injectivité de a et
la surjectivité de d (la premiere condition etant équivalente a la bijecti-
vité de a si Q est de cardinal fini).

3.2. Exemple (d) . — Posons maintenant, pour tous o, BeQ gap= P
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L'axi ome [CO2] est alors automatiquement vérifié. Il en est de méme
pour [CO1] car la loi gaPp =P est évidemment associative. L'axiome

[CO3] prend la forme plus simple
[CO'3] d day dRy =daP pourtous «, B, yeQ .

Soit alors une loi de semi-groupe adroite sur ['ensemble Q et définissons
dap , pour tous a, B comme l'unique élément de Q tel que l'on ait

dap B=«

Vérifions, avec cette hypothese, la forme [CO'3] de 1'axiome [CO3]. On
a d'abord d day dpyp=dday dBy dByy=dayy= o donc

doP B= dday aPyp d'ou le résultat puisque Q est un semi-
groupe a droite.

Exemple (e)—Comme cas particulier de 1'association de 1' [exemple (d)] ,
supposons Q muni d'une structure de groupe et que nous posons

d ap = GB—I on a alors, d'apres [CO3]

a(gBy) ' yB ' = ap”! donc gPy =7y pourtous B, yeQ .D'od

3.2.1. PROPOSITION. — Si a estuneassociation cobérente et si d est
définie par dap = crﬁ"l , pour une loi de groupe donnée sur Q , on a né-

cessairement gof = B pour tous o, Pe Q.

On notera que, dans ce cas. la bijectivite de a résulte des autres hypo-

theses.

3.3. Dans les [exemples (a) a (e) ] ci-dessus, on se trouve dans l'un des
deux cas suvivants : ou bien gaP ne dépend que de 3. ou bien dap ne
dépend que de o . Nous cherchons maintenant a quelles conditions doivent
satisfaire des associations cohérentes pour que glresp. d) ne dépende que
de sa premiére coordonnée (resp. seconde).

Exemple (). —Q est un g-monoide multiplicatif. Nous posons daP = y (B).

D'aprés [CO3] on doit avoir w(w(y)) = @(B) pour tous B, y . [CO2]
s'écrit w(By)w(y)= w(y).Si w est surjective (ce qui est vrai si d
est surjective) w(B) est une constante, d'aprés [CO3} et cette constante
est un indempotent du g-monoide Q , d'apres [CO2].

Exemple (g). — Posons cette fois daB = ¢(a) . On a alors ¢lpla) ) = ¢la)
o) o(®) = p(aPB). ¢ est une application Q — Q. Si ¢ estsurjective

T (D i pupm ey

L OO O -8 It
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(ce qui est vrai si on veut que a soit bijective) et si Q est de cardinal
fini (o) = a. Dans le cas général (mais toujours Q fini), si (Q) est
I'image de Q par @, ¢ est l'identité sur ¢(Q) qui est un sous-monoide
et @ est un endomorphisme de Q, appliquant d sur @(Q) et se rédui-
sant a l'identité sur @(Q).

Exemple -(h). — Nous posons goaf = ¢(a) la condition [CO1] implique
ppa= g donc ¢ est |'identité si ¢ est surjective et Q fini. Dans ce
cas, [CO2] s'écrit day = dap, donc d ne dépend que de sa premiére
coordonnée. D'apres 1" [exemple (g)], si d est surjective on a dap = «
donc a(a, B) = (a, «).

Exemple (i). — Posons enfin gof = ¢@). [CO1] donne wy(y)= w(y).
Nous ne savons rien du cas général, mémesi a est bijective.Posons plus
particulierement gap = B . [CO2] est vraie. La loi d sur Q satisfait a
I'axiome [CO'3]. De plus, si a est bijective, les translations a droite
pour d sont bijectives. Pour tous a, daa est un idempotent. Si ¢ est
un idempotent pour d, dae =¢, pour tout o . Donc en particulier, pour
deux idempotents €,e' dee’= ¢ . Les parties de Q ou & parcourt I'en-
semble des d-idempotents sont disjointes (mais non a priori stables !) et ne
contiennent qu'un idempotent & = dee. Nous ne poussons pas plus avant
ici cette étude qui sera reprise un peu plus loin. Notons que la structure
sur Q étudiée dans 1" [exemple (e) ] est un cas particulier de cette situa-
tion.

3.4. Associations standards

Tenant compte des exemples [(a) a (i)] ci-dessus, nous définis-
sons les associations standards comme des associations cohérentes bijec-
tives ainsi construites.

3.4.1. On se donne sur Q une structure de semi-groupe a gauche bijec-
tive. Soit 1 l'ensemble des idempotents de ce semi-groupe que nous ap-
pellerons g-semi groupe. On sait que Q , muni de cette structure, s'iden-
tifie a I'ensemble des couples (i',i"), ot i'el et od i" parcourt un
groupe G (dit groupe de g), avec la multiplication

(i', 1") (jl’ _]") = (jv, iﬂ ]") ; i', jv EI : i"i jn EG
Nous noterons e" 1'élément neutre du groupe G .
On se donne ensuite une loi de semi-groupe a droite sur I, dite loi de
h-semi groupe i, j— hij . I, muni de cette structure, s'identifie lui aussi
a un produit d'un groupe H parl'ensemble J desh-idempotents (i.e. idem-
potents du semi-groupe a droite 1) avec la multiplication
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Gy "M Gani") = Golbd" §1e1.9 edes g ol all

(nous supposons en ountre que la loi h est a translations a droite bijecti-

VGS)

nous posons alors

(i, 1" G, 3 ) =i,4" Y i, jel;i', j' e H (leproduiti'j'"" étant
le produit de ces éléments pour la loi de groupe dans H) (autrement dit,
si x,yel &xy estdéfini par la condition h8xyy =x)

3.4.2. Pour toute donnée des groupes G, H des ensembles [, J satisfai-

sant aux conditions précidentes, nous définissons une association a

Q2. Q° par

@, 0, T, 61 R L G T
d((h :" i"‘:, \’J j.w ‘}")§

avec

343, agldic % % Gedh D i, Vi 1 )
b AlG, 3% 605 M) = el 19 i) B GndB) 400 D)
Yool tous 1, J )i, ] e B IN T e,

On vérifie aisément qu'avec ces relations, a estune association cohé-
rente bijective sur Q . Nous dirons que a est l'association standard dé-

finie par le triple (G, H, J) .

3.4.5. Nous ne connaissons pas d'autres associations cohérentes bijecti-
ves que les associations standards, mais nous ignorons si elles sont tou-
tes de ce type ou non. On a toutefois le résultat partiel suivant

3.4.6. PROPOSITION. — Soit g une structure de semi-groupe a gauche sur
un ensemble Q fini (donc a translations a gauche bijectives), I ["ensem-
ble des idempotents du semi-groupe Q . Dans ces conditions, il existe un
groupe H, une structure de semi-groupe a droite sur 1, de groupe H,
telle que d , restreinte a 1 soit donnée par I'égalité

G, 5, ™ G, 997 YR PR,

3.4.7. DEMONSTRATION. — Nous montrons d'abord que a , restreinte a

12 , applique 12 dans I et que d, sur I? est atranslations a droites
injectives (donc bijectives, puisque I est fini)

Ct

5

S

5
d

t1
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1°) Si 1, | sont deux g-idempotents, dij est un g-idempotent car
g di gij dij =d gii j et comme i, j sontdes g-idempoteats

ona gij =1 g, =i donc gdijdi =dij

2°) Si i, j, k sont trois éléments de I, la relation dik = djk
implique i = j en effet, dans L (Q), les mots ikk et jkk scuttel
que l'on ait

f(ikk) = g kk dkk dik = g kk dkk djk = f(jkk)

1. . : ; 14 % -
comme a est bijective, f est imjeciive et on a ikk - _;H{ lont

S 4l ¢

3°) Si j, k sont deux idempotents on a donc d'apres 17, 2
existe 1€, dii =k

La proposition 3.4.7 est alors conséquence du lemme

3.4.8. LEMME. — Soit a une assoc on cobérente bijeciiv
semble 1 telle que l'on ait g1) | pour tous 1,] el . Il existe

structure de semi-groupe a droite sur {, de groupe H telle que (‘on ait
&y, ), e Ll e 1=]JXH

La bijectivité de a entraine que d estairanslations a droite bijectives,
comme on le voit immédiatement. Définissons alors hij comme Munigue
élément de [ tel que d hij j = i. Monirons d'abordque h estunc loi as-
sociative.

Soient i, j, k trois éléments de 1. On a successivement
d hi hi k hi =1
d h hij k k = hij
ddhhijkk =dhij j=i
3.4.9. ddh hijk kd hjk k =i. Orle premier membre de [3.4.9] s'écrit
aussi dh hij k hj k en vertu de l'axiome [CO'3] vérifié par d (puisque

gij = j [exemple (i)]) . Comme les translations a droite par d sont bijec-
tives, ceci entraine

hihjk=hhijk h estune loi associative

Supposons ensuite hij = hi'j . Alors , par définition d hij j =i =d hi'j=i'
donc h est atranslations adroite injectives. I, pour h est donc unsemi-
groupe a droite- [l n'y a plus qu'a montrer que 1'on peut redéfinir d a par-
tir de h . Vérifions que si l'on pose
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h8ijj=1 ona &ij =dij ce qui achévera la démonstration. Or,
par définition

dhdijjj=dij donc hdijj=i donc dij=5i]

3.4.10. Remarque. On notera que les conditions dii = i hii =i sont
¢quivalentes ; les d-idempotents et les h-idempotents coincident.

3.5. Résultats partiels sur la détermination des associations cohérentes
bijectives (suite),

3.5.1. Supposons, pour simplifierque Q ={(x, x")}xe¢H x'¢G, H et G
étant des groupes finis et que 1'on a g(x, x") (y, y'") = (y, x'y")

Posons d(x, x") (y, y') = qa(x, N Y, Y'), \P(X, X Y, }")
On a déja établi, puisque d(x, e") (y, e') = (X}"T, e')
¢lx, o', u. e = %" plx, e',y,e") =e’

En interprétant les axiomes [CO2] et [CO3] on obtient d'abord que  ne
dépend pas de x et que ¢ ne dépend pas de x'. En écrivant alors

wx',y,y") et olx,y,y") on obtient les trois relations
@) &', z,y"'2") iy, z, 2z") = wix'y", z, z") d'oi on déduit
@) "yle',y, g e
b) ¢ (¢lx, 2, y' 2", oly, 2, 2"), wiy', z, 2')) = ¢lx, y, ")
()  wlylk', z,y' 2", ¢ly, z, 2") wly', z, z")) = px', v, y")
On en déduit en particulier
(b)) o, y,e)= xy™!
Posons, provisoirement y(x', z,y'") = q;s(x', y") . On a donc ((a))
g, &y 270 g (7 2= KRy 27) et walel ¥i=e
Utilisant (b) et (c) on obtient, si z = e
Yo ey h it i alyE N e vl
g, &',y =g &'y e gy, e et en particulier
e lp ' ') ef) = (', ef) dene gl G ) =%k

t1x" = 1x' si on admet Tx' = x' (il suffit pour cela que T soit surjecti-

ve) on en déduit d'abord y_(x', y") =x". En reportant dans (c) il vient

Lp(q;(x', Z, Y') 3 (Ys Z, & h “P(Y" Z, ev)): “P(xvs Y, Y')

Si

D'

Co
P |
ol

il 1

qui
ten
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Si on fait z' =e' donc ¢ _, (g &', y"), ¢ ', )y ¥, e
yz

D'on q)y(x', ¥ = Al g et S idane

wix, X', wydds=

Comme il est clair que o(x, y, y") = ¢(x, y, y') implique x = x, ;posons

®, (x, y') = ¢lx, y, y") . On a alors
ole, 0, ¥, 9.y, e, y) = (x, y") done g (g,(x, y), y") =@ (x, y') d'ou
il vient

b =i
Si on pose @ P

olx, e, e") = ololx, z, 2"), ¢le, z, z'), ') d'ou x = ¢lx, z, z') z
olx, z, 2") = xz"!

Les hypothéses w(z, x', e") = x' et g¢le, x, y') = x"! ontdonc pour con-

séquence dix, x") (y, y") = (xy"!, x") c'est-a-dire que a est standard

3.5.2. Remarquons pour terminer, ce qui est immédiat que pour tout ceQ,
si a est cohérente bijective il existe P = a” (puissance de o pour g)
qui est un g-idempotent. Alors dPB est un g-idempotent et un d-idempo-
tent donc la loi y = dBP est associative.
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3. Séries formelles raotionnelles

Théoreme de KLEENE.

Dans un magma libre avec association (cohérente bijective) stan-
dard ([§ 3; 4]) nous étudions les systémes linéaires d'un ¢oté, dont la
résolution conduit a une double caractérisation des solutions :

- D'une part, comme séries formelles rationnelles, construites a
partir des variables par les opérations de Q , les opérations du module
A[lX]] et ia guasi-inversion pour les lois associatives du modéle.

q

Z” - Au moyen de représentiations mairicielles.

Nous n'avons donne des démonstrations que ce qui s'éloigm nettement de

la démonstration classique [SCHUTZENBERGER 1962]

1. Systemes d'equations en series formelles gauches.

1.1. Soient Q, X, des ensembies finis, A le magma libre sur X , a une
association cohéiente bijective dans Q . L'ensemble [ des expressions
gauches de A s'identifie au guotient de |'ensemble = de toutes les ex-
pressions par la relation d’équivalence

o=¢' sietseulementsi fo = fo' , f étant 'application d'asso-

ciation [§2, 1.3.4] de = sur ' [$§2, 1.3.5 prop.]

On peut munir [ d'une structure de magma en posant &yy' = foyy' y,y'el .
D'aprés le [§2, 1.3.7] cette définition est cohérente et [ devient l'en-
semble des expressions d'un magma dont I'ensemble d'opérations

Q ={&}, xe Q est en correspondance bijective avec Q . Nous n'utilise-
rons pas cetie définition. Nous considérerons seulement les expressions
de Z , represeniant les expressions gauches qui en sont lcs images par
f , et nous écrirons

aoPr = goPd dg;ﬁ o1 pour tous aPeR o, T, ‘sz

1.2. De la méme maniére, nous noterons encore Zuao, o¢> une série for-
melle qui representera la série formelie gauche Eﬁyy, ou ﬁ‘Y = Bt 0 10 T

SOl
esl

Si

1.3

1.3

les
me

1.4

les
pos

tal
jec

ver

2.1

2.1
ton
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somme qui a un sens car 0 et fo sont de méme longueur dans X et Q

est supposé fini ([1.1]) .

Si u, v, w sont trois séries formelles, on a encore

1.2.1. cuPvw = gaf doP u vw «, BeQ d'apres les définitions des deux
membres ([ §2, 2.2.7]) .

1.3. Nous noterons ([ 2, 2.2.7])

1.3.1. u, = fi(u1,..., U un) un systéme d'équations en séries formel-

les, dont la solution se compose de séries formelles gauches, éventuelle-
ment représentées par des séries formelles quelconques de A[[X]] .

1.4. A partir de cet alinéa, a est une association standard (][ §2, 3.4)
et Q s'identifie au produit J X H X G . C'est 1'élément neutre de H, e"
'élément neutre de G . Si i est un h-idempotent quelconque

a((i, e, e (i, e, e") =(G,e', e, (i,e', e")), cequi signifie que
les opérations o de cette forme, ou i parcourt ]J sont des lois de com-
p p
ositions identifiant oo otp et ax ote . Elles jouent un role essentiel
P ¢ ¢ ]
dans ce qui suit. Nous les désignerons par le nom d'opérations fondamen-
tales. [."ensemble des opérations fondamentales est en correspondance bi-
jective avec ] .

2. Séries formelles rationnelles.

2.1. Quasi inverses ,

Soit u une série formelle, a une opération. On appelle quasi in-
verse de u pour o et on note u® lasérie formelle définie par 1'équation

231 2% =u+teou®xn

a

u® est donc la série formelle u + cuu + oo u uu +...+ o u“+1 *+...

2.1.2. Si a=(i,e", e") estune opération fondamentale ([1.4]), nous no-
tons u' le quasi inverse de u pour cette loi
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2.2. Definition des séries formelles rationnelles
2.2.1. Une série formelle u est rationnelle si elle appartient au plus pe-
tit des sous-ensembles K de A[[X]] satisfaisant aux conditions suivan-
tes

(a) xeX=—3 x¢K

)" 81 Wik v e KA e AT e

(c) 51 nweK,veK, ae® onvek

(d veK ieJ=u'cK

On note R Il'ensemble des séries formelles rationnelles

3. Systemes d'équations linéaires a droite a coefficients ra-
tionnels : élimination.

3.1. Definition

Un systéme linéaire a droite a coefficients rationnels est un sys-
teme de la forme (L)u.=r.+ = S_ . u ou r., S_. sontdes séries
1 1 | Q, | ! a,)

formelles rationnelles ([2,2]) dites coefficients du systeme (L) .

3.2. Etude de l'équation (E) u =r + =(i, i",i") S
00 e e s =@ S S o e i R

1, v 1

u

o DAL e

3.2.1. Nous cherchons d'abord a déterminer des séries formelles
Vi g (j. j's 1" parcourant Q , telles que l'on ait

() w=ma 00 il Vit C'est la réduction de 1'équation
(E) ) ’ '

On doit avoir u=r+ =(i, 1", 1" Si Lot g b T . T

i B
24,1537 Vo gt s donc encore ([1.2.1]) .

w e+ B L NS, e YRR TS

il ¥

Si, i, 4" Vi. AL r

S(

1"
de

Cu

le
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d'ou en identifiant
G vy i = S0, iem + 26T S
(j: jf’ iﬂ j!l) — (K, K!, Kn)

T ol +
bt T i, 1Y avec

ou encore
" i s argrt=] nmoen-]
(“1) VK, K', k"— Sk, kl' [ e i 'z. i" (15 1 K ? K .l )
B o G Bl A DR e s M asha i
” 1 ’ I

Pour tous (k, k' k") ¢Q, Vot e et donc solution d'un systeme li-

néaire droit a coefficients rationnels.

Ecrivons |'équation (iii) sous une autre forme

(iv) v =S

o Kk =S e T 2 @i, ") S,

o it e" VK, k', k" +

= Ly grve] n o-n-1
s e KRS e watalh Tenide i

Ceci conduit a 1'étude d'une forme particuliére de 1'équation (E) .

v) un=r+ a Ei,) (T ey o Ll .Sinous cherchons a la mettre

sous la forme réduite

(vil a =2+ Ei ORI U Lt onvoit qu'il y a deux cas distincts

a envisager

1 "
g Wi ¥
e )S‘n"ae“ e

(Vii) N ok S v n S z(i’i') (i’i‘ j'-

I 1702 b1 ,e

(viii) T Z. S jv.'l, e™ 5;,i.e" Vi i™ C© qui prouve que
’ ’ i‘i ’ ’, ’ ’

j"# e“
YN 0 si j" #e". Autrement dit, la mise sous forme réduite de
I'équation (v) ne fait pas intervenir la troisiéme coordonnée des éléments

de Q. On peut donc 1"omettre provisoirement et se ramener au cas parti-
culier

322 iz w=v+ 2 (i,i')Sii.u el X H ¥ .S

o € R laformu-
(1,07) ¢

i

le réduite est
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x) u=r+ Z (,j" v, et et les L satisfont au systéme
[t t <
(xi) By S S] " + = (i,i',j"]) Si i Yy pe qui est, en fait, une fa-
’ ’ i i' ] .

mille d'équations du type (ix), ceci conduit a poser

T =S e Nk v
1o i koK [

pour une donnée de couple (j, j') .

itk B, forme réduite de (xi),

Il vient successivement L e Si o F615%") B0 (Si p T >
. ’ ‘ ’ k‘k'

k™) vy e 84,70

S =B B 4 R g R - kit bps
it Visitk, ke Si;i" donc
e L .z. G e S ® ol
Mais on a aussi, d'aprés 1'équation (xi)
(xiv) ka'j‘ = Sk,k'i' + i'Zi. (i,i'j'*'1 k') Siit Viok'e
donc
(xv) Vi,i',k,k' :Vk,k'i'
v est donc solution du systéme linéaire a gauche
(xvi) Yo Si.i' A, 2 e kl) Vil Si.i' ce que nous écrivons en-

K ket

core

S

(xvii) Vi i T Si i + (j,e") Vi S - = (k,k" i

N '
Al el (K, K" # (i,e") k,k

Comme plus haut, nous sommes conduits a étudier une forme particuliére
de 1'équation gauche semblable a (ix)

(ix) u=r+ = u Si " c'est-a-dire 1'équation
(La1") !

3.2.3. (xviiil) u=r+2 (j,e)u Si r, Si eR
i

Nous 'écrirons, sous forme réduite
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xix) u=r+ = (G,iNr Ve ce qui s'écrit aussi
=
L

u=r+3 (,e)rS + 3 (,e) ZG,i0rv,;,S, . Orsi @ estl'appli-
i i

cation inverse de a on a a((i,i") (j,j") = ((,j'i", (i,i")) ce qui prouve
que 1'on a aussi

(xx) u=r+ % (j,e')rSi e 0l G el pet) Vi Si et par suite

(xxi) v]e.=S +v o S donc vle.ZSi([21.2] et v, =0,

Sii [1,i") & (ye) .. On v01t donc a ce stade, que si r, S sont des séries
formelles rationnelles 1'équation (xviii) a pour solution

u=r-+ 2 (j.e)r S I, qui est une série formelle rationnelle ([déf.2.2.1
(b), (c), (d) i

3.2.4. Revenons, maintenant, a l'étude des équations du systéme (xvii).
En appliquant les résultats précédents on a Si =S. . S':' =0 sij'#j

1ol
donc Vie o =0 si j'#) et r=Sii finalement

B b shbienth8 il

(xxii) V.[ T S i *+ z (K’K) VK,k.i. b lel

. Pk k) E (o)

+ (e 2 KKD v
(K, KD# (Le ")

que a(j,e") (K,K") = (K,K") (j,e') et en posant bage S Si T (j,e") S] i
By Ly (o 47 A

lel

KK Si . Siii' . Donc, en tenant compte du fait

REKIME X s i T gt BT ¥
lel le | (K,K' # (j,e")

valeur de Vi dans les autres équations du systéme (xvii), on obtient,

pour (K,K") # (G»i"

WUIRIE En reportant cette

= ] s stpte]
VK,K'_SK,K' + (2%')#E’UEI)'K!-1) VE,E’K'SK'K'-l_(J’JK )
@ = i ia by 1) B
l'[ (m m' )P(‘*'mhmﬂ’ Vm‘m I lel iri'K'-I

c'est-a-dire, aprés transformations

e ey t=] s
Yassit e S K el (E,%)#(Ft’,ﬂi')k"’)

L |
VE,E’K'(SK,K'+(J,']]( )tlii. Si:ilk.-1
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donc, en posant S, (=8, (vt Fr R S

)

v

Gexiv) vy :g_K,K' i QEQ* € ) vppo o gK,K'(E’E’)#(jae!)
SK,K‘ e R
Ceci prouve que 1'élimination de l'inconnue Vi dans le systeme (xvii)

((xxiv)) ayant les mémes propriétés. On peut donc itérer le procédé et on
obtient finalement le résultat suivant

3.2.5. Si les coordonnées du systéme (xi) (puisque sa solution est celle
du systéme (xvii)) sont rationnelles,sasolution est encore une série for-
melle rationnelle. Posant Vi T R onvoit que le systéme (ix) a pour

solution

(xxv) u:r-t“Z(j,j')ri T T me dépendant que de r et de Si .

'

De méme la solution du systéme (v) peut s'écrire

(xxvi) u=r+ : 2' () B, R E les B Y g étant rationnels.
"'i } v r ’ ’

3.2.6. Revenons alors a l'équation (v) et écrivons

S o R G e b oy D + oL 1"t
k

VKIU'OU“ K!k':K" (l l?) iri le" K'K'f K" ﬂzei %;’ ;s "

(Sk, e, o e i) T SE,E'K',K'E"’]) Vi ke, ns e

(i)
qui peut encore s'écrire

g s npn-l s M
—SK,K',K"+ Z&g,,g..#K..(ﬂ,f Xr-te it )VK,K,’E"

(xxvii) Vo ien

ou les séries SK,K',K“ KK, K®

théses faites. On voit alors aisément,par un calcul analogue, quesi j"#k"
est solution d'une équation du type (iv), ou n'intervient plus

% sont rationnelles, sous les hypo-

ViR
Vi KK mais seulement les inconnues PO LE e G0 2K On
est donc conduit, par éliminations successives a une équation du type ci-
dessous
o s it
Goeviit) vy o oo =Ty ron * Zg g BT tp g on p pr e
=y 1 - : -

ce qui n'est pas autre chose qu'une équation du type (v), dont la solution
est rationnelle, dés que Ty koom SF g en sont rationnels.

Résumant

=

o=
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3.2.7. LEMME. — La solution de l'équation (E) s'obtient a partir des
coefficients r ;s ., ., par un nombre fini d'opérations des types [2.2.1
(b), (), ()] et est donc rationnelle si ces coefficients sont eux-mémes des

séries formelles rationnelles.

3.3. Soit maintenant un systéme linéaire (a droite) quelconque (L). Appli-
quant le [lemme 3.2.7] a la derniére équation, on voit que 1'élimination de
I'inconnue u_ conduit & un nouveau systéme, dont les coordonnées sont
encore rationnelles. Par conséquent

3.3.1. PROPOSITION. — Toute coordonnée de la solution d'un systéme
linéaire a droite a coefficients rationnels est une série formelle rationnelle.

4.Représentations matricielles associées aux séries formelles
rationnelles.

4.1. PROPOSITION. — Soit u ¢ R, une série formelle rationnelle. 1l existe
une représentation matricielle gauche pu([ §2, 2.3]) telle que I'on ait, pour
tout g €2 .

4.2. Démonstration de la [proposition 4.1]

Il s'agit de montrer que,si u estune série formelle rationnelle, on
peut lui associer une représentation matricielle convenable. D'aprés la dé-
finition de R ([2.2]) il suffit donc de construire

1°) P, pour tout x e X

2°) si u,veR; si p et p sont supposées construites ; si
A, ueA sontdeux scalaires, trouver BRS L

3°) Si u, veR ; si P, et p, sont connues; aeQ® , construire

pC(uv
4°) Enfin, si P, existe, pour un ue R, si (i, e', e") est une
opération fondamentale, construire p , représentation associée au quasi

u
inverse de u. Nous procéderons dans cet ordre, en tenant compte du fait
que, d'aprés les définitions, p o est connue pour toute expression o, dés

que 1'on connait p x,x ¢ X .
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4.2.1. Représentations matricielles associées aux variables.

Soit x € X . On cherche pour o¢Z une famille go= (pzo')ozfQ v {01,

ou chaque p?:c est une matrice a n=n(x) lignes et n colonnes. Cette
famille doit étre telle que grE  F 0 si oc# x; p‘:’xx1 bl 1. (1l étant
1'élément unité de 1'anneau A) . Nous poserons n = n(x) =1 p: x =)

p‘:c =(0), si o # x . La vérification est triviale,

4.2.2. Représentation matricielle associée a une combinaison linéaire,

Soient u = gp\: Ak o =p° T _,7;n=nf);n"=n).

[l

Posons w =M +uv A u €A . Nouscherchons p = et n" = nlw) tels

o (o}
e w=2 avec = Ao°
= ¢ Pu. Pine ® P {pi'n“ Py cphn il p:’ q)hn' i
Nous prendrons n" =n +n'+ 2 et nous définirons en écrivant, pour tout

x e X ettout axe Q, que pg x est la matrice (d) ci-dessous

o a a o x
0 ?\puxl,1 vee NP Konh B K. p e Bl Rpux1,n+upc:x1'n
a a o
0 Py Xa0 o PaXyn 0 0 B
0
(d) 0 pg . - gl ‘0l o @ o 0 N o
o x o
0 0 0 pvx1,1 pvxl,n' o pvx1,r1'
0
0 e N 0 p(: oA p? 0 p? ot
0 ¢ R— 0 0 RS - 0
On a, par construction, p’ Byl Ap; x,, Tu P, X, o On vérifie

4.2.3. Représentation matricielle d'un "produit”,

Les notations étant celles de [4.2.2], soit o € Q une opération
quelconque. On cherche unereprésentation matricielle convenable associée
a la série "produit de u et de v pour o" i.e, w =uv. Soit p cette re-

présentation. On doit avoirsi 0= aTe; T, pe2 Wy = u, Vg et si @2

-

tre
lo
(e

Or

SO

a -

pe

et

po

€85

i)
i
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n'est pas de cette forme w
que

s = 0. Autrementdit p_ doit étre choisie telle

°a =5 T i i 0=aT "G =0 dans'l
B T gnls Pty 4 P Bbpo (&9 ¥ B G HB. 06 28 L1R

traire.

Nous ne ferons iciaucune hypothése sur la structure de Q pour les
lois g et d autre que leur donnée et le fait que Q est le cardinal fini.
(en fait la démonstration peut s'étendre aucas oi Q est dénombrable, sous

des hypothéses convenables (cf. [ROUBAUD 1965 a n° 1] et aussi [§ 7 1).

J Ordonnons Q de maniére a ce que o = « et o o w L Par
1 1 q 2

sons @ (a, P) = (8 (0,B), d(a, B) etdéfinissons les éléments suivants de  Q

g: =g g; =d (a, a) hl =g (a, Gq), puis, pour tout r, 1<r< p
g;= d (a,, gq”“‘) h; =R g;). Comme Q est fini, les suites g;,h;

euvent étre considérées comme périodiques a partir d'un rang commun m
q o

o m_+e m - e +m m
et de période commune e _ . On adonc g ¢ *=g 9 de méme B

pour tout q, 1 < q< p . Posons enfin m = max (mq), € =ppem (eq). V=m +e il
est clair que pour tout entier A3 0

V+A  _ m+A
a = &g et

h7+?\ ' hzT~I+?\
g q q

Soit ensuite d un entier, 0 <d <p, et construisons les matrices

pf x , x ¢ X . Ce serontdes matrices carrées (n", n"), ou n" seral'en-
tier n(pv + 1) ; p, v ayantles significations qui viennentd'étre données.
Soient les entiers i, 1<ig<n;j,i<j<n;k 0gksv-1;

,0<l <V -1,q,1<q<p;r, 0<r<p. Pourtout q, soit kq I'entier
ainsi défini : si k<m_ k =k;kgm_ soit k'q le plus petitentier con-

i a &, q
gru a k-m_ modulo e etsoit k =m_+k' .
q q a a q

Ceci étant,la matrice p‘s x sera de la forme suivante

A, x Bd X
ou Ad x est une matrice (n(pv +1),

n(pv +1)
0 0

C. x estlamatrice g x
d v

4.2.3.1. Dans A_ x nous explicitons 1'élément de la ligne d'indice
i(pv +1) +(q-1v +k+1 etde lacolonne d'indice
ipr +1)+G-1)v +€+1 comme suit
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1° si £#k+1, cet élément est O, pour tout d

k
2° si £=k +1 on distinguera deux cas : ou bien d =h 9, et
k
I'élément correspondant est g x, . , ou bien d# h_* et I'élément de la

matrice A, correspondante est nul.

4.2.3.2. Toujours dans A, x, un élément de la ligne d'indice
i(pv +1) + 1 est nul s'il n'est pas dans la colonne d'indice
jipv +1) + (r - Dv + 2. Dans ce dernier cas, il est nul s'il n'ya pas un

1

q tel que d =hq

; 1 q
s c est i
, Ssinon Pl T

4.2.3.3. Enfin, tous les éléments de la matrice B, x sont nuls a l'ex-

ception de ceux de sa premieére colonne. Dans cette colonne, un élément
. . ey — e -~ o

de la ligne i(pv' +1) + (q-1)v +k + 1 estégala p x,

sinon c'est 0. Enfin, les éléments de la ligne d'indice i(pv +1) +1

si d :511‘

o . 5 . -
sont les p x respectivement si d = a_, sinon, encore, 0. ¢° étant
u in 1 w
LT . : la; : 1"
ainsi définie, pour tout d , il est clair, par construction, que lon a

Py Xy nn =0, pour tout x . Supposons ensuite que 0 = &, Xy ;X, Y € Y

Ecrivons p: x comme la somme

Adx 0 0 de

0 ix 0 0

Alors p; | Xy =p) xQ, Y

A xA_y 0 0 Aox B oy 0 B, xp y
0 p,axy 0 0 0 0

seule la troisieme matrice contribue & la formation de 1'élément
_ o o . . A n
P, cl,n" i - x“rl P, ylln. par construction. Si maintenant o orq Xy ,

: . : ' 0 -
q# 1, il est clair aussi que l'on aura p_ @ XY - 0.

La vérification des conditions posées au début de cet alinéa, vraies donc
pour les expressions de longueur <2 , se fait ensuite par récurrence sur
la longueur des expressions. Ce sont,comme en [31 des calculs simples,
mais fastidieux.

el — N

P

P
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4.2.4. Représentation matricielle associée au quasi-inverse d'une série
formelle. Avec les notations de [4.2.3], on pose cette fois w = u® et soit
encore p_lareprésentation matricielle cherchée. Cette fois, d'apres la

définition de w, w =u_ ... u si o estégala oo ...0  , si-
(0] (o} 1 il
1 T==11
" . . 1. e
non w =0 ce qui, traduit pour p ~ donne l'égalité

e} . 1 1 o
B el B o pi oo RN S o 0, selon le cas

conservant toujours les notations de [4.2.3] ; g;, h;, m, e e, m,\V,;
étant définis comme précédemment et i, j, k, £, r, l(q des entiers ayant
les mémes propriétés ; la définition de p? x sera cette fois

L A

n" = n(w) =nlpv + 1) pl x est somme de deux matrices Ai et Bi

4.2.4.1. Dans A% x un élément de la ligne i(pv + D+(q-1Dv+k +1
et de la colonne j(pv +1) + (r-1)v + €+ 1 est 0 si £ #k+ 1, pour

K
tout d . Sitl=k+1 d:hrq c'est p;' ) sinon c'est 0.

4.2.4.2. Dans A% x toujours, 1'élément de la ligne i(pv = 1)+1 estnul
sauf dans la colonne j(pv + 1) + (r- 1)V + 2 et pour d = h'CI , ouil est

égal a p¥ x|

4.2.4.3. Les éléments de la matrice B%x sont nuls sauf dans la pre-
midre colonne ot seul est non nul 1'élément de la ligne i(pv+ 1) + 1 qui
vaut p° X

u, in

Les vérifications sont omises.

5. Le théoreme de Kleene,

5.1. Systeme d'équations linéaires strictes.

Un systéme d'équations linéaires a droite a coefficients rationnels
est dit strict s'il satisfait a la condition suivante

. ~
s sont des monomes.

5.1.1. Pour tous i, j, o les coefficients r, St

5.2, Théoreme de Kleene. —Soit u ¢ A [[X]] wune série formelle : les
trois conditions suivantes sont équivalentes

(i) ueR; i.e u estrationnelle
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(ii) u estla premiére coordonnée de la solution d'un systéme li-
nédire d droite strict

(111) il existe une représentation matticielle p, telle que

5.3. Démonstration. — Nous avons établi auxnuméros [3] et [4] les deux
implications (ii) = (i) et (i) == (iii) il reste a montrer que (iii) = (ii).
Supposons donc que u = Zp o, , et montrons que u est solution d'un
systéme linéaire a droite strict.

Ly 28 o
Posons u, XZ o T S GEJ af P, X, XU,

I1 est clair que 1'on a u‘f’ =Zp %, % doge ul? =% N e ce
x X

(0)

qui prouve que u, coincide avec u a l'ordre 1. D'autre part, u(;) =u, +

i,n

+Zasz (0)=u{g)+ Ecxszxzpy .y donc
a, ] x j a,j x

I 0 = (0) : o
ul = U, +0[2J xZ p Xy, pu Yin OXY + Z p oxy, . ce qui prou
ve la coincidence de n et u, jusqu'a l'ordre 2. La démonstration s'a-
chéve par récurrence.

6. Exemple.

Comme illustration de ce qui préceéde, nous traiterons, sur un exem-
ple trés simple un probléme qui est a la base de la démonstration [théo-
reme 5.2].

Soit Q = {a, e} avec l'association a: d(a, B) =a, gla,P) étant la loi de
groupe a deux éléments avec e élément neutre.C'est une association co-
hérente bijective.

Soit X ={x,y,z,t} A= Z etposons

u=x+ayx v=z+atv. Nous cherchons a obtenir w = cuv
comme solution d'un systéme linéaire strict ([5.1])

Y8 cn ot oy

=xu (8 =

ona u X oy X W= xle ey o=ier v oy

S e

A AT o W vi?d =z +atz + ot at z

Si

al

=]

ti
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Si o était une loi associative, il suffirait de poser W = oxu + ayw et on

aurait w(? =0 w" = oxz = wl® W? = vV + oy oxz = oxz + oxatz +

+ ay axz et comme, dans ce cas oayxz et ay axz sont égaux w2 et

W2 coincideraient jusqu'a l'ordre 2 et on prouverait aisément W =w .
Or, pour 1'association a considérée sur Q ona a(e, o) = (o, @) donc
ooy x z et égal a ey axz . Ceci nous conduit a poser

1

axv-l-eym:\?

sl =

axv + ey W

W étant donc premiére coordonnée d'un systéme linéaire strict a 3 équa-
tions

W = oxv + ey (axv+eyw) =oxv+eyoaxv+eyeyWw
sil'on veut w =w il faut que uv soit aussisolution de cette équation

or uv = alx + ay x + ay oy u) v est vraie car on a bien

u=x+tayxtayayu .
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4. SERIES FORMELLES ALGEBRIQUES.
THEOREME de R. JUNGEN - SCHUTZENBERGER,

Ce paragraphe définit et étudie les séries formelles algébriques
dans les magmas avec association.

Outre les propriétés de cloture élémentaires, on étudie le produit
hadamarien de deux séries algébriques et on démontre une généralisation

d'un théoréme dit a M. P.Schiitzenberger [SCHUTZENBERGER 1962].

1. Systemes d'équations algébriques.
1.1. Definition .

Un systéme d'équations en séries formelles algébriques dansle
magma avec association A(X) est un systéme o [2,2,8 au § 2] olpour
tout i la série formelle f estun polynéme T ([§2, 2.1.11) . Nous é-
crivons, conformément a nos conventions

L1l u = ﬂi(u1, s Wy oy un) i1, polynome de A[XV Y]. Si W, est
un monome de TT, les expressions de % figurantdans u, sont les coef-

ficients du systéme. On a immédiatement

1.1.2. LEMME. — Les coordonnées de la solution d'un systéme algébrique
a coefficients algébriques (i.e. obtenu en substituant des séries formelles
algébriques aux coefficients d'un systéme algébrique) sont. encore algé-
briques.

1.2. Proposition,
1° si u et v sont algébriques, u + v est algébrique
2° si u et v sont algébrigues, auv est algébrique ; « € Q
3° si u estalgébriqgue N ¢ A Au est algébrique

4° su u est algébriqgue «eQ u® est algébrique ,

La démonstration est immédiate a partir des définitions.

esl
SéI

So
fic

un
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1.2.1. 11 est clair que tout systéme linéaire a droite strict ([§3, n° 5.1])
est un systéme algébrique.Donc, les séries formelles rationnelles sont des
séries algébriques, d'aprés le théoréme de Kleene ([§ 3 théoréme 4.11).

1.3. ‘Seéries formelles linéaires .

Les séries formelles linéaires sont solution des systémes d'équa-
tions algébriques satisfaisant a la condition suivante

1.3.1. Dans tout mondme de TT , figureune seule inconnue,i.e. variable

de Y.

2. Produit hadamarien de séries formelles,
2.1. Définition .

Soient w = Zu,d, 0 Ziv = Zv_r T, Te = deux séries formelles.

On appelle produit hadamarien de u par v et onnote uev=w le mor-
phisme chpcp, Pe 2, ou Wo ™ gy -

2.2. Théoréme de R. Jungen-Schiitzenberger .

2.2.1. Si u=23u;0,0¢€2Z est algébrique et Vv = 2V, T, Te2 estune

série formelle rationnelle ([$3)), le produit hadamarien u @ v est algé-
briqgue. En outre si u est rationnelle u @ v est rationnelle.

2.2.2. DEMONSTRATION. —Soit m unentier > 1 et A" [[X U YI] le pro-
duit de m copies du magma des séries formelles en les variables de la
somme disjointe XUY , ot Y estun ensemble fini a m éléments

{y1, o yml =Y.

Pour tout m-uple (u) = (u‘, o um) de séries de A [[XUY llie. u
ARIXCL WYl S sois fu le morphisme de magmas défini par fu X=x,XecX
fEr=nrse’ 20 8. AIXUY] .Onl'étend a A*[[XUY]] en po-
sant fu r = Zr, fL1 g,0 ¢3. Ilestclairenoutre quesi r, s, te A[[XVY]]
«PeQ f ar Psr=1f gopdap rst .

Soit Kq [[X]] le magma des p+l-uples de matrices (card Q = p) acoef-
ficients dans A[[X1]. Toute application u K— Kg[[X]] se prolonge en
un morphisme de magmas A™ [EXil== KmQ[[X]] de maniere évidente.
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Si ueA™[[X]] définissons f“u ARIXV YT -——LK‘“Q [[X11 en posant

fuux—ux i xeX et fuu ¥ Easns el ke s bl

Il est clair que si o€ Zx . fucr = fuucr doncsi v est un élé-

ment quelconque de  A™ [[XV Y]] on a aussi, par prolongement

puf v=£f ~v. Autrement dit, on a la commutativité du diagramme
u Hu 8r

(8) ci-dessous

AR [IXY] —— K [[X1)

N ¥ ] i

Am[[X VU YTl

u

Soient alors Z ={z;"m,} ,1£j<m,1<i,i"<n(card X =n) 0g qgp

m n? (p+1) nouvelles variables et définissons v A[[XUY]]—»K& HEXHY Y

en prolongeant les données vx = ux (vy P = (z9, ) (i, i" variant de 1 a
prolong y,

J oLt
n) .

Définissons ensuite {Uu All XU Z1] dans A[[X]] a partir de

= q = CATCE q
fuu X = e fvuzj,i,l' (vuj)i‘i, zjli’i,fZ

fv s'étend aisément en un homomorphisme KmQ[[X uYll — IQ“Q[[X]] en

posant pour M e Ko [[XV Z]] £3' M9 = (2 M9), )

ke

Si oeZ ,, ona,ilestaisé de le vérifier a partir des définitions

A= f\J vo et ceci demeure pour toute donnée v ¢ A"[[XV Y]]

fH v=1f, vv. Soitalors ¥ la solution du systéme d'équations défini

¥ u

par v . On a évidemment, d'aprés les définitions données
uV=ufv— v car \7‘=f7v donc aussi

v = fuv_ v, comme on l'a vu. Il est clair que pu et v coincident

sur A™ [[X]] donc

e q
Ldatryg v, e

A[[XU Z]] . Ils constituent un systéme d'équations en les séries formelles
de XU Z satisfaisant aux conditions habituelles si v y satisfait.

Ceci étant, considérons les mn? (p+1) éléments w

Si
Sc

SC

an

ni
er
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Il est clair en outre que si W est la solution de ce systéme, on a

o - — g
wjriai'oq (uvj )L'i.

Si v définit un systéme algébrique tous les éléments des matrices vvjq
sont des Q-polyndmes donc w est un systéme algébrique etles (u \.—'jq)i %

sont donc des séries formelles algébriques.

Posons alors si p est la représentation matricielle associée a v , série
formelle rationnelle ! Jee fag)
i r

Il vient ue v=2u pocmo,ceix donc

o

uev=2ug o e Spidi el Dleiide résultat, u s'identifianta v

1,n

avec les notations ci-dessus.

L.a démonstration est donc achevée, sauf la vérification de la der-
niére assertion, que nous laissons au lecteur et qui se fait aisément, en

employant les méthodes du [$3].
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5. GRAMMAIRES de CONSTITUANTS
dans les MAGMAS LIBRES.

Trois voies s'offrent pour généraliser aux magmas les définitions
usuelles de grammaires de constituants et langages. Dans la premiére, on
ne fait aucune hypotheése surles opérationsde Q et on calque étroitement
le modeéle classique. La difficulté essentielle vient alors des grammaires
linéaires d'un c6té qui ne sont stables paraucune des opérations usuelles
et qui ne sont pas susceptibles de caractérisation du type "Kleene".

Dans une deuxieme approche, on récupére "autant d'associativité
que possible” par une association cohérente bijective sur Q et l'on ob-
tient une symétrie a peu pres parfaite avec les résultats classiques. Mais ,
ce faisant, on impose de sérieuses contraintes aux opérations.

Une troisieme définition, ou intervient la notion de productions
avec récaténation (ou transformation), fournitun outil plus souple qui sem-
ble-t-il permettra de combiner les avantages des deux premiers modes d'ap-
proche.

Cette approche sera étudiée ailleurs ([ROUBAUD 1967]) .

1. Grammaires de constituants dans les magmas libres.
1.1. Définitions,

Soit @ un ensemble, V_ unensemble fini. Notons .I'\T le magma

libre de variables Vet d'opér:ltions Q .Une grammaire de constituants
sur le magma A est un quadruple G = (V, VT, S, R); VTc, V , vocabulai-
re V_ étant le vocabulaire terminal et son complémentaire non vide, le vo-
cabulaire non terminal. Les expressions terminales sont les expressions
2. dumagma A_ . Une expression du magma A sur V est dite non-

terminale. L'ensemble des expressions non-terminales estnoté = note

2
I'ensemble des expressions du magma libre sur V . S estun élément
distingué de V _, dit symbole initial. Nous considérerons toujours V|,
comme ensemble pointé en S. R est un ensemble fini de couples (0,,0)
d'expressions de A, o étant un élément de 3 . Ce sont les régles de

production de la grammaire.

1.2.

1.2
(o))

on a

L2
(a,)

vanl

10

20

1.2,

1520
type
1.3
1.3.
tem

s'il

tell

on ¢

1.3.
flex

on |
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1.2. Types de grammaires.
Nous distinguerons, comme d'habitude, trois types principaux

120 =N VT, S, R) est de type 1 si l'axiome (0[1) est veérifié
(a,) pour toute régle de production de G, définie par le couple (o, 0)
ona |o,| & |of (|o| étant la longueur du mot o de L(VUQ)).

1.2.2. Une grammaire de type 2 satisfait a 'axiome «,)

(a,) pour toute régle p= (0., 0) eR on est dans 1'un des deux cas sui-

by

vants

1° i B poa el XNO"ZN;(T:C!D"NBTUzN o, Re@: o',
UZNfEN;XNEVN;TEz

(s} s 1 2 ! = 1 2

2 o, =wpo x 0% O (-l

1.2.3. Une grammaire CF est une grammaire de type 2 ou l'on a

1.2.4. Remarque. — 1l est clair qu'une grammaire de type 2 est aussi de
type L.

1.3. Dérivations.
1.3.1. Dérivations directes.

Si 1, ¢ sont des expressions de =, on dira que ¢ dérive direc-
tement de T selon la grammaire G parlarégle de production p= (o, o),

s'il existe deux expressions o , o, de I etdeuxopérations o,f de Q

&

telles que
oubien 1= a0 B o, 0.; g5 0g Po o,
ou bien 157 «Beoc 0.0, . .; ¢ aPo o O,

T G A 5 .
on écrira TLCP ou T ,¢ ouméme T_— ¢ ,si possible.

1.3.2. Dérivations : La relation de dérivation selon G est la relation ré-
flexive et transitive dans = déduite de la relation de dérivation directe

G : G
on la notera T——3¢ , par exemple. Il est clair que T —s ¢ et
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G - - . G
T, =—=>¢, impliquent,si ae¢Q a1 T, —=a9¢, 9, -

1.4. Langages.

1.4.1. Un langage sur l'ensemble X, Q étantdonné estunensemble d'ex-
pressions du magma A , donc une partie de 3 . Ses éléments sont les

phrases du langage.

1.4.2. Langage engendré par une grammaire G. C'est la partie gG de
3., ainsi définie o .EG si et seulement si S —=3 ¢

1.4.3. Une partie £ de >. est un langage de type 1 (resp. de type 2

CF) s'il existe une grammaire G de type 1 (resp. type 2, CF) telle que
£ s'identifie a SEG :

1.5. Grammaires équivalentes . morphismes de grammaires .

1.5.1. Deux grammaires sont équivalentes si elles engendrent le méme
langage.

1.5.2. Soient G, G' deux grammaires G = (V, VT, S, R);
G =(V; VT, S', ") un morphisme ¢ de Q-magmas 3 —3' seraun mor-

hisme de grammaires si
P gr
1° ¢ restreint a 2 est 'identité

2° ¢S =8" (c'estdonc sur V un morphisme d'ensembles poin-
tés)

3° Pour toute régle (o, 0) de G, ou bien (p(o,), 9(0))  est
une régle de G, ou bien ¢(0, )= (o)

Les morphismes de grammaires se composent et définissent une catégorie

§@ Vo).
On notera que si ¢ est un morphisme G—G', ona £G "o EG,

(On se reportera utilement a la thése déja citée de K. Friant pour les de-
monstrations qui se transposent aisément dans ce cadre).
1.6. Réduction des grammaires de type 1.

Les résultats de [FRIANT § 3 et 4] , avec les modifications né-

cessaires, se transposent. Ainsi

1.6.]
de p

regl

1.6.%

gure
regle

1.6
il n'

1.6.¢

Enfi

1.6.;
ve |

avel

1.6.¢
mair

1.8,
mair

On «

1.6.¢
ave

i i 8

1.7
les

-

dém

1.7..
par

1.7..
par

CF)

COore
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1.6.1. Une grammaire est syntaxique si tout second membre d'une regle
de production o appartient soit a % soita 3 . Ondistinguealors des

régles terminales et des régles non terminales.

1.6.2. Une régle de production p= (o, o) estd'ordre n, sidans o fi-

N?
gurent n symboles de V . Une grammaire est d'ordre n si toutes ses
régles sont d'ordre au plus n .

1.6.3. Une grammaire normale est une grammaire syntaxique d'ordre 2 ou

), x eVN

il n'y a pas de régles non terminales de la forme (x

N2 YN Xne Y

1.6.4. Une grammaire préserve la longueur si pour toute régle (o, o) ou
o, # S, 0 ne contient pas le symbole initial et |o | = |of
Enfin,

1.6.5. Une grammaire est linéaire bornée si elle est d'ordre 2, préser-
ve la longueur et si pour toute régle (S,ocxN yN) ona x =8,y A8,

avec ces définitions on a les deux lemmes suivants.

1.6.6. LEMME. — Toute grammaire de type 1 est équivalente a une gram-
maire normale de type 1.

1.6.7. LEMME. — Toute grammaire de type 1 est équivalente a une gram-
maire linéaire bornée de type I .

On démontre enfin

1.6.8. PROPOSITION. — L'ensemble des langages de type 1 coincide
avec l'ensemble des langages de type 2 .

1.7. Langages CS et CF. Propriétés €lementaires de cldture .

1.7.1. DEFINITION. — On appelle langages CS les langages définis par
les grammaires de type 1 (ou de type 2 d'aprés la [proposition 1.6.81). On

démontre aisément .

1.7.2. PROPOSITION. — La classe des langages CS (resp CF') est stable
par ['opération de réunion.

1.7.3. PROPOSITION. — la classedes langages CS (resp CF) est stable
par toute opération de Q, i.e. si ﬁ‘ et gz sont deux langages CS (resp
CF) la partie cxfl sz ={ge3, ©c=a0 0 c‘eﬁi, & £2§esten-

core un langage CS (resp CF) .

2
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1.7.4. Nous n'avons pas de résultat concernant les opérations de prolon-
gement et par suite d'intersection et de quotient dans ces classes de lan-
gage mais il est a présumer que les démontrations de Friant [ FRIANT
1966 § 71 demeurent,

1.8. Langages CF et systémes d'equations .

On peut, comme dans le cas classique ([§ 0, n° 4]) associer a tou-
te partie L. de A(X) une série formelle, dite caractéristique dans Z[[X]],
u définie par B L 1l si ce L B 0 dans le cas contraire. Ces
coefficients sont évidemment positifs. Réciproquement toute série u, a
coefficients positifs u =3y o, 0¢ 3 définitune partiede =, dite sup-
port de u , notée supp(u), en posant o € Supp(u)esu  # 0. Les opé-
rations usuelles sur les séries s'interprétent de maniére évidente comme
opérations de cloture sur les supports et 1'on a encore

1.8.1. PROPOSITION. — L'ensemble des langages CF dans 2. s'iden-

tifie a l'ensemble des solutions des systémes algébrigques a coefficients
i g q

positifs ([ §4]) dans Z[[VT]]-

En particulier, ceci implique que la classe des langages CF est
stable par quasi inversion.

1.8.2. On peut encore définir les grammaires régulieres [§ 0 n° 81 et les
grammaires linéaires. Cependant, la classedes langages réguliers n'a pra-

tiquement aucune des propriétés classiques du cas associatif ce qui ote,
en grande partie, de 1"intérét a cette notion.

2. Grammaires dans les magmas avec association,

2.1. Données.

On se donne cette fois un magma avec association cohérente bi-
jective standard a ([ §3]).

Toutes les définitions et résultats précédents demeurent dans ce cadre.
En outre

2.2. Grammaires réguliéres et linéaires .

2.2.1. Une grammaire linéaire est une grammaire CF ou, pour toute pro-
duction p= (o, o) l'expression o€ X ne "contient"qu'un symbole non
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terminal x . Compte tenu de la relation d'association dans X, toute ex-

ression o figurant au second membre d'unerégle de production est de la
p B g P

1 i 5 1 2 .
forme @R o s X 670 a,BfQ,UT,cTEZT,XNeVN.

2.2.2. Une grammaire réguliére (ou linéaire d'un c6té) est une grammaire

linéaire ol pour toute production ona o =@ ou bien, pour toute pro-

duction O"T =@ (avec les notations de [2.2.1]) .

2.2.3. Dans la correspondance établie en [1.8] entre langages et séries
formelles et qui est encore valable dans ce cadre, les langages réguliers
correspondent aux systémes linéaires (a droite). On obtient donc (|§3 et

my

2.2.4. PROPOSITION. —La classe des langages réguliers est stable par
réunion, par les opérations de « , par quasi-inversion et par intersection.
De plus I'intersection d'un langage CF et d'un langage régulier est un
langage CF .

2.2.5. D'aprés les résultats du [§ 3] les langageslinéaires a droite et a
gauche coincident, si a est une association standard.
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6. AUTOMATES FINIS.

Les parties réguliéres, les états, les automates finis, déterminis-
tes ou non, peuvent étre définis naturellement dans les magmas avec as-
sociation. Nous donnons succinctement ces développements ne démon-
trant que ce qui n'est pas absolumentroutinier ;ils conduisent a diverses
définitions équivalentes d'une famille de parties de 1'ensemble des ex-
pressions, proche de la forme traditionnelle du théoréme de Kleene [§31.

1. Relations d'état.

1.1. Soit = l'ensemble des expressions du magma libre de variables X
et d'opérations Q . Soit L une relationd'équivalence dans =, a une
association cohérente bijective sur Q.

1.1.1. DEFINITION. — On appelle o-relation d'état associée a L , pour

aeQ larelation d'équivalence E_ ainsi définie

cE, 7 sietseulementsi aogp L aTg pourtout ge=
(o, meZ)

1.1.2. On voit immédiatement que la relation o E_ 7 implique la rela-
tion daP oo Eqaﬁ doP 79 , pour toute expression ¢ de = et tout
P € Q. Nous dirons que la relation E_ est compatible a droite pour «

dans le magma avec association A . Une famille ¢ = (Ea) 5 de re-
o €

lations d'équivalences sera dite compatible a droite si, pour tout o, E_

est compatible a droite pour o au sens précédent. Soit & une famille

compatible a droite et soit E larelation E = mQ E, . On aalors
a €

cET = ao¢E aTe, pourtout ¢eZ

En effet soit y, 8 le coupled'opérations de Q tel que aly, 8) = (B, o)
P étant une opération quelconque. Ona ocET = ¢ EY T =

dy 8o 9 quﬁ dy 8 1p=aoc q>E[3 aT® ce qui prouve notre assertion.

Nous dirons que E est Q-compatible a droite ou simplement compatible
a droite.
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1.1.3. PROPOSITION. — Pour que les relations d'équivalence K soient
finies (E_ est la relation d'état associée a L pour a)il faut et il suffit

qu'il existe des relations d'équivalence P finies, plus fines que L. et

a-compatibles a droite dans le magma N . On sait alors que L. est repré-
sentable.

La condition est suffisante : o P, 7=>d ap chanB daPtp V VP
= daP ogL daP 19V ¢ donec P, = EdaB

La condition est nécessaire. Soit ¢ une famille compatible a droite de
s v e ~ o -
relations E_ d'étatassociéesa L etfinies et posons P, =L gEdaB,

oi P parcourt Q . Il est clair alors que P est finie, plus fine que L .

En outre o P, 1= o Edczqﬂy T=>d dogpy dByo q}Eqd agPy dPy

ddogPy dBy m=doP o @EdanY doP T, y €Q d'autre part
GE . o5k UEdC(B 1=>daP opL doP 19 donc
crpa e — doc|30'cp(lgl—— E dgoPy) doP 19 => do@oqugaB doB T, par

définition de la relation Pqﬂﬁ

1.1.4. Si @ = (g, d) désigne la bijection inverse de a et si on pose
o E_° 1 siet seulement si pour tout ye2 ayo [L awyt on définit la
relation d'état & gauche pour « associée a L et on a une propriété de
compatibilité a gauche qui s'exprime o E_° 1= ATp yo qu@ dop o
Le lecteur transposera «a gauche» les définitions et la [proposition 1.1.3 ]
données ci-dessus dans le cas «a droiter. Si une confusion est possible

nous noterons Ead les relations d'état a droite.

1.2. Congruences,

1.2.1. DEFINITION. — Une relation d'équivalence C dans = est une

congruence si elle satisfait a la condition
oG T=> G Ci —="woco CorTt

1.2.2. Si C est une congruence, le quotient > est muni canoniquement

d'une structure de Q-magma et !'application canonique est un morphisme
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de Q-magmas 0 — & 3 —» 2. . En outre, il est clair que

«o P79 = goP} doPp T, donc 3. est un magma avec l'associa-

tion a .

1.2.3. Soit L. une relation dans 2=, e = (Ecr) o la famille des o-rela-
€

tions d'état associées a L, E = Q E_ comme précédemment. Posons T

la relation définie par 0 T T sietseulementsi ceT et apo E agpr pour
tout Qe .

1.2.4. PROPOSITION. — La relation T est la congruence la moins fine
qui soit plus fine que la relation d'état E. associée a L .

T est plus fine que E par définition. D'autre part c T 1= ago E agr
= BagoyEpagpTy= glagpdfaocyE gfa pdfaTy donc aussi
BepaowEPBex Ty etparsuite aoyTaty. T estdonc Q-compati-
ble a droite. On démontre de méme que T est Q-compatible a gauche
([1.1.4]). Soitalors aTT et o' TT . Si xe® ona aco' Tate' T aTr
d'aprés les deux résultats ci-dessus. T est une congruence.

Soit C une congruence plus fine que E . Alors o C 7 implique o T 7.
En effet o C T entraine évidemment a 9o C a1 donc agoE agTet
aussi c E 1 donc o Tt par définitionde T .

1.2.5. PROPOSITION. — Pour que E soit finie il faut et il suffit que T
le soit.

La condition est évidemment suffisante E étant moins fine que T . Ré-
ciproquement supposons E finie et soit fJ 1'application de 24 Ufo}

(3. quotient de = par E) dans lui-méme définie pourtout o par f3@) =
= ag & (définition qui a un sens par suite de la propriété [1.1.2]de E)
et f3(0)=5. Si fJ= f_ onapour geZ fg@) = f$(¢) donc

apo E apt et d'autre part 0 E 1 donec o T 7. Réciproquement ¢ T =
implique clairement {3 = f$. T est donc fini carle quotient 3 suivant
T est de cardinal au plus égala celuide Hom(@ X(Z_ Ui0}), Q x(Z_U{0}) )
et I'ensemble Q X (3 Ul0}) est supposé fini.

1.2.6. PROPOSITION. — Pour que larelation L. soit représentable (|pro-
position 1.1.3)) il faut et il suffit que L. soit moins fine qu'une con-
gruence K (finie.
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La condition est suffisante : si K est une congruence plus fine que L
et finie la relation d'état EE associé a L. est finie moins fine que K.
En effet o K T entraine, pour toute expression ¢ a o ¢K aTtp donc

ao gL ate donc par définition o E 7 pour tout «, donc c E1. Ré-
ciproquement, la condition est nécessaire si L. est représentable. Les
relations T (proposition [1.2.4]) et M =T pL le sont aussi. Il suffit
alors de prouver que larelation T, associée a L est plus fine que L,
ce qui est facile.

1.2.7. Le lecteur reconstituera sans peine les propriétés élémentaires des
relations représentables en généralisant convenablement les énoncés de

[JAULIN 1963 p. 11-15] .

2. Parties régulieres.
2.1. Définition.

Les parties réguliéres d'un magma avec association A sont les
classes d'équivalence des relations représentables ([1.1.3]) dans X.

2.1.1. 1l est facile de voir que l'intersection finie et la réunion finie de
parties réguliéres sont réguliéres. Le complémentaire d'une partie régu-
liére est une partie réguliere.

2.1.2. Les parties finies de 3 sont régulieres. Il suffit de montrer que
{o} 0 € = estréguliére. Soit l'expression gauche représentant X dans le
magma avec association 0 =& .. & X .. et soit P l'équiva-

2 Xigabs
.., {0} et le complémentaire de laréunion des ensembles précédents. Soit
L. larelation dont les classes sont {o} et %[U} . Il est clair que P est

xn+1
lence dont les classes sont {x }, {cx,l : %) le, k. {o:i... o, % X

plus fine que L et d'autre part il estfacile de montrer que P est compa-
tible a droite ([1.1.2]) . D'ou le résultat ([prop. 1.1.3]) .

2.1.3. Soient M, N deux parties de 3, aeQ . Soit aMN la partie de

> formée des expressions de la forme ao o , 0, €M, 0 eN. Soit M

)'itérée de M pour 1'opération a, i.e. M =MU cMM UaM oMM U ...
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2.1.4. DEFINITION. — On appelle expression réguliére toute expression
bien formée a l'aide des opérations de réunion de produit suivant
aflae®Q :M, N — oaMN) et d'itération suivant o .

2.2. Expressions réguliéres et séries formelles rationnelles.

2.2.1. Les développements du [§ 3] surles séries formelles rationnelles
sont encore valables si 'on remplace partout l'anneau A par le semi-
anneau K = {0, 1} . La correspondance entre supports des séries formelles
et série formelle caractéristique d'une partie des expressions montre alors,
dans le cas d'une association standard a

2.2.2. PROPOSITION. — Si supp u désigne le support de u,car L. la
série formelle caractéristique de 1. les deux applications supp et car
sont des bijections inverses l'une de l'autre entre ['ensemble des expres-
sions réguliéres de = et l'ensemble des séries formelles rationnelles a
coefficients dans K

2.2.3. Comme nous l'avons noté au [§ 5, 2.2.3], et d'aprés ce qui pré-
ceéde on voit que les langages réguliers s'identifient aussi aux expressions
régulieres.

2.2.4. D'aprés la définition des grammaires réguliéres [ § 5, 2.2.2] les
productions non terminales y sont de la forme (u, oo, u) avec

81y B s Il y a un nombre fini de productions et en outre on peut sup-

poser [§ 3] que les Oy,s,; Sont des variables de v, soient S sk

Posons xa”:/\a”x,xex AGIJ: ligasi X aprai i o sinon

Ao‘.i.J: 0 et, pour les régles terminales si (ui, xi'o) est une régle

x, =N, x aveclaméme convention. Considérons alors la grammaire

5 j A 3 =

dont les productions sont de la forme (u’, a A, o xu sty 1
i ] ) - 3 —

et (u/, Kby X) avec /\i'0 Ei:mi /\i'c .

% b 0 (uij, a x u) sera une production. On voit assez facilement
Lt

que cette grammaire nouvelle est équivalente a la grammaire donnée et

qu'elle possede la propriété suivante : pour tout non-terminal u, tout

axeQ ettout x ¢ X il existe un et un seul non-terminal v tel que
(u, axv) soit une production. En ordonnant les non-terminaux de maniére
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convenable, en écrivant le systéme linéaire associé et la représentation
matricielle qui en découle on voit que celle-ci posséde la propriété sui-
vante.

2.2.5. (P) Pour tous «, x, i il existe un j unique tel que p‘:li'j =4\
aeVI0 v eX s licn 1 €] B

Donc, dans le cas ot A = K, on peut compléter le théoreme b TR
par la condition équivalente suivante.

2.2.6. (iV) il existe une représentation matricielle p telle que

i pu’ o, et possédant la propriété P

3. Avutomates.
3.1. Définition.

Soient @, X, U des ensembles finis Q"' =Q U {0} a une asso-

ciation cohérente bijective Q% — Q?, = I'ensemble des expressions
du magma libre avec association sur X . Un Q-automate, ou automate est

défini par la donnée d'une application p X — Hom Q', Hom U, U X —>p5.
S = {at,..., G anes cxp} p associe donc a tout x ¢ X une suite
(pox,..., Plseern i) d'applications de U dans lui-méme. Si U a n élé -

ments p! définit une matrice n,n a coefficients 0 ou 1.

3.1.1. Avec cette définition, la donnée d'un Q-automate est équivalente a
celle d'une représentation matricielle ayant la propriété (P) ({2.2:5)) .

3.1.2. Langage d'un automate : soit Q, X, U un automate. On dit que U
est I'ensemble des états. Si u = ful A uni le langage de l'automate

par rapport a 1'état initial u ~etal'état final u est I'ensemble des

ce3 tellesque p o, =1. C'estdonc trés exactement le support de

fiin
la premiére coordonnée de la solution du systéme linéaire a droite associé
a p. Sans privilégier la premiére coordonnée u ~ nous dirons aussi que

le support de la iéme coordonnée est un langage d'automate.
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3.2. Langages d'automate et parties réguliéres.

Boit" ¥ Ly Hom (Q'(Hom U, U)) un automate fini et soit L

la relation dans = o L T si et seulement si pg =@ pour tout o . Il est

clair alors que % est fini (Hom Q', Hom (U, U) estfini) doncque L est

représentable. Réciproquement si L est représentable la famille ¢ des
relations E_ (donc aussilarelation E) est finie et Q-compatible a droite.

. 2, . o P B (04 iy
Soit U=3_ Ut0} et pour x ¢ X, xeQ soit p . @)= aox, p(0) =X .0n
définit ainsi un automate fini. On a pg(ﬁ) = «¢T etonvoit aisément que
la relation gf = pg n'est alors autre que la congruence T associéea E .

Finalement

3.2.1. PROPOSITION. — Les langages des  automates finis s'identifient
aux parties régulieres de l'ensemble X des expressions.

3.3. Automates non déterministes.

Un automate non déterministe est défini par la donnée d'une appli-

corr(u’ U)) ou Homcorr

semble des correspondances de U dans U, ensemble des morphismes
dans la catégorie dont les objets sont les ensembles et les morphismes
sont les correspondances.

catiny X o Hom o (Hom (u,u) désigne 1'en-

On voit sans peine que la donnée d'un automate non déterministe
correspond a la donnée d'une représentation matricielle quelconque ; donc
d'aprés ce qui a été vu plus haut ([2.2.6]), il y a identité entre les langa-
ges des automates déterministes (finis) et les parties réguliéres.

3.4. En résumé, nous avons au cours des paragraphes précédents défini de
différentes maniéres une famille de parties de 1'ensemble des expressions
> d'un magma libre avec association : soit a l'aide de grammaires li-
néaires a droite, soit a l'aide de systémes d'équations soit encore a 1'aide '
de représentations matricielles (c'est-a-dire d'automates finis, détermi-
nistes ou non). Ces parties, les parties réguliéres qui sont lesclasses 8
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d'équivalence des relations représentables sont donc aussi caractérisées
par le fait que le magma quotient (avec association) qui peut &tre associé
a toute partie de I et que nous appellerons le magma des états, est fini .
L'ensemble de ces résultats généralise donc point par point les résultats
classiques sur les parties réguliéres et automates finis.

3.5. On peut bien entendu, généraliser aussi la notion d'automate de
Mealey et d'application séquentielle ([ JAULIN 1963 § 11). Nous ne le fe-

rons pas ici.
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7. DOMAINE D'APPLICATION. GENERALISATIONS.

1. Domaine d'application : morphismes rationnels et algébriques
dans les types d'A-algébres.

Soit & un type d'A-algébres complétes (a une dimension) sur un ensem-
ble 1, 1 un objet-base (i.e. un élément de I) u un objet composé (i.e.
un mot de [.(I)) . Une syntaxe dans Hom p , 1 consistera en la donnée

1° - d'un sous-ensemble fini X de morphismes de Hom u ,1
Ce seront les variables (par exemple un sous-ensemble de I'ensemble des
projections).

2° - Soit Q un ensemble d'opérations muni d'une association co-
hérente (nous la supposerons standard).

Une réalisation de @ dans Hom p .1 consiste en la constructiond'un en -
semble = d'expressions, image de]'ensemble des expressions du Q-magma
libre sur I'ensemble X ainsi obtenu : on définit oxy pour aeQx,yeX
comme un morphisme arbitraire de Hom p , 1 (il est clair que le cas le
plus utile sera celui ou l'on dispose d'un procédé effectif de construction
de oxy par composantes homogénes a partir des composantes homogénes
de x et y et d'un nombre fini de morphismes auxiliaires donnés, par com-
position (i.e. substitution de séries formelles dans d'autres séries for-

melles) ).

On prolonge a = en définissant of)xyz de la méme maniére puis ox PByz
comme goP dof xyz . On prolonge enfina A[[X]] par bilinéarité. Le mé-
canisme mis en place aux paragraphes précédents permet alors de définir
les notions de morphismes algébriques et rationnels dans Hom u , 1 rela-
tivement aux données X et Q et a la réalisation choisie, 1'existence
des solutions des systémes d'équations étant assurée par le théoréme des
fonctions implicites [§ 1].

2. Construction de types d'A-algebres sur des types.

2.1. Le type SEG.

Le type d'algébre le plus important pour les applications est le
type SEG ([BENZECRI 19641) . Rappelons briévement que SEG [§0 n° 3]
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est un type dont les objets-base sonten correspondance bijective avec les
entiers et qui est défini par des morphismes générateurs qui sont les liai-
sons, projections et imbrications binaires. C'est donc un «type définipar
générateurs et relations». Dans sa these (IGUED] 1966]) Guedj a défini la
notion de «série formelle a n-insertions» ce qui correspond a la construc-
tion d'un type de Z-algebres a partir de SEG. Comme l'a montré Benzécri
(IBENZECRI 19661) il est possible de définir une graduation canonique
sur les morphismes de SEG, le degré d'un morphisme u étant la matrice
a, d'entiers ou a  est «le nombre de fois que le morphisme p opérant

sur une liste en utilise le j-éme signe (a n, insertions) pour composer
le i-éme mot de la liste but (le i-éme mot ayant loi, m  insertions)h u

étant un morphisme du mot n ,..., n de L(N) dans le mot m ,..., m
Il est clair que l'on obtiendra une structure type d'A-algébre sur SEG
en prenant pour ensemble Hom p , 1 le module des combinaisons linéaires
formelles a coefficients dans A et en y prolongeant les graduations, tous
les morphismes générateurs et toutes les relations entre morphismes géné-
rateurs étant avec le choix fait plus haut des degrés, multilinéaires. Ceci
est un cas particulier d'une autre caractérisation des types d'A-algébres,
que nous donnons au numéro suivant.

2.2. Caractérisation des types d'A-algébres.

Nous avons signalé au [§ 11 que 1'on pouvait définir un type d'A-
algébres sur des anneaux commutatifs unitaires quelconques. Il suffit pour
cela d'ajouter aux axiomes ce qui est donné comme conséquence au [§ 1],
a savoir les [lemmes 2.1 et 2.2.1] de ce paragraphe. Si l'on ne tient pas
compte des graduations, un type d'A-algébres est défini par la donnée de
structures d'A-modules sur les objets de . On peut alors définir la ca-
tégorie K des types d'algebres sur des anneaux variables (nous laissons
au lecteur le soin de formuler cette définition) et cette catégorie est munie
d'un foncteur d'oubli canonique dans la catégorie des anneaux. On a alors

le résultat suivant qui généralise ([LAZARD 1955 prop. 4.2]) .

2.2.1. PROPOSITION. — La sous-catégorie de K formée des types d'A-
algébres (et ou les morphismes sont ceux qui sont compatibles avec les
graduations) est fibrée et cofibrée sur les anneaux.

Réciproquement si T est un objetde K (sur l'anneau A) tel que
toute fléche de source A dans la catégorie des anneaux se reléve en une
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fléche cocartésienne de source m, ™ peut étre muni d'une structure (non
nécessairement unique d'ailleurs) de type d'A-algébres.

Nous ne donnerons pas ici la démonstration de cette proposition : indi-
quons seulement que si p A —> A' est unmorphisme d'anneaux TT est
un type sur A, le type TT' sur A' «image inverse» de A s'obtient en
prenant pour ensemble de morphismes Homp, u, 1 le produit tensoriel du

A-module. Homp u,1 par A' sur A au moyende ¢ etale graduer con-

venablement.

On peut définir les objets de K par générateurs et relations (le lecteur
vérifiera aisément cette assertion en utilisant les résultats de [BENABOU
1966)). Dans un cas particulier important (englobant le cas de SEG [2.1])
est celui ou les générateurs et relations sont multilinéaires. [.a catégorie
alors obtenue peut &tre canoniquement munie d'une structure de type d'A-
algebres.

3. Généralisations.

3.1. Le but initial de ce travail était de formaliser certains aspects de la
notion de «transformation linguistique» telle qu'elle apparait dans les pu-
blications de Chomsky et de son école sur lathéorie de la syntaxe [cf. par
exemple CHOMSKY 1964]. En 1'état actuel des recherches il semble qu'il
serait utile de pouvoir adopter la démarche suivante : suivant Benzécri
[cf. BENZECRI 1966 et GUED] 1966] il faut distinguer composition et
expression, «mélangées» dans le mode traditionnel de grammaire générati-
ve. On obtient ainsi la composante générative du modele. A ce niveau, il
faut abandonner, s'il se peut, toute hypothese d'associativité, a la fois
dans la composition et dans |'expression. Cette généralisation de la com-
" position (qui n'offre aucune difficulté, carelle est déja virtuellement dans
ce qui précede) conduirait a une catégorie dontles objets seraient les ex-
pressions d'un Q-magma libre (des «arbres») et les morphismes les régles
d'une grammaire non associative. Le foncteur d'expression transformerait
les opérations du magma en opérations sur les morphismes au sens du n° 1
ou plus précisément (ce qui serait plus efficace) en morphismes d'un type
opérant sur les morphismes d'un Hom p , 1 par composition (dans la ca-
tégorie). Il est clair que dans cette hypothése on ne rencontrera «jamais»
des types (sauf ceux construits dans ce but) ou l'on ait 1'égalité

ox Pyz = goP doP xyz . Il faut donc remplacer cette condition d'associa-
tivité par celle, plus faible, ot 1'on suppose seulement l'existence d'une
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relation entre ces deux expressions (comme nous l'avons esquissé au
[§ 21). C'est d'ailleurs de cette maniére qu'interviendra la notion de
transformation qui doit étre considérée comme uneréécriture d'un arbre i.e
une «wécaténationy. Dans un travail ultérieur (cf [ROUBAUD 19671) nous
étudierons la notion correspondante de «grammaire avec récaténation» qui
est le cadre naturel de cette généralisation. En résumé nous nous propo-
sons d'étendre les résultats du présent travail au modeéle comportant

1° - au niveau de la composition des opérations n-aires non par-
tout définies,

2° - au niveau de 'expression des SEG-oides libres avec généra-
teurs et relations permettant «d'incorporer» des contraintes «négatives» (1'i-
dentité de Jacobi dans le type d'A-algebre correspondant a la structure
d'Algebre de Lie s'interprétant dans ce contexte comme l'interdiction d'e-
crire simultanément dans un langage les trois phrases représentées par ces
crochets qui y figurent).

3.2. Signalons pour terminer que des généralisations au cas «infini» (i.e.
Q, X, infinis) sont possibles, [ROUBAUD 1965 a]. Malheureusement, a
'exception du cas des associations cohérentes standards les calculs se
révelent exagérément compliqués.
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