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Continuation interactive de diagrammes de bifurcation complexes
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Ecole Généraliste d’Ingénieur de Marseille (EGIM)
Technopodle de Chdteau-Gombert 13381 Marseille cedex 13
bruno.cochelin@egim-mrs.fr

Résumé :

L’objet de cette communication est de présenter une méthode et un logiciel de continuation interactif destinés a
tracer des diagrammes de bifurcation complexes. La méthode de continuation repose sur des développements en
séries des branches de solutions : la méthode asymptotique numerique. Cette technique est trés bien adaptée a la
détection des bifurcations et au branchement par perturbation. Une interface graphique permet de gérer interacti-
vement le pilotage de la continuation vers telle ou telle branche, tout en offrant des possibilités de visualisation et
d’analyse définies par ['utilisateur. Lors de la présentation, on s’ appuiera sur des exemples concrets, généralement
issus de la mécanique des structures, pour dégager l'intérét et les limitations de ces techniques par rapport aux
méthodes et aux logiciels de prédictions-corrections.

Abstract :

In this communication, we describe a method and an interactif software for the path-following of complex bifurca-
tion diagrams. The continuation method is the so-called Méthode Asymptotique Numerique which relies on high
order power series expansions of the branches of solutions. A graphical interface has been developed in order
to analyse interactively the solutions and to take the suitable decisions for the path following. During the oral
presentation, many examples from structural mechanics will be considered to show the advantages and drawbacks
as compared to classical predictor corrector algorithms.

Mots-clefs :

Continuation ; bifurcation; Branchement; Perturbations; Méthode Asymptotique
Numérique ;

1 Méthodes de continuation

Les méthodes de continuation par rapport a un parametre sont trés couramment utilisées en
science de I’ingénieur pour comprendre et simuler le comportement des systemes physiques non
linéaires qui sont modélisés par des équations algébriques, des équations différentielles ou aux
dérivées partielles. Elles ont pour objet de trouver les “branches” de solutions de 1’équation
R(U) = 0, o0 R : R¥*! — RN, est une fonction réguliere de U. Pour les équations
différentielles ou aux dérivées partielles, on se ramene a cette forme en appliquant au préalable
une méthode de discrétisation de type éléments finis ou différences finies. En mécanique des
structures, 1’équation R(U) = 0 représente en général des équations d’équilibre aux noeuds
d’un maillage et des relations de comportement aux points de Gauss des éléments. Le vecteur in-
connu U contient typiquement des champs de déplacements, de déformations ou de contraintes
. Il comporte également un parametre de continuation tel que : I’intensité du chargement, la
fréquence d’une oscillation, une élévation de température, un coefficient matériau, etc.

Parmi les diverses méthodes de continuation qui ont été développées pour résoudre I’équation
R(U) = 0, la plus populaire est certainement la méthode de prédiction-corrections [1] [2] [3],
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[4] que I’on dénomme également par Newton-Raphson ou Incrémentale-itératives en mécanique
des structures [5] [6] [7]. Cette technique consiste a générer une suite de points solutions pour
décrire les branches de solutions. De nombreuses variantes existent, selon le choix du prédicteur,
du correcteur, et de la stratégie d’adaptation des pas, c’est a dire de la gestion de la distance entre
les points solutions. Des logiciels de continuation généraux tels que AUTO2000 (E. Doedel) [8]
ou BIFPACK (R. Seydel) [9] sont disponibles sur internet. Les mécaniciens des structures ont
aménagé ces algorithmes généraux pour leurs modeles éléments finis qui sont généralement de
grande taille, et qui peuvent comporter des non linéarités matérielles (hyper-€lasticité,plasticité,
endommagement), des conditions de contact-frottement, et des non linéairités géométriques
(post-flambement), etc. Ce sont aujourd’hui ces techniques de prédiction-corrections qui équipent
les logiciels de calcul de structures standards du commerce.

Quelques méthodes alternatives aux prédiction-corrections ont également été développées.
Il s’agit par exemple des méthodes “piecewise-linear” qui reposent sur la recherche de che-
mins polygonaux voisins des branches de solutions de R(U). L’algorithme s’appuie sur une
“triangulation” de I’espace R ™!, des interpolations linéaires de R(U) entre les sommets de la
triangulation et des pas continuation qui s’apparentent a une méthode de Simplex[10]. Ces tech-
niques ne réclament pas de régularité sur les équations, elles ont été appliquées avec succes pour
le flambement de poutres confinées entre deux murs par Holmes et al. [11]. Pour la mécanique
des structures, on citera sans chercher a étre exhaustif deux autres méthodes alternatives, la
méthode a grand imcrément de temps (LATIN) [12] due a Ladeveze et al. et la méthode asymp-
totique numérique (MAN) due a Damil, Potier-Ferry et Al., dont on trouvera les détails dans
[13]. La methode LATIN repose sur des corrections globales des solutions pour un intervalle
donné du parametre de continuation, et non pour une valeur unique du parametre . Elle s’appuie
sur une décomposition astucieuse en équations globales linéaires et locales non linéaires, avec
une représentation adéquate des inconnues sur I’intervalle. Cette méthode est particulierement
bien adaptée aux relations de comportement complexes, aux analyses multi-échelle et a la sous
structuration. La méthode MAN repose quand a elle sur la représentation des branches sous
forme de série entiere a des ordres €levés. Ses points forts sont la facilité du pilotage et la ro-
bustesse de la continuation. Nous allons montrer, dans cette communication, qu’elle est bien
adaptée pour les diagrammes de bifurcation qui présentent des bifurcations .

2 Continuation de diagrammes de bifurcation complexes

Dans certaines applications, le diagramme de bifurcation de R(U) = 0, peut se révéler
particulierement riche. Il est formé de nombreuses branches qui se connectent en divers points
de bifurcation. C’est par exemple le cas typique d’une structure que 1’on a optimisée vis a
vis du flambement linéaire. Apres optimisation, les premieres charges critiques sont pratique-
ment confondues et les branches bifurquées primaires peuvent présenter des bifurcations secon-
daires avec des branches sous critiques. La structure devient alors sensible aux imperfections
et elle flambe en pratique avant sa premiere charge critique. c’est le phénomene bien connu
de "I’érosion” de I’optimisation de la charge critique [14]. Un autre exemple concerne la re-
cherche des solutions périodiques forcées dans les problemes de vibrations non linéaires. La
figure 1 présente un diagramme de réponses forcées pour une poutre bi-encastrée [15]. On peut
y voir de nombreuses branches correpondant aux résonnances principales et super-harmoniques
autour des modes non linéaires du systeme.

Pour tracer des diagrammes de bifurcation compliqués, il faut étre capable de detecter les
bifurcations et de tourner sur les branches bifurquées. Ces opérations, qui reposent sur des
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FI1G. 1 — Exemple de diagramme avec de nombreuses bifurcations. A gauche : vue générale du
diagramme. A droite : vue de détail

concepts théoriques bien établis [16], sont disponibles dans les logiciels généraux de continua-
tion les plus aboutis. On les trouve beaucoup plus rarement dans les programmes que les cher-
cheurs et les ingénieurs écrivent pour leurs applications, ou dans les codes de calcul de struc-
tures du commerce. Il faut dire que la facilité de mise en oeuvre et la fiabilité de ces techniques
doivent encore étre améliorées pour un usage courant. On notera que ces opérations de bran-
chement gagnent a €tre faites de fagon interactive, avec un utilisateur qui prend les décisions au
fur et a mesure qu’il découvre les branches de solutions. Un logiciel de continuation qui aurait
pour ambition de tracer automatiquement 1I’ensemble des solutions est d’une part, tres difficile
a réaliser, d’autre part, d’un intérét limité. Le logiciel risque en effet de passer son temps sur
des réseaux de branches qui n’intéressent pas forcément I’ utilisateur.

L’objet de cette communication est de dégager 1’intérét des méthodes de continuation MAN
pour les diagrammes complexes . Nous allons montrer que la technique des perturbations aléatoires
permet de faire la détection et le branchement d’une fagon simple et fiable. La robustesse de la
procédure tient au fait que, grace aux séries entieres, on dispose d’une moyen simple de régler
I’intensité de la perturbation pour assurer le branchement ou le non branchement. Dans la suite,
nous allons commencer par rappeler le principe de continuation MAN, puis nous aborderons
le probleme du branchement, et enfin nous présenterons le logiciel de continuation interactif
Manlab.

3 Le principe de continuation d’une branche par la MAN

Soit Uy un point solution régulier vérifiant ||R(Uy)|| < g ol e est un critere de tolérance
donné. Soit U, le vecteur tangent (normé et orienté) en Uy, et a le parametre de pseudo-longueur
d’arc défini par a = UT.(U — Uy). On représente la branche qui passe en Uy sous la forme
d’une série entiere en a tronquée a I'ordre N : U(a) = Uy + aU; + a®*Uy + ... + oV Uy.
Les vecteurs U;, 7 = 1, N, sont solutions de systéemes linéaires récurents a matrice invariante.
Pour des ordres de troncature élevés, disons de 15 a 30, la série tronquée fournit une description
locale continue de la branche qui est de tres bonne qualité pour les valeurs du parameétre a qui
sont a I’intérieur du rayon de convergence de la série. On peut facilement contrdler la qualité de
cette série tronquée eu utilisant I’approximation asymptotique suivante pour le résidu :

R(UO + CLUl + ...+ CLNUN) ~ R(U()) + CLN+1RN+1
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ol R(Uj) est le résidu au point de départ et RV ™! le vecteur second membre a I’ordre N + 1.
Si on tolére un accroissement de I’erreur de € par rapport a I’erreur initiale ||R(Uy)||, c’est
a dire si [|[a¥ RN *1|| < &g, on obtient la valeur maximale admissible du parametre a qui

est Uypaz = (HRiViR“IJ . En résumé, sur I’intervalle [0, 4], la série tronquée fournit une

représentation continue de la branche avec une erreur maximale de 1’ordre! de ||R(Uy)|| + ¢x.
Le point final U(amq.) sert de point de départ pour une nouvelle représentation en série. On
progresse ainsi le long de la branche qui est décrit par une succession de réprésentations en série
valables localement. Cet algorithme de continuation s’apparente a une méthode de prédiction-
correction, ou le prédicteur est d’un ordre tres élévé. On notera qu’il fournit une description
locale continue de la branche, au lieu d’un seul point de prédiction. L’ utilisation d’un correcteur
est facultatif. Il est néanmoins utile pour corriger les erreurs qui s’accumulent au cours des pas
et pour controler le résidu du point de départ en vue du branchement, comme nous allons le voir
plus loin. Cet algorithme de continuation n’a que deux parametres : I’ordre N et le critere de
tolérance €. L’ ordre de troncature N n’ayant pas d’influence sur les résultats et on le fixe a 20
par défaut en général. Le choix d’un ordre adapté ne se justifie que pour les tres gros systemes
ou I’on cherche a optimiser le temps de calcul. En pratique, I’utilisateur ne fournit que de la
tolérance €. La longueur des pas de continuation est gérée automatiquement par I’algorithme,
via la valeur de a,,.,. Des exemples de continuation seront présentés lors de la présentation
orale .

4 Detection des bifurcations et branchement

La détection des bifurcations a été 1’objet d’une littérature abondante. L’idée principale est
de définir une fonction scalaire le long de la branche qui change de signe en chaque point de
bifurcation. Il suffit alors de surveiller les valeurs de cette fonction (indicateur de bifurcation)
lors de la continuation. On trouvera les indicateurs les plus classiques dans [4] et des versions
adaptées a la MAN dans [17].

Le branchement de la continuation vers une branche bifurquée? est également un sujet clas-
sique, mais cette possibilité est plus rarement disponible dans les logiciels de calcul de struc-
tures. On distingue deux grandes classes de méthodes. La premiere consiste a introduire une
perturbation P dans le systeme d’équations qui devient R,,+(U) = R(U) + P. Si le vecteur
de perturbation P est aléatoire, alors avec une probabilité de un le point de bifurcation dis-
parait comme cela est montré sur la figure 2. Dans la pratique, on peut choisir un vecteur de
perturbation adapté au lieu d’un vecteur aléatoire. C’est souvent le cas dans les problemes de
flambement ot le vecteur de perturbation est choisi proportionnellement a un mode de flambe-
ment linéaire. Cette technique est trés simple a mettre en oeuvre, puisque 1’on est ramené a de
la continuation d’une branche sans bifurcation pour effectuer le branchement.

Cependant, avec une méthode de prédiction-correction, le choix de I’amplitude de la per-
turbation réclame un certain “doigté”. La perturbation doit étre suffisamment petite pour ne pas
modifier trop fortement le systeme. Elle ne doit pas €tre trop petite non plus, sous peine de voir
I’algorithme sauter sur la branche d’en face, et rater ainsi le branchement. La seconde fagon
de faire le branchement s’appuie sur la théorie de la bifurcation [16]. Elle repose sur un calcul
précis du point de bifurcation puis des deux tangentes a chaque branche en ce point. On peut
des lors générer des points de prédiction adéquats pour embarquer la continuation sur 1’une ou

'0n rappelle que le calcul de @y, Tepose sur une approximation asymptotique du résidu.
20n se restreint pour simplifier aux bifurcations simples
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FI1G. 2 — Perturbation d’une bifurcation simple : les deux branches (en pointillés) qui se croisent
au point de bifurcation sont remplacées par des branches sans bifurcation (en trait plein).

I’autre branche. Ces techniques sont efficaces, mais elles sont évidemment plus lourdes a mettre
en oeuvre.

FI1G. 3 — Branchement de la continuation sur la branche bifurquée au moyen d’une petite per-
burbation p = 1078, L’algorithme MAN adapte automatiquement le pas pour tourner sur la
bifurquée apres une série de petit pas.

La MAN permet de redécouvrir la méthode des perturbations aléatoires comme un moyen
fiable et robuste de faire a la fois la détection et le branchement. Méme avec des perturbations
tres petites, 1’algorithme de continuation MAN arrive a “négocier le virage” sans sauter sur
’autre branche. Nous allons d’abord illustrer cette propriété remarquable sur un exemple. On
considere pour cela le systtme R(u,\) = (u — A?)(A — (u — 2)?) = 0 dont les solutions
sont formées de deux paraboles qui s’intersectent dans le plan u,A. On ajoute une tres petite
perturbation p = 10~® dans ce systeéme qui devient R+ (u, A) = R(u, \) + p = 0. On choisit
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une tolérance e = 10719 sur le résidu qui est inférieure 2 cette pertubation p . Le résultat
de continuation a partir du point de départ (u,\) = (4, —2) est montré sur la figure 3. On
constate que 1’algorithme de continuation raccourcit drastiquement la longueur de ces pas a
I’approche de la zone de bifurcation, 1a ou la branche change brutalement de direction. Avec des
perturbations plus fortes (p = 1074, eg = 107%) ou encore plus petite (p = 10712, e = 10714)
on obtient le méme type de résultat. Simplement, plus la perturbation est petite, plus le virage
est serré et plus le nombre de petits pas augmente. En définitive, quelque soit I’intensité de la
perturbation, tant que la tolérance demandée est inférieure a la perturbation, I’algorithme de
continuation effectue le virage sans sauter sur la branche d’en face. Si maintenant, on supprime
la perturbation ( p = 0, ez = 107 ), I’algorithme de continuation traverse la bifurcation sans
difficulté * comme cela est montré sur la figure 4.

FIG. 4 — Sans perturbation, et avec des points de départ dont le résidu est inférieur a g, 1’algo-
ritheme de continuation MAN passe les bifurcations

Cet exemple est révélateur du fait qu’une perturbation, méme tres petite, introduit une si-
gnature dans les séries et peut modifier de facon importante le rayon de convergence, ainsi que
le amae [18]. Nous allons préciser maintenant comment choisir I’intensité de la perturbation par
rapport a € g pour assurer le branchement sur la branche bifurquée comme a la figure 3, ou pour
rester sur la branche fondamentale au dela du point de bifurcation comme a la figure 4. Nous
utilisons pour cela I’exemple élémentaire d’une barre articulée soumise a une force verticale
(figure 5). On note u 1’angle de rotation et A la force. L’équation d’équilibre de la barre est
R(u,A) = u(1 — X) = 0. On ajoute une perturbation P dans le systeéme, on considére le point
de départ (exact) (ug, Ag) = (p, 0), et on prend le parametre A comme paramétre de chemin.

Avec ces données, on obtient la série suivante u(\) = P + PX + PA? + ... dont le rayon
de convergence est égal a un*. Le résidu de la série tronquée a I’ordre N vaut exactement
R(P + ...+ P)\N) = PAN*! et la valeur maximale de \ qui permet d’assurer la tolérance ¢ g

3nous allons voir plus loin qu’il faut également maintenir le résidu des points de départ inférieur 2 € g

*On notera que c’est exactement la distance du point de départ au point de bifurcation
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Cas non perturbé, p = 0 Cas perturbé

F1G. 5 — Exemple élémentaire d’une barre articulée en compression : diagramme de bifurcation
avec et sans perturbation

est Amaz = (F) ¥+1. On voit que si p est plus grand que € g, alors A4, est plus petit que 1 et la
fin du premier pas est avant la bifurcation. Dans ce cas 1’algorithme de continuation va décrire
le virage. En revanche, si p est plus petit que £, alors la fin du premier pas de continuation
est déja au dela du point de bifurcation, et 1I’algorithme continue sur la branche verticale. on
comprend sur cet exemple élémentaire que 1’algorithme reste sur la branche fondamentale ou
bien tourne sur la branche bifurquée, selon que I’intensité de la perturbation est plus petite ou
plus grande que la précision demandée € p.

On notera pour terminer qu’au cours de la continuation, les points de départs successifs ne
sont pas des solutions exactes mais seulement des solutions approchées. Le résidu ||R(Uyp)|| au
point de départ joue exactement le méme rdle que le vecteur de perturbation P. Aussi, lorsque
I’on fait de la continuation MAN de base, c’est a dire sans correction et sans perturbation, le
résidu des points de départ devient de I’ordre de quelques fois la valeur de € ; et I’algorithme
tourne spontanément au point de bifurcation [18]. Si I’utilisateur ne veut pas tourner, il suffit de
faire des corrections pour maintenir le residu ||R(Up)|| & une valeur inférieure a .

5 Le logiciel interactif MANLAB

Ce logiciel, développé par R. Arquier et B. Cochelin, comprend un moteur de calcul MAN
et une interface graphique qui permet de réaliser de facon interactive les opérations nécessaires
a la continuation et au branchement par perturbation. Le logiciel et sa notice sont disponibles
sur le site web [? Jmanlab). Le logiciel est écrit dans I’environement Matlab avec une program-
mation totalement objet. Il permet de traiter des systemes algébriques réguliers quelconques
de petite taille, disons typiquement de 10 a 100 équations. Il est également interfacé avec un
code éléments finis “maison” pour aborder les problemes de vibrations et de flambement des
structures élastiques en nonlinéaire géométrique.

6 Conclusions

Dans ce papier, nous présentons une méthode (MAN) et un logiciel interactif de continuation
dédié aux diagrammes de bifurcation complexes. Au travers d’exemples qui seront traités avec
le logiciel lors de la présentation orale, nous soulignerons 1’intérét de ces techniques par rapport
aux méthodes de prédiction-corrections classiques.
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