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Résumé: Dans le cadre de la prédiction d’une variable fonctionnelle par une ou
plusieurs variables fonctionnelles, nous proposons un modele de régression de mélange
d’experts (ME). Les ME sont utiles a I’analyse des données hétérogenes et les données de
nature fonctionnelle auxquelles nous souhaitons appliquer ce modele sont désormais tres
présentes dans divers domaines. Notre contribution principale est celle de montrer que ce
type de mélange de régression permet de produire des résultats souvent meilleures qu’en
utilisant un unique modele de régression.

Mots-clés. Mélange d’Experts, Modeles de mélange, Données fonctionnelles, Modeles de
régression fonctionnels, Algorithme EM.

Abstract: In the present work, we propose a mixture of experts-type (ME) regression
model for predicting of a functional variable by regressing on several functional variables.
ME’s have been found very useful for analysing heterogeneous data and functional data,
which are pervasive in various practical applications and often pose subtle modelling and
calibration challenges. Our main contribution is to provide novel relevant statistical and
numerical approaches to address funtions to function regression problems. Our algorithms
are shown to outperform simple regression models throughout various numerical experi-
ments.

Keywords. Mixture of Experts, Mixture models, Functional data, Functional regression
models, EM algorithm.

Introduction

La plupart des problemes d’apprentissage rencontrés aujourd’hui n’ont plus de données
collectées sous forme classique, c’est-a-dire une sortie Y € R décrite par un nombre fini
de prédicteurs X = (X!, ..., XP) € RP. On observe plutot de multiples enregistrements
au cours du temps, & la fois pour la sortie, Y : T — R, et les prédicteurs X’ : T — RP.



L’approche naturelle pour mener une inférence sur ce type de données est d’étendre le
modele linéaire classique a ce cadre plus général : c’est I’Analyse des Données Fonction-
nelles (ADF) et particulierement la régression linéaire fonctionnelle. Comme le soulignent
Ramsay and Silverman (2005), qui constitue une excellente introduction au domaine,
I’analyse fonctionnelle s’applique aux données dont la structure peut étre représentée par
une ou plusieurs fonctions. Elle repose sur I’hypothese selon laquelle les données a traiter
possedent une structure sous-jacente plus ou moins apparente dont l'identification et la
prise en compte permettent d’étendre efficacement les techniques de ’analyse classique.
En pratique, on n’observe pas directement une fonction mais les valeurs de cette derniere
a différents instants. Les données collectées se présentent donc sous forme vectorielle et
nécessitent un premier traitement consistant a reconstruire la nature fonctionnelle des
données.

En présence de données hétérogenes, imposer une unique structure de régression a I’ensem-
ble du jeu de données devient non pertinent pour avoir des performances correctes. Les
modeles de mélanges de régression sont alors indiqués dans une telle situation (De-
Sarbo and Cron (1988), McLachlan and Peel (2000)). Dans sa formulation originale,
dédiée a la modélisation explicative, les covariables sont considérées comme déterministes.
Elles ne fournissent pas d’informations sur le groupe auquel un individu est susceptible
d’appartenir, c¢’est-a-dire que la probabilité d’appartenance a un groupe est indépendante
de ces covariables. Ne pas savoir a quelle composante du mélange de régression un
nouvel individu appartient s’est rapidement avéré problématique dans le contexte de la
modélisation prédictive. Pour résoudre ce probleme, nous considérons que les proportions
du mélange dépendent des covariables. C’est le cadre du modele de mélange d’experts
(Dayton and Macready, 1988).

Dans cet article, la Section 1 est consacrée a présenter brievement le cadre d’analyse des
données fonctionnelles et un modele linéaire de régression d’une variable fonctionnelle sur
plusieurs variables fonctionnelles. La Section 2 introduit le modele de mélange d’experts
proposé et son inférence. La Section 3 présente les résultats obtenus sur un jeu de données
simulées.

1 Reégression fonctionnelle

Nous allons nous extraire dans ce travail du cadre d’analyse classique. Les observations ne
seront plus des réalisations indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) d’un pro-
cessus aléatoire réel (ou vectoriel plus généralement), mais plutot d’une variable aléatoire
a valeur dans un espace de fonctions : c’est la notion de fonction aléatoire. En pra-
tique, les fonctions aléatoires ne sont pas directement observées. Explicitement, pour
une réalisation X (¢) du jeme prédicteur, nous disposons en réalité de m; observations de

Xf(t) a des pas de temps ;7 < -+ < tim, € Tt {(Xil,ti’l), ...,(Xg,mi,thi)}, ol ngf

2



est 'observation de X7 (t) au temps ti¢. Nous devons donc reconstituer pour chaque i, la
trajectoire X/(.) en supposant que :

Xg’z = XI(tis) + eg"[ avec ng un bruit blanc indépendant et identiquement distribué.

Une méthode courante pour estimer les fonctions Xg (.) est de supposer qu’elles peuvent

se décomposer une base de fonctions (B-Splines, Fourier, ...) :
Lj
Xty =Y al,Bl(t) =B(t) 2/ avec 1<j<p. (1)

=1

avec ] = {xfl}l le vecteur de coefficients de base et B/(t) = {B{(t)}l le vecteur des
fonctions de base. Dans le cas d’une régression de variable fonctionnelle sur variables
fonctionnelles, I'un des modeles abordés par Ramsay and Silverman (2005) consiste a
prendre en compte I'influence de chaque régresseur fonctionnel au méme instant que la
réponse pour 'expliquer. C’est le modele concurrentiel donné par :

Yilt) = Bo(t) + D BiHXIE) +<i(0). (2)

Il est alors d’usage (Ruppert et al., 2003) de supposer que les coefficients fonctionnels
pj: T — R avec 0 < j < p s’expriment eux aussi dans une base de fonctions, sous la
forme :

B = 3 by Cuult) 3)

ou les {C,;}; forment une base de fonctions connues, choisies par 'utilisateur, et les
coeflicients fonctionnels {b;;};;.

2 Modeles de mélange d’experts

Les modeles de mélange de régression constituent le sous-ensemble de la grande catégorie
des modeles statistiques connus sous le nom de modeles de mélange fini dont 'objectif
principal est de modéliser I'hétérogénéité d’une population par le biais d’un ensemble
fini de classes latentes. La classe des modeles de mélange de régressions consiste a sup-
poser qu’il existe K composantes dans la population, chacune d’entre elles suivant une
distribution paramétrique. L’appartenance a une composante est indiquée par une vari-
able catégorielle latente Z = 1, 2, ..., K. Il existe a notre connaissance, deux options de
modélisation des poids des mélanges. La premiere est le mélange de régression simple o



les proportions du mélange 7, ne dépendent pas des variables exogenes observées X(.).
Cela suppose implicitement que la moyenne de X(.) est identique dans chaque classe la-
tente. La deuxieme modélisation, plus générale, est le mélange d’experts qui inclut une
partie ou la totalité des prédicteurs dans la prédiction des composantes latentes.

La densité conditionnelle du mélange a K composantes dans ce cas s’écrit :

f(Yz-(t)|Xz~(t), teT, @) — 3
k=

m(Xi(t), t €T, o) fr(Y(2) | X(2), 916)4 (4)

[\

1 N
Expert k

avec

- Tk (X,-(t), teT, ak) le poids de mélange du groupe k, plus communément appelé
fonction d’activation de 'expert & ;
- U = {ay, Ok }1<k<k le vecteur de parametres a estimer ;
- fr(Y(®) | X(?), 0)) la densité de la distribution conditionnelle Y (t) | X(t).
Ce modele peut étre considéré comme un sous-modele du modele de classe latente proposé
par Dayton and Macready (1988), appelé modele de classe latente a variables concomi-
tantes. Il existe plusieurs choix pour modéliser la fonction d’activation, mais la version la

plus courante et originale proposée par ['auteur est obtenue en reliant les covariables par
un modele logistique multinomial :

m(Xi(t), t€ T, ay) = P(Z:k|Xi(t), te, ak>

exp (hk (Xi(t) t €T, ak)>

K1 ) (5)
1+ Z exp (hk/ (Xi(t) t €T, ak/)>

k'=1

ou la fonction hy est défini par :

hk (Xi(t), te T, Oék) = / (Ozk,o(t) + Z CJ./kJ(t) Xi(t)) dt
T

= ozk,o+/ > () XI(t) dt = @k,0+/a;(t) X, (t) dt
T j=1 T
a1 (t) Xé(t)
avec  ag(t) = ak’?(t) et X;(t) = Xi:(t)
(1) X(1)



En exprimant les parametres fonctionnels ay(t) dans une base de fonctions de la forme
ap;(t) = S ai’l ¢l(t) = ¢ (t)Tal, la fonction hy, s'écrit sous forme matricielle et par
extension 7 (.) également.

Une fois la fonction d’activation modélisée, il reste a modéliser les densités conditionnelles
des K experts. Elle découle du modele de régression (2) et s’écrit pour chaque i :

( 6k 0 + Z Bk,j + Ez(t) si Zz =k (6)

Les By ;(t) avec 1 < k < K et 1 < j < p sont les parametres, et sont supposés étre
décomposables dans une base de fonctions choisie a priori.

En combinant les expressions obtenus pour la fonction d’activation et pour les densités
conditionnelles des K experts, on obtient la densité conditionnelle du mélange :

K
FG0 X0, te T, w) =Y " m(Xi(0), te T, ar) ®(Yilt): Bult)Xi(t),02),  (7)
k=1

ou ®(y; p,0?) est la densité de la loi normale de moyenne u, de variance o en y. Les

parametres sont estimés par maximum de vraisemblance via 'algorithme EM (Dempster
et al., 1977). Le choix du nombre de classes K est obtenu par le critere BIC.

3 Application sur données simulées

3.1 Simulation des données

Nous simulons 2 jeux de données de tailles n; = 500 et ny = 1000 observations. Chaque
jeu de données est constitué de 5 prédicteurs fonctionnels générés sur une grille de m = 50
points d’observations (ty), sur 'intervalle [0, 27] selon la relation

&io 2t
Xitr) = &+ (log(10 4+ 1)) + €l sin (S
1,4
ol fir sont des constantes tirées selon la loi L{([—l, 1]) (1<r<4,1<I<5et1<i<

ny ou ny). Nous simulons par la suite les parametres fonctionnels (ﬁj (t)) 0<i<s données
par : o

PO,k ) )

Box(te) = <log(10 + tz)) ol pox, p7¥, ph¥ des constantes.

Bists) = pi* sin (2&%) avec 1 <j <5 et 1 <k<K.
: o7



Le nombre de classes K est fixé ici a 4 et est équilibré sur le nombre d’observation total.
Une fois les prédicteurs et parametres simulés, on construit la variable réponse selon le
modele (6) avec €;(t,) ~ N (0,1) et nous répétons ces expériences N = 50 fois.

3.2 Criteres d’évaluation

Nous allons utiliser trois criteres pour évaluer la qualité d’estimation de notre modele :
le premier est le ratio du nombre de modeles ayant obtenu le bon nombre de classes
K = 4 sur '’ensemble de nos simulations ; Ensuite, pour les modeles ayant le bon nombre
de classes, nous évaluerons la qualité d’estimation des parametres a travers la racine de
I'erreur quadratique moyenne (REQM) donnée par :

m ) 1/2
REQM(f4()) = [%Z@j(“)‘@(“))] . ®)

Enfin, nous évaluerons la qualité de prédiction des modeles sur un échantillon test de
taille niest = 2000 qui n’aura servi a entrainer aucun des modeles. Le critere utilisé sera
I'Erreur Quadratique Relative Moyenne (EQRM) donné par :

J ?l J 2
EQRM; = —Z( <n t\)(z(tj)z(t )> ) (9)

z 1

3.3 Résultats

L’efficacité du critere BIC pour le choix du nombre de classes K est évalué sur chaque
échantillon en testant différentes valeurs de K € {2,...,6}. La Table 1 donne les
fréquences de choix de chacun des nombres de clusters testés en fonction des tailles
d’échantillon.

Nombre de classes 3 4 5

Ntrain = M1 6% 86% 8%
Ntrain = 12 0% 92% 8%

% de modeles

Table 1: Résultats de nos N = 50 simulations en termes de nombre de classes.

La Table 1 nous montre que lorsque la taille de I’échantillon d’apprentissage augmente,
le bon nombre de classe est plus souvent obtenu. Le BIC est un critere pertinent pour le
choix du nombre de classes.



La Figure 1, quant a elle, montre pour les modeles ayant retenu le bon nombre de
classes (K = 4) les parametres estimés versus les vrais parametres pour les modeles
lorsque Nrain = N1.

Component 1

2 3 s s ) 2 3 s 1 2 s s
Times (sec.) Times (sec.) Times (sec.)

(a) Boa(t) (b) Bra(t) (c) B21(t)
’ Tlme; (sec.; ’ ’ ' ’ Time; (sec.; ' ’ Time; (sec.;
(d) B3a(t) (€) Ba(t) (f) Bs.a(t)

Figure 1: Parametres estimés (vert) et vrais (bleu) dans nos simulations pour n.q;, = nq
pour la classe 1.

On note globalement une assez bonne estimation des parametres lorsque la forme est assez
réguliere (cf. Figures 2¢, 2d, 2e et 2f). Lorsque la forme du parametre est tres simple (2a)
ou tres complexe (2b), on a du mal a avoir une bonne correspondance. Ceci est du au choix
du nombre de fonctions de base L; que I'on décide d’allouer a priori a chaque parametre
dans 'Equation (3). Ne connaissant pas en application réelle la forme du parametre, ce
choix peut s’avérer étre tres déterminant puisqu’il conditionne également la complexité
du probléeme a résoudre. Des techniques de régularisation des parametres (Leurgans et al.
(1993), James et al. (2009)) existent et permettent plus ou moins de régler ce probleme.
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Figure 2: Boxplot de REQM pour tous les parametres estimés (dans les 4 classes) sur les
deux scénarios de simulation considérés : ny.i, = 1y (rouge) et Ny = no (bleu).

La Figure 2 quant a elle montre les boxplots de REQM obtenus sur les modeles pour
les deux tailles d’échantillon d’apprentissage considérés. Les valeurs obtenues sont assez
faibles ce qui est plutot correct et le constat assez clair qui en ressort est que lorsque 7;ain
augmente, la REQM baisse.

Scénarios EQRM

Neraim = 71 0.0231 (0.0065)
Moraim = N2 0.0221 (0.0040)

Table 2: EQRM moyen (et ecart-type) obtenu sur I’échantillon test.

Le dernier critere a regarder pour juger de la bonne estimation du modele est la qualité de
prédiction. Le Tableau 2 montre 'erreur relative de prédiction obtenue sur 1’échantillon
test pour nos différentes simulations lorsque 7 = N1 et lorsque Nyipain = No. Le méme
constat que sur 'estimation des parametres est observé. La prédiction s’améliore lorsque
le nombre de données en entrainement augmente. Ce qui montre la convergence de notre
estimation.

La Figure 3 enfin montre pour 2 individus choisis aléatoirement la prédiction fonctionnelle
Y;(t) obtenue. Cette derniere s’ajuste bien aux variations non régulieres des données
observées.
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Figure 3: Prédiction vs vrais valeurs de la réponse fonctionnelle pour 2 individus choisis aléatoirement.

Conclusion

Dans ce travail préliminaire, nous avons présenté le modele de régression de mélange
d’experts pour la prédiction d’'une variable fonctionnelle a partir de plusieurs prédicteurs
fonctionnels. Nous avons montré au moyen d’une étude par simulations que les estimations
obtenues étaient convergentes. La suite de ce travail consistera

e & considérer un modele plus général pour modéliser les experts a 'instar du modele
intégral par exemple,

e & améliorer I'estimation des parametres en introduisant une pénalisation adaptative
qui prenne en compte la régularité intrinseque des fonctions que nous décomposons
dans les bases de Splines, et enfin

e & comparer aux méthodes existantes sur des jeux de données réelles pour évaluer la
pertinence de notre algorithme, en particulier en contexte industriel.
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