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6. ANALYSE CANONIQUE

J. MOULEN

Introduction.

Un des problèmes étudiés en analyse multidimensionnelle normale
est celui de décrire de la façon la plus simple les liaisons existant entre
deux groupes de variables, éléments d’un vecteur distribué selon une loi :
N (m, V) . La résultante des relations existant entre les variables est
saisie par les coefficients de corrélation présentés par les variables as-
sociées deux à deux. De cet ensemble de corrélations, rien ne se dégage
de clair en général.

L’analyse canonique propose une solution au problème de la des-
cription la plus simple des relations entre les deux groupes, sans s'atta-
cher aux relations des variables entre elles au sein de chaque groupe.

Cette description se présente sous la forme de combinaisons li-
néaires des variables de chaque groupe, indépendantes et en nombre au
plus égal au nombre de variables figurant dans le groupe le moins nom-
breux. Le calcul des corrélations des variables avec ces combinaisons li-
néaires fait connaître le rôle joué par chacune des variables dans ce sys-
tème minimal de relations. Dans le premier chapitre, nous rappellerons le
principe de cette méthode d'analyse.

11 faut reconnaître que ces combinaisons linéaires constituent une
solution artificielle, par construction, et il est probable que les relations
décelées doivent recevoir une interprétation symbolique, comme les rela-
tions mises en évidence par l’analyse factorielle, par exemple. Ceci étant,
lorsque les relations trouvées se prêtent à une interprétation logique en
accord avec l'objet de l’analyse, il n'est guère probable que ces relations,
bien que de construction purement mathématique et selon un modèle sim-
pie, puissent être attribuées à un simple effet du hasard.

La plus grande corrélation canonique concerne souvent un facteur
général de dimension. Les autres racines apportent chacune des informa-
tions d'intensité plus faible que la première mais d'interprétation quelque*
fois plus intéressante.
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Encore convient-il de s'assurer que les corrélations canoniques
obtenues soient significatives :1a généralisation d'un pseudo déterminant
introduit par S.N. Roy a permis d’obtenir la fonction de répartition margi-
nale de la corrélation canonique la plus grande.

Vient ensuite le problème delà construction des seuils de signifi-
cativité de la plus grande corrélation canonique.

Les exemples d’application de l'analyse canonique sont encore peu
nombreux. Seule y est envisagée, en général, l'utilisation de la plus grande
racine canonique. Le premier exemple d'exploration et d'utilisation des
autres racines canoniques que nous connaissons est celui de M.S. Leder-
mann dans ses analyses de la mortalité selon la cause du décès (1964).
Dans nos applications, on a pu constater que les relations les plus inté-
ressantes sont apportées par certaines des corrélations autres que la plus
grande.
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Chapitre 1

Analyse canonique : Rappel succinct - Interprétation des racines cano-

niques.

Considérons dans l'espace R - p2 le vecteur aléatoire

x. est un vecteur (p , 1)

x2 est un vecteur (p , 1)

Supposons x_ centré et de variance V . La matrice de variances-
covariance V est mise sous la forme

Vj l est la matrice de variances-covariances des éléments du groupe x .

V
2 2 est la matrice de variances-covariances des éléments du groupe .

Vl2 est la matrice de covariance des éléments du groupe x avec les
éléments du groupe x2 *

Dans l'analyse canonique, on cherche deux combinaisons linéaires

§ = a’ïi
a =à’22

telles que leur codélations p(Ç,r|) soit maximum sous les contraintes

Var (Ç) = k2 et Var (q) = k'2

k et k' étant deux constantes positives.
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Par définition, p(Ç, rj ) =

a’ V b
— 12 ~

kk’

Pour simplifier, on pose généralement k = k' = 1 , ce qui ne diminue pas
la généralité.

Dans ces conditions, le problème est le suivant :

Maximiser p = _a ' V ^ 2 b,
sous les contraintes I a_f V £i = 1

1 t’v22b = i

L'utilisation des multiplicateurs de Lagrange donne :

vt'=i’Vl2b-— (a'Vui-l)-- (b’V22b-l).2 2

En exprimant que les dérivées partielles de T parrapport à a et b sont
milles, on obtient les deux équations vectorielles suivantes :

(I)
Vl2b- A Vna = o

v21a-r v22b = 0

(1)

(2)

b^ est déterminé d'une manière unique en fonction de a^ et de T par la
formule suivante obtenue en prémultipliant la deuxième équation par

(3)

Compte tenu de cette relation, la première équation s'écrit :

<VUV>2 v'2'2 V21 - M-I)a = o
" 1 - 1

(4)
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a est le vecteur propre associé à la racine caractéristique 8 = A T de
U matrice V*,» V,, V2, .

Signification statistique d'une valeur propre 8 = AT
Prémultiplions les équations (1) et (2) respectivement par a' et

. Du fait que Ç et r| sont de variables réduites, nous obtenons les
égalités suivantes :

p=a=t (5)

La valeur propre 8 = AT est donc la corrélation canonique p2 .

REMARQUE :

La variable canonique ^ est la combinaison linéaire de x de
variance 1 dont la corrélation multiple avec ^ est maximale.

La matrice V,, V,„ V“AV„, possède p, racines caractéristi-
. Il 12 22 21 r ri

ques réelles, soit :

pj , p2 pp. en ordre décroissant.
11 leur correspond p^ vecteurs « ti », et autant de vecteurs « b »,

donc p variables canoniques ^ pour le groupe x^ et p1 variables
canoniques qi pour le groupe x .

On montre, sans difficulté, que la racine « r + 1 » n'est autre que
la première racine canonique dans l'espace conditionnel x ; avec

5, nr).
c'est-à-dire la plus grande racine canonique associée aux deux vecteurs :

“1.3
= Vis (x, étant donné x„)\_l —3/

et
—2.3

= x/_x—2' —3 (x2 étant donné x^).
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Chapitre 2

Généralisation du pseudo déterminant de S.N. ROY

Lorsque la matrice de variances covariances V est connue, les
p1 corrélations canoniques Pj» P2 ••••» PPj sont des valeurs certaines.
Dans la pratique, V est inconnue et estimée à partir des observations.
Soit Z l’estimation de V . On effectue la même décomposition :

Z, V

1
I

11-
1
1

12

Z

1
1

2 1 1 22

I =

Les corrélations canoniques sont estimées par les racines de l'é-
quation suivante :

I r1 z Z’1 z - e 11 = o1 1 1 1 2 2 2 2 1 1

Les 0 dépendent de l'échantillon et sont donc considérées comme les
observations des variables aléatoires. Ainsi, le problème de leur distribu-
tion a été posé.

Sous les hypothèses suivantes :

îc suit une loi multinomiale

V = o dans la population parente,

Fischer (1939), Roy (1939), Hsu (1939) ont simultanément établi la distri-
bution conjointe des variables 0i .

Posons :

s = min (p j , p2)
1

m - 7 ip2-Pi -1 i
n = 7 I N - P, - P, - 2 |
1 >9S >®3-i >••• >8, > O
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La distribution conjointe des 8 estimations des p2 se ramène à la for-
me suivante :

p(e ,8 e,) =0(8,111,1») n e? u-e,)n n (e,-e,)s S'1 1 i=l 1 1 i>j 1 J

où C (s,m, n) est une constante dépendant des paramètres s, m et n et
donnée par la formule :

C (s, m, n)
s^2 s T (2m + 2n + 2 + i)
n n —

1=1 2m + i + 1 2n + i + 1 i
r ( ) r ( ) r (-)

2 2 2

Cette distribution fait intervenir une fonction g de la forme

g U , x , ... , x ) = n x q (1 - x )r Tl (x - x )s s i 1 i=i 1 i> J J

Le produit FI (x - x ) est le déterminant de Vandermonde
i>j 1 j

s-1 Xs”2 . . . . x 1
s S S

s-1 s • 2
x “ . . . . x . 1

s-1 s-1 s- 1

VS_l Ys'2 X 1X1 X1 * * * ' Xi 1

multiplions la 1ère ligne de ce déterminant par xgq (1 - xx)r
puis la 2ème ligne par \q_l (1 - xg l)r etc, et la dernière ligne par

a - *,)' •

On obtient c (x ... x ) sous la forme suivante :° 1 s

r
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xq + S"1 (1 - x )r xq + s_2 (1-x )r xq (1 - x )r
s s s s ss

*î.+,r‘

xj + s-' (l-x,)' x’+s’2 (l-Xj)'

L’intégrale de g (x ... xg) dans le domaine
o < x. xz >$: ^ x ^ x < 1

s’obtient en intégrant chaque terme du déterminant par rapport à la varia-
ble qui intervient. Le terme général de cette intégrale mise sous la forme
du pseudo déterminant est :

/ s-H- 2
xq + s'J (1 - x )r dx
s-i+l U s-i+l' s-i+l

avec i =1, 2,..., s

j = 1, 2,..., s

X
, = Xs + 1

Posons

q + s - j = qM J ns-j+i

L’intégrale précédente s’écrit :

/ xss(i - *.>* <• f ^s-‘ a-*s)r<i f a-xs)'dxs

O » A

X x x

y y .x^-'a-x/dXj... f x’Ml-Xj)' dx.

Ce (

corresponde
té, d’où soi

Noi

A une conï
de répartit
tion margi

C(s,m

'énéralii

L

détermim

/

f

f

U(x;

On su]
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Ce déterminant ne peut être développé que selon un ordre donné
correspondant à l’écriture de l’intégrale multiple qu’il représente en réali-
té, d’où son appellation de « pseudo déterminant ».

Nous le noterons avec S.N. Roy :

U ( X ! <îs > ^s-l %},

A une constante multiplicative près, ce pseudo déterminant est la fonction
de répartition de la plus grande racine canonique. En effet, la distribu-
tion marginale de x est bien

/" /X® /X2
r, s / / J g(x«lX-, xi)dx.dVi-dxiCvs,m,n) *o o o

Généralisation du pseudo déterminant de Roy :

Le pseudo déterminant précédent est un cas particulier du pseudo
déterminant général suivant :

1

/ /x x^1 (WJ 1 f, (x ,t) d xS

o o
s 1 s‘

X
r s x

h X>-1 (1-X.-l)r* fs(x.-l>t)dx..l- / V,lf1-x.-l>r,flt*..«»t)d:
,x

/ V (1-x^ s fs (x^t) dx ,... / X11 (l-x1)'1f1(x1,t)dxl

Nous le notons :

u : %. rs - fs ; v» > v. > fs-i ! - ; % >r! - £1)
On suppose :

q, > -1 V j
ri > -1 V J
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fj (x, t) bornée pour x e [0,1-e]
t € [0,1]

De plus, les dérivées partielles successives de f peu* rapport à x sont
bornées.

Posons pour simplifier les notations :

I (x ; qs , rs fs ; qs., , r.., , f.., ; ... q, , r , f ) =

/X x“s (1-x ) 5 f (xS S' S I

X

i,‘)dxs f x’*-'(1-x..,)'-'

•/ X^1 (1-x^ 1 £1 (Xj ,t) dxt

Par exemple, dans le cas de trois racines canoniques non nulles,
le pseudo déterminant se développe sous la forme suivante :

U (x ’ %’ r3 ’ ^3 ’ ^2* T2 V'i’ V =
= I (x ; q3, r , f ;3’ 3 ^2* **2’ ^2 * qi» F

- I (x » ^3» r3» ^3 * V Vfi » ^2’ F2s V
- I (x ; q2> r2’ f2 ! ^3» F3> ^3 » Vr

+ 1 (x » ^2* r2* ^2 * V Vfi * ^3* *3» f3>
+ I (x ;s q*» rr » ^3» r3» ^3 » V "S;.»*>

-I(x ; Wf. ï q2» r2’ f2 » ^3* r3’ f3>

Nous reviendrons plus loin sur le développement du pseudo déter-
minant dans le cas plus général de s corrélations canoniques.

I

Pour l'intégration, on utilise les lemmes suivants ;
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LEMME 1 (de S.N. Roy

I (x ; q, r, £) = (q + r + l)"1

avec IQ (x, a, b, f) = xa (1 - x)b f (x) .

La démonstration de ce terme de Roy est analogue à celles des autres
lemmes suivants :

LEMME 2

I (x* ; q, r, H, f) - (q + r + l)"1 | - IQ (x' ; q, r + 1, H, f) +
+ I (x* ; q, r -H 1, H’, f) + q I (x’ ; q - 1, r, H, f) +

+ I (x' ; q, r + 1, H, ff)

où

/*'
I (xf ; q, r, H, f) = J xq (1 - x)r H(x) f(x, t) d x

o

3 £
et £’ est en réalité — ■ .

3x

DEMONSTRATION :

123

[ - IQ(x; q, r + 1, f)
3f

v

+ I (x ; q, r + 1,-—)
ox

+ q I(x ; q-1, r, £) ]

L'intégrale du premier

/ (1 - x)"

membre de l'égalité peut s'écrire :

(1 - x)r+<i H(x) f(x, t) d x

= d vOn pose (1 - x)r+q d x
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xq (1 - x)'q H (x) £ (x, t) = u

On obtient :

du = qxq“l (l-x)’q H (x) f (x, t) d x + q xq (1-x) q'1 H (x) f(x,t) d x

3f (x,t)
+ xq(l-x)"q d H(x) f(x,t) + xq (l-x)"q H(x) d x .

9x

et [ u v ]*' I (x’ ; q, r + 1, H, f)
q + r + 1

On achève facilement la démonstration.

LEMME 3.

Pseudo déterminant d’ordre deux.

c <* » y v ; q,. v V =
= ^2 +T2 + ^"l { " *o » V r2 + l’ V » V ri» *|) +

+ 2I(x;q2 + q1>r2+rl + l, ^ I )
+ q2 U(x ; q2 - 1, r , i% ; qjt r , fj )
+ U (x ; q2,r2 + 1, f’, -, q,,y f, )

DEMONSTRATION :

Développons U :

U = I(x; q2, r2, f2 ; q,, y f,) - I(x; q,, t‘, f, ; q2, r2>
La première de ces deux intégrales est

/X rX2
J x22 (l-x2) 2 f2 (x,t)dx2 / xi* (l-Xj/1 fj (x,t) d Xj

O Jo
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Posons alors

/.X
H (x)2 = J x"1 (1-Xl) 1 (x, t) d Xj

o

L’intégrale considérée se met sous la forme

/ X22 - \)'2 f2 (*2- t) H (X2) d X2Jo

Appliquons le lemme 2 à cette intégrale

Les égalités suivantes sont évidentes :

-Iq (x ; q2.r2 + 1, H, f2) =
= “ I0k ; V r2 + 1» V 1 ^ 5 V f\l V

Hx; q2, r2 + l, f2, H’) = I(x ; q2 + q,, r2+r( + 1, f2. f, )
q21(x» q2-l, r2, f2, H) = q2I(x; qg- 1, r2» *2 ; qi’ V V
I(x; q2, r + 1, V'j H) = I (x ; q2> r2 + 1, f’2 ; q^ r^

Considérons maintenant le terme

x

( X2* (1-X2>r‘ fl(x2’t)dX2 / x’2 (1-x/2 f2 (x, ,t) d X,Jo O

Appliquons le lemme de Roy à l’intégrale
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nous obtenons la décomposition suivante :

(q2 + r2 + I)'1 [ - IG fc2 ; q2> r2 + V f2)
+1 (*2 ; q2> f2 +1, f'2)
+ %1 (x2 i ^2 - r2’ V 1

Portons cette expression dans le deuxième terme du développement de U ,

terme qui s'écrit alors :

(<Î2 + r2 + 1)"1 [ 1 <x ; q2 + q,. r2 +r, + ji. f2 V
- I (x ; qt, r,, f, ; q^, r2 + 1, f’2)
- q2 I(x i r!> f, îqj"1- r2’f2)]

En combinant les deux intégrales, on achève facilement la démonstration
du lemme 3 .

INTEGRALE U D'ORDRE s :

Nous considérons maintenant le pseudo déterminant U d'ordre s.

U (x ; qs, rg, fg ; ... , qj} r^ ^ )

Remarquons tout d’abord :

U = Z (- l)1 I(x ; q*, r*, f* ; ..., q*, r* f*)

ou

(cftc r* £*) (a* r* £* \ (a* r* f*lVHS» s» s » s-t» s-r •** vt*i» V 1

est une permutation de

(q5-r.- V - ri> •

i —

o

ou suivant que la permutation considérée est paire ou impaire ;
1 P étant l'ensemble de ces permutations (au nombre de s ! )
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Cette remarque généralise bien le précédent développement que nous avons
donné pour s = 3 et s = 2 .

Considérons alors l'intégrale

I (x • o* r * £*• a* r* f* • ci* r* f* )i VX , q , r , i , qa l, r^, qJf r^ ij )

supposons que dans cette intégrale, q* = qs avec tout d'abord v As et
v A l '.

Nous avons donc :

I(x;q*,rJ,P ;...,q*+1)r^+l>f*+1; qs>rs, f, ; <fv_,. r*.,, ...

-»,*i
posons :

1 (js>+i ; v f. : q;.,- rtv Ç-, s •••> <ïî> rî- =

= I(*v+, ;qs. fs. f» ;H)

L'application du lemme 2 à cette intégrale donne :

1 <*v+l S V V, f. ! H) =

= (qs+r„ + 1>'' | - ïo (*. + !• <ïs'rs + 1*fs i H) +
+ I(XV+1 i Vra + 1ifs îH’>
+ q. !<**+", !s--q. -'1. »,:$ ®
+ I(xv+i i W+1* f’s:H) }

Reconstituons maintenant l'intégrale entière en utilisant ce développe-
ment, nous obtenons :
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I (x • g* r* f* • a* r* f* • o r £ • r^ f * •v ’ s» s *•••»%+i» v+i* v+i » "s» s» « * ^-i* y-t» ht-iwfltra

< r** r f*) :
1

= ((ls + rs + 1y1 [ - I (x ; q*, C f* ; ...

a* . + Q , r*, . + r + 1 ; f .f* : a* . r* , f* ; ... f*)nV + l *s 9 V+1 s s v +1 7 *v-r v- r* v-i » i '

+ .ï (x ; C r* f * .
s’ s 7 • <+i P^jc

* v+r fî+i ifi. +
s

a* r + r* +qv-i» T v-i T

f
s

f *
v-i ; q*. r * f *

■ 2» V-27 V-■2’ •**’ q*, r*Mr 1 ,f*)

I (x j q*’ r*, f*s’ s 7 !
a*1 qy+r r *’ v+r

f* ; qV+l * 5
1, r , f ;7 S7 S 7

g* r * f* • a* r* f1*} -f- T (v • a* r* f* • •%-i* v-r v-i » * “j* rr T 1 'x > Ss> rs» *s » •*• >

n* r* • q r -f- 1 f* • cf*^ • r* f ^ • n* r* f9** ) 1%+V V+l7 *V+l » ^s’ a x A» 1 s ’ rv-l» v-l "l9 1’ l ] J

ceci pour v ^ s et v fi 1

Pour v = s : on a l’intégrale

1 (* s v v fs ; Cr Ci* Ci s ••” C* C fV =
= I(x;qs;rs,fs ;H)

avec H = I (xs ; q*.,, r*.,, P',;1...; q*, r*, f*)
les q* £ qs ^
Une nouvelle application du lemme 1 donne :

I (x ; qs. v1 fs ; H> =

= (qs + rs + }P t -10 (x s v rs + x-f) I(x ; C>> Ci
f* •

. . • a* r* f*)
s-l ’ ’ "i* q’ i]

+ I (x ; q + q* , r + r* + 1, f f*7 ^s-17 s s-l \ s S-l

%-27 s-27 s-2 ’ "q» ri’ T1 '
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+ Hx ; qs - 1, rs, fg ; qJ.j» ^.j3» Çij î ••• » r*>
+ I (x ; qs, rg + 1, f. ; q*.,, ^ ; .... qf, f*', ff) ]

Pour v = 1

C’est-à-dire : q , rg, fg interviennent dans la dernière intégrale
qui est alors

/ xJ 8 (1 - Xj) s fs ( xr t) d X1

en appliquant le lemme de Roy, on obtient la décomposition suivante

I (x ; q*, r*, f* ;

= (q +r + l)'1

ci * r* f* • q r f ) —» °2* 2’ 2 ’ s’ s '

[ - I (x ; q*, r*, f* ; q*, r*, f* ;

9o + 9 » ro + r + 1, f » f* ) +

+ q I (x ; q*, r*» f *; .... q*, r*, f* ; q — 1, r ,f )s s s s 222s ss

1 <x ; q;. rs*f q? - r?> f2*; vrs+1> f’.>

EXEMPLE : CAS DE TROIS CORRELATIONS CANONIQUES.

(1) pour v j=- 1 et v ^ s , c’est-à-dire pour v = h on obtient deux ter-
mes en recopiant la décomposition générale précédente :

- I(x ; q* + q,, r3 + r* + 1, f, l* ; q», r*, f*)
+ I (x ; q*, r*, f* ; q3 + q*, r3 + r* + 1, f3 f*)

On a deux permutations % <*3 «1

et q q q.
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La première est impaire et la seconde est paire.

La première intégrale donne donc :

| I (x ; q3 + q2, r3 + r2 + 1, i, f2 ! q,. f,, f, )
| -I U i q3 + ?!> rj + r, + 1, f3f1 ;q2, r2, f2)

La deuxième intégrale donne :

j - I (x ; q2, r2> f2 ; q3 + q,, r3 + r, + 1, f3 f, )
| + Ik.sqj.r,. f, ;q3 +q2. r, +r2 + 1, f3 f2)

Le terme général comportant q3 en facteur devient :

q31 (x ; i*>r*- Ç : % - i- r3> f3 ; <f,. rî- *î>
ce qui donne avec les deux permutations :

j - % 1 <* ! v v f2
» + q3 I(x iqI,r„f1 ! <i3 " 1> r3> f3 ! V V f2 >

Le terme du développement général comportant f’ est :
S

I (X ; q*, r*, f* ; q,, r3 + 1, f'3 ; qf, r», f»)
d'où les deux intégrales :

j-I(x;q2,r2,f2;q3,r3 + 1, f, ; q,, r,, I, )
/ + I (x ; qr îl ; q3, r3 + 1, ; q2, r2, f2 )

Pour v = 3 :

(aQ) On voit aisément que le terme en I donne la quantité suivante

< - I0 (x ; q3, r3 + 1, f3) U (x ; q2, rz, fg ; q^ r^ fj)
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(a) Le terme en I avec q + q* :

| I (* ; q? + q2. r, + ^ + 1. *3 Ç ; «f,.fp
Les deux pennutations étant :

q3 q2 q! Paire
q3 <ix q2 impaire

On en tire les deux intégrales suivantes :

j K* ; q3 + q2» r3 + r2 + 1, *2 ! q,. f, )
| - I (x ; q3 + q,, r3 + r, + 1, f, f, ; q2,

(b) terme avec q3 en facteur :

q3 I (x ; q3 - 1, r3, f, ; q*, r», f* ; q*, rf, i*)
avec les deux intégrales :

( q, Hx S q, - 1, V f, ;q2,r2, f, ; q.'.r,, f,)
| -q3I(x;q3-I,r3>f3 »:qJf r,**, ; q2, r2> f, )

puis le terme comportant f* permet d’écrire les intégrales :

|I(x;q3,r3 + l, f, ; q2, r2, f, ; q,, r/,,f % )\ -I(x;q3,r3 + 1, I*’ ; q , ru f, ; q2, f2)
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Pour v = 1

Les deux permutations possibles sont :

f

q2 <\x q3 Pai^

q, q2 q3 impaire
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On obtient successivement les termes généraux du développement et les
intégrales qui en sont déduites :

(a) - I (x ; q*, r*, f* ; q* + qQ, 1* + r, + 1, f, fj)3’ 2 3 2

( - 1 (x ; q2, r2, f, ; q, + q, ; r, + r? + 1, f3 f, )
) +l (x ; qx, r,. £, ; q2 + q3 ; r2 + r3 + !> f3 {2>

(b) qq I (x ; q*, r*, f* ; q*, i* , f* ; qs - 1, r-9, )3’ 3

J q3H*;q2. r2.f2 ;q3-i-r3.f3)
/ -q3i(x.s<i^v fi ; q2> v f2 ; q3 * r3» f3)(c)I (x ; q*, r*, f* ; q*, r£, J* ; q3,r3 + 1, f’3)

% U (x ; q2, r2, f2 ; q,, r,, f, ; qs> r3 + 1, FJ==> I -Kx; q,, rJt f, ; q2,r2, ^ ; q3, r3 + 1, f'3)

En conclusion, on peut décomposer le pseudo déterminant d'ordre 3 de
la manière suivante :

(aO> | - !0 (x : V r3 + V U(x 5 <12’ V f2 ; V V V
(a) ^ 2 I (x ; q3 + q2, r3 + r2 + 1> *3 *2 î q^ r1> ^ )

-21 (x; q3 + q , r3 + + 1, fg fj ; q2> r2» ^2 )

-2I(x;q2, r2, f2 ; q3 + q,, r3 + *, + 1- *, *, )
+ 21 (x ; q t, r,, f, ; q, + q*. *3 + r2 + 1. f3 f2)
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q31 (x ; q.ï " l* r3 -f3 ; q2’ F2 ’f2 ; q l’Fl )

- q3 I (x ; q3 - 1, F3’ f3 ; V 1 ^2’ r2* f2>
- q3 1 (x ; V V V> V-i, r3’ f3 '1 V V il
+ q31 (x ; w *3 -1 r3* f3’; q2, F2’ f2>
+ q3 I (x ; %* V f2’ V % -1, r3’ f.>
- q3 I (x ; w fi> V V *s» % -1, r3 * V

I (x ; q3, r3 + 1>f
•

3 * V V Jf, ; V Vf.)
- I (x ; q3, r3 + L f’

3 ; q i’ri ; q 2’ F2 ’f2 )

- I (x ; q2, r2’ f2 ;' ^3!' r3 + 1» f»
3 ; q )

+ 1 (x ; ql? ri» ^ 5 i q3î' F? + 1, £’
3 ; q 2’ r2 >f2 )

“FI (x ; q2, r2’ f2 !1V’V V* V' F3 + 1» £’
3

)

- I (x ; qt, ri» ’' ’ F2’ h’ *3’’ F3 + 1» f’
3

)

(a) peut encore s’écrire :

I (x ; q3 + q2, r3 + r2 + 1. f3 *2)
2

I (x3 ; q2, r2, f2)

Kx3;q3+q2,r3+r2 + l, f3f2)

IU;q3+ql,r3+rl+l,f3 f,)
I(x3 ; Vri’V

I (x ; qt, Tr f )
I(X3;<l3+<»l’r3+ri+1’f3 f2)

NOTATION

Lorsque nous remplaçons la ligne i du pseudo déterminant
U (x ; qs, rs, fg ; ... ; ql? r^ f, ) par la ligne (Qs, Rs, Fg Qt, F; )
et que les autres lignes sont conservées, nous obtenons un nouveau pseudo
déterminant que nous notons :

U (X ; Qs, Rs, Fs Q,, R,, F,)<‘»
(notation de Pillai).
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Avec cette notation, (a) devient :

2 U (q3 + q2. r3 + rs + i; «3 f2 ! q3 + q,. r3+r, + i f3 ft>(1)
- 2 U (q3 + q2, r3 + r2 + 1, I, f2 ! q3 + q,, r, + r, + 1. *3 f,)(2)

= 2 i (-!)“> U(q3 +q2,r3 +r2 +1. f, *, i% + q^ + ,, l, i3 ^
D’autre part, il est évident que (b) s’écrit :

q3 U (x ; q3 - 1, rg, fg ; q2, rgf f2 ; ql? rj,’ ^ )
et que (c) s’écrit :

U(X;q3,r3 + l> r,;qa.r2.f2 ;q,. *,.*,)

RESULTAT

Dans le cas de trois racines canoniques, le pseudo déterminant gé-
néral reçoit la décomposition suivante :

U (x ; q3, r3, fg ; q2, r2, fg ; qJf rJf ) =

= (q3+f3+l)‘J Ho f**"# ra +1> f3)u(x: VV,ii’i’V,i’ +
+ 2 ^ (- 1)‘M U(x ;q3 +q2,r3 +r2 + 1,f3 f2 ; q3 + q,,r3 +r, +1, f3f,)(,)

+ q3 U (x ; q3 - 1, r3, fg ; q2, rg, fg ; q^ ri )
+ U (x ; q3,r3 + 1, f’3 ; q2, r2, f2 ; qjf rjf ^ ) ]
= (q3 + r3 + l)'1 [ A (3) + B (3) + q3 C ® + D ® ]

En se servant de la méthode utilisée par S.N. Roy dans le cas par-

r = r-¥ i

f, - IVj

ticulier
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Nous obtenons, pour s racines canoniques, et de la même manière que
dans le cas de 3 racines, le résultat suivant qui généralise la décomposi-
tion de Roy-Pillai.

U (* ; qs> r., f. ; q^. v>- fs-i q.- V > =

= * 1rs+ 1>fs)r.-i> V V ¥

+2i=i I u(x;q=+q=-i’rB+rs-i + 1>fsfs-i!-;cis + cit’rs+ri+1’fsfi>
+ qs U(x ; qs - 1, ra, f, ; qs.,, r,,, q,.»-,,.!,)
+ lU(i;qs,ri + l,f'l;Vl,rM,fs_] q,, r,, ^ )

(i)

Ainsi que nous venons de l'indiquer, le développement de S.N. Roy
correspond au cas particulier où r1 = r V i et f (x, t) = 1V j . On a
alors :

U (x ; qs, r;qs-i’r- II

II 1 Jq" O
+ r + l)"1 Vx: q.>r + 1) U (x ; qs-l, 'r* W

+ 2(qs + r + tf* S1 (-1)1’1 U (x ; % + %ml ; qB+ qs.
i= 1

- q5 + q, ; 2 r + .

+ qs (q + r +1)"
s

1 U (x ; qs - ï. f‘t q..i, r ; ' q1? r

C'est ce développement que Pillai utilise dans une thèse soutenue
au département de Statistique de l'Université de la Caroline du Nord, pour
calculer une expression approchée de la fonction de répartition de la plus
grande racine canonique de chacun des cas distincts suivants :

s = 2 ; 3 ; 4 ; 5 ; 6 .

Pillai a donné une généralisation du pseudo déterminant de Roy générali-
sation qui revient à multiplier la fonction

g (xs ... Xj) = fl x^ (1 - xt)r FT (xA - Xj)i= 1 i > J
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par la quantité fl e 1
i= 1

et de ch

Cette généralisation n’a encore reçu aucune application, etcon-
trairement aux apparences, n’a pas servi à l’auteur pour établir les formu-
les approchées de la distribution de la plus grande racine canonique. Il
se place en effet, dans le cas où t = o , ce qui le ramène au pseudo dé-
terminant de S.N. Roy.

Signalons à toutes fins utiles, et bien que nous n’en ayons pas
l’usage, un autre pseudo déterminant étudié par Pillai, et noté W .

me des
détermi

On peut démontrer aisément que cette généralisation de Pillai,ainsi que son déterminant W se déduisent du développement établi dans
le cas général, par un simple choix des fonctions f^ et en imposant auxparamètres q^ et r^ quelques relations.

En effet, posons : r( = r V i
f, (*),= e*1 V j

On a alors :

6 i
ff = — = t f (x, t)

O x

Simplifiant les notations par :

I (x ; q, r, f) = I (x ; q, r, t)
on retrouve le développement de Pillai.

Pour le cas de son théorème sur le pseudo déterminant W que pu-blia Pillai en décembre 1965, il nous suffira de poser :

aj = q, V j
b ~ 2 a. V r. + 2 = cte ¥ jJ j J

Par exemple

q, = q + j - i

rj = r-2j

qui esl

w

W =
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et de choisir pour les fonctions fj , la forme suivante

f (x , t) = (1 - x )Qj e' *
1 1 - xi

Après changement de variable pour se ramener à la deuxième for-
me des intégrales (3 on retrouve le développement dû à Pillai du pseudo
déterminant W .

Le terme général du déterminant de base de l’intégrale W donne

Xi

(i + y,)'
e’*71 d y

qui est le terme du déterminant de base de l’intégrale W

w
U /

yi+i y jJ i -t y

(1 + y,)1
e * dy.

j = s, s - 1 1
u = s, s - 1 1

yi € ] O, OO [

/ y*8 e tYs / (l + ys)b dy3 ...y* y°l e tyV(l+ys)bdy!
i+1

w = f y°s e ^Vd + yphdyj... f y°le Yi/(l + y1)b d y4

A; 3 Atyie Vd + yj) dy / a -ty
y, e Vd + yj)19 d yl
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Remarquons :

q + r +1 = b-a -1s s

I0 (x ; V rs + fs> donne F0 (y ; ag, b - 1, - t)

avec

F
Q (y ; as, b - 1, - t)

a
.

y s e^y

(l+ÿ)b-*
de même, il est évident que :

U (x ; r..j* fs-i ;••• q,> r!> *,') devient
^ (y » as-r k » * t >••• ûj, b, -1 )

Posons :

/
H- 1

a + a.

V s J'i (i + y,) '2 b+1 e"2 ,Y‘ d Xi

= F (yi+J, as + aj} 2 b - 1, - 2 t)

u (* ; <i5 + qs.i’rs+r3.i+1’ f.f.-i’--<i.+ii>r.+ri + 1-f.fi)w
devient donc

ïï(v;as + as-l, 2b-l,-2t ag + ajf 2b-1, - 2 t)^
En outre, il est évident que

I(x ; q.ir. +1. f’s) = - q, I(x ; qs, f.. fs)-11 (x ; qs, rs - i, fs)
et la quantité - t U (x; qg, rg-l, f# q r , f ) donne :

• t W (x ; qs, b- 1, - t ; qs-1, b, - t q , b, - t)
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Par des transformations analogues, on déduit de la décomposition
générale, le théorème suivant de Pillai :

W (y ; ak, b ; ak-l, b b ; - t) =

= (b - ak - l)*1 (p,k» + Q(k> + afc R(k) - t S(k) )
avec

p(k) = - FQ (y; ak, b-1, - t) W (yb; a^ b ; - t)

Q(k) = 2 i F(y ; a + a ; 2 b - 1, - 2 t) *
J = k-1 1

» W (y ; ak l, b aJ+1> b j aJM> b a,, b ; - t)

R(k> = W (y ; ak - 1, b ; a^, b a,, b ; - t)

s(k) = W (y ; ak> b - 1, a*. , b a,, b ; - t)
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Chapitre 3

Distribution approchée de la plus grande racine canonique.

Distribution exacte de la plus grande racine canonique.

La fonction de répartition de la plus grande racine canonique dans
le cas où x.. et x sont indépendants, est donnée, à une constante près,
par le pseudo déterminant :

U (x ; q + s - 1, r ; q + s - 2, r q, r) =

= - I (x; q + s- 1, r + 1) U (x ; q + s-2, r q, r)
q + s + r °

+ “s (-1)1’1 U (x ; 2(q + s) - 3 ; 2 r + 1
q + s + r i= i

... 2 (q + s) - 4, 2 r + 1 ; 2 q + s-1, 2 r + 1)^

obtenu à partir du pseudo déterminant général en posant :

qs = q + s - 1

qi = q

fj = r V i

t, - iVj
Cette distribution exacte a une forme compliquée, et le nombre de

termes croit d’une façon si rapide qu’il rend impossible son écriture même,
dès que s dépasse 6 , s étant la dimension du plus petit des deux vec-
teurs intervenant dans une analyse canonique.

Distribution approchée et Formules de Pillai.

Jusqu’en décembre 1965, on ne disposait que des expressions ap-
prochées valables pour s .< 6 . De plus, pour chaque valeur de s , les
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formules étaient totalement différentes. Il n’était donc pas possible d’en-
visager l’étude des cas comportant des valeurs de s plus élevées. Il fai
lait en effet, pour chaque nouvelle valeur de s , recommencer entièrement
les calculs complexes de l’établissement de la fonction de répartition en
acte, avant d’entreprendre l’approximation par la méthode de Pillai. Cette
approximation consiste essentiellement à négliger les termes où (1 - x)
intervient à une puissance supérieure à 2 r + 1 .

En décembre 1965, Pillai donne des formules approchées valables
pour toute valeur de s . Nous reprenons ces formules sans en donner la
démonstration. L’objet de ce chapitre est de présenter les formules de
récurrence que nous avons dû établir lorsque nous avons entrepris, avec
J.P. PAGES, de programmer, pour calculateur électronique, les exprès-
sions de Pillai.

Les formules de Pillai sont les suivantes :

Pour les cas où s est pair :

S- 1

Pr(e.<x) # 1+ 2 (-1)1 k .a..x”'-+s-‘a-x) n + 1

Pour les cas où s est impair :

I (x ; m, n)Pr (6 x) #=
P(m+1, n+1) i= l

+ 2 (- l)1 k
s lI0(x;m+s-i, n+1)

avec

, r C(s,m,n) /s — 1 v i / 2m + s-j+l \(m + n + s-i +1) k = I —— ( I FI ( ) -f“m + s-i LC(s-l, m,n) \i-l/j=i \2m + 2n + 2s-j +1 /

- (m + s-i + 1) k
m + s—i + 1

où k = o
m + s

_ C (s, m, n)
m + &“1 (m + n + s) C (s-l,m, n)

L’expression de C (s, m, n) étant celle donnée plus haut, ainsi
que la définition des paramètres s ; m, n .
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Calcul des seuils de significativité pour le cas où s est pair.

Choisissant un seuil de probabilité a

(par exemple a = 0,05 ; a = 0,01), nous cherchons le point de significa-
tivité pour les coirélations canoniques, soit xa tel que

Pr (6s<:xa) = 1 - a

Ceci revient à résoudre l'équation suivante :

S£l (-l)‘k , xm+»-‘ (l-x)n+1 + o = 0
l«l m + S_i

Posons :

C (s, m, n)
k'

m + s*‘ C (s - 1, m, n) m+‘-‘

On a :

m + s-l
m + n + s

k’ = 0
m + s

Posons ensuite, et cela pour simplifier les notations :

C (s, m, n)
C (s - 1, m, n)

Nous obtenons l'égalité suivante :

= C’ (s, m, n)

C' (s, m, n) =

1/2
n r (m+s+n + i) r (m+n + s + 1/2)

s +1 s +1
r (m + n +1 + s') T (m + ) T (n + ) T (s’)

2 2

avec s = 2 s'

La formule de récurrence suivante est facile à obtenir :
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, * _ (m + n + s + 1) (m + n + s + 1/2) ,C (s, m + 1, n) - — —, ; _ — C (s, m, n)

Avec :

C* (s, o, n) =

(m + n + s* +1) (m + s’ + 1/ 2)

(2 n + s + 1) (2 n + s + 2) ... (2 n + 2 s)

Posons maintenant :

2 . (s - 1) !

(‘:î) |
- 1 \ s-i \ (2 iïï + s - j + 1) n

2m + 2n +2s-j + l

”,+8-1 C' (s, m, n)

On obtient :

A" (i + 1, m) —

s - 1

m+ s-1

A" (2, m) = (s - 1)

(2 m + s - i + 1)

(2m + 2n + 2s-i + 1)

(2 m + s) n

. A” (i, m)

2m+2n+2s

m + s-i
m +

Ta" (i,m)-(m + s-i + 1) kw 1
n + s-i + l l m+.-l+l j

avec
m + s — 1

m + n + s

Ces formules faciles à obtenir nous ont été indispensables dans la
réalisation du programme de calcul électronique.

REMARQUE :

Considérons à nouveau les formules approchées de Pillai

pour x = 1 et 2 s’ = s , pn a

On constate que :
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Pr (6 ^ x) = 1 ce qui est normal

mais pour x = o et s = 2s* également, on a Pr (6g ^ o) = 1

Ceci montré que ces formules ne sont pas valables sur tout l'in-
tervalle [0, 1] , mais seulement pour les grandes valeurs de probabilités,
c'est-à-dire pour les probabilités voisines de 1 , comme l'indique Pillai.
C'est pour cette raison que nous avons systématiquement recherché, par-
mi les multiples racines éventuelles de l'équation

Sîl (-1)1 k A xm + s-i (i_x)n+i +oc = 0
j m + s-l

celle qui est la plus grande. Nous pensons ainsi nous être mis dans des
conditions de validité des approximations de Pillai. Pour localiser cette

plus grande racine, nous avons cherché la plus grande racine du polynôme
dérivé, racine telle que le polynôme

f (x) = 2 (- l)1 k xm + s-i q „ x)R + i -|- a soit négatif .

Un autre avantage de ce polynôme dérivé f’ ( x ) est de comporter
x“* (1 - x)n+1 en facteur, ce qui nous permet de réduire le degré de cette
équation.

On peut alors établir l'équivalence suivante :

(f(x) = 0) L )
| x ^0 2 (- l)1 A" (i, m) (nx)s"1 + (m + i) kwm + i = 0 \

C'est cette dernière équation qui a été utilisée.
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CONCLUSION

Ce travail est une mise au point des travaux relatifs à la signifi-
cativité de la plus grande racine canonique.

La significativité des autres racines canoniques s'en déduit :

On considère la deuxième racine comme la plus grande corrélation
canonique de la variable conditionnelle obtenue en maintenant constant le
couple (Ç, rj) des premières variables canoniques ; et ainsi de suite...
il faut donc ici modifier les valeurs des paramètres s, m, n, entrées des
abaqu es.

Au cours de la revue des travaux relatifs à la détermination de la
fonction de répartition de la plus grande racine canonique nous nous som-
mes trouvés en face de deux pseudo-déterminants différents. Les éléments
de ces déterminants sont des intégrales ; le premier W a été étudié par
PILLAI (PILLAI 1965) ; le deuxième U encore noté |3 a été introduit
par S.N. ROY. Dans cette étude nous avons présenté ces deux pseudo-dé-
terminants comme des cas particuliers d'une formulation plus générale.
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