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6. ANALYSE CANONIQUE

J. MOULEN

Introduction.

Un des problémes étudiés en analyse multidimensionnelle normale
est celui de décrire de la fagon la plus simple les liaisons existant entre
deux groupes de variables, éléments d'un vecteur distribué selon une loi :
N (m, V) . La résultante des relations existant entre les variables est
saisie par les coefficients de corrélation présentés par les variables as-
sociées deux a deux. De cet ensemble de corrélations, rien ne se dégage
de clair en général.

L'analyse canonique propose une solution au probléme de la des-
cription la plus simple des relations entre les deux groupes, sans s'atta-
cher aux relations des variables entre elles au sein de chaque groupe.

Cette description se présente sous la forme de combinaisons li-
néaires des variables de chaque groupe, indépendantes et en nombre au
plus égal au nombre de variables figurant dans le groupe le moins nom-
breux. Le calcul des corrélations des variables avec ces combinaisons li-
néaires fait connaitre le role joué par chacune des variables dans ce sys-
téme minimal de relations. Dans le premier chapitre, nous rappelleronsle
principe de cette méthode d'analyse. ‘

Il faut reconnaitre que ces combinaisons linéaires constituent une
solution artificielle, par construction, et il est probable que les relations
décelées doivent recevoir une interprétation symbolique, comme les rela-
tions mises en évidence parl'analyse factorielle, par exemple.Ceci étant,
lorsque les relations trouvées se prétent a une interprétation logique en
accord avec l'objet de 1'analyse, il n'est guére probable que ces relations,
bien que de construction purement mathématique et selon un modéle sim-
ple, puissent étre attribuées & un simple effet du hasard. :

La plus grande corrélation canonique concerne souvent un facteur
général de dimension. Les autres racines apportent chacune des informa-
tions d'intensité plus faible que la premiére mais d'interprétation quelque-
fois plus intéressante.
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Encore convient-il de s'assurer que les corrélations canoniques
obtenues soient significatives :la généralisation d'un pseudo déterminant
introduit par S.N. Roy a permis d'obtenir la fonction de répartition margi-
nale de la corrélation canonique la plus grande.

Vient ensuite le probléme de la construction des seuils de signifi-
cativité de la plus grande corrélation canonique.

Les exemples d'application de 1'analyse canonique sont encore peu
nombrenx. Seule y est envisagée, engénéral, |'utilisation de la plus grande
racine canonique. Le premier exemple d'exploration et d'utilisation des
auftres racines canoniques que nous connaissons est celui de M.S. Leder-
mann dans ses analyses de la mortalité selon la cause du déceés (1964).
Dans nos applications, on a pu constater que les relations les plus inté-
ressantes sont apportées par certaines des corrélations autres que la plus
grande. ; :

Chay

Anal

cov
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10niques
erminant Chapitre 1
n margi-
Analyse canonique : Rappel succinct - Interprétation des racines cano-
niques.
signifi-
Considérons dans 1'espace R P,- P, le vecteur aléatoire

ore peu X,

grande x =

on  des o

Leder- X,

(1964).

AR x, est un vecteur (p1 i

la PI_UB x, estunvecteur (p,, 1)

Supposons x centré et de variance V . La matrice de variances-
covariance V est mise sous la forme

V,, est la matrice de variances-covariances des éléments du groupe X, .

,, ©stla matrice de variances-covariances des éléments du groupe X, .

est la matrice de covariance des éléments du groupe x, avec les

1
éléments du groupe i

Dans l'analyse canonique, on cherche deux combinaisons linéaires

13

E:
n =

1

oz e
I

2

telles que leur comélations p(E,n) soit maximum sous les contraintes
Var (§) =k? et Var (n) = k'?

k et k' étant deux constantes positives,
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&y ik

a 12—

Pir AERATGH, PR ') e —
ar définition, p(§, n) K

Pour simplifier, on pose généralement k =k'=1, ce qui ne diminue pas
la généralité.
Dans ces conditions, le probléme est le suivant :
RitE: Ty
Maximiser p=a'V , b

sous les contraintes a' Ny &

L'utilisation des multiplicateurs de Lagrange donne :

o 1
TEaY 2

A r
b-— @V a-)-— @V, ,b-1.

2 9 22
En exprimant que les dérivées partiellesde Y parrapport & a et b sont
nulles, on obtient les deux équations vectorielles suivantes :

V. b=AV a=e (1)
0 12 11
o (2)

Il

Voudit CotVirnsh

21

b est déterminé d'une maniére unique en fonction de a etde I parla
formule suivante obtenue en prémultipliant la deuxiéme équation par

T CEREETS (3)

jl
b==V
:

Compte tenu de cette relation, la premiére équation s'écrit :

P, CEN AR L. . @
-1 -1

a estle ve

la matrice
Signi{icatic

Pré
b' . Du fai

égalités st

La

REMARQU
L:

variance

L1

ques réel

I
donc p,

canoniqu
(
la premi

c'est-a-

et
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a est le vecteur propre associé a la racine caractéristique 6 = AT de
. =l =1
la matrice V1| V,, Yo .

Signification statistique d'une valeur propre & = AT

Prémultiplions les équations (1) et (2) respectivement par a' et

b' . Du fait que £ et n sont de variables réduites, nous obtenons les

égalités suivantes :

p=A=T (5)

La valeur propre 8 =AT estdonc lacorrélation canonique o

REMARQUE :

La variable canonique § estla combinaison linéaire de x ~de

variance 1 dont la corrélation multiple avec x, est maximale.
La matrice \."‘111 . &5 V;.V,  posséde p, racines caractéristi-
ques réelles, soit :
Py« PyePP, €D ordre décroissant.
Il leur correspond p, vecteurs «a», etautant de vecteurs « b »,

donc p, variables canoniques §, pour le groupe x, et p, variables

canoniques 7, pour le groupe x, .

On montre, sans difficulté, que la racine «r + 1»n'est autre que
la premiére racine canonique dans 1'espace conditionnel x, ; avec
1 p—
X 3 ] (61 ' &2 1esey gr Fnll rl2 resed rl!') ’

c'est-a-dire la plus grande racine canonique associée aux deux vecteurs :

X5 T X/%

[

(x, étant donné x,)

).

et /%, (x, étant donné

JM

X3
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Chapitre 2
Généralisation du pseudo déterminant de S.N. ROY

Lorsque la matrice de variances covariances V est connue, les
P, corrélations canoniques p,, p,.....pP, sont des valeurs certaines.

Dans la pratique, V est inconnue et estimée a partir des observations.
Soit = l'estimation de V. On effectue la méme décomposition :

— —

2:12

—_— e — e ——— -

™M
1l

Les corrélations canoniques sont estimées par les racines de 1'é-
quation suivante :

1 -1 K
PR B Bl Ry w0l s o

Les 8, dépendent de 1'échantillon et sont donc considérées comme les

observations des variables aléatoires. Ainsi, le probléme de leur distribu-
tion a été posé.

Sous les hypothéses suivantes :

x suit une loi multinormale

b S dans la population parente,

Fischer (1939), Roy (1939), Hsu (1939) ont simultanément établi la distri-
bution conjointe des variables 8, .

Posons :
e min(pl,pz)
s 1y g {Pplfelp . 4 |
Lok
S | Nep, »p,~2 |

La distribu

me suivant
p(as 'eS’\

ou C(s,m
donnée pa

C (Ss m, n]

Cette dis
g (xs s X

Le prodi

multip

puis 1
x‘: (1

On ok
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La distribution conjointe des 8, estimations des pf se ramene a la for-

me suivante :

s
p(es'es-l""'el) :C(S,m,n) 121 BT (1""91):1 1];[J (Bi -a])

ou C (s,m,n) estune constante dépendant des paramétres s, m et n et

donnée par la formule :

s/, & r2m+2n+2+i)

C (s,m,n) =
A=t 9m+i+1 9n+i+1 i
Ty (——) T (=)
2 2 2

Cette distribution fait intervenir une fonction g de la forme

S
PR R 1‘:1 x~-x) :E; (x, - x,)

Le produit T (x, - x}) est le déterminant de Vandermonde
i> ]

i > i X i
s s s
s-1 s=-2

xs-l xs-l xs-l 1
s-1 s-2

x] x| AP 1

multiplions la 1ére ligne de ce déterminant par % %14 - x ¥

puis la 2éme ligne par x3_, (1 - x__ )" etc, et la derniére ligne par

x? a- xl)' 4

On obtient g (x, ... x_) sous la forme suivante :
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Ce «
correspondf
té, d'ou so1

X: + s-1 (1 L xs)r x:+s-2 (l-xs)r e oWl X: (]. - xs)r

_\,q-i-s-l (l-x )r x::{-}s-zu_x

Vumand (Qex, ¥

s-1 s~1 s=1 x-1

Not
gL (1 %x ) #he (Lo )0 TSR Y

A une con
L'intégrale de g (x ...x_) dans le domaine de répartil
tion margl

0 < X KX, Lovnonas £ 8 €£x< 1
s'obtient en intégrant chaque terme du déterminant par rapport a la varia- Cls,m

?

ble qui intervient. Le terme général de cette intégrale mise sous la forme
du pseudo déterminant est :

X
s=i+2
g+s-j o r
/ xs-1+1 (1 xs-H—l) dxs-1+1

L
) détermin
avec i =1 24048 o
) = 1! geeey S /0 ‘
xs+1 ol
X
=]
Posons : [
: . o
gheelf =g
L'intégrale précédente s'écrit : X
L. | Xogy /
/ x * = xs)’ d %, / xss'1 (l-xs)'d . S / xs_’1 (l-xs)’ dx, o
o ) o
Xs o Xs q xs 4
/ xs:ql(l-xs_l)'d:'cs_| / ol (1_xx-l)rdxs-l"/ X, yllex Ve Ux;
0 o
) o
. On suj
X, & s . %s 3
/ xls(l-xl)’dx1 / .xls'l(l-xl)’dxl... / xll(l—xl)'dx1
0 0 0
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Ce déterminant ne peut étre développé que selon un ordre donné

correspondant a 1'écriture de 1'intégrale multiple qu'il représente en réali-
té, d'o son appellation de « pseudo déterminant ».

Nous le noterons avec S.N. Roy :

Ulx;q, o9 s q,)

A une constante multiplicative pres, ce pseudo déterminant est la fonction
de répartition de la plus grande racine canonique. En effet, la distribu-
tion marginale de x_ est bien

(o] o

X X X,
/ / / g(xs,xs_l,...,xl)dxsdxu:s_l...dx1
C(s,m,n) 0

G énéralisation du pseudo déterminant de Roy :

Le pseudo déterminant précédent est un cas particulier du pseudo

déterminant général suivant :

X X

/ x:s (1-x) ® f (xsa,t)dxs / x:] (l-xs)r1 {1 (x_,t) dx_
0 o
X

X

[ x 1 ( )s f d i "1 d
s Yoot 1= e pt)dx e j xs_l(l-xs_l) l(xs_l,t) .

X

X
2 T 2 o
/0 xjs (1-x1) sfs (xl,t) dx1 / x?l (l-xl) 1fl (xl,t) dx1
o

Nous le notons :

U(x;qs’rs’fs;qs-l’rs-l’fs—l;"';ql’rl’fl)

On suppose :

o aniy ¥

rj>—1 ¥
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fj (x, t) bornée pour xe¢ [0,1-¢]
tf [0,1]

LEMME 1

De plus, les dérivées partielles successives de fj par rapport a x sont
bornées.

Posons pour simplifier les notations :

Plesqm e i0q e vy o gy pe g d ) is

avec I (
b'e 4 : X n . 1 ;
=1 =1 emon
/0 x,® (1=x) * f_(x_,0)dx_ { R T fs_l(xs_l,t)dxs_l.._ l;ames i
x
. ME 2
U e ¥ LEM
/ X, (1 xl) f1 (xl ,t)dx1
o
I
Par exemple, dans le cas de trois racines canoniques non nulles,
le pseudo déterminant se développe sous la forme suivante : %
Ulkiqgrf,;5q,r,f ;q,r,f) = ki
= llesqpr,f 5q,r,f 5q,r,1) ol
-1 (X H q3, r3’ fs H ql, rl’ fI ;‘qz: r2’ f2)
= I(X H qzr I'2, f2 3 qa, I'3, f3 3 qls rli f])
+1(x; 9y Ty O 9,7, £ 59, i)
tlGsqpr,fiia,r.di5g,r,,1)
DEMON

Tk st et

Nous reviendrons plus loin sur le développement du pseudo déter-
minant dans le cas plus général de s corrélations canoniques.

Pour l'intégration, on utilise les lemmes suivants ;

On pos
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LEMME 1 (de S.N. Roy
I(X;q,l',f)=(q+r+l)" [-Io(x;q,r-'rl,f)

of
AL fape® L=
i ox

+qlx;q-1,r,0]
avec I (x, a; b, ) '= x° (15 x)2% (Y .

La démonstration de ce terme de Roy est analogue a celles des autres
lemmes suivants :

LEMME 2

165 qnH,H=(g+r+D? {-Io(x’;q,r+1,H,f) +
+ I(x";qr+LH,D+ql&'; g-1,r, H, ) +
+1(x';q,r+1,H,1)

ou
L

d X
I(x';q,r,H )= / x4 (1 - x)* H(x) f(x, t) d x

o

a9l

X

et f' est en réalité

DEMONSTRATION :

L'intégrale du premier membre de 1'égalité peut s'écrire :

L]

X x4 &
/0 S (- £ 0 dx

Onpose (1-x)ft% dx =dv
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2% (1= )% Hix) t{x,%) = u i
On obtient :
du=qx¥' (1=-x)"TH® f(x,t)dx + g x3 (1-x)"9"! H(x) f(x,t) d x Ay
+ x3(1-x)"% d H(x) f(x,t) + x% (1-x)"9 H(x) —fc-)y dx .
et [uv]* =- —1--— L'  a¢etlLH D
A g+r+1 © Appliquo
On achéve facilement la démonstration. Les égal
LEMME 3.
Pseudo déterminant d'ordre deux. |
UClx;q,r,f ;q,r,f) =
=l dew g { I, & 59, B4 L)1 qps Ty fl') +
+ 2I(x;qz+q1,r2+rl +1,4 L)
tq,Ukk;q=Lr,f ;q,r,f)
+U(x;qz,rz+1,f'2;q1,r1,f1) /xx
o

DEMONSTRATION :
Développons U :
U=1(x;q,r, s 95y f1)-1("; Wyl fl I PIRPY fz)
La premiére de ces deux intégrales est
X

> q r - q r
/ x,2 (1-x,) 2 f, (x,t)dx, / x,! Q=-x)'f () dx
0

o]
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Posons alors
X o) :
% Piiag V1
H(l'c)2 = / X, (1 xl) i'l (x, t) dx‘
0
L'intégrale considérée se met sous la forme
v .
2
/ x22 (l—xz) fz (xz,t)H(xz)dx2
0
Appliquons le lemme 2 & cette intégrale
Les égalités suivantes sont évidentes :
-1, &x;q,r, +1,H, fz) =
==1,(; e T ; fz) I(x; g, Ty fl)
I(x; g, r2+1, fz’ H)=1(;q,+q,r,+r + , 3 f2. fl)

q,1(x; q,=1,7,, £, M) =q, 10 9,= 1,15, f,59,, 7, e

I(x; g, T +1, f'z’ H) =.I(x;  ArE A +1, f'z; 9, Tps f1)
Considérons maintenant le terme

X

q r x2 q T
[ s aex) 16 0dx, K2 (1ox)7 £, D d x,
o 0

Appliquons le lemme de Roy & l'intégrale

/"2 2 (1-x) 2 f, (x))d
% 1-x, g ol %%

(o)
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nous obtenons la décomposition suivante : Cette re
donné p¢
=1 .
(@ +1, + D [ =1, (59,1, +1,1) i
+1 (x2 bilga . b f'z) ]
Pl =15, 5] SuppoSe
Portons cette expression dans le deuxiéme terme du développement de 1, v Fib
terme qui s'écrit alors :
Nous a
-1 3
(q2+r2+l) [ I(x,q2+q1,2+r +1{f) Hxihe
. . 1]
- I(J'c,qi,rl,f1 ,q2,r2+1,f2)
= 9 lsgnrfig,-1r, )]
posons
En combinant les deux intégrales, on achéve facilement la démonstration
du lemme 3.
INTEGRALE U D'ORDRE s :
: { } L'app
Nous considérons maintenant le pseudo déterminant U d'ordre s.
U (x H Cls, rs’ fs T ql, l‘i, fl)
Remarquons tout d'abord :
U= 2 (= 1)! I(x q* e, f* T q"l‘, r;", f’;‘)
ou
5 v 100 (a0 o et 12 ) o (g, o8, 1Y)
est une permutation de
Rect
(qs’ Tgs fs) (ql’ LT fl) ' ment
0
i= ou suivant que la permutation considérée est paire ou impaire ;

1 P étant 'ensemble de ces permutations (au nombre de s ! )
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Cette remarque généralise bienle précédent développement que nous avons

donné pour s =3 et s =2.

Considérons alors l'intégrale
I(x;q%r%f% q r* ,ql,r* f*)

s 1’ s=1’ f:-l %

supposons que dans cette intégrale, g% = q_ avec tout d'abord v #'s et

vE L.
Nous avons donc :

. g* p¥ . * * . r * T
I g%, 25 B eens @ o T e 0 1 D0 By Y SR AT e

S
5 ql,rl,fl)

posons :

I (x\H-l > Ag» ra’ fa > q:-l’ l.\’|;-1’ f:-l o

i qz’ rl’ f*)
= Ty, 59, 5 £, 3 H)
L'application du lemme 2 a cette intégrale donne :
[0y, 397 3 H) =
ok i { -1, Gy g9, f, t LB H) ¥
+10x,,, 59,7 +1;56 ;H)
+q, Hx, 5 Gl 2, £ H

Flly,, 30,0, + 1L, ) )

Reconstituons maintenant 1'intégrale entiére en utilisant ce développe-

ment, nous obtenons :
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R T N PR M Ay e R
L HRTLTLWPRR R AL ARL A R PR I I
ql,rl,f*)—(q +5 + 1)°! [-I(x;q:,r:,f:; il =
War T Wy P H 10 s ag s B s )
Pow 0
L NN oW gt IPVOORL S O T T T e et + 1,
: R ]
fs f\;kq % q\f-z’ v-2? f\;k AT qT’ T fl) i
qs I (X H q:, I‘:, f: Jeeey qt_'_l, r\)-&-l’ f\’"i'l B q ]-, rs’ fs H
LS NI DR RCR TR (P
Wrr Va3 Dy 190 T F L aqf sy £ 5 gt 1 1) ] en app
cecipour v¥ s et v£ 1 I
Pour v =s : onal'intégrale i
L& 5 apngnbmg i, th 50t s A0 L 1Y) =
= I(x;qs;rs,fs;H)
s _I(xs’qs ]’ sl’f: 1,..;q:,l":,f’:)
les o Am ¥
i s i EXE}
Une nouvelle application du lemme 1 donne :
1) p
I(x;qs,rs,fs;H)'—* m
= lq, Hr Ayt e s g A1, Bl o 2t -
+
e *
B st e, )
e B TR N ol R L o On 2

* .
Qg g g i o 02 12
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T LU T TS GO S S PR S .3

+1(x; T f's : q:_', ﬁ;_l, f:_] g q’;‘, r’{‘, f’;‘) 1

Pour v =1

C'est-a-dire : q_,r_, f_ interviennent dans la derniére intégrale

qui est alors

X
-0 .
/ xls(l-—xl) fs(xl,t)d)c1

o}

en appliquant le lemme de Roy, on obtient la décomposition suivante :
PPpiiqu b P

1Gygl P g s 9 FL f‘; 1 fs)
= (q +r_+ T e e oty B84 o q’;, r¥, f’:‘; ;
i O e e e TR
+q, T0cs gf, rg, 135 s ago e £759, - L )
I (x;q:,r:‘, e T q’;,r’:, S PR g f)
EXEMPLE : CAS DE TROIS CORRELATIONS CANONIQUES.

(1) pour v #1 et v # s, c'est-a-dire pour v =h on obtient deux ter-
mes en recopiant la décomposition générale précédente :

--I(J‘c;q’;‘+qa,l'3+r’;+1,f3 f’;;q’r,r’;,f’;‘)

Sk o * * *
+I(x,q3,r3,f3,q3+q1,r3+r1+1,f3f1)

On a deux permutations q, 9, 9,

ot 9, 95 9,
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La premiére est impaire et la seconde est paire. (a) Le
La premiére intégrale donne donc : { |
’ I(x; L +1,f32,q1,r fl) Le§
-I(x;q3 gt ve #1, f3 f1 5 9,0 r2,f2)

La deuxiéme intégrale donne :
i -I(x;qg,rz,fz;q3+ql,r3+rl+1,f3fl) On
T Ik q,r,0 59, +q,r +1, +1, f, £,)
Le terme général comportant q, en facteur devient :
q Blx;qf, e, B g, = Lo, £ i, o8, %) (b) ter
ce qui donne avec les deux permutations :

’ ~q,lx;q,r,f ;9,-1r,f ;q,r,1) i
i)

! ta, Thsq,r, f idy=lr, f5q,r, 0,

Le terme du développement général comportant f; est :
Ix;q5, 3. 155 q,r, +LE e’ pt
d'ou les deux intégrales :
. . 1 .
s -I(x’qz’rZ’fz 1 g0 75 + 1, 1 ’ql’rl’fl)

§+ BV w0, Va0 sl pgiiesit)
Pour

Pour v = 3:
(a,) On voit aisément que le terme en I, donne la quantité suivante :

{ =l sqpr, + L, E)Ux;q,r,f,;5q,r,1)
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(a) Le termeen I avec q, + q* :
{ LG qf+a,,r, +e8+ 1,6 £ g, #, )
Les deux pemutations étant :
q, 49, g, Ppaire
% 1, 9 impaire
On en tire les deux intégrales suivantes :
I(x;qa o it A *E & ] i f‘,i f2 3y T fl)
-I(x; A T N +1, f3 f1 3 R fz)
(b) terme avec q, en facteur :
qq T 93 = 1, raa fa ) q:! l';, f;‘ H q’r: rT; fT)
avec les deux intégrales :
! qsl(x H qa -13 r3’ fS ;qzv 1'2, f2 H qlv rl’ fl)
. | qal(X;qa- 1; r3’ f3 ; ql: rl’ fl H qzs rzs fz)
puis le terme comportant f'  permet d'écrire les intégrales :
3 Ix;q,r, +1, 1, 5q,r,f ;q,r,f)

-Isqpr, + 1, 59,0, 0 5q,r1,1)

Pour v =1
Les deux permutations possibles sont :
q, 4, 9, Ppaire

q, 9, q, impaire
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On obtient successivement les termes généraux du développement et les
intégrales qui en sont déduites :

(a) —I(x;qs, 3,f"‘;q’g+q3,1"‘2+r +1,f3f;‘)

-I(x;qg,rz,f2;q1+q3;rl+r3+1,f3fl)

+I(x;q1,rl,f1;q2+q3;r2+r3+1,f3f2)

(b) qsl(X;qagl‘*, f’_;,qzy 9f;;q3— )

’3’3

S e TR LT PO I s

[ ak CRACEL FORIPE ST T JOn G M TR
(e} Tixsaqprn IF it 8, B s e ) 1)

o qale b il 20 b st F1LE)
'
-I(X; qls rla fl ;qzyrz: f2 : q3s 1'3 IS f 3)

En conclusion, on peut décomposer le pseudo déterminant d'ordre 3 de
la maniére suivante :

(a,) {-Io (3 g, t5+ B UGG 08 5 )

1

(a) 2I(x;q3+q2,r3+r2+1,f3f2;ql,rl,f)

1

-QI(x;q3 -|--ql,1"3 A 1, fs fl 5 Ggr Ty fz)
=2esg, n. b i Ydarute £ L0 R

-?-ZI(x;ql,rl, fl;qa il TR S f3 fz)

(b) | «

(c)

(a) pe

NOT.

U (x

et qu
déte
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(b) qsl(X;qs"l’ ra’fa % VERPY fz;ql’rl’fl)
-q,1 g - 1, Fys f3 § Gys Ty fl § o ¥y f2)
L ST A R T AT RV
tq iaigun. b ia =L, b oq,.1,1)
+q31(x;q2, rza f2 ;ql,rl,fl ;qa-l, raafa)

~lgGcligom, & s, ot 14 =01, 1)

© [ Thsagry+ L Pysa,r,f:q,rn,f)
=l g, + L g f g, 1)
“lGsqpr,f5g,r+ 1,059, )

it s TR AR, O o B A e

s qprd, a8 59,1, +1,£,)

1G5 qpr ) sqr,f 59,0, 1, 1)

(a) peut encore s'écrire :

; I(x;q3+q2,r3+r2+1, f3 fz) I(x;qg+ql,l'3+rl+1,f3 fl)
16, 59,,7,1,) IG,5q,r,1)
[(x;q,,r,f) IG;q,r, 1)

-2
I(xs;q3+q2,r3+r2+1, fafz) I(xs;qa+ql,r3~l~rl-1-1,f3 fz)
NOTATION :

Lorsque nous remplagons la ligne i du pseudo déterminant
Jeee 3Gy Ty fl) parlaligne (Qs, R,. Fs ;...;QI,RI,FI)

et que les autres lignes sont conservées, nous obtenons un nouveau pseudo

U(x;qs,rs,f

déterminant que nous notons :

Ux; QS, RS, Fs e Ql’ Rl’ Fl)“)
(notation de Pillai).
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Avec cette notation, (a) devient :

: 1
2Ulgy +qpr e, + L6 £, 5q +aq,r+r +1,6 £)1)

. 2
-2U(q3+q2,r3+r2+1,f3f2,q3+q1,r3+rl +1,f3f!)()

=2 é,(-l)i.l U(q3+q2,r3+1'2+1,f3f2;q3 + q;: T, +r1 + 1, f3 fl)m

D'autre part, il est évident que (b) s'écrit :
q3 U (x H q3 — 1: r3’ fs H qz’ r2’ f2 H qls rls f!)
et que (c) s'écrit :

Uk 480 ma 08 Dl o300 £ 1 4 i e L)
RESULTAT

Dans le cas de trois racines canoniques, le pseudo déterminant gé-
néral regoit la décomposition suivante :

Ubsar,fi5q,r,,f 5q,r,f) =

- (qs+r3+]_)'j [Io (x; LR +1, fa) Ux; - P fz; 9,575 fl) +
i-1 ! : i
+ 2 1=21 (-1) U(x,q3+q2,r3+r2+1,f3f2 3q, +q,, 1, +r, +1, f3f1)(1)

+q3U(X;q3-1,f3,f3;qzsrz,fz;ql,l'l,fl)

UM 4 by & Lof' ysqpun oy s hm, 6,0

=(q, +r, + D7 [ A 3) +B(3)+q3C(3)+D(3)]

En se servant de la méthode utilisée par S.N. Roy dans le cas par-
ticulier

r, = r¥ i

fj = 1¥J

Nous ok
dans le
tion de

- adiil
+2°3
i=}

+q_ U

8

+1U(

corresy
alors :

+q5(

au dé
calcu
grand

Pilla

satio
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fl)(2)
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Nous obtenons, pour s racines canoniques, et de la méme maniére que
dans le cas de 3 racines, le résultat suivant qui généralise la décomposi-
tion de Roy=-Pillai.

Ubcsgursfisa prg by sesqpnr, i) =

F Io(x 3 g rs+1’ fs) U(x;qs-l’ Ts-1? fs-l;"'; ety fl)

+2s:f (-D"'Ulx;q, +q

.. +rs_1+1,f f

. S-l;"

gt g tr Lif

s-1""s
+q, Uxsq,-Lr, £ 5q o f or sesqnr,f))

+1U (x; qpitgedy f"s 3 9Lias fane fs_l Jeees Qo Ty f)

1

Ainsi que nous venons del'indiquer, le développement de S.N. Roy
correspond au cas particulier ou r, =r ¥ i et f, (x,t) = 1¥j.0Ona
alors :

Uiq,riq, sfies g0 =
= - (qEl +r+ 1! Io(x; q,,r+ 1) U(x; PR § T e r)

-1
+ 2 (qs +r+ 1)-1 521 el o 9 791 s BF Y, 5

=

wegqutq 2r+ 1)(i)

+q, (4, Berly? Utxsq'sd,Pidl 7l 4%, r)

C'est ce développement que Pillaiutilise dans une thése soutenue
au département de Statistique de 1'Université de la Caroline du Nord, pour
calculer une expression approchée de la fonction de répartition de la plus
grande racine canonique de chacun des cas distincts suivants :

8 =2:8:4:516".

Pillai a donné une généralisation du pseudo déterminant de Roy générali-
sation qui revient & multiplier la fonction

S
X ey =l 2 Sl ex B E )
S(s 1 jayl o4 T v ]

(

1

i
)

)
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¢ s : b 5
par la quantité TT e
=1

Cette généralisation n'a encore re¢u aucune application, etcon -
trairement aux apparences, n'a pas servi a l'auteur pour établir les formu-
les approchées de la distribution de la plus grande racine canonique. ]|
se place en effet, dans le cas ou t =0, ce qui le raméne au pseudo dé-
terminant de S.N. Roy.

Signalons a toutes fins utiles, et bien que nous n'en ayons pas
I'usage, un autre pseudo déterminant étudié par Pillai, et noté W

On peut démontrer aisément que cette généralisation de Pillai,
ainsi que son déterminant W se déduisent du développement établi dans
le cas général, par un simple choix des fonctions fJ et en imposant aux
parameétres q, et r, quelques relations.

En effet, posons : ARk
f-1 (x) = e'* V¥V j
On a alors :
¢ of .
e — t
B 5

Simplifiant les notations par :
[(x;qrf) = I(x;q,r,t)

on retrouve le développement de Pillai.

Pour le casde son théoréme sur le pseudo déterminant W que pu-
blia Pillai en décembre 1965, il nous suffira de poser :

o Rl Tl

b =2aj+rj+2=cte ¥ ]
Par exemple

LA R B

I =r=2j

et de ch

me des
détermi

qui es
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et de choisir pour les fonctions f , la forme suivante

q %
f} (xi, ) = 1) -xl) 1gg=*
et cop - ip <,
fOl’]nu..
que. ] Aprés changement de variable pour se ramener a la deuxiéme for-
ido dé- me des intégrales B on retrouve le développement dii a Pillai du pseudo
déterminant W .
1S pas Le terme général du déterminantde base del'intégrale W donne
&
?illai, y
i -ty
dans Lt 1Y v
it aux (1+y,)° :
Yy
qui est le terme W, du déterminant de base de l'intégrale W
a
J
Yieg ¥ -ty
L R dy,
b
0 (1 ¥ )
j = s, 82 505 1
u=s,s8-1;.1
Yi € ] 0, o [
y a -ty b a -ty
/ yss L ys)b d Lo / Ysl “ S/(1+ys)bdys
o 0
pu-
Yis1 Yitr
a -ty a -ty
W= / v, "o Yiley Yy, . / .y ey iy
0 o

yz a =ty Y2 a -ty
/ ¥y o W . / yi'e YAty hidy
o J
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Remarquons :
génél'
Gt VS N - )
o dms gss r, +1,f) donne P, ra a, b-1,-1)
avec
avec
a
y s e-ty
Fo(y;as,b—l,—t) =
(1+ y)b=t

de méme, il est évident que :
U(x; - PR e fa_1 3o Qs T, fl) devient
W(y;as_l,b, gt al,b,—t)
Posons : :
y
/ HIY:’s . (1 +y)2E+ Al o y, =
0
= F(yi+!,as+ aj,2b-l,-2t)
Uty it o itomjop e b,y b e, be L E £)®
devient donc
‘.’-’(y;as-i-as_l, 2b-1,-2t;..., a ta, 2b=1,-2 t)(i)
En outre, il est évident que
I(x;q, A f's) =g I(x;qs, r, fs)-t I(x; q.,r, ~1, fs)

et la quantité -t U(x; q,, T, =1, fs b G T, fl) donne :

-tW(x;qs,h-l,—t;q b-t;...;ql,b,-—t)

gt ot
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Par des transformations analogues, on déduit de la décomposition
générale, le théoréme suivant de Pillai :

W (Y 5 ﬂ.k, b H ak-l’ b Jeeey al! b ;-t) =
= (b-a, =1 %) + Q) +a R® -t SK))
avec

prr=- ¥3 {r; e G b-1, -0 W (y;ak-l’ by s - i gl

Q=9 % F(y;a +a ;2b-1,-21 «
j=k-1
« Wily; e ERRN a b; a e a, b;-t)

R =W(y;a, -1bja,_,bj.ia,bs=1

Sik) =W (y H ak’ b- i ak-l’ b 3eees al’ b 3 t)

i)
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Chapitre 3

Distribution approchée de la plus grande racine canonique.

Distribution exacte de la plus grande racine canonique.

La fonction de répartition de la plus grande racine canonique dans

le cas ou X, et x sontindépendants,est donnée, & une constante prés,

par le pseudo déterminant :
Uxsgtael,rigte=2,0 .., 90 =

1

= - _+_"+_Io (x;q+s=1,r+1) U (x ; q+s=2,r;...;q, 1)
q+s+r

2 s=1
P > (—1)"‘U(x;2(q+s)—3;2r+1;...
g+s+r i=)

+

-»-2(q+5)-4,21‘+1;2q+s—1,2r+]_)(i)

obtenu & partir du pseudo déterminant général en posant :

g F gt g=id
- Mol

fs — e

fj = 1Vj

Cette distribution exacte a une forme compliquée, et le nombre de
termes croit d'une fagon si rapide qu'il rend impossible son écriture méme,
dés que s dépasse 6, s étant ladimensionduplus petit des deux vec-
tewrs intervenant dans une analyse canonique.

Distribution approchée et Formules de Pillai.

Jusqu'en décembre 1965, on ne disposait que des expressions ap-
prochées valables pour s < 6. De plus, pour chaque valeur de s ,les

formules
visager B
Jait en ef
les calcu
acte, ava
approxim
intervien

E

pour tout
démonstr
récurrent

J.P. PA!

sions de

Pour le
Pr (BS :
avec :

(m+n-

ou Kk

que la



1e dans
€ prés,

(i)

 de

me,

eSS
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formules étaient totalement différentes. Il n'était donc pas possible d'en-
visager 1'étude des cas comportant des valeurs de s plus élevées. Il falk
lait en effet, pour chaque nouvelle valeur de s , recommencer entiérement
les calculs complexes de 1'établissement de la fonction de répartition en
acte, avant d'entreprendre 1'approximation par la méthode de Pillai. Cette
approximation consiste essentiellement & négliger les termes ou (1 - x)
intervient a une puissance supérieure a 2r + 1 .

En décembre 1965, Pillai donne des formules approchées valables
pour toute valeur de s . Nous reprenons ces formules sans en donner la
démonstration. L'objet de ce chapitre est de présenter les formules de
récurrence que nous avons du établir lorsque nous avons entrepris, avec
J.P. PAGES, de programmer, pour calculateur électronique, les expres-
sions de Pillai.

Les formules de Pillai sont les suivantes :

Pour les cas ou s est pair :

s=1
Pr@g gx) # 1+ I (- Dk e T W)
=]

m+s-4
Pour les cas oi s est impair :

ACT i, e S iR
P(m+1, n+1) 121 S oV es HETES L S

Pr(e_ g<x) #

avec :

C(s,m,n) (5-1)1 ( 2m+s-j +1 )

(m+n+s-i+1) k o [—-——-—-
e Py C(s-1, m,n) \i-1 2m +2n +2s-j +1

=1

- (m+s-i+1) km+s_i+ :

oy —
% km+s 9

i C (s, m, n)
m+s=l  (m+n+s)C(s-1,m,n)

L'expression de C (s, m, n) étant celle donnée plus haut, ainsi
que la définition des paramétres s ; m, n .
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Calcul des seuils de significativité pour le cas on s est pair.

Choisissant un seuil de probabilité «
(par exemple a = 0,05; o =0,01), nous cherchons le point de significa

o tel que

tivité pour les comélations canoniques, soit x

= 1-a

PF (Bs < xg)

Ceci revient a résoudre 1'équation suivante

s>:-l (_ l)i km+g-1 xm+s-i (l_x)n-f-l +a=0

i=1]

Posons :
" % C (s, m, n) ke
m+s=i C (5 X 1, m, n) m+8-i
On a ;
, it 1
ki m+n +
k'm+s = 0

Posons ensuite, et cela pour simplifier les notations :
C (s, m, n)
- = C'(s, m, n)

C(s=1,m,n)

Nous obtenons 1'égalité suivante
1/2
M Tm+s+n+1) T (m+n+s+1/2)

i i +1 +1
Fm+n+1+s") f'(m+g-2—) I(n+ -ST-) r(s"

avec s =2s'

La formule de récurrence suivante est facile & obtenir :

C' (s, n
Avec :

C' (s,.8

Posons

A" (i, 1

k"Im +s
On obt

A" (G

AH

kﬂ

(2,

m+4

avec

réalis

REM.
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ok s )_(m+n+s+1)(m+n+s+1/2) Cr )
e g e m+n+s"+1)(m+s'+ 1/2) gtobs

Avec :

2n+s+1)(2n+s+2)...2n+2s)
20 WY}

C'(s,0,n) =

Posons maintenant :

ST 2m+s=-j+1
A = (° ) R i b L

i=1/7 j=1 2m+2n+2s-j+1

1
" b smbodesalivias k
m+s-i Ct (S, m, l‘l} m+ s={
On obtient :

- -1 2m+s=~-i+1
A"(i+1,m)=s « U L), ) . AR K10 m)
i 2m+2n+2s-i+1)

(2m+s)n
2m+2n+2s

A"(2,m) = (s =1)

” . n " 5 : "
k IO e s A" (i,m)=-(m+s=-i+1) k o S
n
avec k" = —_—
eth m+n+s

Ces formules faciles aobtenir nous ont été indispensables dans la
réalisation du programme de calcul électronique.

REMARQUE :
Considérons a nouveau les formules approchées de Pillai

On constate que :
pour x=1 et 2s8"=s, ona
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Pr(6_<x)= 1 ce quiest normal
mais pour x = o et s = 2s' également,ona Pr(8_go) = 1

Ceci montre que ces formules ne sont pas valables sur tout 1'in-
tervalle [0, 1], mais seulement pour les grandes valeurs de probabilités,
c'est-a-dire pour les probabilités voisines de 1, comme 1'indique Pillai.
C'est pour cette raison que nous avons systématiquement recherché, par.
mi les multiples racines éventuelles de 1'équation

b )

i=1

WS b 8 b R L

celle qui est la plus grande. Nous pensons ainsi nous étre mis dansdes
conditions de validité des approximations de Pillai. Pour localiser cette

plus grande racine, nous avons cherché la plus grande racine du polynome
dérivé, racine telle que le polynome

fx) =3 (-1D'k

xm+s=1 {1 = x)n-l-l + a soit négatif .
i=1

m+8={

Un autre avantage de ce polynome dérivé f'(x) est de comporter

x? (1 = x)"*! en facteur, ce qui nous permet de réduire le degré de cette
équation.

On peut alors établir I'équivalence suivante :

f(x)=0
x £ 0 =2
o - |

-1

.\4(”

ii‘ 1

(- D' A" (G, m) (ax)* +m+D) k" =0
1

C'est cette derniere équation qui a été utilisée.

CONCL!
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couple
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CONCLUSION

Ce travail est une mise au point des travaux relatifs a la signifi-
cativité de la plus grande racine canonique.

La significativité des autres racines canoniques s'en déduit :

On consideére la deuxiéme racine comme la plus grande corrélation
canonique de la variable conditionnelle obtenue en maintenant constant le
couple (§,n) des premiéres variables canoniques ; et ainsi de suite...
il faut donc ici modifier les valeurs des paramétres s, m, n, entrées des
abaques.

Au cours de la revue des travaux relatifs & la détermination de la
fonction de répartition de la plus grande racine canonique nous nous som-
mes trouvés en face de deux pseudo-déterminants différents. Les éléments
de ces déterminants sont des intégrales ; le premier W a été étudié par
PILLAI (PILLAI 1965) ; le deuxiéme U encore noté B a été introduit
par S.N. ROY. Dans cette étude nous avons présenté ces deux pseudo-dé-
terminants comme des cas particuliers d'une formulation plus générale.
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