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Résumé

Cet exposé a pour but de présenter une partie de la théorie des repré-
sentations des groupes de Lie semi-simples notamment le foncteur d’induc-
tion parabolique. On utilise pour cela les C*-modules de Hilbert et on suit
la construction présentée dans l'article [I]. On admet pour cela les princi-
paux théorémes concernant les représentations tempérées des groupes de
Lie semi-simples. La premiére partie consiste en un énoncé des résultats
généraux sur groupes de Lie semi-simples et de tous les objets nécessaires
pour la suite, on ne donne aucune preuve explicite. La troisiéme partie est
une illustration de la théorie autour du cas de SL(2,R) et suit la construc-
tion proposée dans [6]. On y démontre a la main la plupart des résultats
admis pour la théorie générale (la notation admis* signifie qu’un résultat
est démontré seulement pour SL(2,R)). Enfin la deuxiéme partie consiste
en la construction de I'induction parabolique pour les modules de Hilbert
et la décomposition spectrale de la C*-algébre réduite d’un groupe de Lie
semi-simple réel associé a 'opérateur de Fourier.

Introduction

Lorsque 'on cherche a établir les liens entre un groupe localement compact
G et son dual unitaire G’, un moyen puissant est ’étude de la C*-algébre de G
C*(G). Si G est abélien ces liens s’expriment bien au moyen de la dualité de
Pontryagin qui fournit une équivalence entre C*(G) et Co(G) et donne lieu a
toute la théorie de 'analyse harmonique commutative. Cependant dés que G
n’est plus abélien, G et bien moins homogeéne et n’a pas de structure naturelle
de groupe. On peut malgré cela toujours étudier le célebre opérateur F qui a

une fonction f € L'(G) associe une fonction f sur G telle que pour m € G

f(m) = =(f)-

Il s’agit alors, comme dans le cas abélien, de munir G d’'une topologie conve-
nable qui rend une telle fonction f continue et qui coincide avec celle déja définie
quand G est abélien. C’est en fait la topologie de Fell, définie habituellement
sur C *A(G) = @, mais dans notre cas on va la retrouver a partir du dual de
certains sous-groupes abéliens de GG bien choisis.

Notre cas est celui ou G est une groupe de Lie semi-simple réel. Il apparait
alors que I'étude des représentations de GG peut étre en grande partie ramenée &
celle de son algébre de Lie g. On se restreint également a la description de la la
C*-algebre réduite de G, C*(G). On définit ainsi G, = C;"ZG). Les représenta-
tions de G qui constituent G, sont dites « tempérées » et elles se construisent
toutes & partir du processus d’induction parabolique : Etant donné un sous-
groupe parabolique P = M AN de G, une représentation de carré intégrable o
de M et ¢ un caractére de A, on obtient une représentation 0 ® ¢ ® 1 de P,
avec laquelle on peut construire la représentation induite Indga ®p® 1. On
appelle la famille (Indga ®RoR1) ped P-série associée a 0. Un résultat profond,

da a Harish-Chandra, est le fait que G, est la réunion (a équivalence pres) des
P-séries pour chaque sous-groupe parabolique P = M AN et chaque représenta-
tion de carré intégrable (H,, o) de M. Ainsi, la connaissance des représentations



de carré intégrable d’un tel groupe M (réductif) est un enjeu crucial, puisque
c’est autour d’elles que se batit G,. De plus on remarque qu'une P-série dépend
essentiellement du facteur de Levi L = M A et qu’il existe plusieurs sous-groupe
paraboliques de méme facteur de Levi, on travaille ainsi souvent dans G/N.
La construction des P-séries ne donne en premier lieu qu’a une description point
par point de G, et il se trouve qu'une P-série dépend « contintiment » du para-
metre p € A. Pour donner un sens a cela on va utiliser I'outil des C*-modules
de Hilbert, qui sont une généralisation des espaces de Hilbert, ils permettent de
factoriser des familles de représentations : avec une représentation (H,, o) de M
comme précédemment, on peut aisément définir une structure de C’*( ) module
a gauche sur l'espace H, = Co(A, H,) qui est naturellement un Cy(A)-module
a gauche et sur lequel on peut définir le « produit scalaire »point par point a
valeur dans Cy(A). De telle maniére H, est appelé Cy(A)-module de Hilbert
et sa structure de C(L)-module & gauche permet de le qualifier de « représen-
tation »de C}(L). En suite, on construit le C}(L)-module de Hilbert £(G/N),
qui ne dépend que du choix d’un sous-groupe parabolique P = M AN, appelée
module d’induction. Cela permet de construire le Co(fl)—module de Hilbert
E(G/N) @& r(L)Ho, qui est une représentation de C(G). Par laquelle se fac-
torise toutes les représentations de la P-série associée & o.

Finalement, cela permet de ré-exprimer I'opérateur F de telle sorte que la fonc-
tion f sera une combinaison lin¢aire d’éléments de Co(A, R(H,)), pour chaque
choix possible d’'un sous-groupe parabolique d’une classe de conjugaison d’un
sous-groupe de Levi L = M A et d’une classe de représentations [o] de M.



1 Les groupes de Lie semi-simples réels

Tous les résultats énoncés dans cette partie sont détaillés dans [7].

1.1 Les groupes de Lie : généralités
1.1.1 Définitions

Définition 1.1. Un groupe de Lie réel un groupe G muni d’une structure de
variété différentielle réel telle que les applications produit G x G — G et inverse

G — G sont C*°.

Remarque : Dans tout cet exposé, on parlera simplement de groupe de Lie
pour désigner un groupe de Lie réel.

Définition 1.2. Un sous-groupe de Lie H d’un groupe de Lie G, est un
groupe de Lie, sous-groupe de G telle que l'inclusion H — G est une immersion.

Définition 1.3. Soit G et H des groupes de Lie, on appelle morphisme de
groupe de G dans H une application G — H qui est un morphisme de groupe
ainsi qu’une application C*°.

Définition 1.4. Soit G un groupe de Lie, on appelle représentation unitaire
de G la donnée d’un espace de Hilbert V' et d’un morphisme de groupe 7w : G +—
U(V) tel que pour tout v € V Uapplication

g~ m(g)v
est continue sur G.

Définition 1.5. Soit G un groupe de Lie, (V1,p1) et (Va,p2) deux représen-
tations unitaires de G. On appelle opérateur d’entrelacement un opérateur
borné T : Vi — V5 tel que pour tout g € G,

Tp1(g) = p2(9)T.

S’il existe un tel T et qu’il est de plus isométrique, on parle d’équivalence
unitaire entre Vi et Vs.

Définition 1.6. On appelle dual unitaire d’un groupe topologique G len-
semble G des classes d’équivalences unitaires de représentation irréductible de

G.

Proposition 1.7. Soit G un groupe topologique, il existe une unique (& propor-
tion prés) mesure borélienne p sur G telle que pour tout f € C.(G) et h € G

/ F(hg)du(g) = / F(9)dp(o)-
G G

On appelle y la mesure de Haar du groupe topologique G.

Remarque : En général on notera simplement cette mesure dg.



Proposition 1.8. Le C-espace vectoriel L' (G, p) munit du produit de convolu-
tion défini pour f,h € L*(G, i)

f*Mz%:Z;ﬂmh@*%)

et de Uinvolution
f(g)=flg™),

est une algebre de Banach involutive.

Définition 1.9. La C*-algébre enveloppante de L*(G, i) est noté C*(G) et on
Uappelle C*-algébre du groupe topologique G.

Définition 1.10. L algébre involutive L' (G, 1) se plonge (algébriquement) dans
B(L?*(@G)) via action par convolution & gauche, on appelle C*-algébre réduite du
groupe topologique G et on note C}(G) la sous-C*-algébre engendré par l'image
de L' (G, p) dans B(L*(Q)).

On appelle représentation de carré intégrable de G les sous-représentations
de la représentation réguliere L?(G).

Définition 1.11. On appelle représentation tempérée de G les éléments de
Pensemble G, = G N CHG).

Remarque : On rappelle qu’il existe une bijection naturelle entre G et
C*(G) et une inclusion naturelle de C' x,. (G) dans C x (G), ce qui assure le sens
de la définition précédente.

1.1.2 L’algébre de Lie d’un groupe de Lie

Définition 1.12. Soit G un groupe de Lie, on appelle algébre de Lie g de G
lespace tangent o G en lidentité : g = T.G.

Remarque : Plus précisément, on 'appelle ainsi lorsqu’il est muni d’une
structure d’algebre de Lie que ’on va définir.

Soit G’ un groupe de Lie et g € G, I'application ¥, de conjugaison par G est
une application C*° qui stabilise I'identité. Ainsi on définit

Ad(g) =D.%, : g—g.

Proposition 1.13. L’application Ad : G — End(g) est un morphisme de
groupes de Lie.

On définit alors
ad=D,Ad : g — g,

et on note pour X,Y € g
[X,Y] = ad(X)(Y).
Proposition 1.14. (g,[,]) est une algébre de Lie.

Proposition 1.15. Soit G un groupe de Lie, H une sous-groupe de Lie de G,
lalgebre de Lie b est une sous-algebre de Lie de g.



Remarque : Pour le groupe de Lie GL,(R), le crochet de Lie sur gl,(R)
coincide avec le commutateur.

Définition 1.16. On appelle groupe a un paramétre d’un groupe de Lie G,
un morphisme de groupe de Lie ¢ : R — G

Proposition 1.17. Soit G un groupe de Lie, il existe une unique application
C*> exp: g — G, telle que pour tout X € g lapplication

t — exp(tX)
est un sous-groupe & un paramétre de G et
D() exp = ’Ldg

Remarque : Lorsque G est un sous-groupe de Lie de GL,,(R), cette application
coincide avec la définition classique de ’exponentielle.

Définition 1.18. Soit G un groupe de Lie et (V, p) une représentation unitaire,
on dit que v € V est différentiable si l’application

g plg)v
est différentiable.

Proposition 1.19. Le sous-ensemble V° de V', constitué des vecteurs diffé-
rentiables de V', est un sous-espace dense de V.

Remarque : L’exemple fondamental est le cas de la représentation réguliére
de G, L*(@), ot Pespace en question est C*°(G), qui est bien dense dans L?(G).

On peut définir une application g — Endr(V°°), que l'on note encore p
définie pour X € get v € V*° par

X)v=—
p(X)v dt |t=0

Proposition 1.20. Le couple (V™°,p) est une représentation de lalgébre de Lie
g.

plexp(tX))v.

A Talgebre de Lie g on associe son algébre de Lie complexifiée
gc =g ®rC,

Avec une inclusion naturelle g < gc. On peut alors prolonger p & g¢ par C-
linéarité et obtenir une représentation de g¢ sur V.

Si on note (,) le produit scalaire sur V. Observons que de la relation
(p(g)u, p(g)v) = (u,v) Yu,v € HVg € G.
on déduit la relation suivante pour la représentation dérivée de g :
(p(X ), ) + {u, p(X )} Vu,v € V2, VX € g

Ainsi pour X € g, on a p(X) = —p(X)*.

Remarque : L'opérateur p(X) est non-borné, il est seulement défini sur V*°.
On peut cependant définir 'involution * comme dans le cas borné. Si un tel
opérateur T vérifie T* = T on dit également qu’il est auto-adjoint et si T' admet
deux vecteurs propres u et v de valeurs propres distinctes, alors on a (u,v) = 0,
comme dans le cas borné.



1.2 Les groupes de Lie semi-simples : structure
1.2.1 Décomposition d’Iwasawa

Définition 1.21. Soit G un groupe de Lie, g son algébre de Lie. Si g est semi-
simple (resp. réductive, resp. nilpotente), on dit que G est semi-simple (resp.
réductif, resp. nilpotent).

Pour le reste de cette premiére partie, on suppose G connexe.

Proposition 1.22. Soit G un groupe de Lie semi-simple, g son algébre de Lie.
Il existe un automorphisme 0 : G — G tel que ©% = 1 et tel que le sous-groupe
K ={g € G,0g = g} est un sous-groupe de Lie compact maximal dans G.

Remarque : Une telle application n’est pas unique et il en existe autant
que de sous-groupes compacts maximaux (qui sont de la forme gKg~1).
oo d
On définit pour X € g, 0(X) = E|t:0@ exp(tX).
Proposition 1.23. L’application 0 est un automorphisme de g et 6% = 1.
Remarque : Si G est un sous-groupe de GL,(R), g+ ‘gt et X s —1X,
vérifient cette défintion. Dans ce cas K = G N O, (R).

Onnote ¢ ={X € g,0r=xa}etp={X €g,0xr=—z}
Proposition 1.24. Onag=t D p et t est lalgébre de Lie de K.

Proposition 1.25. [l existe une sous-algébre de Lie a C g abélienne telle que
aCpeta=2Z,(a).

Soit A € a*, on note gy = {X € ¢,[H,X] = NH)X}. Si A # 0 et gx # {0}
alors \ est appelée racine restreinte de g. On note ¥ C a* I'ensemble des
racines restreintes de g.

Proposition 1.26. On a

1. g:go@@Aezg)\;
2. Gg)\ =g
3. go=mda, oo m= Z¢(a) est réductive dans g.

L’algébre de Lie gc est semi-simple complexe, on peut donc définir ® ’en-
semble de ses racines (par rapport a la sous-algébre de Lie torale go ® C : On a
une bijection ® — ¥ qui correspond a la restriction & a. On peut ainsi munir %
d’une structure de systéme de racines.

Choisissons 1’ensemble ¥ 7 des racines positives de ¥ et notons n = rest O
Soit X = H+Xo+ > ,cx Xa € gavec H € a, Xg € m, X € gx. On peut écrire
X sous la forme

X=Xo+ D (Xa+0X)+H+ Y (X —0X_y).
rext rext

On a 92A€2+ (X,)\—FQX,)\) = ZA€E+(X,>\+9X,,\) donc X0+Z)\€2+(X,,\+
0X_») €t Hcaetpuisque 0X_» €gyrona) v (Xx—0X_))€n Ainsi

g=tPadn.



Il n’est pas immeédiat de déduire d’une décomposition de g une décomposition
au niveau du groupe GG, mais on a le résultat suivant : Il existe des groupes de
Lie A et N d’algébres de Lie respectives a et n tels que

Proposition 1.27. (Décomposition de Twasawa) On a G = KAN et Uapplica-
tion

KxAxN-—=G
(k,a,n) — kan

est un C*°-difféomorphisme.

Remarque : Pour G = SL(n,R), on a une telle décomposition en prenant
K = 50(n,R), A le groupe des matrices diagonales positives et N le groupe
des matrices triangulaires supérieures et cette décomposition coincide avec le
procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt. Le groupe M correspond quant
a lui aux matrices diagonales d’entrées 1 ou —1.
On note de plus M = Zi (A), d’algébre de Lie m et on note que les groupes M
et A normalisent N. Dans ce qui suit, les groupes que ’on vient de définir seront
notés My, A, et N, pour rappeler qu’ils dépendent du choix d’une involution 6.

1.2.2 Sous-groupes paraboliques et décomposition de Langlands

Lorsqu’on fait le choix d’un sous-groupe maximal K et des racines posi-
tives £, on obtient donc des groupes M, A, et N, (d’algébres de Lie respec-
tives my, a, et n,) et une décomposition de Iwasawa G = KA, N,. On définit
P, = M,A,N, le sous-groupe parabolique minimal de G relativement a K.

1

Remarque : Avec cette définition, gP,¢g~" est le sous-groupe parabolique

minimal assossié & gKg~*.

Définition 1.28. Un sous-groupe de Lie P de G qui contient un sous-groupe
parabolique minimal est appelé sous-groupe parabolique de G.

Soit P un sous-groupe parabolique relativement & K d’algébre de Lie s.
Evidemment my, @ a, ®n, C 5, mais on a un résultat bien plus précis :

Proposition 1.29. I existe un sous-ensemble 'l C ©V tel que
s=1[Pn,

avec n = P, r+ O,
[ =s5U0s.

On note de plus a =p N Z.

Proposition 1.30. [l existe une sous-algébre de Lie m de g telle que [=m & a
et pour tout X € X\ -
grDg_Cm.

Il existe des groupes de Lie A, N et M d’algébres de Lie respectives a, n et
m tels que



Proposition 1.31. (décomposition de Langlands) On a P = M AN et Uappli-
cation

MxAxN—P

(m,a,n) — man

est un C*°-difféomorphisme.

Remarque : les groupes M, A et N dépendent ici du choix d’un sous-groupe
parabolique, pour alléger les notations on omet de les noter Mp, Ap et Np, de
plus ils ne coincident avec les groupes My, A, et IV, que lorsqu’on a précisément
P =M,A,N,.

1.2.3 Représentations K-admissibles

Soit G un groupe de Lie semi-simple, g son algébre de Lie et K un sous-

groupe compact maximal et G = KA, N, la décomposition d’Iwasawa corres-
pondante.
Soit (V, p) une représentation unitaire de G, on note (V°°, p) la représentation
dérivée de g. L’espace V*° est stable par GG, cependant dés lors que V' n’est pas
de dimension finie, V*° n’a pas de base dénombrable et cela rend son étude com-
pliquée en tant que représentation de g, ou le travail est purement algébrique.
Contrairement a I’étude de la représentation V' de G o les outils d’analyse hil-
bertienne simplifie les choses.

En particulier, (V*°, p) est une représentation de K qui est un groupe com-
pact, on peut ainsi décomposer V> selon toutes ses sous-représentation 7 de K

irréductibles :
Ve =Y v,

On note K l’ensemble des classes d’équivalences de représentations irréductibles
de K, on considére alors pour o € K

Vo= > Ve,
[xl=0

Définition 1.32. Si les espaces V, sont de dimensions finies, on dit que la
représentation est K-admissible.

on adonc V° =5 __-V,. Enfin on note

oceK
Vk =P V..
UEK

On appelle Vi ’ensemble des vecteurs K-finis. Cet espace est stable g. Mais il
ne lest pas par G. Un tel module est appelé (g, K)-module.
On conclut ce paragraphe avec un résultat fondamental.

Théoréme 1.33. Soit (V,p) une représentation unitaire de G, V est irréduc-
tible si et seulement si Vi est un (gc, K)-module simple.

Soit (V1, p1) et (Va, p2) deux représentations unitaires irréductibles de G sont
équivalentes si et seulement si les modules Vi et Voo sont équivalents.
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2 Induction parabolique et C*-modules de Hil-
bert

Comme on ’a annoncé dans l'introduction, les C*-modules de Hilbert gé-
néralisent les espaces de Hilbert et ils sont bien adapté a la théorie des repré-
sentations : Si H est un C*-module de Hilbert, on peut définir un analogue
aux opérateurs sur un espace de Hilbert : 'espace B(?) des opérateurs bornés
adjoitables de H. Qui est une C*-algébre.

Etant donné C' une C*-algébre et (H;) une famille de représentation de C, il
peut arriver que la famille (H;) se factorise par un C*-module de Hilbert H,
c’est-a-dire que pour tout 7 on a des x-homomorphismes

C — B(H) —» B(H;),

telle que la composée soit la représentation C — B(H;). Et ou 'espace H est
beaucoup plus maniable que ) . H;. On retrouvera de tels schémas lorsqu’on
traitera le cas des P-séries, qui sont I'objet principal de cet exposé.

2.1 Les C*-modules de Hilbert

Pour plus de détails sur les définitions, on renvoie a [9].

Définition 2.1. Soit A une C*-algébre et E un C-espace vectoriel muni d’une
structure de A-module a droite, compatible avec l’action de C :

Mza) = (Ax)a = z(Xa), pour x € E, a € A et A € C.

On appelle produit scalaire de A-module une application
(,):ExE— A telle que :

(z,ya) = (,y)a z,y €E, a€ A,
(y,z) = (z,9)" v,y € B,
(x,x) >0et si (x,x) =0alorsz=0 re k.

On rappelle qu’un élément a € A est dit positif (on note a > 0) si a* = a et
si son spectre est inclus dans R

Lemme 2.2. Soit E un tel espace, pour x,y € E on a
(y, @) (z,y) < | {z,2) la (v, 9) -
Proposition 2.3. L’application ||.|| : E — R définie pour x € E par
1
ol =1l () (13
est une norme sur E.

Définition 2.4. Un tel espace E, complet par rapport a ||.||, est appelé un C*-
module de Hilbert sur A ou plus simplement un A-module de Hilbert.

Remarque : Un tel espace est donc un espace de Banach.
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Définition 2.5. Soit A une C*-algébre et H1, Ho des A-modules de Hilbert, on
note B(Hi,Ha) Uespace des opérateurs continus T de Hy dans Ho qui posséde
un adjoint T tel que pour tout v1 € Hy et vo € Ha

<T’U17’l)2> = <01,T*'U2> .

On peut voir que si T' € B(H1, Ho) alors il est A-linéaire :
Yo € Hi,v2 € Ho, (T'(v1a),v2) = a (v1, T*v2) = ((Tv1)a, va).

Définition 2.6. Soit B et C des C*-algébres et H un C-module de Hilbert.
Supposons de plus qu’on a un x-homomorphisme

¢ : B— B(H),
Alors H est appelé correspondance de B a C.

De cette facon H est également muni d’une structure de B-module. Soit
€ un B-module de Hilbert, on peut définir le produit tensoriel £ ®gg H, qui
comme la notation 'indique, est une objet principalement algébrique, que 'on
va compléter a I’aide d’un produit scalaire bien choisi. On note ( , )5 le produit
scalaire de £ et (, ). celui de H. On appelle produit scalaire intérieur sur
£ ©%9 H Vapplication définie par

(e1 @ v1,e2 ®v2) = (v1, 9((e1, €2) g)va) - -

Proposition 2.7. L’application ( , ) est un produit scalaire sur & ®C;3lg H a
valeurs dans C. On note £ ®p H le C-module de Hilbert obtenu en complétant
£ ®gg H par rapport & la norme induite par { , ).

2.2 Le module d’induction £(G/N)

On commence par un complément sur les mesures de Haar.

Proposition 2.8. Soit G un groupe topologique et p une mesure de Haar. Il
existe un homomorphisme continu A : G — R tel que pour tout f € C.(G) et
heG

/ Flgh)du(g) = A() ! / f(9)du(o)
G G

On appelle A la fonction modulaire associée a au groupe topologique G. Si
A =1, on dit que G est unimodulaire.

Proposition 2.9. Soit G un groupe de Lie. Si G est réductif ou nilpotent, alors
G est unimodulaire.

Définition 2.10. Soit H un groupe topologique X un espace topologique. On
dit que X est un espace G-homogéne si il est muni d’une action continue de
H.
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Proposition 2.11. Soit X un espace H-homogéne tel que X/H soit paracom-
pact. Alors il existe une fonction ¢ € C(X) telle que pour tout x € X

| Ha)uo) = 1.
H

On appelle une telle fonction section de Bruhat.

Commentaire : Cette définition est trés approximative. Les sections de
Bruhat sont des objets techniques puissants, mais dont la construction fait appel
a des notions d’analyse poussée. On renvoie & [Bourbaki, Intégration 7, Partie
4, Proposition 8|.

Soit maintenant GG un groupe de Lie semi-simple P = M AN un sous-groupe
parabolique de G. On a vu que L = M A normalise N.

Proposition 2.12. I existe un homomorphisme 6 : L — R tel que pour tout
lelL

/Nf(znz—l)dn:5(1)—1/Nf(n>dn.

Remarque : On devrait en toute rigueur le noter d; mais on simplifie la
notation.
On démontre ce résultat pour SLo(R) car il est essentiel pour la classification
de ses représentations.

Démonstration. Soit (8 t91

66O -6
Donc
/N flana™V)dn = /R <(1) t?’) db

=t 2f(n)dn.

t 0

On trouve donc (O -1
phisme sur L. O

)GAPourbeRona

) =t? et §(—1) = 1, donc § est bien un homomor-

Considérons maintenant ’espace quotient G/N, On peut le munir de l'ac-
tion de G par multiplication a gauche. Il est également muni d’une action par
multiplication & droite par L, qui est bien définie car L normalise N :

(zN).l = zIN.

De cette fagon, ’action a gauche et & droite commutent.

Proposition 2.13. L’espace homogéne G/N admet une mesure u invariante
par G & gauche : pour g € G on a

/ Flgz)du(z) = / F(@)dp(z).
G/N G/N
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De plus il existe un homomorphisme continu ¢ : L — R% tel que, pourl € L :
fladp(a) =)~ f(z)dp(z).
G/N G/N

Démonstration. Soit 1 une section de Bruhat pour I'action de N sur G. On
définit la mesure pour F € C.(G/N) par

f(@)du(z) = / F(aNYig)dg
G/N G

En majorant 'intégrale de gauche par

/ f(kmaN)y(kman)dkdmdadn = / f(kmaN)dkdmda < oo,
KMAN KMA

on voit que p est bien définie. Cette définition ne dépend pas du choix de ¥. On
a également pour h € G

f(hz)du(x / f(hgN)y
aQ/N

- /G N (h~g)dg

Il faut maintenant remarquer que 1(h~!.) est une section de Bruhat : On a pour

geG
/Nw(h‘lgn)=/Nw((h‘19)n)=

Donc, puisque la définition de p ne dépend pas du choix d’une section de Bruhat,
on a bien

f(gz)dp(x / flx)du(z

G/N
En suite on a pour [ € L

fzl)dp(z /fglN

- /G F(aN)(gl)dg
_ 5(1)-! /G F(gN)(lg)dg

0 J(2)dp(a).

G/N

G/N

ot la derniére ligne découle de la méme observation que précédemment. [
On s’intéresse maintenant a l'espace C.(G/N). On peut naturellement le
munir d’une action & droite par L : pour ! € L et f € C.(G/N),

(fD)(@N) =d8(1)72 f(zI'N).

On étend alors cette action a C)(L), qu’on note par convolution : cela donne

pour f € C.(G/N) et fo € L'(L)
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[ fi(aN) = / Fl NS (1)l

1

/5 ) F@IN) foI=1Vdl.

Pour h et f €C.(G/N), on définit

- Dezy 1o a0 [ FGftapa).

Puisque f et h sont a support compact, il n’y a pas de probléme de définition.
L’action de L sur G/N est continue donc (h, f) . est continue. De plus 'ac-
tion de L sur G/N est propre, ainsi si on note K le support de f (compact),
Iensemble {l € L|gKNK # 0} est relativement compact dans L, et cet ensemble
contient clairement le support de (A, f)c. (1, donc (h, f)cu () € Ce(L).

Proposition 2.14. L’application ( , ).y, est un Cr(L)-produit scalaire sur
C.(G/N).

Démonstration. La C—linéarité par rapport a la seconde variable est immé-
diate. On rappelle que I'involution sur C*(L) est définie, pour f € L(L), par
()= f(~1). Ainsi

(o FYepeny ) = 8002 [ Gt dntz)

=o()72 [ fal Dh(z)du(x)

G/N
=5(1)725(1) | Flall=D)h(l)dp(x)
G/N
= (£, e (1) (D)-

On calcule pour fy € C.(L)

[N

S UE U T < fofz)

é x 1—1
/G/N zll/d ) fo(=HYdl' du(z).

Nl

=6(1)
Puis
Pz = Fo©) = [ (b esiay Wl )l
/5 (v —*/ h(zl=Y) f(z) fo(I'"11dl dp(z)
G/N

/511 ! f/ R(zl/=11=1) f(2) fo(I'" Al dpu(x)
G/N

_ s(\-3% Lsoy O £ () £ (Dl dua( ).

— 5() /L<> 5(1)/Gmh<z () foll )l dpu(z)
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On peut alors utiliser Fubini pour conclure que (h, f * fo) o ) (1) = (R, f) o 1) *
Jo(l).

Soit alors (H, (, ), p) une représentation unitaire de L, soit h et f €C.(G/N),
& et n € H. Et soit ¥ une section de Bruhat pour L. On a

(Pt Pree)sem = [ Pz OG0E D)
aAwwLmMMNwwmquwwwwwm
= [ v [ 8w) [ AT o0 m)s0 d didu(z)
L L

G/N
= (@/ (1) 2Rl =0)3(I")% f(xl' =1 1)(p(1)€,m)d (1) > dl' dldps(x).
G/N LxL
En notant alors, pour 2 € G/N, f, : 1 — 6(1)2 f(xl). On obtient

mmn@mmmﬁmwmlﬁ*MMmmo

= D(@)(p(f * f2)€,€).

G/N
Pour tout z € G/N, p( f;‘ * fx) est un opérateur positif. Puisque 1) est également
postive cela assure que la quantité ci-dessus (bien définie car ¢ est a support
compact) est positive. (f, f>c;( 1) est donc positif dans toute représentation de
Cr(L) : c’est un élément positif de C;(L). Si on suppose de plus que p est
fidele et que p((f, f)cx(r)) = 0 alors pour tout « € G/N, p(f* % fz) = 0 donc
fr% fo =0 et enfin f, = 0. En particulier pour tout z € G/N

fo(1L) = f(z) = 0.
Donc f =0, ce qui conclut. O

On peut ainsi compléter C.(G/N) en un C}(L)-module de Hilbert, noté
E(G/N), on lappelle le module d’induction assossié & P. On peut munir
E(G/N) d’une structure de représentation unitaire de G, c’est-a-dire un
morphisme de groupe 7 : G — U(E(G/N)) tel que pour tout f € E(G/N),
Papplication g +— 7(g)f est continue sur G. On définit donc pour g € G et
f€C(G/N)

(m(9)f)(x) = flg™ ).

On vérifie alors que 7(g) est unitaire, ce qui découle immédiatement de l'inva-
riance & gauche de y :

(m(g)f,m(g)f) (1) =6(D)% | Flg~1a) f(g al)du(x)

G/N
= (N @.
On peut ainsi intégrer 7 en un *-homomorphisme ¢ : C*(G) — B(C*(G/N))
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définie pour fy € C.(G), f € C.(G/N) par :

¢uwfuNw:h*fuNw:lgumf@*meg

Par densité on étend d’abord cette relation a tout f € £(G/N) pour obtenir
une application C.(G) — B(C}(G/N)), qu’on étend par densité a C*(G). Ce
qui munit £(G/N) d’une structure de correspondance de C*(G) a C*(L).

2.3 Induction parabolique : ’approche classique

A Taide de la construction du module £(G/N) on va pouvoir reformuler le
concept de représentation induite (plus précisément ici d’induction parabolique).
Rappelons tout d’abord en quoi cela consiste.

Définition 2.15. Soit G un groupe, H un sous-groupe de G et (V,7) une re-
présentation de H, on appelle représentation induite [’espace

IndGV = {f: G — V|f(gh) = n(h) "' f(9)Vg € G,Vh € H},
que l’on peut également noter Indgw.

Et on peut alors munir cet espace de la structure naturelle de représentation
a gauche par G. Il est & noter ici que cette définition est purement algébrique et
que dans notre cas ou G et H sont des groupes topologiques, on demandera en
général a de tels fonctions f d’étre continues et a support compact sur G/H.
De plus, le cas qui nous intéresse vraiment est celui ot V' est une représentation
unitaire de H, ce qui permet moyennant un terme de correction de compléter
Indg en une représentation unitaire de G. On clarifie cela dans le cas ot G est
un groupe de Lie semi-simple et P = M AN est un sous-groupe parabolique de
G:
Soit ¢ un caractére de A et (H, o) une représentation unitaire de carré intégrable
de M, ainsi 0 ® @ est une représentation unitaire de L =2 M x A; On peut donc
prolonger cette représentation & P = LN en une représentation triviale sur N.
On note alors
mdSo®p®1 = {f : G/N = H|f(zma) = §(a) 2¢(a) 'o(m) ' f(z) V& €
G/N,Vma € L et|f|| < oo}
ou la norme ci-dessus est relative au produit scalaire défini par

mmémqmmmwwmm»

avec 1 une section de Bruhat sur G/N. Cette définition ne dépend pas du
choix de 1. On appelle cette représentation I'induction parabolique de la re-
présentation o ® ¢. L’ensemble de ces représentations pour ¢ parcourant A est
appelée la P-série de représentations de G associée a o.
Remarque : On peut étendre cette définition au cas ot (H, ) est une repré-
sentation de L sur un C-module de Hilbert sur uneC*-algébre C' et définir ainsi
Indg. On conserve également la méme définition pour le produit scalaire, qui
cette fois est & valeur dans C.
On donne maintenant une nouvelle définition de I’induction parabolique, & par-
tir de produits tensoriels de modules de Hilbert. Soit H une correspondance de
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Cr(L) a C. On définit
Ind@H = £(G/N) ®c: (1) H,

qui est donc une correspondance de C;(G) a C.

Si P = M AN un sous-groupe parabolique de G, (H,, o) une représentation
de carré intégrable, unitaire et irréductible de M et ¢ un caractére de A. Alors
H, est une correspondance de C(L) a C. On veut dans ce qui suit démontrer
I’équivalence des deux définitions que I'on a donné, a savoir I’équivalence unitaire
entre Ind%o ® ¢ et Ind%H,

Proposition 2.16. Les représentations de G, Ind}Gpa X et Ind,G;HU sont uni-
tairement équivalentes.

Démonstration. Soit f @ v un élément de C.(G/N) ®c= (L) Ho, la fonction de
G/N dans H,

F: xH/é f@lh)o @ e(l)vdl,

est continue et homogene par l'action de L :
F(zl) / S()2 f(2l'l)p @ o(l)v dl

:/&%ﬂﬁﬂﬂw®d%me
L

= o) Fp o) F(a).
Ainsi la fonction F' appartient a Indgo’ ® ¢ et cela permet de définir une appli-
cation linéaire I' : £(G/N) @c» (1) H — Ind$o @ @, définie sur les tenseurs purs
par

f®v — F

Cette application entrelace l'action de G : 'action de G & gauche et de L a
droite commutent, on a donc pour g € G

/(5 )z f(g  al)o @ o(l)v dl = /(5 02 (g.f)(zl)o ® e(l)v dl.
Il reste a vérifier qu’il s’agit d’un isomorphisme.

Lemme 2.17. Les éléments de la forme g — f(g)v, f € C.(G/N),v € H, tels
que

flamayw = f(2)8() "2 p(a) o (m) 1o,

forment une partie totale dans Indgo Q@

Cela provient du fait que C.(G/N,H,) =2 C.(G/N) ® H,.
Pour finir on remarque que 9 f est a support compact sur G/N, ¥ f ® v est
donc un élément de C.(G/N) ®@¢=+(ry Cy et on a pour z € G/N

/wﬂ FaD)s()2o @ p(lv dl = /wm
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Donc ¢ f ® v est un antécédent de fv. De plus le calcul précédent nous assure
que ¥ f # 0, tant que f # 0. Cela nous montre que I'"1, est bien défini sur une
partie dense de IndSo ® ¢.
Il reste pour finir & vérifier que 1’équivalence est unitaire, ce qui permettra de
conclure que I' est continu et donc se prolonge en 'isomorphisme recherché. Soit
fGC(G/N)etUEHg,onnoteF I'f®wv,ona
(f®v, fev)=(v,(f f)v)

< )

/ st [ F@fle o el du(m)dl>
| T@ e Pla) due)
G/N

G/N

<RF>£MJF@»F@»wummm

Ltk

[ [ {50t str© e F@)) vie) duto)a
G/N

[N

ﬂmw®¢mvﬂFm»w@mmm

/5 / (5% ()0 ® (D), Flal™) ) v(ai ™) du(a)dl
G/N
= [ [ F@ (50t 0 e, 60)k0 9 p0)F @) (el ) dule)d
LJG/N
— [ [ F@ o F@) vt ) dutey
LJG/N

= [ F@ (. F@) du()

G/N

Ce qui conclut. O

2.4 Induction parabolique : ’approche globale

Comme annoncé dans l'introduction, le traitement actuel que I'on a des P-
séries via l'induction classique décrit les représentations seulement point par
point. Il s’agit alors maintenant d’utiliser les C*-modules en partant de I'obser-
vation suivante :

Si on choisit P = M AN un sous-groupe parabolique et que I'on fixe une repré-
sentation (Hy, (, ), o) de carré intégrable de M, alors pour tout caractére ¢ de
A, la représentation o ® ¢ de L est sur 'espace vectoriel H, ® C = H,, et donc
toute la famille (0 ® ) . 4 est associée a I'espace H,. On remarque en plus que
Cr(L) = Oy (M) ® C(A) = CF (M) @ Co(A).

Et donc étant donné £ € Cy(A, Hy) et h® f € C*(L) = C*(M) ® Co(A) on
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peut définir Pélément de Co(A, H,)

(h @ f).L: o flp)a(h).£(p).

Il est clair que h® f est continue car ¢ — f(p) 'est (transformée de Fourier). On
définit de cette facon une application linéaire sur I’espace vectoriel Co(fl, H,),
qui se trouve étre un Cy(A)-module de Hilbert :

Soit € et n € Co(A, H,), on définit

(&Megay = ¢ = (E@)n(e))-

Il n’y a aucune difficulté & montrer qu’il s’agit bien d’un Cy(A)-produit scalaire.
De plus C’O(A, H,) est complet car H, ’est. On le note ainsi H,-.

On peut maintenant voir que h ® f agit comme un opérateur continu de H, .
En étendant cette action par linéarité puis par densité a C; (M) @ Co(A). On

obtient sur H, une structure de correspondance de C;(L) & Co(A). On peut
ainsi définir P'induction parabolique globale avec le Cp(A)-module

IndgH, = E(G/N) @c= (1) Ho

qui cette fois ne dépend que du choix d’un groupe parabolique P et d’une
représentation unitaire de carré intégrable o de M.

2.5 Les opérateurs compacts sur les C*-modules de Hil-
bert

Définition 2.18. Soit H un A-module de Hilbert, on note R(H) ’espace vec-
toriel (fermé pour la norme opérateur) engendré par les opérateurs définis pour
v1,v2 € H par

vy ® V1 1 U U3 (U1, V).

Un tel opérateur vy ®4 v5 posséde un adjoint : vy ® 4 v]. On en déduit que

A(H) C B(H).

Remarque : Cette notion coincide avec celle donnée dans le cadre des es-
paces de Hilbert, si H est un C-module de Hilbert, alors £(H) est ’algébre des
opérateurs compacts sur H au sens classique.

Ainsi, comme dans le cas des espaces de Hilbert, I’étude des opérateurs com-
pacts est beaucoup plus simple que celle des opérateurs continus en général. Et
le résultat suivant va nous étre trés utile pour étudier les représentations des
groupes semi-simples.

Proposition 2.19. L’action de C}(G) sur le C}(L)-module de Hilbert E(G/N)
se fait par opérateurs compacts :

P(Cr(G)) C R(E(G/N)).

Démonstration. Avant d’entamer la démonstration de ce résultat, on rappelle le
résultat suivant : Si X est un espace localement compact, alors

Co(X x X) = Co(X)&Co(X),
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ou Cp(X)®Ch(X) — Cy(X x X) via Papplication f®g — fg. Et Co(X)®Ch(X)
est complété par rapport a la norme de Cp(X X X). Le théoréme de Stone-
Weirestrass nous assure alors 1’égalité.

Soit maintenant fy € C.(G) et f € C.(G/N),
fo FgiN) = /G fol9) Flg™ g1N)dg

- / ke, y) F(y)dy.
G/N

Avec,
k(g1 N,g2N) = /Nf(gmgil)dn

Pour vérifier on choisit une section de Bruhat 1 par rapport & N et on calcule

/ k(x,y)f(y)dy:/ /f(glnggl)f(QQN)dndgzN
G/N .
://f(glngz_1)f(92N)'(/)(92)dnd92
//fglg DFgT N9~ n)dgdn

- /G Farg™) (g~ V) dg

= fo* f(g1N)
La fonction k vérifie pour tout [ € L, k(xl,yl) = 6(1) " k(x,y). 1l s’agit alors de
montrer que pour h € Co(G/N x G/N) avec la méme homogénéité par l'action
de L, Popérateur T défini pour f € C.(G/N) par

(Tf)(x) = /G My

est compact. D’aprés la remarque en début de preuve, il suffit de le montrer pour
une fonction de la forme h(z,y) = [, hi(zl)ha(yl)d(1)dl avec hi, hy € C.(G/N)
positives. On a donc pour f € C.(G/N)

(Tf)(x) = /G ) Sy

/G/N/ hi(zl)ha(yl)o (1) f (y)didy
= (hy. <h2’f>C*(L))( )

donc T est I'opérateur compact

h1 ® h.

Pour pouvoir exploiter ce résultat on démontre également que :

Proposition 2.20. Soit B et C des C*-algébres, H un C-module de Hilbert,
st H est une correspondance de B a C' tel que B agisse sur H par opérateurs
compacts et si de plus € est un B-module et S est un opérateur compact de €
alors S ® I est un opérateur compact sur € Qg H.
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(voir [9], proposition 4.7)

corollaire 2.21. Si C} (L) agit sur le module de Hilbert H par opérateurs com-
pacts, alors C*(G) agit sur IndIG;H par opérateurs compacts.

Théoréme 2.22. (Admis*)
Soit G un groupe réductif, C*(G) agit par opérateurs compacts sur toute repré-
sentation irréductible.

Le résultat général est dit & Harish-Chandra. On trouve ls références dans
[, 4.6.

Démonstration. Pour G = SL(2,R), la décomposition G = KAN donne lieu
a une décomposition C.(G) = C.(K) ® Co(A) ® Co(N). Soit alors (V,7) une
représentation irréductible de G et f = fx * fa *x fn € C.(G). Lors de la
description des représentations de GG, on voit que V' en tant que représentation
de K, est toujours une sous-représentation de la représentation réguliére L?(K).
On a de plus C*(K) ~ Cy(Z), donc C*(K) agit par opérateurs compacts sur sa
représentation réguliére : 7(fx) est un opérateur compact donc c’est également
le cas de 7(f) = w(fr)m(fa)m(fNn)- O

Ainsi, ces résultats démontre que C}(G) agit sur Indg’H par opérateurs
compacts.

Théoréme 2.23. (Admissibilité uniforme)(Admis*) Soit G un groupe de Lie
semi-simple et K un sous-groupe compact de G et T une représentation irré-
ductible de K. Il n’existe qu’un mombre fini de classes de représentations ir-
réductibles de carré intégrable de G dont la restriction a K contient T comme
sous-représentation.

Démonstration. Ce théoréme est di a Harish-Chandra (références dans [I]).
Pour G = SL2(R), et K = SO2(R) les représentations irréductibles de carré
intégrable sont celles appartenant & la série discréte. Soit alors n € Z. Sin > 0
la représentation assossié de K n’apparait que dans les modules de plus bas
poids m < n, donc un nombre fini de fois. Idem si n < 0 O

corollaire 2.24. Soit L = M A un sous-groupe de Levi de G et considérons la
représentation ®,H,, indexée sur les classes de représentations de carré inté-
grable de M. Alors Uaction de C}(M) sur ®,H, est par opérateurs compacts.

2.6 Décomposition de C}(G)

11 s’agit maintenant de décomposer C*(G) selon ses représentations sur les
modules introduits précédemment. On a besoin pour cela du théoréme suivant.

Définition 2.25. Soit Py = M1 A{Ny et P, = MyAs N5, soit o1 une représen-
tation de carré intégrable de M et oo une représentation de carré intégrable de
My, on dit que les paires (Py,01) et (P2, 09) sont associées s’il existe g € G tel
que gM1A1g~" = MyAy et oy est équivalente & la représentation de Mo oy ol,,
ot U, est la conjugaison par g.

On définit ainsi une relation d’équivalence et on note sous la forme [P, o] une
classe d’équivalence pour cette relation.
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Théoréme 2.26. (Disjonction)(Admis*) Si (P1,01) et (P2, 02) sont associées
alors toute représentation paraboliquement induite Indl,@1 01 Q@1 est équivalente
a une représentation Indlci2 09 X 2.

Voir les références dans [I] 5.8. Remarque : Ce théoréme implique qu’une
représentation induite ne dépend en fait que du choix du facteur de Levi, et pas
du groupe parabolique dans son ensemble.

Démonstration. Pour G = SLy(R), on voit que si P est le parabolique minimal
classique et Py = KgAgMy un groupe parabolique associé, il est clair qu’une
représentation Indgoao ® o n’est pas équivalente & une représentation de la

série discréte, et donc est équivalente a une représentation Ind}Gpo ® . De plus
ici M = {£1} donc central dans G, donc My = {£1} et donc si o = 1, ndSo®¢
est constitué de fonctions paires, idem alors pour Indg0 00 ® o et donc oy = 0.
On procéde de la méme fagon si o = —1. O

Notation : Pour P = M AN et o une représentation de carré intégrable de
M, on note C)(G)[p,s 'image de C;(G) dans & (IndIG)C’O(A, H,,))

Remarque : On veut décomposer C7(G) en @ p , Cr (G)p,0], mais il n’est
pas clair pour l'instant que le théoréme précédent s’applique a des modules de
Hilbert, on va donc 'étendre au cas des modules £ (IndgC’O(A, HJ)> Cela va

nécessiter deux lemmes, qui seront également utile dans la suite pour décrire
avec plus de clarté cette C*-algébre.

Lemme 2.27. Soit X un espace localement compact, H un espace de Hilbert.
On note B = R(H) et on considére £ un B-module. On a un isomorphisme de
Co(X)-module de Hilbert

V:ER®p Co(X,H) —>00(X,5®B H)

Démonstration. On définit ¢ sur les tenseurs purs par Y(n ® f) — [F : z —

n® f(x)].

Cela définit bien un opérateur Cy(X)-linéaire. On a pour n, £ € £ et f,h €
Co(X, H) :

<77 & fvg & h>CO(X) = <f? <77a5>3 g>Co(X)

t = [z = (f(z), (0,§) p 9(2))]

(@ [, Y@ D) gy x) =l = n® f(2), £ @ (@) (x))
= [z — (f(x), <’7a€>3 g($)>c]

Cela nous montre de plus que ¥ est injective. Pour la surjectivité il suffit d’ob-
server que Co(X,E ®@p H) =2 Co(X) ®c (€ ®p H) et que donc les éléments de
la forme [z — n ® f(x)£] ou f € Co(X) et n,& € H forment une famille totale
dans Cy(X, & ®@p H). O

Lemme 2.28. Soit X un espace localement compact, H un espace de Hilbert.
On a un *x-isomorphisme :

U: R(Co(X,H)) = Co(X, R(H)).
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Démonstration. On définit W sur les tenseurs purs par W(h (f,.)q,(x)) = [z —

h(z) (f (@), )cl-

Cette application est bien linéaire et de plus
\Il(h’ <fu '>CO(X)) = \Ij(f <h‘7 '>CO(X))

=¥(h <fa'>CO(X))*'
Pour f @ h* et g® e* € R(Cy(X,H)) on a

f@hToge™ = f(h,gle,.))
:f<h’g> <67'>7

U(f@hTog®e’)=V(f(hg)le.)
donc =z~ (f(h,9))(x) (e(z),.)
== (f(2) (Mx),9(x))) (e(), )
=V(fohT)ov(g®er),
Ce qui montre que c¢’est un *-homomorphisme.
Enfin pour la surjectivité on utilise que Co(X, R(H)) =~ Co(X) ® R(H) et donc
que les éléments de la forme z — v (f(z)w,.) pour f € Cyo(X) et v,w € H
forment une famille totale dans Co(X, R(H)).
O

Soit (o, H,) une représentation unitaire irréductible de carré intégrable de
M. On note encore H, = C’O(fl, H,) et 7 la représentation associée de L sur H,-.
Comme on ’a remarqué au moment de définir I’induction, on peut considérer
I’espace Indgﬂ. Un résultat important de la théorie des représentations des
groupes semi-simples est le fait que

d%o ® ¢ = Ind%, o

en tant que représentations unitaires de K (le produit scalaire a droite est
simplement la restriction du produit scalaire classique de L?(K, Hy). On peut
ensuite définir une représentation de G sur Indllﬁm ko de facon a ce que ces
espaces soit équivalents en tant que représentations unitaires de G. On peut
alors définir IndgHg = Indﬁﬁ k0 (en tant qu’espaces de Hilbert), de fagon a
ce que pour tout ¢ € A, la représentation IndIGDG ® ¢ est définie sur 'espace de
Hilbert IndgHg. On admet également que I’équivalence de représentation de K
est encore valable pour
md$H, = Ind5 o Ho.

On peut également reprendre les calculs de I’équivalence unitaire dans la

section 2.2 pour vérifier que

Ind$H, = E(G/N) ®cx (1) Ho-

On a donc finalement I’équivalence de modules de Hilbert (et de représentation
de K)
E(G/N) @cx (1) Ho = E(K) @c (knnr) Ho-

Ainsi,grace & un lemme précédent :

E(K) ®@cx(knm) Co(A, H,) =2 Co(A,E(K) ®cx(xknm) Ho)
= Co(A,IndG H,).
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On récapitule :

Proposition 2.29. On a une équivalence de modules de Hilbert
md$Cy(A, H,) = Co(A, IndS H,).

De cette facon on peut définir sur Co(A, Ind$H,) la structure de représen-
tations présente sur I’espace de gauche. Enfin

Proposition 2.30. On a une équivalence de C*-algébre
R(Co(A, nd$H,)) = Co(A, R(IndS H,)).
On en déduit le lemme suivant.

Lemme 2.31. Les représentations irréductibles de la C*-algebre C:(G)(p,o), vu
comme des représentations irréductibles de G qui se factorisent par la surjection

Cr(G) = CH(G)p.o)

sont exactement les composantes irréductibles de la série principale de représen-
tations Ind%(o ® @), lorsque ¢ parcoure A.

Définition 2.32. Soit A et B des C*-algebres et p : A — B un x-homomorphisme
surjectif. On appelle support de ¢ le sous-ensemble de A constitué des classes
de représentations qui se factorisent par .

Soit p € A. Si il existe une représentation po de B telle que p = pg o, on a
alors ker(p) D ker(y). Inversement, si ker(p) D ker(y) et puisque B = A/ ker ¢,
alors p se factorise par .

Lemme 2.33. Si o1 : A — By et 9o : A — Bs sont deux x-homorphismes
surjectifs et que leurs supports sont disjoints, alors le x-homomorphisme

Y1 Dp2: A— By @ By

est surjectif.

Démonstration. 1l s’agit de montrer que J; = kerp; et Jo = ker g vérifient
J1 + Jo = A. Pour cela on remarque que J; + Jo est un idéal bilatére. Soit alors
p une représentation irréductible de A/(Jy + Jz2)) . Si on note m;, la projection
de A/J; sur A/(J1+ Jz2), alors pom; o et pomsops sont deux représentations
équivalentes de A. Si on considére la classe de cette représentation irréductible,
elle se factorise par @1 et o, donc c’est nécessairement la représentation nulle,
ceci implique bien que A/(J; + J2)) est nul. O

Lemme 2.34. Soit {¢s : A — By} une famille de x-homomorphismes surjec-
tifs, supposons que

1. Le support des homomorphismes p, soient deuzr & deux disjoints

2. La somme directe Bypo envoie A dans By B, .
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Alors I’homomorphisme
Do 45 BB
[0} [e3
est surjectif.
Voir [I] 5.13.
Pour conclure cette partie, on a besoin du théoréme suivant

Théoréme 2.35. (Ezhaustivité)(Admis*) Toute représentation tempérée de G
est isomorphe a une sous-représentation d’une représentation de la série prin-
cipale.

Résultat de Harish-Chandra (références dans [I] 5.15). La preuve pour S Ly (R)
de ce théoréme est précisément 1'objet de la troisiéme partie.

Proposition 2.36. L’homomorphisme de C*-algébres

Ci(G) = B CHG) o
[

P,o]
est bien défini et c’est un isomorphisme.

Démonstration. On considére P une sous-groupe parabolique, L un facteur de
Levi de P et o une représentation de carré intégrable de L. Notons C;(L)(s)
I'image de C(L) dans B(H,). D’aprés le théoréme d’admissibilité uniforme on
a une application

Cr(L) —» P (L)
[o]
et donc par associativité du produit tensoriel on a une application

CHG) = P CrHG)po)-
[o]

Puisqu’il n’y a qu’un nombre fini de classe d’équivalences de sous-groupes pa-
raboliques, on en déduit que I’application de I’énoncé est bien définie. De plus
chaque application C}(G) — C;(G)(p, est par définition surjective, donc on
conclut la surjectivité par un des lemmes précédents.

Soit par ailleurs f € C(G) dont 'image est nulle dans chacun des C;(G)p,o],
alors f s’annule sur toutes les représentations issues de P-séries, et donc sur
toute représentation tempérée de G, donc f = 0. O

2.7 Structure des composantes C(G)p, et conclusion

Il s’agit maintenant de déterminer quelle est la forme de C)(G)(p,s dans

CO(A,R(IndgHU)). Pour cela on rappelle qu’on définit que le groupe de Weyl
(relatif au choix de L) de G comme

W = Nk (L)/K N L.

Etant donné une représentation tempérée o de L et w € W, w.o telle que défini
dans la premiére partie est encore une représentation tempérée de L, on peut
ainsi définir W, comme l’ensemble des éléments de w de W qui sont tels que
w.o est équivalente a . On a par ailleurs le résultat suivant :

26



Proposition 2.37. (Admis*)[1] Soit ¢ et @' €, alorsIndSo @ ¢ est équivalent
a IndGJ ® ¢’ si et seulement si il existe w € W, tel que ¢’ = w.p. On note
U(w <p) le morphzsme de représentation associé. On a de plus que l’application
A — B(Ind$H,), ¢ — U(w,p) est continue pour tout w € W,.

Démonstration. Pour SLy(R) et par rapport au sous- groupe parabolique clas-
sique, on a W =7, et Wo = {p, "1} et on a établi que Indpo®<p était équiva-
lente & Ind% %0 ® o~ L. Reprenons les notations habituelles pour les sous-groupes
M, A, N et notons N = *N. Notons w 1’élément non trivial de . On donne la
forme de 'opérateur d’entrelacement U(w, ¢) : Ind¥yo @ o — Ind ~oQp

U(w, ) f)(z) = /ﬁ f(am)dm

Vérifions alors que U(f) € Indgﬁa ® @~ 1. Pour vérifier I'équivariance par
rapport a M, il suffit de prendre m = —1 et il est clair que

[U(w, ) fl(=2) = =[U(w, ) f](x).

. t 0 _ 10
Soit a € A, on note a = (0 tl)' Pour 7y = (b 1) on a

G )60 D=5 )

Donc, en notant v tel que p(a) = t'T" on a

-1 —1
=¢ (o )[U(w w)f]( ).
L’invariance par N prov1ent simplement de 'utilisation d’une mesure de Haar :

(U (w, ) (7o) = /ﬁ F(amoT)dR

= /ﬁf(asﬁ)dn

Cependant il n’est pas clair du tout que l'intégrale dans la définition de
U(w, p) est convergente, et ce n’est verifié que pour les caractéres ¢ dans un cer-
tain demi-espace de A. On peut en suite prolonger analytiquement ¢ — U (w, )
a fl, mais cela demande une analyse plus raffiné. C’est pourquoi la définition
qu’on vient de donner est seulement formelle. Mais dans la partie consacré a
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SLy(R), on donne une famille continue d’opérateurs sur A qui entrelacent les
représentations de ’algébre de Lie associée, ce qui permet de montrer I’existence
de U(w, ) (dont la définition ne serait pas nécessairement celle qu’on vient de
donner). O

On définit grace a cela une action de W, sur le module CO(A,IndgHU) de
la fagon suivante :

(w.f)(p) = Uw, ) f(w™" ).
On note U, Popérateur de Cy(A,Ind%H,) ainsi défini. La continuité de U,

résulte de .
[Uw fll = sup,e 4llU(w, o) f(w™".0)||

= supipeAHU(W, <P)||Hf||
=[£Il

car ici les opérateurs d’entrelacements sont des isométries. .
Soit h € C}(G), on note T}, son image dans C;(G)p 4] et soit f € Co(A, IndSH,)

WaTls £)(9) = U, @) Tl ) 0)
= U(w, ©)Tn(w™".0)(Up-1 ) (w™".p)
= U(w, ) Th(w™ . p)U(w ™", ¢) f()
= U(w, ) Tr(w ™ .p)U(w, 0) " f(gp)
=Th()f(#)
= (Tnf) ().

Ou l'avant derniére ligne résulte de la proposition précédente puisque T, () est

pour rappel défini par IndGo @ ¢(h).

Finalement, on peut définir une action de W, sur Co(A, R(Ind$H,)) via w.T =
U,TrU,—1 pour obtenir notre dernier théoréme. Ainsi une fonction f € C’o(/AL ﬁ(]ndgHg))
est W,-invariante si, pour tout ¢ € Aet e W,

flw.p) =U(w,9) f (@) (w.0)~"
. On note Co(A, R(IndGH,))"= les éléments W,-invariants.

Théoréme 2.38. Soit G un groupe de Lie semi-simple, P = LN un sous-groupe
parabolique de G et o une représentation tempérée de L, avec les notations

précédentes on a R
C: (G)[P,(f] = CO (Aa ﬁ(lndgHg))Wf’_

Démonstration. Tlest clair d’aprés ce qui précede que C(G)(p,o) C Co(A, R(IndGH,))V-.
Pour la surjectivité on utilise le théoréme de Stone-Weierstrass généralisé [3]. 11
faut pour cela vérifier que C;(G)(p,) est une sous-algébre pleine : Soit 7 et 7’
deux représentations irréductibles de Co(A, R(IndGH, )W telles que 7|C*(G) (P,o]
et 7'|C(G)[p,o] sONt équivalentes. On sait de plus que 71|C} (G)(p,0) et ©'|C} (G)(p,o)
sont irréductibles et non triviales (voir [I] 6.6) et qu'il existe ¢ et ¢ tels
que 7|C}(G)p,0) se factorise par md%o @ ¢ et '|C (G)1p,0) se factorise par
md%eo @ ¢. Dés lors, IndSo ® ¢ et 7'|C (G)p,o) et nd%o ® ¢ admettent une
sous-représentation commune (& équivalence prés). Donc ¢ et ¢’ sont sont dans
la méme W,-orbite et 7 et 7’ sont nécessairement les représentation ev,, et evy,
qui sont équivalentes dans Co(A, R(IndGH,,))W-.

O
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Conclusion pour G=SL;y(R)

On note Hy et H_ les espaces correspondants aux représentations de la série
principale paire et impaire, et D le sous-ensemble de G des classes de représen-
tations de carré intégrable. Avec ces notations on a un x-isomorphisme

C* SL2 @ .ﬁ @ CO R ﬁ( ))Z/QZ ® C()(R, ﬁ(H,))Z/QZ,
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3 Le cas de SLy(R)

Apreés avoir vu les théorémes généraux sur les représentations unitaires des
groupes semi-simples dans la partie précédente. On se propose ici de les dé-
montrer "a la main" dans le cas de G = SLy(R). On note go = sl,(R) et
g = go ® C = sl,(C). On reprend également les notations de la partie I pour les
groupes K, A, N, M et P. On suit la construction proposée dans [6].

3.1 Les différents (g, K')-modules simples

On considére la base classique de g :

10
=),
01
+ _
=0 s)
_ {00
e = 1 0

Dans la partie qui suit, V' désignera un g-module simple et on supposera
I'existence d’un vecteur vy non trivial de poids A € C pour h, c’est-a-dire tel
que hvg = Avg.

Puisque V est simple, vy engendre V. On note :

Vk4+1 = 6+’Uk, k > 07

Ve—1 = 6_’[)k, k Z 0.

Proposition 3.1. ] existe i € C tel que

hue = (A+ 2k)o, kel
etup = i(“ 20k £ 1) 4200+ 20k + 1))vpss = 54 (k), k<0,
e vk = 3 (u— (v 20k = 1) — 2004 20k — 1)1 = 5 (K), k>0,

Pour démontrer ces relations, on a besoin du résultat suivant :

Définition-Proposition 3.2. C = h? — 2h + 4ete™, appelé élément de Ca-
simir, est un élément central et non trivial de $4(g).

Démonstration. Pour vérifier qu’il est non trivial, il suffit de calculer sa valeur
dans la représentation naturelle de sl(C) et on constate qu’elle est non nulle.
Par ailleurs on a bien

[C,h] =0.
[C,eT]=0.
[C,e"]=0.

O

Ainsi, vu comme endomorphisme de V', C est un morphisme de représenta-
tion, donc d’aprés le lemme de Schur C agit sur V' par multiplication par un
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scalaire u. Ainsi, si v est un vecteur de poids 7 :

1 1
ete v = Z(Cv — h?v +2hw) = Z(M —n? 4+ 2n)v.

Puis en écrivant

C=h*—2h+4ete”
=h?—2h+4[et,e” +eet]

=h?+2h+e e,
on a

1 1
e etv= Z(CU — h*v — 2hv) = Z(M — % = 2n)v.

Démonstration. (proposition 3.1) Le premier est résultat est bien connu, de plus
pour k < 0, vgp41 est de poids A+ 2(k + 1) et donc

+ +

1
eTvp =ete Vg1 = Z(,u — A2k + 1)+ 2N+ 2(k+ 1) vps1.

De méme, pour k£ > 0, on a

e vy =€ ety = i(u —(A+2(k = 1) =2\ +2(k = 1))vg_1.

Il s’agit maintenant de voir que V' = @, ., Cvg. Soit v dans V. Puisque V'
est engendré par vy, il existe z € U(g) tel que v = xvy. D’aprés le théoréme
de Poincaré-Birkhoff-Witt, = est combinaison linéaire d’éléments de la forme
(eF)™(e™)™h* et on obtient immédiatement par la proposition précédente que
(eF)"(e™)™h*vy est proportionnel & v,,_,. Ainsi,

Théoréme 3.3. Soit V un g-module simple, admettant un poids pour h, alors
V' est somme de ses sous-espaces de poids, qui sont de dimension 1.

On s’intéresse maintenant a la forme de tels g-modules, qui dépend donc des
paramétres A et u. Pour cela on va raisonner sur le noyau des éléments e et
e, vus comme des endomorphismes de ces modules.

Soit V' un g-module tel que décrit précédemment,

Proposition 3.4. On a

dimker(eTe™) < 2et dimker(e”e™) < 2,
dimker(e™) < 2,
dimker(e™) < 2.

Pour montrer le premier résultat, on constate que ete™ agit diagonalement
sur la base (vy). Donc ker(eTe™) admet une base constituées de vecteurs propres
V. Avec la relation

1
ete vy, = T= 0+ 2k)? 4 2(\ + 2k) vy,
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on voit qu’il ne peut y avoir qu’au plus deux entiers k vérifiant ete~ v, = 0.
Pour finir on remarque que ker(e™) C ker(ete™), ce qui donne la seconde rela-
tion. On traite de fagon analogue les deux autres relations.

Proposition 3.5. Supposons qu’il existen tel que eTv, =0, alors V = @, .,, Cvy.

11 suffit pour cela de vérifier que @@, ., Cvy est un sous-module de V. Soit
k < mn,et z = (e")™. Si m < n — k alors on a zv proportionnel & vjy,. Si
m>n—kona

zv = (e7) (TR (erynmhy, = cem (iRl =0,

donc dans les deux cas zv € @, -, Cvi. On peut appliquer ce résultat sans perte
de généralité a tout élément de $U(g) par le théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt,
et a tout élément de P, ., Cvg.

Remarque : Cela implique que dimker(e™) = 1. En effet si v, v,, € ker(e'),
alors V =@, .,, Cvp = P,.<,,, Cvi, et donc v,, = vyy,.

On obtient un résultat analogue : s’il existe n tel que e~ v, = 0, alors V =

D>, Cui. Deés lors, s'il existe n tel que eTv, =0 et m tel que e~ v, = 0 alors
V =@,,<i<n, Cvi. Ce dernier cas correspond aux modules de dimensions finies,
qui ne nous intéressent pas dans cet exposé car G n’admet aucune représentation
unitaire de dimension finie non-triviale.
S'il existe n tel que eTv, = 0, on dit que V est un module de plus haut
poids. Le vecteur v,, est appelé vecteur de plus haut poids. On le note alors wy
et on note également A’ = \ + 2n son poids pour h et wy = v,_ pour k > 0.
On a alors e"eTwg =0 et on a

1
e etwy = Z(,u — (N2 = 2(\))wo,

dott p= (N +1)% - 1.

On a donc vu le cas on dim ker(et) > 0, c’est en fait ici le seul cas possible,
en effet si on a v,, avec m < n tel que etv,, =0, alors V = D« vx et donc
n = m. On résume ce que 'on a vu :

Proposition 3.6. Soit V' un g-module simple, tel que h admette au moins une
valeur propre et tel que dimker(e™) = 1, il existe un vecteur de plus haut poids
pour h noté vg de poids A. Avec la notation

vg—1 = e v, k<0,

on obtient les relations

hvg =(X + 2k)vg, k<0,
etop =k(A\—k+ Dvg_1, k<0.
On note V(X\) un tel module (& équivalence prés).
On traite de fagon analogue le cas dimker(e™) =1 :

Proposition 3.7. Soit V un g-module simple, tel que h admette au moins une
valeur propre et tel que dimker(e™) = 1, il existe un vecteur de plus bas poids
pour h vy de poids \. Avec la notation
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vpy1 = e, k<0,
on obtient les relations

hvy, :(>\ + Qk)vk, k<0,
e =—k(A+k—1vk_1, k
On note V() un tel module.

Remarque : On a supposé que V était irréductible pour obtenir de tels ré-
sultats. Donc dimker(et) < 1 et dimker(e™) < 1. Donc si V() est irréductible
alors A € C\(—N). De méme pour le cas ot V =V()\) on a A € C\N.

On reprend les notations de la proposition 3.1. Supposons maintenant que
dimker(e™) = 0 et dimker(e”) = 0, la premiére chose que I'on remarque est
qu’il n’y a pas de vecteur maximal. On aimerait donc écrire les relation de 77
sous une forme plus symétrique, par exemple :

etop = (v + k)ogy1, k>0,

ey =" —k)ug_1,k <0.
De telles notations donnent

A=vt—v~
Cvo= (T +v)vh +v™ —2)ug

p= @+t +v =2).
La derniére équation ne laisse que 2 possibilités pour la valeur de v+ +v~.Sionsupposer ™+
v~ =1+ +/p+1, ce qui détermine alors v+ et v~ en fonction de p et A\. On
vérifie bien que ces relations s’étendent pour k € Z. On note U(v™, v~ ) un tel
module (& équivalence preés).
De par le raisonnement qu’on a fait précédemment, on voit qu’une représenta-
tion simple de g est déterminé par la donnée d’un de ses poids A pour h (si elle
en admet un) et de p, le scalaire par lequel agit I’élément de Casimir. Dés lors
on remarque avec les relations
etvp =W+ k)vgy1,k€Z
e vy =W —kvg_1,k€Z

ho, = (vt —v™ + 2K,k €Z
que si U'on note, pour n € Z,
Tt =@wr+n)et 7 =" —n),
on a toujours u = (7T +77) (7" + 77 — 2), et le vecteur v, est de poids A\. On
obtient donc que U(v*,v™) est isomorphe a U(77,77).

Remarque : On peut étendre la définition des modules U(v*,v~) pour
vt v~ € C quelconques. On a le résultat évident (avec le raisonnement qui
précede sur les noyaux de et et e ™) que U (v, v ™) est irréductible si et seulement

sivt € C\Z et v~ € C\Z.

Proposition 3.8. Soit vt, v~ 7% et 7= dans C, les modules U(v*,v™) et
U(rF,77) sont isomorphes si et seulement s’il existe n € Z tel que 'une des
relation suivante est vraie
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T =Wt +n) et 7~ =" —n)
h=(-vt=n) e =@w"+n+2)

Démonstration. Ilreste a voir la réciproque, si 'on suppose U (v, v™) = U(7F,77),
alors d’une part v+ — v~ est un poids de U(7,77) et donc il existe k tel que

()t -7 =vt —v 42k
Et d’autre part
wr+v ) +r =2 =T+ )T T - 2),

etsilonnote v =vT +v- et T=7"+7" celadonner =vourt=—v—2,
le premier cas donne directement (1) au vu de la relation (x). Si on suppose
maintenant

(#5)T = —v — 2,

alors en calculant (x) 4 (#x) et (%) — (x*) on obtient

27T = =207 + 2k — 2 et

97 =t 42k 42,

ce qui donne (2). O

Récapitulatif Dans ce qui précéde, on a supposé que V était un g-module
simple, admettant un poids pour h et on a déduit que V' était de la forme
U(vt,v™), V(A) ou V()). Inversement on a

1. U(vt,v™) est irréductible si et seulement si v C\Z et v~ C\Z.
2. V() est irréductible si et seulement si A € C\N
3. V()) est irréductible si et seulement si A € C\N.

Pour le vérifier il suffit d’observer ker(e*) et ker(e™). En précisant toute fois
que si W est un sous-module de V, alors W contient un vecteur vg. En effet soit

v €W tel que
v = Z Oéj’Uj.
Jj<n
alors il existe S € C tel que hv — Sv est un vecteur de taille au plus n — 1 non nul
(car on suppose n > 1 dans la base (v;)). On continue par récurrence jusqu’a
obtenir un vecteur de taille 1, qui est donc dans W.

3.2 Les modules associés a la série principale

On revient maintenant a I’étude de G = SL(2, R). Soit H une représen-
tation unitaire de G. Comme on ’a vu une telle représentation est en parti-
culier une représentation unitaire de K ~ S', qui admet donc au moins une
sous-représentation de dimension 1 engendré par un certain v € H. Ainsi le
générateur infinitésimal de K qui est :

0 —1
= 0)
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admet v pour vecteur propre dans la représentation H> de g, avec pour valeur

. . 0 — .
propre in ol n est entier. En posant k = <z OZ), on obtient

kv = nv.

On note maintenant

1 —
- _ 1

Les vecteurs k, nt et n~ forment ainsi une base de g vérifiant

[k,nT] =2n",
[k,n"]=—-2n",
[nt,n"] =k.

Ces relations nous montrent qu’il existe un automorphisme de ’algébre de Lie
g qui envoie la base (h,e™,e™) sur la base (k,n",n™) et on peut appliquer les
résultats vu précédemment pour les g-modules a cette base. Note : Dans la
suite, les modules on désignera par U(v*,v~) et V(A) les modules relatifs a la
base (k,n™,n™). Qui sont donc des (g, K)-modules.

Soit ¢ un caractére de A et et H, la représentation de G de la série principale
telle qu'on I'a vu précédemment. On rappelle que les g-modules associés aux
représentations H;f = Indgl @pet H, = Indg —1® ¢ sont

Vi ={f € C®(G/N), f(kaN) = (¢ +8)(a) " f(kN) et f(~k) = f(k)},
VZ={f € C*(G/N), f(kaN) = (¢ + 0)(a) " f(kN) et f(—k) = —f(k)}.

On se propose de décrire un peu plus explicitement ces ensembles pour étudier

les (g, K)-modules associés. Observons qu’on a le difféomorphisme suivant du
fait que G/N s’identifie naturellement & K x A

G/N =K x A — R*\{0}

(COS& sm9> (8 uol) —(ucos 6, usinf).

sinf  cos@

Soit alors s = 1 + it tel que ¢ (g u(_)l

> = u'. On définit

Vi ={f € C®(R*\{0}), f(ucosf,usind) = u*f(cos,sinf), f(-z)= f(z)},

Ve ={f € C®(R*\{0}), f(ucosh,usinf) = u"°f(cosh,sinb), f(—z) = —f(z)}.

On munit ces espaces de la structure de représentation de G définie par
(9-N)(w) = flg~" ),

ot G agit sur R?\{0} par restriction de I'action naturelle sur R%. On est natu-

rellement amené & noter
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VeE=VipV?,
VeE=Via Vs,

On a alors une application ¥ : V¥ — V? telleque
. P R
(W f)(ucos,usind) = f (u cost —u 51n0>.

usinf  u~'cosf

L’opérateur W est clairement un isomorphisme et on a U(Vy) = V7 et ¥(V?) =
Vs.

C’est également un morphisme de représentation. Pour vérifier cela on observe
d’abord que

(Z Z) (ucos®,usinf) = (aucosf + bu~'sin 6, cucos 6 + du~! sin 0).

Si on note alors ¢ et r tel que
(aucosf 4+ bu~' sin @, cucosd + du~' sin@) = (r cos ¢, r sin ¢),

on a
a b\ (ucos® —ulsind N — [ cosf + bu~tsinf N
¢ d) \usind u"lcosd ~ \cucosf +du=tsinf

:<rc.os¢ *)N

rsing x

_ (rcos¢ —r7lsing N
T \rsing r~lcoso '

ou la derniére ligne est dte au fait que l'application K x A — G/N est

b .
d) , on obtient

_ 71 . .
Ui f) (ucos@ U sm@) N=rf ((S;i)jz squ) N

using u"'cosé cos ¢
=r~*(Vf)(cos ¢,sin ¢)

-1
=g VS
Cela nous donne donc un isomorphisme de g-modules entre VI et V;*. Et de la
meéme fagon on a un isomorphisme entre V" et V;~. Dans un premier temps on
calcul 'action de h, et et e~ sur V. Soit f € Vs,

d 0 ¢
@ =g (g o)Hew

d 0 —t
= %H:Of (0 0) (J?,y)

d
= %t:of(x —ty,y)

= —y%(ﬂc,y).

Ainsi, comme opérateur de V,, on a et = —ya%. On obtient de méme e~ =
—xa%. On déduit alors 'opérateur associé a h par le calcul :

. o a
injective. Ainsi si on note g = (C
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o 0 o 0 0 0

[—y%, _m@] y@mxé‘y xayyax

02 0 0?
:y87y+yx8x7&/_m87z_xym
0 0
—ya—y T

1o}

Donc dans cette représentation, h = ya% — Xy

Notons maintenant, pour n entier

 (ucosf,usin@) = u %™,
n,s )

L’action de kg sur f, s est facile & calculer :

fofos(uwcont uwsing) = (5t S0 Sucosdusing)

B dd¢’|¢of (Z?r? Z) ci?ﬁ) (wcosf, usin6)
_d
- @Mﬁ:o
_d
- %Iaﬁ:o

s 4 ino4e)
¢ jy=0

= inu" %™,

f(u(cos ¢ cosf — sin ¢ sin 0), u(sin ¢ cos § — sin ¢ cos 9))
Fluwcos(8 + ¢), usin(8 + 9))

=Uu

Et donc
kfn,s = nfn,s~

Ainsi les (g, K)-modules assossiés a V. et V* sont

Vik= P Cfus

n pair

Vie= P Ctfu.

n impair

Pour le calcul de l'action de n™ et n™, on observe qu’en prenant (z,y) =
(ucosf,usinf), on a
frs(x,y) =u"*(cosf +isind)"

— U—S—Tl(

wcosf + jusing)"
=22+ y2isin(m +iy)".
Pour (z,y) € R*\{0} et en notant r = y/z2 + y2, cela donne
fos(@,y) =727 (@ +iy)"
On a alors

Ofns
ox

(z,y) =nr~*""(x+ z’y)"_1 +x(—s — n)r_s_”_z(x +1y)",
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afn,s

(z,y) = inr— 5" (z +iy)" "+ y(—s —n)r T2 (x +iy)™.

dy
On a2n™ =h+i(et +e7) et donc 2n™ agit sur V; par opérateur
—xi +y - z(m2 + 3)
oz yay Oy Yoz’

Ce qui donne
20 fo(m,y) = — nar ™ Tz +iy)" Tt — 2 (—s — n)r T (@ iy)"

+inyr* T @ +iy)" T Yt (—s =) T R (@ 4 iy)"
+nar @ +iy)" T —dry(—s —n)r T2 (2 4 dy)"
x+iy)" "t —izy(—s — n)r ST 2 (x4 iy)"

—inyr°7"(

=(n+s)r " (g +iy)(x +iy)"
:(n + 5)fn+2,8(x’ y)

On procéde de méme pour n~ pour finalement obtenir

kfn,s = nfn,s
W fus(@y) = (5 D farza@y)
W fus(@y) = (5 = Dfarzas@y)

Si ’on récrit les deux derniére ligne de la fagon suivante :
S
nt fons(z,y) = (n+ §)f2(n+1),s($7y)a

_ 5
n f2n,s(xay) = (TL - §)f2(n+1),s(xay)~
Cela nous montre que V7 ;- est isomorphe au (g, K')-module U(3, §). De méme
avec

s+ 1
n+f2n+17s(m7y) = (n + T)fZ(nJrl),s(xay)a
_ s—1
n” foni1,s(7,y) = (n — ?)fQ(nH),s(ﬂ%y)

on voit que V* ;- s’identifie a U(=H, =51,

!’
Théoréme 3.9. Deux représentations G de la série principale HS et HS, sont
équivalentes si et seulement si v = 1" et 0 = o’.

Remarque : On rappelle, pour éviter les confusions, que v est la représen-
tation de l’algébre de Lie a = R associée au paramétre it lorsque s = 1 + it.

Démonstration. La condition ¢ = o’ est évidemment nécessaire. Soit s,s" € C

’

)
RN L . . . /
associés a p, p’, H;‘ et H; sont équivalents si et seulement si U(3, 3) = U(%, %),
ce qui est équivalent a

+

s s & s s
A T AR CA )
5 2+20u2+ (=+—2)

N | »

Et puisque s =1 + it et s’ = 1 + it’, cela donne

t=t out=—t.
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Si maintenant U(sgl, Sgl) ~ U(s,i1 yT_l) on a

2 2 2 2
ou
s+1 s-—1 s+1 -1
+ =— — — 2.
2 2 2 2
Ce qui conduit au méme résultat que précédemment. O

Il sera utile dans la suite d’avoir la formule explicite pour les morphismes de
représentations, on les calcule dans ce qui suit.

Soit Sy : U(454, ity — U(152, 154 un morphisme de g-modules. On note
(vj)jez une base de U(12, 1) et (w;) ez une base de U (52, 15i) telles que
nto; = (B )4, j € Z
nov; = (1+i2tij )’Uj_l, j cZ
k"Uj = 2jvj, jEZ
et
n*wj = (1_?+j )’U)j+1, ] cZ
nmwy = (S, | e
k'wj = 2j’UJj, ] € Z

Sy conserve les poids de k, pour tout j € Z il existe donc A; € C tel que
Tsv; = A\jw;. On a
Stn+vj = n+Stvj
1+it+j 1—it+j

)‘J‘+1(T)Uj+1 =j (f)wjﬂ
1—idit+j
Migq = — I,
T it
—it+J
)\jfl = f)\j
it+7

On peut par ailleurs choisir Syvg = wg quitte & multiplier Sy par un scalaire.
Ainsi :
1—-dt)(1—dt+1) (1—it+y)

Sov; = iS00
A A I Y s s R CarT e e Mg
—it , (—it + ) .
¥ it—u—lﬂz ) t+g) 7

On note alors fi 4+ = A; les fonctions de ¢ obtenues ci-dessus.

En reprenant ces calculs pour un morphisme de g-modules R; : U(% +
1, %) = U(5t 41, 52) on obtient les fonctions & _ sous la forme
(it+1) (it + j)
(—it+1) (=it +7)

Rt’l)j =
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3.3 Unitarisabilité des (g, K)-modules

Dans ce paragraphe on va donner une liste exhaustive des classes d’équiva-
lences de représentations unitaires de G. Soit (H, < .,. >) une représentation
unitaire de GG, on rappelle que

< au,v >+ <wu,zv >= 0Wu,v € H®, Vx € go

C’est le cas de k, en effet on a
k* = (—iko)" = k*.

Définition 3.10. Soit V un g-module, on dit que V' est unitarisable s’il existe
un produtt scalaire sur V' tel que

< zu,v >+ < u,zv >= 0Vu,v € V, Vx € go.

Si V est également une représentation de G, alors on peut définir sur le
complété V de V par rapport & < .,. > une unique structure de représentation
unitaire de G. Dés lors H est une représentation unitaire de G si et seulement
si H* est un g-module unitarisable. La classification de tous les g-modules uni-
tarisables munis d’une structure de représentation de G nous permettrait donc
la classification de toutes les représentations unitaires de G.

Lemme 3.11. Soit v, v~ € C\Z avec v* — v~ € Z. Le module U(v™,v™) est
unitarisable si et seulement si

4 +og

4 _ _(U +])7 > 0.

aj+1 jH+1—-v—

Démonstration. Supposons que U (v, ™) est unitarisable avec un produit sca-
laire < .,. >. On pose
a; =< v,V >

Comme on ’a vu, k est auto-adjoint, si n # m on a donc
< Up, Uy >= 0.

On a également

nt* = %(h +i(et +e7)) = —-n"
Ce qui donne pour j € Z
" +iajer = (W +J) <vjt1, 0541 >
=< ’17,+’Uj7’l)j+1 >
=—<< vj,n_vj_H >
=—(+1-v)ay

Ansi puisque aj,a;4+1 > 0on a

. + g
- .(V +J)7>0.
aj+1 jH+1—-v—
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Réciproquement, si on a cette relation de vérifiée, on pose ag = 1 et on définit
les a; pour tout j € Z par récurrence a partir de la relation

P A )
= —— 2
J J+ j+1—v-

On définit maintenant une forme sesquilinéaire <.,.>> par

< V5,05 > =a; Vi eZ
<, Vm > =a; Vj#£m
On a a; > 0Vj € Z donc < .,. > est un produit scalaire. Finalement en
reprenant 1’égalité
" +i)ajer = (W +J) <vj1, 0541 >
=< ’17,+’Uj7’l)j+1 >
=—<v;,Nn Vi1 >
=—({+1-v)ay
On obtient que n™* = —n~. Pour finir on a < kvj,v; > + < v;,kv; >=<
—ikovj,v; > + < vj, —ikov; >= 0. Et tout combinaison linéaire d’éléments
anti-auto-adjoint l'est aussi. U(vt, v ™) est unitarisable.
O

Proposition 3.12. Soit v, v~ € C\Z avec vt —v~ € Z. Le module U(v*,v™)
est unitarisable si et seulement si l'une des deux conditions est réalisée

vt 4= =1.

vt €R et il eviste | € Z tel que v~ — 1 et —vT sont dans |l — 1,1].

Démonstration. D’apreés la relation précédente

5 ((*ﬂ) 0,
j+1l—v—
R (M> > 0.
j+1—v~—
Ainsi
(v +47)(j+1—-v7))=0. Ce qui donne
G+DSvT — (RS + R Swt) —iSvT > 0.
J(SrT =S ) =S (Rt - 1) + RSt
et ce résultat est valable pour tout j donc (Svt — Sv~) =0 et
S (RvT —1)+ R Svt=0et Syt =Qv.
D’ou
vt (vt + Ry —1) =0,

Ce qui laisse les cas
(Rvt+Rv-—1=0

(1)t =Qv~ =0

41



Le cas (i) donne bien v+ +v~ = 1. Pour le cas (ii), on a j(ilflf), > 0. On obtient
donc que v +j et j +1 — v~ sont du méme signe pour tout j, ce qui donne la

seconde partie du théoréme. O

3.4 La série discréte

On s’intéresse maintenant aux g-modules de la forme V()) et V()). Pour
qu’un tel module corresponde & une représentation de G, il faut nécessairement
qu’il ait des poids entiers pour kg et donc que A € Z. On traite 'unitarisabilité
de ces modules de la méme fagon que précédemment.

Proposition 3.13. Soit n € Z. Le module V(n) est unitarisable si et seulement
sin > 1.

Démonstration. Supposons que V' (n) est unitarisable par rapport & un produit
scalaire < .,. >. On pose alors pour j > n

a; =< v,V >.

On obtient pour j > n

aj+1 =< 71+’Uj,’l)j+1 >

=a;.j(n+j—1).
donc pour tout j > n, on a j(n+j — 1) > 0. On en déduit que n > 1 Pour
démontrer la réciproque, on suppose n > 1 et on pose a, = 1 et on définit a;
pour tout j > n par la relation

ajr1 = j(n+j—1a;.

On construit un produit scalaire <, > avec les relations

<vj,v; >=a; Vj>n

<5,V >=a; Vj#Em

On peut vérifier de la méme fagon que les éléments de gg sont anti-auto-adjoints.
O

De facon identique on a

Proposition 3.14. Soitn € Z. Le module V (n) est unitarisable si et seulement
sin < —1.

Il existe par ailleurs pour tout n € Z\{0} une représentation unitaire H,, de
G dont le (g, K)-module est isomorphe & V(n) sin > 1 ou V(n) sin < —1. Pour
le voir on a deux méthodes. Soit on construit une représentation H, non unitaire
et on peut faire cela en généralisant I'induction & des représentations de A non-
unitaires. Puis construire un produit scalaire adapté. On peut aussi directement
trouver une sous-représentation de la représentation adjointe L?(G) : Les calculs
sont faits dans [5] p.179-181. Cela permet de montrer que ces représentations
sont de carré intégrable, ce qui justifie lappellation « série discréte ».
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3.5 Le dual unitaire tempérée de SLy(R)

Finalement, la classification que I'on a fait précédemment des représentations

tempérées de SLs(R) et de leurs (g, K)-modules est exhaustive. On peut donc
décrire le dual unitaire réduit de SL2(R).
On a traité le cas des modules U (v, v7), V(n) et V(n), qui sont les seuls (g, K)-
modules de dimension infinie. Il existe par ailleurs des modules de dimensions
finies, mais SL2(R) n’admet aucune représentation unitaire de dimension finie
(non triviale). Il faut enfin rajouter les deux propositions que 1'on admet

Proposition 3.15. Les représentations de la série principale de SLo(R) sont
tempérées.

Proposition 3.16. Il n’existe aucune représentation tempérée de SLo(R) dont
le (g, K)-module associé soit isomorphe a U(v',v™) tel qu’il existe | € Z tel que
v™ —1 et —vt sont dans ]l — 1,1].

Avec ces résultats, on peut donner une liste exhaustive des éléments de G,.

Théoréme 3.17. (Dual unitaire tempérée de SLo(R)) Les représentations uni-
taires tempérées irréductibles (o équivalence pres) de SLa(R) sont

1. La représentation triviale,
2. Les représentations de la série principale paire HY pour ¢ € /1,
3. Les représentations de la série principale impaire H? pour ¢ € fl,

4. Les représentations de la série discréte Hy, pour n € Z\{0}.
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