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Résumé

Les réseaux d’ordre séquentiel supérieur sont une classe de réseaux qui
intègre des « nœuds-mémoires » afin de prendre en compte les interactions
pouvant exister dans des données séquentielles (traces), par opposition aux
réseaux dits d’« ordre 1 » qui ne prennent en compte que les relations di-
rectes. Dans cet article, nous donnons un aperçu de ce concept en détaillant
leur construction et les techniques de fouille (graph mining) qui peuvent être
employées. Nous présenterons le paquet Python honyx 1, qui rassemble des
algorithmes présents dans la littérature. Nous proposons un didacticiel sur
son utilisation à travers un cas d’étude portant sur les itinéraires de vols
commerciaux aux États-Unis. Nous abordons également certains des défis
et des orientations futures dans ce domaine.
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Abstract

Sequential Higher-order networks are a class of graphs that incorporate
“memory nodes” in order to take into account the indirect interactions that
can exist in sequential data. They differ from so-called “order 1” networks,
which only take direct relationships into account. In this article, we provide
an overview of this concept, detailing their construction and the mining
techniques that can be employed. We present the Python package honyx,
which contains algorithms already available in the literature. We propose
a tutorial on its use through a case study of commercial flight itineraries
in the United States. We also discuss some of the challenges and future
directions in the field.
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1 Introduction

Les graphes et la fouille de graphes (graph mining) sont des outils fon-
damentaux pour la compréhension des réseaux, systèmes complexes com-
posés d’interactions entre un grand nombre d’entités. Rencontrés dans di-
vers domaines, tels que la physique, la biologie et les sciences sociales, les
graphes modélisant ces réseaux sont caractérisés par leurs propriétés topo-
logiques non triviales, telles que la présence de nœuds hautement connec-
tés, la présence d’une structure communautaire ou l’existence de corréla-
tions entre les nœuds. La compréhension de la structure et de l’évolution
des réseaux est cruciale pour de nombreuses applications, comme la pro-
pagation des maladies ou la diffusion de l’information. L’étude des réseaux
complexes est un domaine interdisciplinaire qui s’appuie sur des idées et
des méthodes issues de nombreux autres domaines tels que la physique,
les mathématiques, l’informatique et les sciences sociales. La quantité de
données disponibles ne cessant d’augmenter, la capacité à comprendre et
analyser les réseaux devient de plus en plus importante pour un large éven-
tail d’applications.

Dans certains cas, les données sont séquentielles, c’est-à-dire qu’elles
représentent une suite de changements d’état (on parlera aussi de « sé-
quences » ou de « traces »). L’analyse de réseau peut être utilisée pour étu-
dier les relations entre ces états à partir de ces transitions. Des exemples
courants sont les trajets maritimes (séquences de ports d’escale d’un navire)
ou bien les traces d’utilisateurs sur Internet (séquences des pages Web vi-
sitées). Comme illustration, nous prendrons les séquences artificielles don-
nées dans la figure 1a.

Ces données séquentielles peuvent être représentées par des réseaux 2

dits de premier ordre, ou bien sans-mémoire, qui seront notés FON1 (pour
fixed-order network), modélisant les transitions entre les états A, B, . . . , F .
Les réseaux FON1 sont construits en agrégeant les occurrences entre paires
d’états dans le jeu de données. La figure 1b est le réseau FON1 construit à
partir des données 1a. En prenant pour exemple les états D et E, la proba-
bilité de transition entre les deux états est égale au nombre d’occurrences de
la sous-séquence DE divisé par le nombre total d’occurrences de la sous-
séquence D (les définitions précises sont données dans la section 3.1). Il y
a 6 occurrences de DE pour un total de 18 séquences avec D. Dans ce ré-
seau, on remarque que, partant de D, la probabilité de passer au nœud C,
E ou F est la même. Cependant, dans les séquences, il existe des relations
indirectes. Par exemple, en suivant uniquement le réseau FON1, il serait

2. Bien que la distinction entre le système modélisé (réseau) et l’objet mathématique
(graphe) est importante, nous utiliserons ici « réseau » de façon interchangeable.
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possible d’avoir une séquence CDE, en suivant les relations directes entre
C et D puis D et E. Or, cette séquence n’apparaît pas dans le jeu de données
de base. En ne prenant en compte que les relations d’ordre 1, ou directes,
les relations indirectes sont perdues et les réseaux sont moins fidèles aux
comportements des données séquentielles.

Séquences #
A D E 2
D E 1
B D E 3
D F 2
B D F 4
B D C 3
C D C 3

(a) Tableau de
comptage des sé-
quences S

A

B

C

D

E

F

1

1

1

1
3

1
3

1
3

(b) Réseau d’ordre 1
(FON1)

A AD

B

BD

C CD

D E

F

1

1

1
1

1
3

1
3

1

1
3

4
10

3
10

3
10

(c) Réseau d’ordre 2
(FON2)

A AD

B

C CD

D

E

F

1

1

1
1

1
3

1
3

1

1
3

(d) Réseau d’ordre va-
riable (VON)

FIGURE 1 – Exemple de construction de réseaux à partir des sé-
quences dénombrées en 1a. Pour un ensemble d’états possibles A =
{A, B, C, D, E, F}, nous observons, par exemple, la séquence BDF quatre
fois. Le réseau d’ordre 1 (fig. 1b) est obtenu en prenant les probabilités de
transitions directes. Dans l’état D, il y a une chance sur trois d’aboutir à
l’état E. Les réseaux d’ordre séquentiel supérieur FON2 et VON (fig. 1c et
1d) incluent des dépendances indirectes sous la forme de nœuds-mémoires
(représentés sous la forme de rectangles). L’état D a ainsi 4 et 3 représenta-
tions respectivement.

Les transitions d’un réseau de premier ordre se rapprochent d’un proces-
sus de Markov traditionnel, où l’état futur d’un système dépend uniquement
de l’état actuel, et non des états précédents. C’est la propriété de Markov.

4



L’hypothèse que les relations entre états sont markoviennes a été étudiée
et remise en question (Chierichetti, Kumar, Raghavan, & Sarlos, 2012 ; Ros-
vall, Esquivel, Lancichinetti, West, & Lambiotte, 2014). Dans les réseaux
cités plus haut, les interactions entre les entités seraient ainsi plus com-
plexes et impliqueraient des dépendances séquentielles. La perte d’infor-
mation liée à l’utilisation de réseaux de premier ordre peut avoir un impact
sur les résultats obtenus par les outils de fouille appliqués aux réseaux (al-
gorithmes de centralité ou de clustering) (Xu, Wickramarathne, & Chawla,
2016 ; Rosvall et al., 2014). Nous illustrerons cette différence par un cas
d’étude basé sur des données réelles.

Pour représenter ces interactions d’ordre supérieur, les chercheurs ont
développé le concept de réseau d’ordre séquentiel supérieur (Torres, Ble-
vins, Bassett, & Eliassi-Rad, 2021). Ces réseaux d’ordre séquentiel supé-
rieur ont pour particularité d’inclure les relations indirectes. Les figures 1c
et 1d sont respectivement des exemples de réseau d’ordre fixe et d’ordre va-
riable. Des « nœuds-mémoires » encodant les dépendances indirectes sont
inclus au réseau. Ces nœuds sont à lire comme suit : AD est une repré-
sentation d’ordre 2 de D, et correspond à l’événement « être dans l’état
D après l’état A ». Le réseau en figure 1c inclut toutes les sous-séquences
(suivies d’un autre symbole) d’ordre inférieur ou égal à 2 présentes dans
les séquences d’entrée. Le réseau de la figure 1d permet de faire un choix
entre les sous-séquences. Cette différence sera expliquée en détail dans la
section 3. Dans notre exemple, l’ordre maximal des réseaux est de 2. Ce-
pendant, il serait possible, si le jeu de données le permettait, d’avoir des
ordres plus grands. Si remonter k étapes en arrière permet de révéler des
interactions non présentes dans les ordres inférieurs, alors il serait possible
d’avoir un réseau avec des nœuds d’ordre k.

Malgré les nœuds-mémoires ajoutés, les réseaux d’ordre séquentiel su-
périeur restent des graphes de même nature que les réseaux d’ordre 1 i.e.
en omettant les labels, les graphes des figures 1c et 1d sont des graphes
dirigés et pondérés « classiques ». Des algorithmes de fouille (graph mining
algorithms) pourraient ainsi y être directement appliqués (Xu et al., 2016),
même si, comme nous allons le voir, certaines adaptations sont nécessaires.

Il existe de multiples façons de construire un réseau d’ordre séquentiel
supérieur. Différents modèles ont été étudiés dans la littérature sur ce sujet
relativement récent, le but étant de trouver le meilleur modèle qui repré-
sente les données de façon fidèle (cette notion sera discutée dans la sec-
tion 3.1). Il s’agit d’un compromis entre la fidélité aux données et la taille
du réseau, ce dernier ne doit pas être excessivement grand, afin de faciliter
ou simplement permettre l’utilisation finale de ce genre de réseau.
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Nous ferons dans cet article un état de l’art sur les méthodes existantes
pour construire et analyser les réseaux d’ordre séquentiel supérieur. Dans
un premier temps, nous discuterons de l’utilisation de la terminologie « ordre
supérieur » et de la place qu’occupent les réseaux d’ordre supérieur dans la
littérature. Nous proposerons ensuite des définitions formelles des réseaux
d’ordre fixe, FONk et des réseaux d’ordre variable, VON. Nous présente-
rons le paquet Python honyx permettant de comparer différents modèles.
Afin d’illustrer l’intérêt de notre outil, nous utilisons un cas d’étude sur les
itinéraires de vol de passagers aux États-Unis. Une tâche est notamment de
savoir si la prise en compte des dépendances indirectes affecte le résultat
de l’algorithme de centralité PageRank. Nous finirons par une discussion
sur les limitations et les enjeux de l’étude de ce genre de réseaux.

2 Contexte et utilisations

Dans cette section, nous préciserons la terminologie d’ordre supérieur.
Celle-ci peut recouvrir plusieurs concepts existant en analyse des réseaux.
Nous discutons ensuite des domaines d’application de ces objets issus de
la littérature.

La notion d’« ordre supérieur » est employée pour désigner des concepts
différents. Eliassi-Rad, Latora, Rosvall, et Scholtes (2021) définissent les
« réseaux d’ordre supérieur » comme tous les réseaux conçus pour captu-
rer davantage que les relations dyadiques (entre deux entités). Les relations
pouvant inclure plus de deux entités que sont les relations de co-autorat
(Battiston et al., 2020) sont un exemple notable. Dans ce cadre, la trans-
formation de ces relations en graphe simple représente une perte d’infor-
mation. Par exemple, un article de trois auteur·rices ou trois articles entre
chaque paire d’auteur·rices ajouteront dans les deux cas une 3-clique au
graphe. Un hypergraphe peut être utilisé pour encoder ces relations sans
perte d’information. Les dépendances séquentielles sont un autre exemple
de relations dépassant les relations dyadiques. Afin d’éviter les confusions
entre ces concepts, nous utilisons le terme « réseaux d’ordre séquentiel su-
périeur » pour parler des réseaux construits à partir de séquences. Dans le
cas de modèles plus spécifiques tels que les réseaux d’ordre fixe ou d’ordre
variable définis dans la section 3, nous n’emploierons pas l’adjectif « sé-
quentiel ».

Les champs d’application des réseaux d’ordre séquentiel supérieur sont
larges. Notons tout d’abord que les données séquentielles se démarquent
des données temporelles. En effet, pour ces dernières, l’instant où un chan-
gement d’état est observé ou bien la durée entre deux événements sont des
dimensions essentielles tandis que c’est principalement l’enchaînement des
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états qui importe dans le cas des données séquentielles. Beaucoup de don-
nées de déplacements ou de flux géographiques sont concernées. Dans le
cas des échanges maritimes (Ducruet & Notteboom, 2012 ; Kaluza, Kölzsch,
Gastner, & Blasius, 2010), les séquences correspondent aux ports dans les-
quels des navires de type porte-conteneurs font successivement escale. Dans
ce cadre, la durée de l’escale ou de navigation entre escales sont des infor-
mations non considérées. L’utilisation de réseaux d’ordre supérieur permet
notamment, pour cette application, l’étude de la propagation d’algues ou
de micro-organismes transportés dans les eaux de ballast entre différentes
régions du globe (Drake & Lodge, 2004 ; Xu et al., 2016). Les séquences
de « déplacements » peuvent également s’envisager dans un espace numé-
rique. Les réseaux d’ordre supérieur ont ainsi été utilisés afin de mieux
prendre en compte les dépendances séquentielles observées dans les pra-
tiques de navigation sur le Web (Chierichetti et al., 2012 ; Rosvall et al.,
2014). Notons que la différence entre séquentiel et temporel n’exclut pas
une réflexion sur les durées séparant les événements. Ainsi Scholtes (2017)
construit des séquences d’échanges entre personnes à partir de données de
courriels en utilisant un seuil de durée pour différencier les conversations
sur le même sujet.

Enfin, l’utilisation de données séquentielles dans les réseaux d’ordre
supérieur doit être distinguée de l’« analyse de séquences » (sequence analy-
sis). Dans cette dernière, les individus sont définis par une séquence d’états.
Une application possible consiste à utiliser des mesures de distances entre
ces séquences (Studer & Ritschard, 2015) pour en déduire des classes d’in-
dividus. Ces techniques sont notamment utilisées dans le cadre de l’étude
des évolutions de composition socio-professionnelle de quartiers (Rivière,
Madoré, Batardy, Garat, & Raimbault, 2021) ou encore des « parcours de
vie » (Robette, 2011).

L’analyse de séquences incorpore des dimensions temporelles, à savoir
la durée passée par l’individu dans un état donné ou l’instant du pas-
sage dans cet état (avec une ligne temporelle souvent discrétisée). Dans
un ouvrage sur le présent et le futur de l’analyse de séquences, Cornwell
(2018) présente la construction et l’analyse de Sequence-Networks. Dans cette
construction, les nœuds du réseau correspondent à un couple (t, s) où t est
une date (sur une trame temporelle discrète) et s est un état. Les liens cor-
respondent à des paires (t, s) → (t + 1, s′) comptant le nombre d’individus
étant passés de l’état s à l’état s′ entre t et t + 1. L’auteur suggère que des
propriétés de ce graphe temporel (puisque les nœuds sont associés à un
temps ou une période donnée) peuvent être pertinentes « en complément »
de l’analyse de séquences. Cette construction doit donc être distinguée des
réseaux d’ordre supérieur étudiés ici car, premièrement, elle inclut la di-
mension temporelle et, deuxièmement, seules les transitions directes sont
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comptabilisées. Cependant, Cornwell suggère qu’inclure des « transitions
d’ordre supérieur » (i.e. entre t et t + 2) pourrait être pertinent. Ainsi, mal-
gré la différence des dimensions prises en compte dans les séquences, nous
pensons qu’un rapprochement entre l’analyse de réseaux d’ordre séquen-
tiel supérieur et l’analyse de séquences est une perspective prometteuse.

3 Modèles de réseaux d’ordre séquentiel supérieur

Nous donnons ici une définition formelle des réseaux d’ordre séquen-
tiel supérieur et des concepts qui y sont liés. Nous discuterons en particu-
lier deux modèles : les réseaux d’ordre fixe (notés FONk) et d’ordre variable
(notés VON). Enfin, nous évoquerons différentes utilisations de ces réseaux.

3.1 Définitions

Nous donnons ici des définitions préliminaires qui permettront une
meilleure compréhension du sujet.

Définition 1 (Séquences). Pour un ensemble d’états donné A, une séquence est
une suite finie d’états de A i.e. s = σ1σ2 . . . σm.
Un jeu de données est un multi-ensemble de séquences S sur les états de A (une
même séquence peut être observée plusieurs fois).
L’ordre de la séquence s est sa longueur et est noté |s|. Nous utilisons la notation
c(s) pour désigner le nombre d’occurrences de la sous-séquence s dans S.

Dans l’exemple donné en figure 1a, on a A = {A, B, C, D, E, F} et S =
{ADE, ADE, DE, BDE, BDE, BDE, DF , DF , BDF , BDF , BDF , BDF ,
BDC, BDC, BDC, CDC, CDC, CDC} pour la séquence s = BD d’ordre
2, on a ainsi c(BD) = 10 car la sous-séquence BD apparaît bien 10 fois
(notons qu’elle ne correspond pas forcément à une séquence complète).

Définition 2 (Suffixe et préfixe). Pour une séquence donnée s = σ1σ2 . . . σm,
la séquence s′ est appelée suffixe de s si les |s′| derniers états de s forment la sous-
séquence s′. De plus, on dira que s′ est un préfixe de s si les |s′| premiers états de
s forment la sous-séquence s′.

Par exemple, la séquence BDF admet BDF , BD ou B comme préfixes
et BDF , DF ou F en suffixes.

Un modèle séquentiel est une estimation construite à partir du jeu de
données de la probabilité d’observer un état donné en tenant compte des
états précédents. Dans l’exemple de la figure 1, partant de l’état C pour
aller en D, on veut savoir la probabilité de revenir en C. Les modèles étu-
diés vont exclusivement utiliser l’information séquentielle et aucun autre
prédicat. Ces modèles séquentiels ne sont pas exhaustifs : les probabilités
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de transition ne sont définies que pour certaines sous-séquences appelées
contextes. Sans perte de généralité, on considère qu’un modèle séquentiel
correspond à un ensemble de contextes associés à des probabilités de tran-
sition définies comme suit.

Définition 3 (Probabilité de transition). Pour une séquence s donnée et un
modèle séquentiel M, la probabilité de transition vers l’état σ ∈ A sachant les états
précédents s est :

PM(σ|s) = c(s∗σ)∑
σ′∈A c(s∗σ′) (1)

où s∗ est le plus grand contexte suffixe de s dans M. On note également PM(.|s) =
[PM(σ|s)]σ∈A la distribution de probabilités des états possibles après la séquence
s. Le point ’.’ correspond à un état quelconque.

La probabilité de transition donnée dans l’équation 1 correspond au
nombre d’occurrences de s∗σ sur le nombre d’occurrences de s∗ observées
dans S suivi par d’autres éléments (i.e. on ignore les fois où s∗ apparaît à la
fin d’une séquence).
Si le modèle noté M1 n’inclut comme contextes que les séquences d’ordre
1 (i.e. les états de A) alors la probabilité PM1(C|CD) d’aller en C sachant
qu’on a visité C puis D est donnée par PM1(C|CD) = PM1(C|D) = 6

18 = 1
3 .

Ce modèle ne va pas utiliser d’informations précédentes hormis le dernier
état visité. Notons les distributions de probabilités obtenues

PM1(.|CD) = PM1(.|D) =
[
0, 0,

1
3 , 0,

1
3 ,

1
3

]
i.e. si A = {A, B, C, D, E, F} alors les seuls états possibles après D sont C,
E et F avec la même probabilité.

Comme pour n’importe quel modèle statistique, on peut évaluer la pré-
cision de M i.e. sa capacité à correctement prédire des séquences. Il est éga-
lement possible de parler de fidélité aux données. Ainsi, le modèle M1 aura
2 chances sur 3 de se tromper s’il lui est demandé de prédire l’état sui-
vant CD. La précision peut être calculée en utilisant différentes méthodes
d’échantillonnage courantes en statistiques et en apprentissage (machine
learning) e.g. séparer le jeu de données en deux parties ; une partie utili-
sée pour construire M et une autre pour calculer la précision de M . Cette
précision sera équivalente à la capacité d’une marche aléatoire sur un ré-
seau construit à partir de M (voir définition ci-dessous) à bien simuler le
jeu de données séquentielles modélisé.

Définition 4 (Réseau d’ordre séquentiel supérieur). Étant donné un modèle
séquentiel M, le réseau d’ordre séquentiel supérieur G = (V, E) représentant M
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est un graphe orienté pondéré où chaque sommet de V , appelé nœud-mémoire cor-
respond à un contexte de M . Par simplicité, on considère le sommet et le contexte
comme un même objet. On parlera ainsi de l’ordre (longueur) d’un nœud-mémoire.
Soit σ ∈ A et un contexte s de M pour lesquels PM(σ|s) > 0, E inclura un arc
(s → s∗σ) de poids PM(σ|s) où s∗ est le plus grand suffixe de s dans M. Par
exemple, si s = abc et s∗σ = bcσ sont des extensions pertinentes de la séquence
c et σ respectivement alors le graphe contiendra l’arc s → s∗σ si abcσ ̸∈ M et
P M (σ|s) > 0.

Le réseau donné en figure 1b correspond au réseau d’ordre 1 pour les
séquences 1a et est appelé FON1. Comme dit plus haut, on voit que, pour
cet exemple, ce modèle ne permet pas de reproduire les dépendances indi-
rectes existantes dans les données. Les réseaux d’ordre séquentiel supérieur
définis par la suite vont ainsi s’opposer à ce premier modèle dans le sens où
ils utiliseront des nœuds avec un ordre supérieur à 1. Notons que le modèle
FON1 reste un modèle possible. En particulier, s’il n’existe effectivement
pas de dépendances indirectes, c’est le modèle le plus simple pour rendre
compte des transitions entre états.

Ces réseaux sont dit stochastiques car le poids des arcs sortants défi-
nissent une distribution sur les états suivants possibles. Une marche aléa-
toire sur ce type de graphe consiste à passer d’un nœud à l’autre en utilisant
ces poids pour déterminer le prochain saut. On dit ainsi qu’une marche
aléatoire sur le graphe FON1 est « sans-mémoire » : on considère qu’une
fois arrivé en D on « oublie » être venu de C ou que, implicitement, cette
information n’est pas pertinente (hypothèse de Markov mentionnée plus
haut).

3.2 Réseaux d’ordre fixe

La figure 1c représente un réseau FON2. Dans cet exemple, le nœud
d’ordre 1, A, est connecté au nœud d’ordre 2 AD. Une marche aléatoire dé-
butant en A et allant à D va donc indirectement utiliser les probabilités de
transition correspondant aux arcs sortants de AD pour déterminer le pro-
chain état visité. Notons que, dans cet exemple simplifié, les seuls contextes
d’ordre 2 possibles forment tous des représentations de D. De même, FON3
correspondrait au même réseau car il n’y a pas de séquence de longueur
supérieure à 3. En général, les représentations de plusieurs états différents
sont possibles.

Dans la littérature, ces réseaux sont qualifiés de « mixtes » ou « d’ordre
multiple » (Rosvall et al., 2014 ; Scholtes, 2017) car ils contiennent des nœuds-
mémoires d’ordres différents. Toutefois, afin de simplifier les notations,
nous appellerons simplement ce type de réseau « réseaux d’ordre fixe k » ou
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FONk car le paramètre k doit être fixé a priori et est valable pour tout le sys-
tème. L’avantage de ce type de réseau est la simplicité avec laquelle il est
possible de les construire, il suffit en effet d’énumérer les sous-séquences
de longueur inférieure ou égale à k présentes dans le jeu de données en en-
trée 3. Ce sont les réseaux d’ordre supérieur qui furent les premiers étudiés
(Rosvall et al., 2014).

Or, deux problèmes principaux se posent avec le modèle FONk. Le pre-
mier est l’augmentation exponentielle de la taille des réseaux avec le para-
mètre k. En effet, le nombre de contextes de taille k est de l’ordre de O(Nk)
où N = |A| est le nombre d’états possibles. Ainsi le réseau FONk peut être
impossible à construire et encore moins à analyser même pour des valeurs
de k relativement faibles.

Le second problème est le choix de la valeur du paramètre k. Considé-
rons le cas où les séquences analysées ne contiennent pas de dépendances
indirectes. Dans cette situation, utiliser un k > 1 ne devrait en théorie pas
poser de problème d’analyse majeur car les probabilités de transition de la
forme P (.|AD) vont correspondre aux transitions P (.|D) (le problème lié à
l’explosion combinatoire se pose toujours). Les marches aléatoires ne seront
ainsi que peu affectées quel que soit le k choisi. En pratique, cependant, les
probabilités de second ordre ne seront pas exactement semblables du fait
de l’échantillonnage. La question est de savoir si ces différences sont signi-
ficatives ou non. Il peut également être intéressant de savoir quel ordre est
le plus adapté pour une application donnée.

Afin de répondre à ces enjeux, Scholtes (2017) propose une méthode
pour déterminer l’ordre le plus adapté par rapport au jeu de données uti-
lisé. Cette méthode repose sur un test statistique de rapport de vraisem-
blance. Ce rapport correspond au gain de précision (tel que discuté dans la
section 3.1) obtenu en considérant FONk+1 au lieu de FONk. En faisant l’hy-
pothèse que ce changement n’augmente pas la précision, ce rapport suit la
loi du χ2 ayant pour degré de liberté le nombre de probabilités de tran-
sitions supplémentaires à définir. La p-valeur (i.e. la probabilité, sous cette
hypothèse, d’observer un gain de précision au moins aussi grand) est calcu-
lée et comparée à un seuil de significativité γ (généralement fixé à 10−3). En
partant de k = 1, la méthode consiste donc à tester chaque accroissement
de l’ordre. L’ordre optimal k∗ est soit 1 soit le dernier ordre pour lequel
la p-valeur est inférieure à γ (i.e. pour lequel l’hypothèse que la précision
n’augmente pas est rejetée).

3. Les sous-séquences qui ne sont pas suivies d’un état (i.e. qui apparaissent systémati-
quement en fin d’une ou plusieurs séquences) seront ignorées car elles n’apportent rien au
modèle et correspondraient à des puits (nœuds sans arcs sortants) dans le graphe.
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3.3 Réseaux d’ordre variable

Les deux problèmes inhérents aux modèles FON décrits plus haut sont
liés à l’hypothèse qu’il existe un ordre k valable pour n’importe quelle
séquence. Les modèles dits d’ordre variable et notés VON (pour Variable-
Order Network), qui ne reposent pas sur cette hypothèse, permettent d’obte-
nir des modèles plus parcimonieux (i.e. nécessitant moins de nœuds-mémoires)
sans pour autant sacrifier la fidélité aux données d’entrée.

Dans ces modèles, l’idée principale est de conserver uniquement les
nœuds-mémoires qui sont considérés comme statistiquement pertinents.
Reprenons l’exemple de la figure 1, on a P (.|D) = [0, 0, 1

3 , 0, 1
3 , 1

3 ]. Dans le
modèle FON2 (Fig. 1c), on a P (.|AD) = [0, 0, 0, 0, 0, 1, 0]. Autrement dit, le
seul état possible après D en venant de A est l’état E. On peut dire que
AD est un contexte pertinent par rapport à D car il ajoute de l’information.
Au contraire, on a P (.|BD) = [0, 0, 3

10 , 0, 3
10 , 4

10 ], ce qui est très proche de
P (.|D) ; la séquence BD ne semble donc pas ajouter beaucoup d’informa-
tion. Ne conserver que les contextes pertinents conduit à obtenir le réseau
d’ordre variable illustré en figure 1d.

Les premiers auteurs à avoir étudié l’application des réseaux d’ordre
variable ont utilisé la divergence de Kullback-Leibler DKL afin de quantifier
la différence entre distributions d’états :

DKL(P ||Q) =
∑
σ∈A

P (σ) log2

(
P (σ)
Q(σ)

)
(2)

pour deux distributions P, Q sur l’ensemble A. Cette mesure, très courante
en statistiques et en théorie de l’information, indique quelle quantité sup-
plémentaire d’information (en bits) est obtenue lorsque P est utilisé alors
que Q est déjà connu. Elle est ainsi proche de 0 quand les deux distributions
sont similaires. Nous avons, pour notre exemple, DKL (P (.|AD)||P (.|D)) =
1.5849 et DKL (P (.|BD)||P (.|D)) = 0.014.

Xu et al. (2016) ont proposé de comparer cette divergence à un seuil α
fixé par l’utilisateur. Ainsi le problème de définition d’un ordre donné des
modèles FON devient maintenant le problème de fixation de ce seuil défi-
nissant cette « pertinence statistique ».

Par la suite, Saebi, Xu, Kaplan, Ribeiro, et Chawla (2020) ont proposé
une fonction de seuil dépendant du nombre d’occurrences d’une séquence
et de son ordre. Une séquence s′ est jugée pertinente par rapport une sé-
quence s suffixe de s′ si

DKL

(
P (.|s′)||P (.|s)

)
>

|s′|
log2(1 + c(s′)) (3)
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Cette fonction de seuil est croissante avec l’ordre mais décroissante avec
l’ordre de grandeur du nombre d’occurrences de s′ (l’ajout de 1 permet
d’éviter un dénominateur nul dans les cas où c(s′) = 1). Ainsi, une sé-
quence sera plus facilement jugée pertinente si elle est souvent observée et
qu’elle n’est pas trop longue. Dans notre exemple, la séquence AD est signi-
ficative car ce seuil vaut 2

log2(3) = 1, 2618. En revanche BD ne l’est pas car
le seuil vaut 2

log2(11) = 0, 5781, ce qui est inférieur à la divergence calculée
précédemment. La définition de Saebi et al. (2020) ne requiert pas de para-
mètres mais il faut toutefois noter que la définition de la fonction de seuil
est ad hoc. En effet, il serait également possible de considérer, par exemple,
le double ou la moitié de cette fonction afin d’obtenir des réseaux respecti-
vement plus petits ou plus grands. Les auteurs ont remplacé le paramètre
α par une règle arbitraire bien que validée par des expériences comparant
leur modèle à des modèles d’ordre fixe.

Quelle que soit la définition de « pertinence statistique » utilisée, l’al-
gorithme de Xu et al. (2016) (que nous ne détaillerons pas ici) permet une
construction efficace des réseaux d’ordre variable. En effet, cette construc-
tion se fait de façon récursive en rallongeant les contextes (i.e. en rajoutant
des états précédents) aux contextes déjà identifiés comme pertinents, en
commençant par les contextes d’ordre 1 (toujours considérés comme perti-
nents). Il n’est ainsi pas nécessaire de tester toutes les séquences possibles.
Au final, les contextes inclus dans VON sont toutes les séquences statisti-
quement pertinentes par rapport à leurs suffixes également présents dans
le modèle. Les réseaux VON doivent également inclure les préfixes des
contextes jugés comme pertinents. En effet, si nous souhaitons ajouter le
contexte ABC au modèle alors le réseau final doit nécessairement intégrer
le nœud AB. Dans le cas contraire, il n’est pas possible d’arriver à l’évé-
nement « passer par A puis B pour arriver à C » sans disposer de « passer
par A pour arriver à B ». Dans ce cas, le contexte AB peut être pertinent ou
non. Remarquons que cette situation n’apparaît pas dans les réseaux FONk.

3.4 Analyse des réseaux d’ordre séquentiel supérieur

Nous avons présenté différents modèles de réseaux d’ordre séquentiel
supérieur. Nous détaillons ici leur utilisation. L’analyse des réseaux utilise
en effet régulièrement des mesures ou algorithmes permettant d’extraire
des informations sur la structure globale ou sur certaines parties du réseau.

Une première observation est que des mesures structurelles se basant
sur le degré entrant/sortant, les plus-courts-chemins ou la densité du graphe
(ou d’une de ses parties) ont une pertinence limitée. En effet, les réseaux
présentés ici sont stochastiques ; le poids pour l’arc A → B correspond à la
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probabilité observée d’aller de A à B. Une mesure telle que le degré indique
à quel point chaque transition est observée au moins une fois. Les probabi-
lités de transition sont donc totalement ignorées, un arc de poids proche de
0 comptant autant qu’un avec un poids proche de 1. Cette observation vaut
déjà pour FON1, qui n’est pas un réseau d’ordre supérieur. Dans le cadre
des réseaux FONk ou VON, le nombre d’arcs et la densité peuvent varier de
manière importante selon les paramètres de construction. Toutefois, l’inté-
rêt de ces mesures est tout aussi limité que pour le réseau FON1.

L’intérêt des réseaux d’ordre séquentiel supérieur apparaît principale-
ment lorsque des mesures reposant sur les relations indirectes (en terme de
probabilités de transitions) entre entités sont utilisées, en premier lieu les
mesures de centralité qui permettent de mesurer l’importance d’un nœud
dans un réseau. Ces mesures incluent notamment le PageRank (Brin & Page,
1998) ou la centralité de second ordre (Kermarrec, Le Merrer, Sericola, &
Trédan, 2011) 4. Notons que des mesures comme la centralité d’intermé-
diarité (betweenness centrality) (Barthélémy, 2004) n’est pas applicable car
elle se base sur l’énumération de plus-courts-chemins qui n’ont pas de sens
dans un réseau stochastique. L’intermédiarité de M. J. Newman (2005), ba-
sée sur des marches aléatoires, pourrait toutefois présenter un intérêt. Cette
alternative ne sera pas traitée ici.

Nous nous focaliserons ici sur le PageRank qui a été davantage étudié
dans le contexte des réseaux d’ordre séquentiel supérieur. La notion d’« im-
portance » pour cette mesure est définie informellement de manière récur-
sive : un sommet est important s’il est probable d’atteindre ce sommet à
partir de sommets importants. Dans le réseau donné en figure 1b, l’impor-
tance de E va autant bénéficier de l’importance de A, B et C. L’utilisation de
réseaux d’ordre séquentiel supérieur peut ainsi affecter la centralité. En ef-
fet, dans les réseaux FON2 et VON, il est par exemple impossible d’observer
une transition de l’état C vers E.

Dans les réseaux d’ordre supérieur, un état peut avoir différentes repré-
sentations. Si nous voulons ramener la mesure effectuée sur les réseaux aux
états, une transformation s’impose. Cette transformation est assez intuitive
dans le cas de PageRank : le PageRank d’un état est défini comme la somme
des valeurs de PageRank des représentations de cet état (Xu et al., 2016).

Des analyses récentes (Coquidé, Queiros, & Queyroi, 2021) ont toutefois
démontré que l’algorithme de calcul de PageRank doit être adapté pour éli-
miner un biais lié à l’existence de plusieurs nœuds représentant un même

4. Notons que le second «ordre» fait ici référence au second moment d’une distribution
et non à la longueur d’une séquence.
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état. En effet, la valeur de PageRank d’un nœud est équivalente à la part
du temps qu’un « surfeur aléatoire » passe sur ce nœud. Un surfeur aléa-
toire diffère d’un marcheur aléatoire car il peut à n’importe quel moment
se téléporter sur n’importe quel nœud avec une probabilité (généralement
fixée à 15%). Ce mécanisme de téléportation permet une convergence de
l’algorithme vers des valeurs de PageRank uniques. Cependant, dans les ré-
seaux d’ordre séquentiel supérieur, il existe une importante hétérogénéité
dans le nombre de représentations par état. Un surfeur aléatoire aura donc
plus de chance de se téléporter sur un état représenté par de nombreux
nœuds-mémoires, ce qui augmentera mécaniquement l’importance de cet
état. Ce biais peut être annulé en interdisant la téléportation vers des nœuds
d’ordre supérieur à 1. Ainsi, lorsque le surfeur se téléporte, il est considéré
comme commençant une nouvelle séquence.

Séquences #
A B V A 3
B V A B V B 7
V A V B 5
B A V A V 2
C D V C D 4
V D C V C 3
D V C 5

(a) Tableau de comp-
tage de séquences S ′

V

A

B

AV

BV

C

D

CV

DV

(b) Réseau VON

FIGURE 2 – Exemple d’utilisation des réseaux d’ordre séquentiel supérieur
pour le clustering. Dans les séquences S ′ (tableau 2a), en passant par V en
venant de {A, B} ou {C, D}, il est uniquement possible de retourner dans
le même ensemble. Le réseau VON (figure 2b) contient deux composantes
fortement connexes pouvant être retrouvées avec un algorithme de parti-
tionnement de graphe (couleurs des nœuds). L’état V est ainsi présent dans
les deux groupes.

Les réseaux d’ordre séquentiel supérieur peuvent également être utili-
sés pour la détection de communautés. Comme expliqué au début de cette
section, une détection de communautés basée sur des mesures de densité
n’est pas adaptée pour les réseaux d’ordre séquentiel supérieur i.e. des me-
sures se basant sur la présence ou l’absence de liens telles que la modu-
larité (M. E. J. Newman, 2006). D’autres mesures telles que la Map equa-
tion (Rosvall, Axelsson, & Bergstrom, 2009) peuvent avoir un intérêt. Cette
mesure évalue à quel point une marche aléatoire aura tendance à évoluer
dans une même communauté. Or, encore une fois, les marches aléatoires
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réalisées sur les réseaux FONk et VON représentent mieux les séquences
analysées. Il est possible de directement appliquer un algorithme de dé-
tection de communautés maximisant la Map equation à ces réseaux. No-
tons que différentes représentations d’un même état peuvent alors se re-
trouver dans différentes communautés. Ceci est un apport majeur des ré-
seaux d’ordre séquentiel supérieur. En effet, un partitionnement simple des
nœuds-mémoires va correspondre à un clustering chevauchant des états (un
exemple est donné en figure 2).

Notons toutefois que, comme pour la mesure de PageRank, l’existence
de plusieurs représentations peut biaiser les résultats des algorithmes de
détection de communautés. Le développement de méthodes de clustering
adaptées à ces réseaux est une perspective de recherche future (Queiros,
Coquidé, & Queyroi, 2022).

4 Cas d’études avec le paquet honyx

Nous allons ici illustrer la construction et l’analyse de réseaux d’ordre
séquentiel supérieur à travers un cas d’étude portant sur des itinéraires de
vols commerciaux aux États-Unis. Les échanges aériens constituent un as-
pect important des flux entre villes (Derudder, Witlox, Faulconbridge, &
Beaverstock, 2008). Une problématique est, dans ce contexte, de connaître
la « hiérarchie » des villes émergeant des réseaux formés par ces échanges
(Cattan, 2004). Nous pouvons suspecter, dans le cas des itinéraires de vols,
l’existence de dépendances séquentielles telles que discutées dans cet ar-
ticle (notamment des aller-retours). Nous allons tenter de les détecter avec
les modèles décrits précédemment et d’évaluer l’effet du choix du modèle
sur la mesure PageRank. Les deux questions importantes auxquelles nous
allons tenter de répondre sont donc :

— L’hypothèse de Markov (i.e. il n’y a pas de dépendances indirectes
au-delà de l’ordre 1) est-elle réaliste?

— Si non, l’abandon de cette hypothèse conduit-il à des résultats de
centralité différents?

Ces deux questions peuvent se poser dans d’autres contextes où les réseaux
sont créés à partir de séquences d’événements.

Précisons toutefois que ce cas d’étude, limité aux seuls États-Unis et à
une unique dimension des flux entre villes (les itinéraires), a un but essen-
tiellement démonstratif. Des analyses et une réflexion plus poussées sont
nécessaires pour tirer des conclusions sur ce sujet.

Les outils logiciels permettant la création et l’exploitation de réseaux
d’ordre séquentiel supérieur sont limités et correspondent principalement
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aux programmes mis à disposition par les auteurs des articles précédem-
ment discutés. Ainsi, la librairie pathpy 5 permet la génération de réseaux
d’ordre optimal (Scholtes, 2017) décrits en section 3.2 tandis que les réseaux
d’ordre variable décrits en section 3.3 peuvent être construits en utilisant le
code des auteurs (Saebi et al., 2020) 6. Toutefois, il n’y a pas de raisons a
priori de préférer un modèle aux autres, il faut donc pouvoir comparer les
réseaux. Dans ce but, nous proposons une librairie Python nommé honyx 7

permettant de générer les différents modèles décrits dans la section précé-
dente à partir d’un jeu de séquences. Les graphes ainsi générés suivent le
format NetworkX, qui est une librairie très utilisée en analyse et fouille de
réseaux. Le but de honyx est aussi de fournir des outils d’analyse de ces
objets. Le jeu de données et un notebook Jupyter permettant de reproduire
l’étude suivante sont disponibles en ligne (Queiros & Queyroi, 2024).

4.1 Données

Nous allons travailler sur des séquences de voyages domestiques amé-
ricains de passagers en 2001 (TransStat, 2001). Le jeu de données est un
échantillon de 10% des billets d’avion des transporteurs participants. Les
variables incluent l’origine, la destination du voyageur mais aussi d’autres
détails sur les passagers transportés. Les séquences que nous utilisons sont
construites à partir de ces données (Scholtes, 2017).

Chacune des 286 810 séquences correspond aux aéroports où un pas-
sager a fait escale (incluant l’origine et la destination). Notons que ces iti-
néraires ne sont pas séparés si l’escale correspond en fait à un séjour et
incluent ainsi de nombreux aller-retours. Les séquences étudiées peuvent
inclure de 2 à 14 aéroports qui correspondent donc aux « états » étudiés. Il
y a en tout 175 aéroports présents sur le territoire des États-Unis.

4.2 Construction des réseaux

Pour construire les réseaux grâce à honyx, il faut fixer un certain nombre
de paramètres valables pour tous les modèles. Le premier est le support mi-
nimum qui écarte les contextes observés moins souvent que la valeur don-
née du paramètre. Il permet de réduire l’espace de recherche. Dans notre
cas, il n’est pas utilisé et est fixé à 1. Le second est l’ordre maximal qui fixe
une limite à la longueur des contextes (et donc des nœuds-mémoires) pré-
sents dans le réseau construit. Le modèle FONk est obtenu en fixant le pa-
ramètre à k. Pour tenter de déterminer l’ordre optimal tel que décrit dans
la section 3.2, l’algorithme recherche celui-ci entre l’ordre 1 et k. Notons

5. www.pathpy.net
6. www.higherordernetwork.com
7. https://pypi.org/project/honyx/
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TABLEAU 1 – Statistiques sur les réseaux issus des différents modèles

Statistique FON1 FON2 VON

Nombre de nœuds 175 1 716 58 092
Nombre d’arcs 1 598 32 204 149 078
Ordre maximum 1 2 6
Nombre de représentations moyen 1 9, 80 332, 19
Nombre de représentations minimum 1 2 1
Nombre de représentations maximum 1 120 13 554
Probabilité d’aller-retour 10, 90% 30, 93% 30, 91%
Précision moyenne 19, 47% 27, 41% 39, 36%

qu’une valeur trop grande de ce paramètre mènera à des temps de calcul
extrêmement longs dans le cas de jeux de données de taille importante.
Pour la recherche d’ordre optimal, nous utiliserons ainsi un ordre maximal
de 4. Dans le cas du modèle VON, nous n’utilisons pas ce paramètre ; l’al-
gorithme va déterminer seul les contextes pertinents sans contraintes sur
leur ordre.

Des informations sur la topologie des réseaux sont disponibles dans le
tableau 1. L’ordre fixe optimal détecté en utilisant la méthode de (Scholtes,
2017) est de 2. Pour VON, l’ordre maximum observé est 6. Une première dif-
férence évidente entre le réseau FON2 et le réseau FON1 est l’augmentation
significative du nombre de nœuds. Cette différence est liée à l’ajout de dé-
pendances indirectes sous forme de nœuds dans le réseau. Un aéroport a en
moyenne presque 10 représentations dans FON2 . De même, le réseau VON

est bien plus grand que FON2 et FON1. Effectivement, son ordre maximal
étant plus élevé, celui-ci inclut un nombre bien plus important de repré-
sentations par nœud, en moyenne 332 par nœud. Toutefois, la plupart des
nœuds-mémoires sont d’ordre 3 ou 4.

Ce jeu de données représentant des mobilités aériennes, il comporte un
nombre important d’aller-retours. Un voyageur qui fait un trajet pour un
voyage sans escale fera son trajet depuis son aéroport de départ puis d’ar-
rivée et l’inverse pour rentrer chez lui. Il faudra vérifier si, en ajoutant les
dépendances indirectes, il est possible de retrouver ce comportement. Pour
cela, nous calculons la probabilité d’un marcheur aléatoire de faire deux
sauts dans le réseau et de revenir à son état de départ. En comparant les
résultats sur les aller-retours du tableau 1, on note un impact non négli-
geable des dépendances indirectes sur les résultats des probabilités d’aller-
retour. Il y a par ailleurs peu de différences entre les probabilités des deux
réseaux d’ordre séquentiel supérieur. Cela s’explique par le fait que VON

inclut presque tous les nœuds d’ordre 2 possibles. Il serait aussi intéressant
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de prendre en compte des ordres plus élevés pour calculer la probabilité
de faire un aller-retour en n étapes, pour prendre en compte les trajets de
voyageurs avec plus d’escales.

Comme indiqué en section 3.1, il est également possible d’évaluer la
précision du modèle. La dernière ligne du tableau 1 indique la probabilité
moyenne, avec chaque réseau, de prédire l’aéroport suivant un contexte
aléatoire donné. Un gain notable est constaté en utilisant les réseaux d’ordre
séquentiel supérieur. Avec VON, il est ainsi possible de prédire environ
deux fois mieux l’aéroport suivant pour une trajectoire donnée que le ré-
seau FON1. Il faut toutefois relativiser ce gain car ce modèle contient envi-
ron cent fois plus de probabilité de transitions (c’est-à-dire d’arcs dans le
graphe).

Pour répondre à la première question sur la pertinence de l’hypothèse
markovienne, il est possible de dire que des dépendances séquentielles
indirectes existent dans ces données. L’ordre optimal tel que défini par
Scholtes (2017) est de deux et le modèle d’ordre variable (Saebi et al., 2020)
détecte également des dépendances d’ordre supérieur à deux. Nous allons
maintenant voir si la prise en compte de ces dépendances peut avoir un
effet sur les mesures d’importance des aéroports.

4.3 Comparaison des PageRank selon le modèle

Dans cette partie nous allons calculer l’importance des aéroports dans
les trois types de réseaux créés en utilisant la fonction de calcul PageRank
du paquet honyx. Elle permet d’interdire la téléportation vers des nœuds
d’ordre supérieur à un afin d’annuler le biais de représentations. Notons
que, malgré les différences topologiques entre les réseaux, il est théorique-
ment possible d’obtenir des résultats similaires.

La figure 3 représente sous forme de nuage de points les corrélations
entre les valeurs de PageRank pour chaque aéroport et ceux pour les trois
différents modèles FON1, FON2, VON. Dans les trois sous-figures 3a-3c-3e,
les points se rapprochent de la droite indiquant que les valeurs de PageRank
sont plutôt proches, malgré les différences entre les modèles, qui n’ont pas
du tout les mêmes dimensions et topologies. Pour tous les réseaux, il y a
une hiérarchie similaire avec des écarts du même ordre. Cependant, les va-
leurs plus petites des figures 3b-3d-3e révèlent qu’il existe tout de même
des différences, notamment entre VON et les deux autres réseaux.

Afin de mieux se rendre compte des différences et similitudes entre les
résultats de PageRank, nous allons regarder leur impact en terme de clas-
sement des aéroports. Les classements de rang de PageRank pour les 20
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(a) Comparaison entre FON1 et FON2 ... (b) ... pour les petites valeurs.

(c) Comparaison entre FON1 et VON ... (d) ... pour les petites valeurs.

(e) Comparaison entre FON2 et VON ... (f) ... pour les petites valeurs.

FIGURE 3 – Comparaison entre les valeurs de PageRank pour les modèles
présentés. Chaque point représente un aéroport. La ligne rouge en pointillé
correspond à une égalité entre abscisses et ordonnées.

aéroports les plus importants des trois modèles sont représentés dans la
figure 4. Les rangs sont sensiblement identiques entre les trois modèles, à
quelques exceptions près, notamment HNL Honolulu qui fait partie du top
20 dans les modèles VON et FON1 mais pas dans FON2. De plus, même en
prenant en compte des dépendances séquentielles d’ordre supérieur, celles-
ci n’ont finalement que très peu de conséquences sur les rangs PageRank des
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FIGURE 4 – Évolution des rangs pour les aéroports classés dans le top 20
d’au moins un réseau. Lecture : l’aéroport de Phoenix (PHX) a le 20e plus grand
PageRank dans le réseau FON2 et le 16e dans le réseau VON, il est toutefois hors
du top 20 avec le réseau d’ordre 1, FON1.

aéroports. Les réseaux FON1 et FON2 restent les plus similaires ; cela sug-
gère que ce sont principalement les dépendances au-delà de l’ordre 2 qui
ont des conséquences sur les résultats. Les variations n’impactent toutefois
que de façon limitée la hiérarchie : quel que soit le modèle, les hubs de Dal-
las, Chicago et Saint-Louis ont des valeurs de PageRank très grandes par
rapport au reste.

5 Conclusion

Nous avons présenté plusieurs façons de construire des réseaux d’ordre
séquentiel supérieur. Peut-on toutefois obtenir le « meilleur » modèle pour
nos données? Un critère usuel est l’application du rasoir d’Ockham : entre
deux modèles qui représentent aussi bien les données, le plus parcimo-
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nieux sera privilégié. Par ailleurs, les modèles possibles pour les réseaux
d’ordre séquentiel supérieur ne se limitent pas à ceux présentés dans cet
article. Par exemple, il est tout à fait possible de remettre en question le
seuil utilisé par (Saebi et al., 2020) et décrit en section 3.3. Il est également
possible de réduire le nombre de nœuds-mémoires en agrégeant les noeuds
se comportant de façon très similaire (Queiros et al., 2022). Ainsi, il n’existe
pas un unique réseau d’ordre séquentiel supérieur pour un même jeu de
données. Nous suggérons, à l’instar de la méthodologie présentée en sec-
tion 4, de comparer les résultats obtenus avec différents modèles ou tester
des hypothèses a priori sur les dépendances séquentielles pouvant être for-
mulées sur le système étudié.

Les réseaux d’ordre séquentiel supérieur peuvent être fouillés comme
n’importe quel réseau « classique » d’ordre 1. Cependant, des travaux ré-
cents ont soulevé des problèmes liés à l’ajout de représentations d’un même
état (Coquidé et al., 2021 ; Queiros et al., 2022). L’hétérogénéité des nombres
de représentations peut mécaniquement mener à des biais dans les résul-
tats d’algorithmes de fouille notamment ceux basés sur des marches aléa-
toires. Des travaux de recherche supplémentaires pour adapter les princi-
paux outils utilisés en analyse de réseaux semblent ainsi nécessaires. Dans
ce cadre, le paquet Python honyx 8 permettra de diffuser et tester ces outils.
Toutefois, nous allons, à l’avenir, travailler à l’intégration de nos implémen-
tations dans des bibliothèques populaires existantes.
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