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DETAIL SUR LA RESOLUTION DES EQUATIONS DE BOOLE
EN VUE DU CODAGE

M. CARVALLO

1 - INTRODUCTION -

Il est essentiel d'étre mis en garde contre une généralisation
trop hitive du processus d'élimination exposé par G. Boole [1].
Celui-ci consiste essentiellement a4 éliminer une classe symbolique
x entre une équation f(x) = 0 et l'expression fondamentale du prin-
cipe de non-contradiction x x' = 0. L'on sort de ce point de vue, si
l'on cherche 4 exprimer, a priori, l'inconnue x en fonction des coef-

ficients de 1'équation logique qui s'y rapporte.

Le but de cette étude est de préciser les notions de para-
métre, de variable effective, de substitution, de ''forme générale
telle que...", notions d'usage courant en algébre, mais dont l'em-
ploi systématique, sans considération profonde des hypothéses fai-
tes, conduit &4 des erreurs. Tout particuliérement 1'Algeébre de Boole,
traitée sans ces précautions, devient source de fautes logiques. La
difficulté une fois levée, oriente des recherches, principalement
dans le probléme de la représentation paramétrique : on donne ici
en particulier un algorithme de résolution des équations et inéqua-
tions de Boole & 1l'aide du nombre minimal de parametres, utile
au calcul opérationnel.

Cette étude comprend quatre parties :

1/ L'éguation & une inconnue de Boole ol intervient la notion
de parametre

2/ Le probléme du codage résolu par substitution ou a partir
de solutions particuléres

3/ Les systémes d'équations qui rendent utile 1l'introduction
d'un algorithme matriciel permettant d'expliciter les solutions.

: 4/ Les équations fonctionnelles, oul intervient la notion de va-
riable effective



22 M. CARVALLO

Les méthodes et exemples exposés ici, précisent et généra-
lisent les méthodes données antérieurement [2]. D'une part, les
résultats englobent une variété plus grande de solutions car ils tien-
nent compte d'une liberté plus grande des données (celle de dépen-
dre de paramétres), d'autre part, ils permettent un dénombrement
ou une classification des solutions, d'oll un choix de celles-ci mieux
adapté aux problémes pratiques éventuels.

Des applications seront données dans un prochain ouvrage [3],

2 - EQUATIONS A UNE INCONNUE -
ax' + bx = 0 (1)

Toute équation de Boole & une inconnue peut étre mise sous cette
1

forme puisque |:a b] z] est la forme disjonctive normale d'une
fonction d'une variable x,

Nous avons donné plusieurs méthodes de résolution. Elles con-

sistent 4 supposer que x est une fonction booléenne de a et b dont
la forme la plus générale est :

ab
1

x=[aBy 6] (2)
a'b'

La premiére matrice est celle des coefficients indéterminés, la se-
conde est la ''base' des données.

La substitution de (2) dans (1) donne la condition :

ab

0 (3)
et la solution :
x =3+ &h! (4)
(& parameétre de Boole arbitraire).
I1 faut remarquer que si a et b ne sont pas des constantes don-
nées, mais peuvent dépendre de parametres de Boole, alors la con-

dition (3) reste la méme, mais la formule (4) n'est pas nécessaire-
ment la forme la plus générale de x satisfaisant (1).
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Ainsi, supposons que a et b dépendent du parametre de Boole t,

a(t) = [a(1) a(0)] [:]
b(t) = [b(1) b(0) [:]
« (5 favie ][}
o = [ 8] [L]

En portant ces expressions dans (1), on obtient la condition de pos-
sibilité ab = 0, quel que soit t, ou

a(l) b(l1) = 0
(5)
a(0) b(0) = 0
et la solution,
x = (a()+ Ab(D)t + (a(0) + ub(0)) ¢! (6)

A et | sont des paramétres de Boole indépendants provenant de la
résolution des équations

"

al(l)eg! + b{l) o = 0

I

a(0)p' + b(O)P = 0

L'application de (4) & ces deux équations en o« et B donne en effet
@ = a(1) + Ab(1)
B = a(0) + 1 b(0)

avec les conditions (5).

L'application directe de (4) & (1) n'eGt permis de faire appa-
raltre qu'un paramétre donnant une solution moins générale

x = (a(1) + AB(D)) t + (a(0) + ADB(0)) ¢
D'une fagon générale, la solution de (1) ot a et b dépendent

de parametres t, tzs...,t, s'obtiendra en portant dans (1), la forme
générale de x
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X =[G2m_ll"'3 ag]T (7)

ot T est la base des parameétres t;

on a

Bh =Mfoly 0ud wl ] T

La substitution ameéne donc & résoudre un systéme de 2" équations
a 2" inconnues a,
a;a; + bya; =0
d'ou
o, = a; +A; b}

1

a(tl.l Voaenan tm) & [aQ’"-l"' a; sen 30] iE

Bl 4ppoabpa yeloph _ob cqpupdeanatag yer

o83

A, parameétres de Boole arbitraires

La solution est donc :

bl

s [(aZ"‘—l & AZ"‘—I am.1

)...(an+?\0bc:)]T (8)
avec la condition

(Vi) a;b, = 0 soit ab = 0
dpplication - f(a,b) et g(a,b) étant des fonctions de Boole données ,
déterminer la forme la plus générale de la fonction de Boole x(a, b)
telle que

n
—

fia, bl 11— x

(9)

1}
o

gla, b) = 1 —5 x
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Le systeme donné est équivalent a 1l'équation
£ ok R = )

Ce qui exige la condition fg = 0.

La solution la plus générale n'est pas x = f + )\ g, mais l'ex—
pression a 4 parameétres de Boole indépendants suivante

x = |:(f(1,1) + Ay g'(1,1) )(f(l,o} + A, g=(1,o))

ab
bl
(20,1) + 2, £°(0,1)) (£(0,0) + A, g'(U.O))] "
a'b’'
3 - EQUATIONS DE BOOLE A n INCONNUES
f(xlz xza-"a X“) = 10 (11)

La méthode d'élimination donne toujours une solution, c'est-a-dire
une représentation paramétrique

AN ausbad, Na)

a paramétres de Boole A; indépendants.

Elle consiste & écrire (11) sous la forme (1) par rapport a
une inconnue x,, par exemple

20, x,, .05 %) 2} + £ mbbabag 2 =a0 (12)

d'oty 3:11 par la formule (4), est une nouvelle équation portant sur
0 -1 inconnues par la formule (3).

Cette méthode ne donne pas nécessairement la solution la plus
éconormque en parameétres, car d'aprés notre remarque du para-

grapl(:e I, la solution la plus générale de (12) n'est pas celle donnée
par (4),

Exemple - L'équation
xy + vzl B kg = 0
traitée par €limination, donne

yext =+ Uy + 2% =40
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d'ou
x =yz +A(y+z)

avec la condition

yzl{y +z) = 0 ou Yz =
d'ott
y=
Z = ol
et x = Aa'B'

Cette solution fait apparaitre 3 parameétres &, B, A, indépendants,
elle suppose en effet que x est nécessairement de la forme (4), ce
qui n'est pas le cas dans la solution & 2 parametres

x = af
y = op'
2z sial B

Remarque - On peut déterminer a priori le nombre minimum p de
parameétres nécessaires au codage (N étant le nombre de solutions
de (11), on a 2% > N) et chercher si les x; peuvent étre choisis parmi
les éléments de la base de l'espace des paramétres.

Cette solution, si elle existe, peut échapper a la méthode
d'élimination,

Dans l'exemple précédent
Xy o gze= 0

on a N=4, d'ou p = 2, on peut prendre pour x, y, z, 3 éléments
différents quelconques de la base

ap

a B!

a'f

alﬁl

D'une facon générale, on peut, pour chercher un codage de
fixy, 30,5 00 x,) =0 & p, parametres oo, 05, . &, chércher une
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solution particuliére du systéme de 2° équations a n x 2° inconnues
7\2,...?&{ 4+44, A2°-1 obtenu en substituant x; dans 1'équation (AL):

¥ P
xi-[?\zf'l ...?\2] At | T A B (1:3)
CE]"x C(;x...x 01"P

11 faut de plus satisfaire la condition
k Y=
z‘.“ (T;I Ay + T:T }"i) =8

Cette condition exprime qu'aucun x; ne se réduit a une constante 0
ou 1. I1 faut encore, évidemment, que pour tout p, il existe au
moins un x; dépendant de o .
P
Dans l'exemple précédent, ce systéme se réduit a

Mabwalw wad a0 pour iy 38,8

qui est du méme type que l'équation proposée, mais dont il suffit
de trouver une solution particuliére satisfaisant 4 la condition

MA Al A e A A A =0

On a par exemple la solution

Tous les autres A sont nuls.

Ce qui donne le codage, déja envisagé

x = af
A
wia S alp

Revenons au cas général.,

La substitution de (13) dans (11) donne :

22 LA
e e e TR L M) ereevennnnniaans|=0

220000
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on a donc a résoudre le systéme
W1 YRR XD R T0) =0
[Taf 4 THar = &
e 5 k +
Mais, précisément, le codage obtenu par élimination donne, en fai-

sant varier les parametres du codage, toutes les solutions de (11) ;
on pourra donc considérer un systéme de 2° solutions

P

XoE st oo iR
2 2

SRR LYl
n n
X est une matrice (n, 2°) dont chaque colonne représente un sys-

téme de solutions, obtenu en donnant aux parameétres du codage des
valeurs particuliéres,

Aucune ligne de X ne doit étre formée exclusivement de 0,
ni exclusivement de 1 et toutes les solutions de (11) devront appa-

raitre dans les colonnes de X.

Le codage a p parameétres cherché est donc

xl Cxlexix...xap
X,

1
Xn l11

sl s s ol
p

ce codage convient si tous les a, sont effectivement explicites dans
le développement.

Remarque : La résolution par élimination n'est pas nécessaire si 1l'on
connait 2P solutions de 1'équation (2° > N). Ainsi considérons 1'équa-
tion x; + x, + x5 = 2 ol les x sont des nombres de Boole et le
signe + le signe d'addition de l'arithmétique ordinaire.

Les solutions sont au nombre de 4 :

Xy TeeBl 1 X
gel = |1od d.g
X3 [CHEL ks
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d'oll la représentation paramétrique & 2 parameétres (22 = 4)

[, a,]
1 1
X, 10051 1 oy G ey oy T
1
a, &, (+ de
v I I O O R =l ot o = o+ a
2 ' B 2 C 2| Boole)
@, 0,
1 1
Xg 0101 (i o,
@y o

on arrive au méme codage en traitant par élimination l'équation de
Boole équivalente :

1 1 1 1 1 1 =%
X)X, X, + x} 2l e B ) X3 0 (+ de Boole)

(correspondant & 2°F > N)

Soit & résoudre l'inéquation arithmétique portant sur des variables
de Boole

2){.(1

2 ~
i=1

on a (n+1) solutions %, | qui sont les colonnes de la matrice

2
xﬂ
unité E(n, n), et la solution 0]
0
0
0#

On détermine donc le plus petit entier p tel que 2°2n+1.
[®] étant alors la matrice de base (2°, 1) des parameétres

) X o, X "'xan~‘

(o] =

1 1 1
BE3 50 06 5 XE » #e X O:"_J
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On peut choisir pour X(n,2°), la matrice X = [E|0] formée de la
matrice unité E(n, n) et d'une matrice 0(n, 2" -n) dont tous les é&lé-
ments sont nuls. On obtient alors le codage & p parametres

o

Z1 = LEEO) Foll

Ainsi, pour n = 4, on a p = 3, on trouve

_xl_‘ oy {u a5 ]
e 3 W o, o, af
X5 oy o) a@,
X @, ) al

Nota : Le résultat donné par R. Fortet [4] dans ce cas particulier
(n=cd)

= 1
s 00y

= 1
Xy 5 @) 0,

Xy = 0, G 0
correspondant au choix de X suivant

[1000 100 0]
0% 0 0 0l 6.0

010 Taag =40 440

RS 3, = 0 s SR

on voit qu'un bon choix de X peut donner des expressions plus sim-
ples & p parameétres mais qui ne respectent plus la symétrie.
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Généralisation : On 2 souvent besoin en calcul opérationnel de ré-

soudre 1l'inéquation Z X; € m, m nombre entier m< n, 2 arithmé-
t=1

tique. La somme du premier membre est égale a4 un entier s donné

pour C; systémes de x;, donc le nombre de solutions de l'inéquation

est N =1+ Ci +C:+ ... + Cl. Soit donc p le plus petit entier

tel que 2°< N (si m = n, N = 2° et p = n).

Désignons par M, .* une matrice de Boole (n,C:), dont toutes

R
les colonnes sont différentes et contiennent s éléments égaux a 1,
chacune ; M .1 est la matrice unité E(n, n) ; soit an la matrice

(n,q) dont tous les éléments sont nuls, g = 2P - N + 1 ; le codage
a p paramtres o,,..., @, de base [a] (2%, 1) peut s'écrire :

. | =[Ean M, M, 3 ... M, »O, ][]

| o

Néthode générale : Cette méthode de codage, suggérée par le pro-
cessus de substitution, doit &tre précisée. (Quelles sont les condi-

tions imposées 4 la matrice X ?). Reprenons-la, du point de vue
formel :

Considérons n variables de Boole x;, X, ..., X, et le vecteur
[x] (n,1) de composantes x,

Supposons que [x] soit susceptible de prendre N valeurs dif-
férentes X* (soit X!, X?,..., X") et ces N valeurs seulement. Cha-
que X' est un vecteur dont les n composantes sont données numé-
riquement (égales & 0 ou 1).

Considérons par ailleurs p parameétres de Boole, &;, @;,...,%,,
Ppétant le plus petit entier tel que 2P 3> N.(C;). Désignons par [Q]
(&°,1) 1a base de l'espace correspondant :
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[a] = oy Vel

Désignons par X (n,2°) une matrice de Boole de colonnes X! i
associée au systéme de N valeurs précédentes X;, de fagon que

x4

Vi) (Ej) [xI
- (C,)
X1

"

(Vi By [(xt

Ainsi, si 2° = N, tous les X! sont différents (c'est-a-dire ont
au moins une composante différente) et si 2P > N, certains X/ sont
égaux entre eux. A un méme systéme X', X? ..., X" peuvent étre
associées plusieurs matrices X (différant par 1l'ordre des colonnes
et par le choix des colonnes égales si 2P> N). Le résultat suivant
est valable pour une quelconque de ces matrices X.

L'équation matricielle
185, 18]

donne une représentation paramétrique des x,(k = 1,...,n) a l'aide
des parameétres o (1 = 1,...,p).

Cela signifie :

a) Pour tout systéme de valeurs numériques X, prises
par les composantes de [x], ([x] est nécessairement une colonne de
X), il existe un systdme de valeurs numériques s tel que :

(=) sl (o )

En effet si [x] = X', on sait qu'il existe au moins un j tel
G wdl = aan s [x]. Alors le systéme de valeurs des & qui rend
égal & 1 la ligne de rang j de a, rend identiquement nulles les
autres lignes de a et l'on a bien [ X*] = [X][e;] (en désignant par
e; la matrice (n,1) dont tous les éléments sont nuls sauf celui de la
ligne i, égal & 1).

b) Pour tout systéme de valeurs numériques «, (il y a
2P systémes), 1'équation [x] = [X][a] donne pour [x] un systéme
de composantes égal & une composante de [ X].
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En effet [@ ] se réduit & [e,], h étant le rang de la seule ligne
de la base qui n'est pas annulée par le systéme des ¢, et [X] [eg]
est la colonne de rang h de [X].

Conclusion - Etant donné une équation f(x,, X,,..., X,) = 0, on cher-
chera le systéme des N solutions différentes x = (x3,..., %,) (soit
directement soit par élimination) et on trouvera tous les codages
possibles avec le nombre p de paramétres minimal en associant a
ce systéme les différentes matrices [X] (n,2°), et la base [a] f2ET i

La condition (C,) assure la représentation la plus économique
en parametres, les conditions (C,) assurent 1l'existence d'une applica-
tion du systéme des N points de 1l'espace a n dimensions sur les
2P sommets du cube de Boole & p dimensions.

Inversement, considérons 1'équation f(x,, X, ..., ) Eal et
ses N solutions X,, X,,..., X, et considérons une matrice [ X] ,
(n,2%), de colonnes X'.

5i 1l'équation matricielle
[x] = [X] [a]

représente un codage, ot [a] est la base des parameétres, les con-
ditions C, sont nécessairement satisfaites.

En effet

LSt [x] = X* est solution de f = 0, il lui correspond néces-
Salrement un systéme «; de parameétres, satisfaisant 1'équation ma-
tricielle, qui se réduit alors a

J étant le rang de la ligne de [@] non annulée par o;, ainsi
(1) (Ej) (X = X*)

2/ Si @; est un systdme donné de paramétres, (celui qui
n'al.nnule pas la ligne de rang j de [a]), il lui correspond néces-
sairement une (et une seule) solution [x] = X*, de f = 0, satisfai-
sant 1'équation matricielle, qui se réduit alors a

xt = x
ainsi
Gy @t = x°1
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I1 est donc nécessaire de connaitre toutes les solutions de f = 0
pour la coder, par une équation matricielle faisant intervenir la
base des paramétres,
4 - SYSTEMES DE m EQUATIONS DE BOOLE A n INCONNUES -
Le systéme
L EeX e egx) =0 s e e SRR o
est équivalent a 1'équation unique
v PR
et peut étre résolu par les méthodes précédentes.

I1 est avantageux pratiquement d'utiliser l'algorithme suivant, adapté
a4 un systéme du type (14) :

B T D (14)

A est la base des données a;, az ..., (S

R

A(ZP’l) - s e s e e .

PR

et s r‘ ...... -
Xl X2 S A XJ

Vg Ceres Viom Uil ... Upef
‘VEn,Z'"] = R I qn’zpj = Jedsane s e
Vil coe Vigm T un,2p

I1 n'existe pas en général de matrice de Boole Hpm ) telle
que HV = E (matrice unité) de sorte qu'on ne peut tirer X de (14)
par multiplication & gauche par H,

Mais il peut exister des matrices de Boole Plzm’zpl telles que
(15 ity
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Si P est une telle matrice, on aura
VX =V PA (16)

alors

e
"
g
b=

i)
satisfait 4 (16) donc a (14).

Inversement une solution X de (14) est nécessairement de la
forme

X =QA
Q est la matrice de Boole (2", 2°) qui permet d'exprimer chaque
produit fondamental de X sous forme disjonctive par rapport a la
base A,

On a donc

vV X

n

V Q A et d'apres (14),

U A

L

QA

ou
(U-VQ)A=0

(U - VQ) est une matrice dont tous les éléments sont nuls
car A étant une base, ses éléments sont linéairement indépendants .
Ainsi U = VQ (forme 15). La recherche des solutions X de (14) est
donc équivalente & celles des matrices P telles que :

. = Vil

: Pour que 1'équation (17) soit vérifiée pour tout systéme de a,,
il faut que P ait un et un seul 1 par colonne, en effet, si la colonne
de rang k de P était identiquement nulle, le systéme de a; annulant

toutes les lignes de A sauf celle de rang k, rendrait identiquement
nul le produit

P
et

D€ pourrait représenter une base.
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Si la colonne de rang k de P avait deux éléments égaux a 1,
le systéme de a; précédent rendrait égales & 1 deux lignes du pro-
duit P A,

X aurait deux composantes égales a 1 et ne pourrait représenter
une base,

De (17) on déduit la valeur des inconnues

& = ,m, est une matrice de Boole dont les éléments sont déterminés
par la donnée de m et n.

Recherche de P

Construisons la matrice R, ¢, d'éléments'r‘.j de Boole tels

que

Rl —— (I G e S
ou symboliquement

r = 12Vt =l

t]
Vi, i-éme colonne de V, UJ, j-iéme colonne de U,
Montrons que toute matrice déduite de R et de mémes dimensions
que R, de fagon a ne conserver qu'un et un seul 1 par colonne,
est une matrice P (telle que U = V P). Considérons que (V* - ul)
est un nombre de Boole égal a 1 si et seulement si V' = U/, R
peut alors s'écrire :
vl = ul e T .. (Pis )
R = lessnnsnasasaneas STale e ls e viel See st s kh e

P e, e O e iRy

P, déduite de R de facon a n'avoir qu'un et un seul 1 par colonne
est de la forme
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§ A
Les expressions (V' =

UJ) figurant dans P sont supposées
égales 4 1 et il y a une et une seule expression de ce genre par
colonne, (Il n'y a pas de conditions sur le nombre de 1 des lignes,
de sorte que certains A; peuvent &tre égaux).

Le produit VP est alors une matrice Q dont 1'élément qijest

Qij=[v|',1 Vig s v V{kj sea 52'“]

Mais puisque (VM =

0

et les termes de la ligne i sont égaux :

Ainsi

Remarques - On peut donner une expression booléenne de ry;

V.P = [u,]=1U

Ul) = 1, les colonnes VM
Vf,)v

7

2 Aj i
—Vilj B (V =U)“V£‘,\}.

et U sont identiques

= ui]

ukj) = Tk—[ (ukj % touy Vii)

r!. =0 (Vi),

i

L)

Kif = T:[ (% =
Les matrices P sont définies par P = [P;;]
avec P = 1——->r‘.j =l soit
et (v & g =1
£ 4

( Z arithmétiqu e)

P nlest pas nécessairement une matrice de permutation car elle
Peut avoir plusieurs 1 par ligne.
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Si 1l'on s'intéresse plus spécialement aux solutions provenant
d'une matrice de permutation, on cherchera P par adjonction de la
condition

(Vi) Z p; =1

On est alors amené a un probléme rencontré et résolu par codage
par R. Fortet a 1'occasion de la recherche des circuits hamiltoniens
dans un graphe,

Signalons une méthode de calcul rapide dans le cas d'une ma-
trice carrée (qui pourrait &tre appliquée aux graphes).

On considére la matrice R, ,, en revenant & la notation Ty
pour r, = 1 et en conservant les 0.

Le déterminant de R est une somme algébrique de tous les
produits en Ty construits en prenant les produits de s facteurs
choisis dans des lignes et des colonnes différentes.

A chaque produit non identiquement nul (de degré s par rap-

port aux r) ﬂ Tiis est associée une matrice P dont tous les élé-
,'l'j
ments sont nuls sauf ceux qui occupent les positions (i j) figurant

dans 1. P a bien un et un seul élément égal a4 1 par ligne et par
colonne,
Cas particulier

Systéme
Ira

i

(fji)z m ai(“c) 3 201,258 oh ™

i

et e M e

Rappelons la signification de la matrice a'?’ :

a'’=asiq=1

alils mvai g = 0
Posons ¢ i
; i . i
all= TT 710 ™" g 1 S )

le systéme s'écrit

(V) 8 = X))

(Al ., étant la base des a;, on a
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i i
8 \ RS n (&)
'] A d'ol e 11T Sk A
li= i=1
0 Gl (&)
Chaque équation A’ = X' donne nA : ?\i" ol e g TR

L= [hin_l Fo [

Une solution particuliére est
m W (aﬂ)
Xy = 2 51,; ]—T a (p)
j=1 k=1

Les autres solutions seront obtenues en déterminant les A non iden-
tiques 4 1 a l'aide d'équations du type

k=0

que l'on pourra résoudre par codage, les A étant exprimés a l'aide
de parameétres o indépendants.

Exemple :
% = cas B!
3}(' yi=gtb
a) Méthode générale
Le systéme s'écrit
Xy ab
0100 % il 0100 ab'
00170 x'y! B 0arsh a'b
x1y1 albl
La matrice R est ici
Tek0 gl
0100
HEE e 10
10071

Les matrices P déduites de R sont
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On a:

d'ol la matrice

wal

lc o o

= (= = D]

(=~ =]

Qf D = =

Les systémes de solutions

X = a
1
Vi)

|

¥

M. CARVALLO

0 0] F0)
00 (gl
P2=
10 00
0 1] 10 0
0 0] [0 0
00 il
bl =
1440 00
0 1] |1 0
Xy
BES O T ) xy'
101 =0 x'y
xlyr
1 914010
& =
0 )
X = P A sont
¥
g =ah! x = ab'
3
b i a! ¥ =a'b

R |

|O IR

X

¥

b!

a!

Les solutions 1 et 4 correspondent aux matrices de permutation P,
et K . La solution 3 est la solution particulidre donnée par la for-

mule (p).

b) Méthode du cas particulier

Posons

[Fop Bl ol A

[ By vi6,] A
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A étant la matrice base des données :

ab
a b!'
A:
a'b
a'b!
seyiiEafionl 0i1 A = a'b!
xy =[0010] A =a'b

d'otl 8 équations a 8 inconnues

aal =0 B Blirelan s> @ b Sluii
atay =0 BB, =0 e T 516, = 0
d'ol UERE0:7, 61=6; Bty =il Br=Y =0
et
x =ab'+ ga + &b
¥ =a'h =siah Hidal
@ et & parameétres indépendants.
5 - EQUATION FONCTIONNELLE -
@[f(xi,...,xk),...,f(xj,...,xl)]=1 (19)

® est une fonction booléenne donnée des fonctions de Boole f por-
tant sur un nombre déterminé n de variables x.

~ Il s'agit de trouver la forme la plus générale f(x;, X,,..., %)
satisfaisant a (19).

On écrira :

Lam AN =i[ G g0k O]l e masies nk (20)

o
i

B|X=[Bgn-1--- ﬁo] se s sseanne
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Les B se calculent facilement en fonction des a d'aprés (19) et (20),
En effet, en considérant ® comme fonction des Xt Do, AR )
on a :

B TR0
Pour le calcul de ®, cette méthode est plus simple que la substi-
tution directe de (20) dans (19) peu praticable dés que @ est com-
pliquée,

On résout alors par codage le systéme de 2" équations a 2" incon-
nues o, 3

Baloran y b wons 9 i=id (ide 0a2 -1) (21)

d'olt @, = ¢(Ay,..., A)) ; A, parametres de Boole indépendants ;
d'ou la forme la plus générale de f par (20).

Exemple

fff(y;z), f[(X,y), f(x,z)]}= 1

En posant
P (leIz) = fif(y'z)a f[f(x,y). f(X,Z)];

f(x,y) = axy + Bxy' +yx'y + 5x'y'

on a le systéme

1) P(1,1,1) = a + y& =1
2) 9(1,1,0) = ab + aB + By' + Bryd =1
3) ¢(1,0,1) =a(y+ B'S) = 1

4) $(1,0,0) = ab + Bd + afy =1

5) 9(0,1,1) = ad + ay + ¥6 + aBY' =1
6) 9(0,1,1) = 6 + aB + By' =1

) 9(0,0,1) = ay + Byd + gry's =1
8) (P(Ololo) 5(G+B)= i
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Les équations 3 et 8 donnent a = 1, &=1, B'+ y = 1. On véri-
fie alors que toutes les autres équations sont satisfaites. En résol-
vant B! & ¥ .= 1= seus la forme it

g s X
L ol R

on a donc la forme la plus générale de f & l'aide de deur para-
meétres de Boole indépendants A, M,

= xe BN eyl A )ty gl
Remarque - Il se peut qu'on s'intéresse plus particuliérement aux
solutions non dégénérées, c'est-a-dire dépendant de n wvariables
effectives, On ajoutera alors au systéme (21) une équation expri-

mant que f(x,, X, ..., X,) dépend de n variables effectives.

I1 suffit d'écrire pour cela

il = ]:[[f(xl,x“...,xi_l, 0, xiu,...,x,,)@ {0370 PN FISTED PEb <FORTRR Xn)]

@ est le signe d'addition modulo 2,

ce qui donne une condition en a de la forme
Z II—[(rxj O + aj' cx'k):l =40

Cette condition peut simplifier le systéme (21) puisqu'elle élimine
des solutions parasites.

Exemple - Soit a4 rechercher les fonctions de Boole & 2 variables
effectives, associatives.

L'équation fonctionnelle s'écrit
flx,, Hx,,x,)] = 1[f(x,,x,), -
Le systéme (21) se réduit ici a
9= (@ + @) (G, + a)D & @} =0

Lla condition pour que la forction f soit & 2 variables explicites
s'éerit

= 1 1 1 1 1 1 1 1 1
P, agolajoal + ap @ o) al + oo 0f 0, 0+ @p 0,0
1 1 o =

toajata, a +a @ @ Q& 0

3

3
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on a donc a résoudre

3 - 1 1 1 1] =
P3= 9+ ¢, =afa, +a )+ afaj+ o, x,=0
d'oli le codage

gy = ANy 0(1=?\, o :}\_‘ 3 = A +v

En considérant les 23 valeurs de (A, K, V), on retrouve les opé-
rations associatives ., + @ =,

: ’ Ll
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