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LES PROPRIÉTÉS PROBABILISTES

DES SOLUTIONS FONDAMENTALES
D'UN SYSTÈME PARABOLIQUE

H. MILICER GRUZEWSKA

0 - SOMMAIRE -

Ori résout ici quelques questions liées à la matrice des solu-
tions fondamentales d'un système parabolique d'équations linéaires
aux dérivées partielles à coefficients hôldériens.

Un tel système, du second ordre, fut étudié en 1960, [1], et
le système d'ordre plus élevé (2b > 2) en 1962, [2], Ainsi on sait
que les sommes des lignes de la matrice des solutions fondamen-
taies d'un système parabolique sont les solutions fondamentales des
équations paraboliques. Elles satisfont aux équations de Smoluchowski
et sont normées si le système est sans termes linéaires,. Mais la
question du signe de ces sommes restait ouverte. On savait cepen-
dant que la solution fondamentale de l'équation parabolique de se-
cond ordre, sans terme linéaire, était la fonction de passage du
processus stochastique [3], [4] et [4'].

On démontre ici que dans le cas de l'équation d'ordre 2b > 2
la solution fondamentale ne conserve pas son signe, elle n'est donc
qu'une fonction de passage généralisée. On présente alors la con-
dition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction de passage géné-
ralisée soit la solution fondamentale d'une équation parabolique.

1/ Soit le système :

LÜ’y = P(x,y ;D)u-E^=0, (a = 1,...,N) (1,1)
o y

où E est la matrice unitaire :

P(x,y ; D) = 2 Al*p(x,y) Dk,
0^|k|$2b

(a, P = 1,... ,N) (1,2)
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D =
, k = (k1# ..., kn), | k | = kx + ... + kn,

x = (x1# ..., xn) G En, 0 $ y $ y' = const. ; Alak^(x,y),
a, P = et u = (u1# . ..,uN)

ui = u{(x,y), i = 1,... ,N

sont définis dans le produit cartésien R de l'espace euclidien En à
n dimensions et de l'intervalle fini :

R = (En. < 0,y*>)

On suppose : (I) le système P-parabo II que dans R, c'est-à-
dire, qu'il existe une constante ô > 0, telle que toutes les racines
^ = Mx,y, a) de l'équation :

avec

(ia)k = T7 (i a ) J
j=i

1

et où E est la matrice unitaire, satisfont à l'inégalité :

Re X (x, y, a ) < - ô

pour chaque (x, y) G R ;

(II) les coefficients A^k,(x, y), (x,y)GR sont réels, bornés, unifor-
mément continus, comme fonctions de y, et uniformément hôlderiens,
comme fonctions de x, à savoir :

I " Aa0(x,»y) I 4 c |x - x' |h, (x,y) € R,
a, P =1,...,N ; où C>0 et 0 < h ^ 1

sont des constantes indépendantes de y.

Les solutions u = (ux, ...,uM), (x, y) G R sont réelles, bornées
exponentiellement, c'est-à-dire : I u I exp (-c|x|q)^ const. avec

2 b
q = et c > 0 constant ; comme fonctions de x, u G 62b+h' et,
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à

k-

3S

comme fonction de y, uê S1, 0 < h1 < 1, dans (En* (0,y’>), c'est-
à-dirê les dérivées de toutes les composantes ut(x,y), i = 1,...,N
du vecteur u(x,y) par rapport à x existent jusqu'à l'ordre 2b et
sont hôldériennes et les dérivées premières par rapport à y exis-
tent et sont continues dans (En * (0,y>), cf. [5],

On a démontré [2] l'existence d'une liaison entre les coeffi-
cients Aik,(x/y), (oc, (3 = 1,...,N) et les moments moyens par rap-
port à l'accroissement de la variable linéaire de la solution fonda-
mentale T du système (1,1) :

.
, } (0,|k|>2b

lim
k» J ^ "x)k (x*y i ^* y - Ay) d i = \A^° k* y (A^’(x,y),

0 < |k | ^ 2b

mm

y > Ay >0, xk = xki... xkn, k!

En outre, on a démontré, dans le même article, que la somme
de chaque ligne de la matrice des solutions fondamentales :

N

Pa = I T (x, y ; ï, tiîv y> T) ; x, £ G En (1,4)
Æ-i

est la solution fondamentale de l'équation, dont les coefficients a^1
sont les sommes de chaque ligne de la matrice des coefficients du
système (1,1), à savoir :

N

- S A
0=i

(k )
a 0* a = 1,... ,N, k = (k1#... ,kn), |k|^2b

dès que les coefficients aS*bl permettent d'affirmer que l'oc^me équa-
tion est P-parabolique d'ordre 2b (l'hypothèse III).

Nous savons [1] , [4] que les solutions Pa satisfont aux équa-
tions de Smoluchowski :

Pa(x,y;S,n) = /pa(x,y ;ç ,9)pa(ç,e ; Z, m de (1,6)
et que, lorsqu'en plus les coefficients des membres linéaires sont
nuis, elles vérifient :

/ % (x, y ; Ç , r) ) d£ s

dès que :

1 (1,7)
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S A1^1 (x, y) = 0 (1,8)

On dit alors qu'elles sont entièrement normées.

On peut démontrer que la solution fondamentale entièrement
normée est normée, c'est-à-dire qu'on a, pour chaque fonction inté-
grable g(x) et telle que : | g(x) | exp(-(3|xP)< œ, où 0 < P est une
constante convenable (voir [ 5] ) :

en tout point de continuité de la fonction g(x). En effet, c'est une
conséquence immédiate du fait que la solution fondamentale Pa est
soumise à l'inégalité (2,3).

Nous savons aussi que pour une équation (ou système) du
second ordre, la fonction , entièrement normée, est non-négative;
elle peut être interprétée comme une "fonction de passage", [1], [4],

Dans le cas général (2b >2), nous dirons que la solution Pa ,
entièrement normée, est la fonction de passage généralisée. Nous ver-
rons qu'elle ne peut pas conserver son signe. Il est évident, à cause
de la formule (1,7), que la fonction Pa ne peut pas être non-posi-
tive. On démontrera aussi qu'elle ne peut être non-négative.

Rappelons ici les hypothèses de Feller [3] concernant la fonc-
tion de passage au cas où 2b = 2.

1/ DP(x,y;£,ri) et D2 P(x, y ; £ , "H )

existent et sont continues pour

x, E, € En, y < r) ,

2/ -j— I P(x,y ;£,y+Ay)d£
Ml >8 A y-> 0

0 , x, £ EEn, ô>0,

4/
A y-» 0
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Remarque 1,1 — Chez Feller on a, comme d'habitude dans la théorie
des processus stochastiques, P (x,y ; Z,,r\) avec y < rj ; l'équation
parabolique est alors avec le signe "+" avant la dérivée BP/By.

La condition 2/ est souvent remplacée par la suivante :

2'/ / (E, - x) P(x, y ; £, y - Ay) d £ * 0, ô> 0
AY x-£|>S Ay-M>

et alors les hypothèses 3/ et 4/ peuvent être remplacées par :

37 -j- f U - x)1 P(x,y ; £, y - Ay) d£ * am(x,y)y Ay->0

et

4'/ f (£ - x)2 P(x,y ; I, y - A y) d£ » am(x,y)
^ • ^y A y -> 0

la condition 2'/ entraîne la condition 2/.

Mais la fonction P = Pa(x,y ; £ , r]), définie par la formule (1,4),
et à cause des formules (1,3) et (1,8), satisfait aux hypothèses 1/
avec y>r), 3 '/ et 4'/. On démontrera au par. 2 qu'elle satisfait
aussi à l'hypothèse 2'/. Il résulte qu'elle ne peut être non-négative.
En effet, si elle était non-négative, alors satisfaisant aux conditions
l/, 2'/, 3'/ et 4'/ elle devrait être, d'après le théorème de Kolmo-
goroff, la solution fondamentale de l'équation de Kolmogoroff, qui
est de second ordre, sans terme linéaire. Par conséquent, à cause
de la première des formules (1,3), qui est valable aussi pour 2b = 2 ,

ses moments moyens d'ordre plus élevé que le second devrait être
identiquement égaux à zéro, contrairement à l'hypothèse III.

2/ Grâce aux hypothèses I et II, nous pouvons alors établir
quelques propriétés de la solution P .

Lemme 2-1 -

et

=Â~/ - x\8b | Pa (x,y ; y - Ay) |d£—*0 , ô > 0 (2,1)
\x-i\>s

Ay-*0

12 "Ay
lf 26
-J7J \l- x| |Pa(x,y;l, y - by)\dl 4 const. (2,2)
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P«-

Démonstration- Nous faisons intervenir l'évaluation bien connue de la
solution fondamentale du système parabolique [5] .

Pa (x, y ; i, y - A y)

est alors borné par :

2b
q = — — . C et c étant des constantes positives.Z b - 1

Posons :

î

r. (Ay)" 2b = u
= r

et nous trouvons :

(2,4)
n-l+2b

exp (-c uq) du » 0J 1 u

u>8 (A y |*2b A y—>0

C, > 0, ô > o.

De même on trouve :

00

i2 < C2 J un-1+2b exp(-cuq) du ^ const. (2,4')
o

c. q. f. d..

Remarque 2,1 - Il est bon de noter que | P (x, y ; £ , r] ) | n'est pas
la solution fondamentale de l'équation en question, car 1| f P t
si P n'est pas non-négative.

Lemme 2,2 - La formule (2,1) étant admise pour la fonction Pa, on trouve
les formules suivantes ;

k \Pa (x,y; E,,y- Ay) |d£—» 0,
Ay-> 0

l X k\ ^ 2b, à > 0 (2,5)
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Démonstration - Soit Mô > 1, M étant constant. Nous obtenons faci-
lement f

i < -Li /
a y

(Mô )2b~lk I | £ - x|lkl
M2b~k
Ay

fi £ - X d£ > 0,
A y -*0

|?a| dÇ <

I kU 2b,

(2,6)

c. q. f. d.

Il résulte des lemmes (2,1) et (2,2) que la fonction là (x,y;E,,y-Ay)
satisfait à la formule 2•/ du §1. Ce résultat et la conclusion du § 1
donnent le théorème :

Théorème 2,1 -La solution fondamentale de l'équation P-parabolique à
coefficients holdériens et continus (hypothèse II), sans termes linêai-
res, d'ordre plus élevé que le second, change de signe. Elle n'est pas
donc une fonction de passage (elle n'est qu'une fonction de passage gé-
néralisée).

On a ainsi démontré que les sommes des lignes de la matrice
fondamentale du système parabolique soumis aux hypothèses I, II
et III sans termes linéaires et d'ordre plus élevé que le second change
de signe.

3/ On démontrera la réciproque du théorème (1,1), [2], à
savoir :

Théorème 3,1-Si (I') les dérivées de la fonction de passage général isée :

Pa (x, y ; X fT\) - P ; DkP(x, y ;l,q) , |fc| < 2 b

existent, sont continues et bornées pour

x,lE En, y > t) + e, e > 0

(II’) si l'on a les formules (2,1) et (2,2) et les égalités :

lim —j—f(l-x)kP(x,y;l, y-&y)dl = a(kJ(x,y), (3,1)
Ay -»0

où les coefficients a(k> sont soumis aux hypothèses II et m, alors la
fonction de passage généralisée P(x,y ;l ,r\) est la solution fondamen-
taie de l'équation P-parabolique d'ordre 2b, sans termes linéaires.

Démonstration - La fonction P étant la fonction de passage généra-
lisée, on a les formules suivantes :
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/P(x,y ; £, ri) d£ h 1 (3,2)

/p(x,y ;Ç,9) P(Ç,0 ;£,n) dÇ = P(x,y;£,r)) (3,3)

Ecrivons la formule (3,3) en posant 9 = y- Ay>T)et retran-
chons d'une telle formule (3,3) la fonction P(x,y - A y ; £, r)). A
cause de l'égalité (3,2) nous obtenons :

j = /p(x,y,ç »y - Ay)[P(C ,y - Ay ; £ * il) - P(x, y - A y ; Ç, ri)] dÇ

(3.4)
= P(x, y ; l, n) - P (x, y -Ay ; £, Tl)

Pour évaluer j/ Ay, on représentera la différence entre paren-
thèses de la formule (3,4) par la somme partielle de la série de
Taylor d'ordre 2b, à savoir :

p(C » y - Ay,Ç, ri) - P(x,y - A y ; £, t)) =
(3.5)

xx) ^- +•••+( Cn - xn) P(z,y-Ay ; S,T]) +

+ 0(1) |Ç - x|2b ,

0(1 ) » 0, | Ç - x | > 0 et 0(1) 4 const., Ç , x £ En, y-Ay> Tl,
l'hypothèse I' étant admise.

Considérons d'abord l'intégrale :

îx */* | 0(1 ) | |C - x |2b |P(x, y ; Ç , y - Ay) | dC

et écrivons-là comme la somme des intégrales j2 et j étendues
respectivement aux domaines :|Ç - x|^ô et jyC - x |- > o , ô>0.
A cause de la formule (2,2) on trouve :

0< lim j2 < | 0(1 ) |. const.,
Ay-*0

11 résulte de la formule (2,1) que

lim j3 = 0,
Ay-»0

I ji! « I o(i)|,

0(1)—*-> 0, 6 >0

ô > 0

On a donc :

0 lim
Ay “*0

0(1) 0, ô » 0
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mais le nombre ô est un nombre arbitraire positif ; ainsi :

lim = 0
A y 0

Cette dernière formule, ainsi que les formules (3,5), (3,1)
et (3,4), démontrent que :

4f-i y;D)po y

où :

(3,6)

7i (x, y ; D) = E stkl (x, y) Dk (3,6')
l^|k|^2b

On a aussi la formule (3,2). La fonction P(x, y ; £,rj) est
donc la solution fondamentale de l'équation P-parabolique sans ter-
mes linéaires, c.q.f.d..

Remarque 3,1 - Il est facile de voir que la démonstration de la for-
mule (2,2) avec l'exposant 2 au lieu de 2b (b > 1) est en défaut pour
la fonction Pa - la solution fondamentale de l'équation convenable
d'ordre 2b. On peut démontrer que la limite d'une telle intégrale
n'existe pas.

En tenant compte des théorèmes antérieurs, on a :

Théorème 3,2~La condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction
de passade généralisée soit la solution fondamentale d'une équation P-
parabolique d'ordre 2b, à coefficients hôldériens et continus (hypothèse
II), est qu'elle satisfasse aux hypothèses I' et IT et aux formules (2,2)
et (2,1). Cette fonction de passage généralisée est une fonction de pas-
sage si et seulement si l'ordre de l'équation est égale a deux (2b -2).
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