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LES PROPRIETES PROBABILISTES
DES SOLUTIONS FONDAMENTALES
D'UN SYSTEME PARABOLIQUE

H. MILICER GRUZEWSKA

0 - SOMMAIRE -

On résout ici quelques questions liées a la matrice des solu-
tions fondamentales d'un systéme parabolique d'équations linéaires
aux dérivées partielles & coefficients holdériens,

Un tel systéme, du second ordre, fut étudié en 1960, [ 1], et
le systéme d'ordre plus élevé (2b > 2) en 1962, [2]. Ainsi on sait
que les sommes des lignes de la matrice des solutions fondamen-
tales d'un systéme parabolique sont les solutions fondamentales des
€quations paraboliques. Elles satisfont aux équations de Smoluchowski
et sont normées si le systéme est sans termes linéaires, Mais la
question du signe de ces sommes restait ouverte. On savait cepen-
dant que la solution fondamentale de 1'équation parabolique de se-
cond ordre, sans terme linéaire, était la fonction de passage du
processus stochastique [3], [4] et [4'].

On démontre ici que dans le cas de l'équation d'ordre 2b> 2
la solution fondamentale ne conserve pas son signe, elle n'est donc
qu'une fonction de passage généralisée. On présente alors la con-
dition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction de passage géné-
ralisée soit la solution fondamentale d'une équation parabolique.

1/ Soit le systéme :

% 3
Lu’=P(x,y;D)u-Ea—;‘=0, foc s g i BTl o 5 (1)

ou E est la matrice unitaire :

Py D)5 o &AMy DY, (e, B, N) (1,2)

og|k|g2b
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a'k
B e ekl k) e R R

2= Bpmer R el , O<yay = conel: : A“‘ﬂ(x,y),
QP N, et sl (s )
avec u; = u;(x,y), ; TR R

sont definis dans le produit cartésien R de l'espace euclidien E_A &
n dimensions et de l'intervalle fini :

=B % <0, v )
On suppose : (I) le systéme P-parabolique dans R, c'est-a-

dire, qu'il existe une constante &> 0, telle que toutes les racines
A = A(x,y,0) de l'¢équation :

det E(E ARz, y) (i0)*) - AE§ = 0

ay AR s esi

avec . ;
K 2
(ic}" = T-[(ia.)J 3 e =
o i j=1
et o E est la matrice unitaire, satisfont & 1'inégalité :
Be Nl v ol )8 e =g
pour chaque (x, y)E€R ;
(II) les coefficients A“"(x, y), (x,¥) ER sont réels, bornés, unifor-
mément continus, comme fonctions de y, et uniformément hdlderiens,
comme fonctions de x, & savoir :
|AL;j(X;y) = A‘:};(X'.Y) } £ C ]X - x! |h: (X, Y) = R’
Mo Pr =il le, N S Son SCEE0 Net Dishio
sont des constantes indépendantes de y.
Les solutions u = (u,...,yu,), (x,y) ER sont réelles, bornées

exponentiellement, c'est-a-dire : |ujexp (-c|x |9) < const. avec

2b '
= %p .7 ¢ c¢> 0 constant ; comme fonctions de x, u € "’ et,
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comme fonction de y, u€ 81. 0.< h' <1, .dang (B, *= (0,7'>), c'est-
a-dire les dérivées de toutes les composantes u;(x,y), i1 = 1,...,N
du vecteur u(x,y) par rapport a x existent jusqu'd l'ordre 2b et
sont holdériennes et les dérivées premiéres par rapport & y exis-
tent et sont continues dans (E, *+ (0,y>), cf.[5].

On a démontré [2] l'existence d'une liaison entre les coeffi-
cients A'*)(x,y), (o, B=1,...,N) et les moments moyens par rap-
port a l'accrmssement de la variable linéaire de la solution fonda-
mentale ' du systéme (1,1) :

0, k|>2b
nmk,Ayf(a ‘I (xyiE,y-0y)dE-
Ay 0 AlH(X y)
0<|k| < 2b
(1,3)
y > Ay > 0, x*-= xh,,, xn, Jelg i Y s ol

En outre, on a démontré, dans le méme article, que la somme
de chaque ligne de la matrice des solutions fondamentales :

N
Pu=2 DT r el ke e B 0 L, B

est la solution fondamentale de 1'équation, dont les coefficients al*’
sont les sommes de chaque ligne de la matrice des coefficients du
systéme (1,1), & savoir :
N
ak! = ,:‘:& AT A ey (L Lot 29 M L, NS B

dés que les coefficients &2°' permettent d'affirmer que 11g &me équa-
tion est P-parabolique d'ordre 2b (l'hypotheése III).

. Nous savons [1], [4] que les solutions P, satisfont aux équa-
tions de Smoluchowski :

F(x,y;:8,n) = fPa(XIYJC ,e)Pa(i,e;E_,,Tl) dg (1,6)

et que, lorsqu'en plus les coefficients des membres linéaires sont
nuls, elles vérifient :

fﬂ(X.y;E,n)dﬁ =il (1,7)
dés que :
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E AL (x,y) = 0 (1,8)
On dit alors qu'elles sont entiérement normées.

On peut démontrer que la solution fondamentale entiérement
normée est normée, c'est-a-dire qu'on a, pour chaque fonction inté-
grable g(x) et telle que : | g(x)| exp(- B[x]q) < o, ou 0<p estune
constante convenable (v01r [E511) e

fPa(x,y;é.n)g(a)dﬁ——eg(x). y—>n

en tout point de continuité de la fonction g(x). En effet, c'est une
conséquence immeédiate du fait que la solution fondamentale P, est
soumise a l'inégalité (2,3),.

Nous savons aussi que pour une équation (ou systéme) du
second ordre, la fonction P , entiérement normée, est non-négative;
elle peut étre interprétée comme une "fonction de passage”, [1], [4].

Dans le cas général (2b > 2), nous dirons que la solution P,
entiérement normée, est la fonction de passage général isée. Nous ver-
rons qu'elle ne peut pas conserver son signe. Il est évident, & cause
de la formule (1,7), que la fonction P, ne peut pas étre non-posi-
tive, On démontrera aussi qu'elle ne peut &tre non-négative.

Rappelons ici les hypotheéses de Feller [3] concernant la fonc-
tion de passage au cas ot 2b = 2,

1/ D Pl w58, m) et D* Plz,y : E.n)

existent et sont continues pour

X,E GEnJ y<?'] L
2/ El— f P(x,y ; £,y +Ay)dE — 0 , X rE e 6>0,
y |=-§|>3 Ay>0
il f 1 1)
3/ A_ (&*X) P(X.y§§;y+Ay)d§__) a! (Xo.Y).
¥ |x-a,68 Ays0
4/ i / (E-x)°P(x,y;E, y+Ay) dE— a'?'(x,y)
2lby [x-£|< s Ayso0
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Remarque 1,1 — Chez Feller on a, comme d'habitude dans la théorie
des processus stochastiques, P(x,y;E,n) avee y < 1 ; l'équation
parabolique est alors avec le signe '+ avant la dérivée 3P /3y.

La condition 2/ est souvent remplacée par la suivante :

oL (¢ -x)"Plx,y;E, y-Ay) dE—> 0, 5> 0
AY |.-§!>s Ay=0

21/

et alors les hypothéses 3/ et 4/ peuvent étre remplacées par :

3!/ Tlgf(i—X)l P(x,y;E, y - Ay) d& —> 2 (x,y)
Ay>0
et
4 _Tl"f(g SN Pl v o S e g il e S e R )
2.Ay ﬂy'*O

la condition 2'/ entraine la condition 2/,

Mais la fonction P = P _(x,y ; £, n), définie par la formule (1,4),
et & cause des formules (1,3) et (1,8), satisfait aux hypothéses 1/
avee y >, 3'/ et 4'/., On démontrera au par.2 qu'elle satisfait
aussi 4 1'hypothése 2'/. Il résulte qu'elle ne peut &tre non-négative.
En effet, si elle était non-négative, alors satisfaisant aux conditions
1/, 2'/, 3'/ et 4!/ elle devrait &tre, d'aprés le théoréme de Kolmo-
goroff, la solution fondamentale de l'équation de Kolmogoroff, qui
est de second ordre, sans terme linéaire. Par conséquent, a cause
de la premiére des formules (1,3), qui est valable aussi pour 2b =2 ,
ses moments moyens d'ordre plus élevé que le second devrait étre
identiquement égaux & zéro, contrairement a l'hypothése III,

2/ Grice aux hypothéses I et II, nous pouvons alors établir
quelques propriétés de la solution P .

Lemme 2-1 -

: 1 2b

L5 :K"f|5—xl |P, (x,y; & y-Ay)ldE—o0, 350 (2,1)
" Ay=0
|-¢]> y

et

; i
2 :_ﬁf g~ x| |P,(x,y ; €, y - by)|dE < const. (252
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Démonstration- Nous faisons intervenir 1'évaluation bien connue de la
solution fondamentale du systéme parabolique [5].

Pa. (X.}’ H Ef y -AY}

est alors borné par :

. & q
| Palx,y5E, ¥y -Ay)| < C(Ay)?® exp —r:(l.x F’l) (2,3)

1
(A y) 2b
2b e
e C et c étant des constantes positives.
Posons :

2
|FaatE e 3 r.(Ay) 2z = u

et nous trouvons :

n q
= r
i, < Cy(ay) 2 lf Pt on i |’ fdr ¢
> (ay)
(2,4)
G5 f ds B o 03D [ ) it D,
u>s(Ay j2b Ays0
C]_ > 0: &> 0.
De méme on trouve :
@
i1 (O fu"'““ exp (-cul) du ¢ const., (2,4")
0

Ca Ol Bl s

Remarque 2,1 - I1 est bon de noter que |P(x,y;& ,n)| n'est pas
la solution fondamentale de 1'équation en question, car 53 0 = T
si P n'est pas non-négative.

Lemme 2,2 - La formule (2,1) étant admise pour la fonction P, on trouve
les formules suivantes :

d
togs S M i xpig - swlae—s o, Ikl <2 550 (25
£[>s Ay»>0
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Démonstration - Soit M§ > 1, M étant constant. Nous obtenons faci-
lement :

& f vs)?- M | g il |B,| dE < (2,6)
BY |egl>s
MZb-k
|E -x|*|B| &€E—> 0, |k|g 2b, c.q.f.d.
AY  |x-g]>s Ay0

Il résulte des lemmes (2,1) et (2,2) que la fonction R (x,y;E,y-Ay)
satisfait 4 la formule 2'/ du ¢1. Ce résultat et la conclusion du §1
donnent le théoreéme :

Théoreme 2,1 - La solution fondamentale de l'équation P-parabolique a
coefficients holdériens et continus (hypothése II), sans termes linéai-
res, d'ordre plus élevé que le second, change de signe. Elle n'est pas

donc une fonction de passage (elle n'est qu'une fonction de passage gé-
néralisée).

On a ainsi démontré que les sommes des lignes de la matrice
fondamentale du systéme parabolique soumis aux hypothéses I, II

et III sans termes linéaires et d'ordre plus élevé que le second change
de signe,

3/ On démontrera la réciproque du théoreéme (1,1), [2], a
savoir :

Théoréme 3,1- Si (I') les dérivées de la fonction de passage généralisée :
B (v e o S=rpiplIND oy v erm e, B [N Ta
existent, sont continues et bornées pour
X EHE Eoan U iibe s e >0

(II') si l'on a les formules (2,1) et (2,2) et les égalités :

1

B (&_ )k P( 2y UG e d = () 3 y <
i k!Ayf % X ls . =0y}t = a'® (x, g), '0<|k]<2b (3,1)

ol les coefficients a(*) sont soumis aux hypothéses II et II, alors la
fonction de passage généralisée P(x,y ;£ ,m) est la solution fondamen-
tale de 1'équation P-parabolique d’'ordre 2b, sans termes linéaires.

Qémonstmtion - La fonction P étant la fonction de passage généra-
lisée, on a les formules suivantes :
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fP(X.y eI e (3,2)
fP(X:Y;CJG)P(CJSJi;ﬂ)dC =P(Xay;5aﬂ} (3:3)

Ecrivons la formule (3,3) en posant 8 = y - Ay > 1 et retran-
chons d'une telle formule (3,3) la fonction P(x,y - Avy; £, n). A
cause de 1'égalité (3,2) nous obtenons :

i =fP(X.y.C.y -an) P,y -Ay;E,n) -Plx,y -Ay; &, ) dC

(3,4)
= P(X.YJ E.u T]) -P (Xl ¥ 'AY.» &JT])

Pour évaluer j/Ay, on représentera la différence entre paren-
théses de la formule (3,4) par la somme partielle de la série de
Taylor d'ordre 2b, a savoir :

P(C..’Y "Ay.l&: 1’1) = P(X,y-ﬂy;aa Tl) %
(3,5)

-~
i
-
e

1 2 3 (1)
et (Cl-xl)—71+...+((:n~xn)a—z"] P(z,y-Ay; &,m) z=*+

+o(1) |C - x|” ,

0(1)—0, | - x|—>0 et 0(1)< const., { ,xEE, y-Ay> 1,
l'hypothése I' étant admise.

Considérons d'abord l'intégrale :

" il

hoe s S 1o e - x 1 Py se, y - Ay | &

et écrivons-la comme la somme des intégrales j,et j, étendues
respectivement aux domaines : | - x|<8& et |T * x|> % a0 > 0,
A cause de la formule (2,2) on trouve :

0< lim j, < |0(1)
Ay=>0

» Gonat., 0(1) —= 0, 5——=0

I1 résulte de la formule (2,1) que
lim j; = 0, 5>0
Ays0

On a donc ;

0 < lim |j,|</|o(1)], o(1)—> 0, 5—> 0
Ay2o0
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mais le nombre & est un nombre arbitraire positif ; ainsi :

lim j, = 0
Ay->0

Cette derniére formule, ainsi que les formules (3,5), (3,1)
et (3,4), démontrent que :

e

Rt S . P 3,6
T i b ) (3,6)
ol :
RS c= 1 E 10 i (3,6')
1€k 2

On a aussi la formule (3,2). La fonction P(x,y : §,n) est
done la solution fondamentale de 1'équation P-parabolique sans ter-
mes linéaires, c.q.f.d..

Remarque 3,1 - Il est facile de voir que la démonstration de la for-
mule (2,2) avec l'exposant 2 au lieu de 2b (b > 1) est en défaut pour
la fonction P, - la solution fondamentale de 1'équation convenable
d'ordre 2b. On peut démontrer que la limite d'une telle intégrale
n'existe pas.

En tenant compte des théorémes antérieurs, on a :

Théoreme 3,2- La condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction
de passage généralisée soit la solution fondamentale d'une équation P -
parabolique d'ordre 2b, a coefficients hOldériens et continus (hypothéese
II), est qu'elle satisfasse aux hypotheses I' et II' et aux formules (2,2)
et (2,1). Cette fonction de passage généralisée est une fonction de pas-
sage si et seulement si l'ordre de l'équation est égale a deux (2b = 2).
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