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RECOLLEMENTS DE PROCESSUS DE MARKOV

Philippe COURREGE et Pierre PRIOURET

L'objet principal du présent travail est d'établir le théoréme
te recollement des processus de Markov continus (théoréme 2.4.2,
Bme partie ci-dessous). Historiquement, ce théoréme a déja été
Utilisé par divers auteurs (Levy, Doob, Ito et Gangolli en particu-
ler) pour construire des processus de diffusion sur les variétés :
o trouve dans 1'article de Doob sur le mouvement Brownien dans
un¢space de Green (voir Doob [5]) 1'idée de 1'utilisation d'une suite
troissante de temps d'arrét (par exemple les temps successifs de
Sortie de 1'un ou 1'autre de deux ouverts dans le cas du recollement
i_iedeux processus, voir le n° 2.1.3 ci-dessous) le long de laquelle
Us'agit de montrer que le caractére markovien peut étre prolonge.
Par ailleurs, Ito et Gangolli ont donné des démonstrations de ce
me@e théoréme dans le cas ol les processus sont obtenus comme so-
lutions d'équations intégrales stochastiques (voir Ito [10] et Gangolli [7]).
Onreprend ici 1'idée de Doob en se placant dans le cas de proces-
% de Markov & valeurs dans un espace polonais quelconque (au,
Plys généralement un sous-espace borélien d'un espace compact mé-
isable, voir le n° 1.0.1 & ce sujet).

Dans la lére partie se trouvent présentés, de fagon indépen-
dil,lte des diverses situations de recollement examinées ensuite,
er:'rs résultats préliminaires de prolongement le long d'une suite

Ssante (T,) de temps d'arrét : on établit d'abord une variante
n:;?é()réme de Tulcea qui permet de construire des mesures conve-
€8 sur la tribu VE  (n° 1.1.1). On étudie ensuite les divers
I:;oi: Fie prolongement de ces mesures & la tribu 15 en ’les ca-
ly Hisant au moyen d'une version réguliere de la probabilité condi-
telle P (X, €M /VF;} (n°1.2.6 et 1.2.9). On étudie enfin

n

le ;
Prolongement de la propriété de Markov (n° 1.3.1), et celui de

Propriété de quasi continuité a4 gauche (n° 1.4.2),

e Pour résoudre les nombreuses difficultés de mesurabilité que
“Sentent ces questions, on fait un usage intensif des résultats fi-
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gurant dans [4] ; résultats qui ont, d'ailleurs été obtenyg A
usage. =

Dans la 2éme partie on étudie, a partir de Ia Premiz,
d'abord le recollement des processus arrétés (théorémes zle.
2.1.4, 2.2.1, 2.2.3 et 2.3.1) ; on en déduit ensuite Celui. g
processus continus et le résultat principal de ce travail (théorem
2.4.2). Remarquons que c'est seulement dans ce dernier cag ‘
le terme de recollement peut prendre exactement le sens gyij aqze
théorie des Faisceaux (voir les n° 2.0.8 et 2.4.1 a ce Sujet). L

Toutefois, le recollement des processus arrétés, bien o
moins significatif du passage du local au global que celui geg proe
cessus continus -puisqu'on doit y partir de processus donnég su;
l'espace entier et arrétés au sortir des ouverts considérés, g 1oy 1
pas seulement des processus induits sur les ouverts- apparatt, dang |
la procédure employée, ici comme une étape naturelle pour Parvey;,
au théoréme de recollement des processus continus, §

En appendice 1 on examine les relations entre le théorime e
prolongement établi dans la lére partie et certains résultats sur Jog
limites projectives de mesures ; tandis qu'en appendices 2 et 3 sont : §
reprises les démonstrations de certaines propriétés des Procesgy
de Markov importantes ici.

A la suite d'une premiére rédaction de ce travail (été 1954)
traitant directement du cas des processus continus, P A, MEYER {
nous amena et nous aida a étudier aussi celui des processus conti.
nus & droite arrétés, et nous signala une démonstration de I pro-
priété de Markov forte du processus recolé utilisant 1'équivaleng 2
récemment établie par lui (voir [11]), de cefte propriété et de 1;; §
continuité a droite des fonctions excessives sur les trajectoires(l)
Nous le remercions vivement. '

Nous remercions aussi Monsieur G. CHOQUET pour g
conseils et encouragements au cours de ce travail. §

(1) Nous avons préféré cependant conserver, en la simplifiant, la démons. !
tration directe (voir le § 1.3) qui permet de ne manipuler que des pro-
cessus de Markov et jamais les semi-groupes associés.
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PREMIERE PARTIE

QUELQUES PROPRIETES DE PROLONGEMENT
lE LONG D'UNE SUITE CROISSANTE DE TEMPS D'ARRET

Bien que présentés formellement de fagon indépendante des
diverses situations de recollement étudiées dans la 2éme partie,
les développements présentés dans cette lére partie constituent es-
sentiellement des lemmes d'oll découlent les résultats de la 2éme
prtie(l). On recommande au lecteur de prendre connaissance du
déroulement des idées de cette derniére avant d'aborder la lecture
déaillée des techniques introduites ci-dessous.

1.0. - Terminologie et notations

L0l - Fonction aléatoire X =(Q , ws, (X,)) - Adoptant la termi-
lologie et les notations introduites dans [4], on désigne, dans toute

tlte partie, par (E , B) un espace mesurable tel que {x} € @
burtout x €E et

be={(x, x)|x EE}E B® B, et par X:(Q,ws,(Xt}“Rt)

e fonetion aléatoire 4 cimetiere A valeurs dans (E , ®)(2), pro-
f:essivement mesurable(B), admettant une famille (@,) d'opéra-
eUI‘s d'arrét et une famille (8,) d‘operateurs de translation (4),
! possédant 1a propriété de raccordement (5) (6).

( T M

1) On donnera dans un travail ultérieur d'autres applications en particulier
la construction de processus a gradins et au prolongements de proces-
SUs de Markov "au-dela de la durée de vie''(voir 1'appendice 4).

(2) Voir [4) n° 0.3,
¥ Voir (4] n® 0.5,
f4) Voir [4] n° 0.4,
[5)Voir[4] " 5.1

) Voir 43 appendice 2.

1'0,1
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On sup{)ose, de plus, que X possede la propriéts compli,
raccordement (1) : pour toute suite strictement croissante (tn);.> (t‘, d
de nombres réels > 0, et toute suite (‘”n)nz}l d'élémth’sn d;l]gl
telles que

Kooty W) = Xolwnay ) pour chaque nyy ‘
il existe un élément w de Q tel que

B s W)~ (R:n-tn_l) pour chaque Nyl

Pour chaque t&€ [0, +~cn] , on désigne respectivement par f

F, et F, lestribus F;, F} et F}(2) ; et, pour chaque Sne
ensemble U de E , on désigne par 0, le temps de S0rtj| )

e
U pour X (3), En particulier, O, désigne la durée de vigq &

e X

Enfin, on appelle famille d’'opérateurs de meurtre de Xx(l)

U
famille (m, d'applications de @ dans & telle que "

t €R*
X, (my(w)) = X, (w) pour tout g,

3 (e ()= pour tout g,

1.0.2 - Diffusions de E; dans Q - Si G est une tribu sur 0
une diffusion de E; dans (2 , G) est une application x-_h)p’
dans l'ensemble des mesures de probabilité sur G telle que, pou;
chaque A € G, l'application x —> B (A) est mesurable lorsquyy
munit E; de la tribu ®; complétée universelle de la triby 635(4),

Comme d'ordinaire, sji ¥ € B(2, G)®), on notera E{9
1'espérance mathématique YdP, , et si p est une mesure de
probabilité sur @, P, la probabilitt A—> [ u(dx)B (A) sy

2 M
G, et E, lespérance mathématique correspondante.

(1) Voir les exemples et la remarque du n° 1.0.7 ci-dessous.
(2) Voir [4] n® 0.3.

(3) Voir [4] appendice 2.

(4) Voir [4] n° 0.1 et 0.3,

(5) Si (U ,4U) est un espace mesurable, B(U , U) désigne 1'ensemble des
fonctions numérique sur U , U-mesurables et bornées.

1002

(
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RECOLLEMENTS DE PROCESSUS DE MARKOV 281

Notons que, si, pour chaque X EiH;"0 onf ‘Prolofige’™ B R
la tribu G complétée universelle de G(1) , on définit une diffu-
simde Bs; dans (Q, G).

On dit qu'une diffusion (P,) de E; dans (@, G) est
e s G 2 et BHXg= x} =1 pour fout x € Ej.

1.0.3 - Temps terminaux - On appelle temps terminal (de X) un temps
d'arrét de la famille (F,) tel que :

(1.0,1) T(w) = t + T(8,(w))

pour tout (t,w) tel que t< T(w).

Ondit que T est un temps terminal strict si de plus,
(1.0.2) T(w )=t +. T8, (w))

four tout (t , w) tel que tg T(w).

S5i UCE est tel que 0, soit un temps d'arrét de la fa-

mille (F,), 0, est un temps terminal strict de X.

L0.4 - Suites déterminantes de temps d’arret - Soit (S )as1 une suite
lq“elCO!lque) de temps d'arrét de la famille (I )., 2). Posons :

[1.0.3) T, - 0
(1-0.4} Tn+1 = Tn =5 Sn+l o 9741 {1’1 > 0) =

. En vertu du lemme 4.3 de [4], on définit ainsi une suite
zrmssante (T)),s, de temps d'arrét de la famille (I} )(3) qui est
Melée 1o suite déterminante associée a la suite (S,). Une suite

1 A~
tT")n;o de temps d'arrét de la famille (F,) est dite déterminante

{1) Voir (4] n° 0.1,
) Voip |

(3) g
8, pour tout n, S, est un temps d'arrét de la famille (Fy), il en
st de meme de T

q] NG

n e

103, 1,94
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s'il existe une suite (S,) dont (T!) est la suite détepm:
associée (1), Mingyg,

On désignera par T, le temps d'arrét Sup T, . §i Pour ;
n - out

N8, oy oty U CHIE on aftanle] £l Gu,écausede]_arela.
{t< o) Cloy=t+g,. 8} (HER.), tion

1.0.5 - Suwites déterminantes terminmales - Une suite détery;
( n)n;n est dite terminale, si, pour tout n> 0, il existe un e,
>0 ¢(n) tel que, pour tout p2>0,
2
(1-0'5) T"+p S T" +T‘-Plnl+P° eT"( )

Deux cas se présenteront essentiellement Correspondama
®(n)=0 et ¢(n)=n (n30, p30)3),

LEMME - St (T,) estunesuite déterminante terminale, pour chagy,
n. >0 ver @ 2

(10,8} Ty = Sup T =T T o B
(]
(1.0.7) g€ B(g,V iTp)(4)=> go 6, €B(@,VF,).
P p

En effet, d'une part, on obtient (1.0.6) en faisant tendre
vers 4o dans (1.0.5). D'autre part, soient g € B(Q, ﬁ‘r,),et
ny 0 ; d'apres le lemme 4.2 de [4], Qrgaspedy, (W)~ er,.oflrm () (RY).
donc (théordme 2.4 et lemme 1.2 de [4]),

go GT" = go 0‘.1@“‘“"0 eTn =go 9,n o a'rm_p ;
ce qui montre que

gOGTnGB(Q,ﬁ‘

Th+p

d'ot le lemme.

(1) On dira alors aussi que (T!) est une suite déterminante (en omettant
""de temps d'arrét").

(2) En faisant p=1, on voit que la suite (T,) est associée i la sufe
(B folie 8 = piln 1), (n> 1),

(3) Voir ci-dessous les n°® 2.1.3 et 2.2.2.
(4) Voir le n° 1.0.2 note (5).

B O U YA
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1.0.6 - Cas topologique : Espaces B.C.D. ; fonctions aléatoires continues
adroite - Dans tout ce travail, on appelle espace B.C.D. un espace to-
mologique homéomorphe a un sous-espace borélien d'un espace com-
pact métrisable.

Si E est un tel espace, on lui associe toujours l'espace
mesurable (E , @) obtenu en le munissant de sa tribu Borélienne
B = @E(l), et on munit l'espace E; = EU{d} (& ¢ E) de l'unique
topologie prolongeant celle de E et faisant de & un point isolé (2],

Si E est un espace B.C.D.,, on dit que la fonction aléatoire
¥ dvaleurs dans (E , @) (n°1.0.1) est (du type) continu a droite
si, pour tout we @, l'application s —> X, (w) de R, dans E;
tst continue a4 droite. Pour chaque ouvert U de E, o, est
aors un temps terminal strict de X(3),

Ondit que X estdu type de Hunt (resp du type continu) si
four tout w € Q , l'application s —— 2. (W)sedevuRgaidans: Sk
&t continue 4 droite et pourvue d'une limite & gauche Xi(w) (resp
®ntinue) en chaque point t € R, tel que XJw) ¢ &6(4).

L. Exemples habituels de fonction aléatoire X -

;] Fonction aléatoire typique(5) continue a droite - E est un espace
R‘C-D-, X est typique et Q est l'ensemble des applications de
+ dans E; continues &4 droites et absorbées par §.

B) Fonet i ons aleatoire typique de Hunt (resp continue) - E estunes-
Eice B.C.D., X est typique et Q estl'ensemble des applications
R, dans E;, continues 4 droite, pourvues de limites & gauche

Iresp continues) en chaque point t € R, tel que X, (w)# &, etab-
Wrbées par &,

E étant séparé et ayant une base dénombrable d'ouverts, les conditions

{3.(}6 B (x€EE) et A, €E@® ® @ postulées au n° 1.0.1 sont ainsi sa-
tisfajtes

2
9 i‘f::g“e E est un espace localement compact & base dénombrable (LCD)
dont EC:°mPact, cette topologie différe de la topologie compacte d‘AleXandroY
Bt L] ES'_: _habituellement pourvu. Cette divergence ne porte pas a
quence ici 4 cause du caractére local des propriétés envisagées.

(3 :
| Voir (4] appendice 2.

l4) g
s X est du type continu, X est du type de Hunt.
) Voir [4] appendice 1.

L0g, 1,09
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C) Fonction aléatoire typique a gradins - X est typique (1)’ By

est l'ensemble des applications w de R, dans E; pour 1,
quelles il existe une suite croissante (t,),5, de nombreg >0 es..
une suite (a ), d'élémentsde E; tels que, t, = 0 , sup t _G'(E;

w e

etpaBOil rsial iwpourstonts w2 00 eteshes (it Javt il

A’ ) Fonction aléatoire typique continue a droite non interrompye . B
un espace B.C.D., X est typique et Q\{ws} est l'engey,
applications de R, dans E (et plus E; comme dans |t
A) ci-dessus) continues & droite.

et
le deg

QXEmmE

On vérifie sans difficultés que, dans les exemples 2
C), X posséde la propriété compléete de raccordement et une
(canonique) d'opérateurs de meurtre.

) B g
famiy

Dans l'exemple A'), X posséde encore la propriéts con
pléte de raccordement, mais ne posséde pas de famille d’Opé"ﬂteurSd;
meurtre.

REMARQUE 1 - Examinons l'exemple B') od E est un egpy,

B.C.D., X est typique et @ est l'ensemble des applicatigy,
continues de R, dans E . Il est clair que X ne possiqe phis
alors la propriété compleéte de raccordement (dans 1'exemple 4

c'était le fait d'admettre des discontinuités de 2&me espeéce a gacte.

pour les trajectoires qui permettait la propriété complite de rac.
cordement).

REMARQUE 2 - Un lecteur intéressé surtout par le cas de I'n .

ou l'autre de ces exemples ou bien rebuté par la considération ¢,
fonctions aléatoires non typiques peut fort bien considérer X commg
I'une des fonctions aléatoires typiques ci-dessus (exemples A), B),O)
ou A') ; pour l'exemple A') faire attention cependant au § 23
(voir la remarque du n°® 2.3.4 et le n° 2.2.8)). :

(1) Le caractére topologique de E est inutile ici.

-
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1. 1. Construction de mesures
le long d'une suite déterminante
de temps d'arrét

1.1.1 - THEOREME (1) - soient (S )ay1 une suite de temps d'arrét
de la fanille (F)), (T\)ho la suite déterminante(2) associée a (S.),
et pour chaque n » 1, (P]) une diffusion normale de E; dans
(o, & )(2),

~

Mlors, il existe une diffusion (P,) de E; dans (@, VR J4),
et une seule telle que :

Lkl (B ) est normale(5).

T x

(1.1.2) P, (6;2(A)/Fy }= B (A) P, .P.S
polnstout x €E; , ny 0 et A Ef‘sml(f').

Ce résultat peut étre considéré comme un théoreme d'existence

de limite projective de mesures (voir & ce sujet l'appendice 1 n® AL.3).
Nous allons ici 1'établir a partir du théoréme classique de Tulcéa

("915‘[9] et le n° 1.1.4 ci-dessus), au moyen des deux lemmes
Suivants :

L1.2 . LEMME - 4vec les notations et hypotheses du théoréme 1.1.1,

Pour qu'une diffusion (B.) de E;s dans (@, VFy ) satisfassent
n

dierelations (1.1. 1) et (7.1.2),°11 faut“et il suffit que, pour tout

P21, toute fonction @ GB(Q", él EK)(S) RS T

i ?VEC les notations et hypothéses fixées au n° 1.0.1 ci-dessus : en parti-
‘®r, X posséde la propriété compléte de raccordement.

) Voir 1e n° 1.0,4 ci-dessus.
(3) Voir le n
@) Vp,

° 1.0.2 ci-dessus.

désigne la tribu sur Q engendrée par UF; (voir Bl n® @t .

.
(5
) On Notera que B;i(A € Fq d'aprés le théoréme 4.5 de [4].

(6)

n+l

Voir 1 po 102, note (5).

W, 1.1 2



286 Ph. COURREGE - P. PRIOURET

(1.1.3) [ @(w,8, @),..., 8r,,(w) B (dw) =

p=

1 2 p
p [ Plawy) [ Pl yionr (@0 [ o f Pl o (d0,) 0wy, |

""“J,J.
En effet, on montre que la condition est nécessaire par

currence sur P en remarquant d'une part (pour p - 1) que ];é‘

relations P,{X,=x}=1, et (1.1.2) entralnent que P ;s'

coincident sur la tribu Fy (1) ; d'autre part due 12" fo8

- etioy

0 ——>®(u, 05, (w) ... 8r,,(w) est Fy,-mesurable en yepy !
théoréme 4.5 de [4]. Inversement, pour montrer que la Conditiou
n

est suffisante, on vérifie d'abord que la relation P, {36= x) -

la coincidence de P, et P} sur T, , entralnent 1 relatiet
P{Xq=x}=1, et la relation (1.1.2) pour n =0 . T suffit ensu&on
en vertu du théoreéme 4.5 de [4](2) de vérifier que, si i

veB(e" 8 §) e veB,f,,),

Lotw,oq(w), 0, 8y () ¥(8, ()R (dw) =
fgcp(w, 01, ) ,..eu Oy, () EST,, (¥} B, (dw),

relation qui résulte immédiatement de (1.1.3).

1.1.3 - LEMME - Soient (S,).», une suite de temps d'arrt de g
famille (F,), et (T,)yso la suite déterminante associée.

Désignons par  l'ensemble des suites (O d'éléments g
R telles gue, pour tout n 31 , X, (wy) =X (W), et par F g

tribu induite sur G por la tribu produit § Fy . Alors, il existy
une application y de @ dans Q , mesurable pour les tribug F

3

EER . M
et V ¥  respectivement, et telle que, pour tout n il
n n
o€ B(Q -3 st)

et

(1) d'od il résulte que l'hypothése de normalité de (}':1) , faite dans I
théoréme, est nécessaire,

(2) ce théoréme entralne que F, = ‘! =t (f‘s N

K=1" " 'x K

g9 OO O
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(L1.4) @y @), 8, (Y (@) ,..., 8, (V@ =0(w,,...,w,),

n

pour tout W = (Wi eQ .

Soit w = (w,) un élément de @iy s posonsl Jt. = 05 et
n
b= E Sn(mx)
=
de § : donc, en vertu de la propriété compléte de raccordement (1)
Qe posséde X (n® 1.0.1), il existe un élément W de R tel
que, pour chaque n3x 1,

;ona, Xy, fw)=Xglw)= X{w,,) , par definition

ke tn-l'

(L.1.5) Koty (0] = X (w,) pour Og s gt

Montrons par récurrence que, pour chague nx 1, SRl g e
# X(8; (w))=X(w,) pourtout s & SaWn)=1ta=tny : d'abord, la
relation (1 1.5), avec n=1, entralne que X,(w)=X(w;) pour
ut s ¢t, = S,(w,) ; donc ([4] théoréme 1.3) que

T (w) = Sw) = S;(w,) = t,.

Supposons ensuite que T, (w) = t, et X,(6; _,(w)=X(w,) pour
8¢ t,~t,; ; on a, d'aprés la relation (1.1.5), si 8 €S,,(Wa) =tha-t,,

X (07, () = X1 1an (@) = X4 (w0) = X (w.n)s

done, g, {w) ~w,,, (Ri,) ([4] théoréme 1.3) ; d'ou il résulte que
"*1(91,.(&0)) Spa(w,,,) , donc aussi que

) = T.w) + B (6 (m D e SR

n

® qui achéve la récurrence annoncée.

Ainsi, s ()i~ Dy, (Rxs,.) pour chaque G o BSRLSEs
(4 théoreme 1.4) que, si @ € B(Q 5 5“ )

@(w,@,l(m),... yGr . (w)) =@ (ml,..., W)

: JFaisant alors décrire Q & w et désignant, pour chaque
{]E Q, par y(w) un des éléments w € Q _ ayant la propriété
'L.5), on définit(2) une application y de Q dans @ ayant la

it

)?ett(: IX‘opriété intervient essentiellement ici. Voir A ce sujet 1l'appendice
i, ©).

(2) g
cl la fonction aléatoire X est typique ([4) appendice 1), l'axiome du
olx n'intervient pas ici, car la propriété de raccordement permet alors

L3,
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la propriété (1.1.4) annoncée. De plus, la mesurabilité de
résulte, & cause de la relation Va

A

n

1.1.4 - On peut alors établir comme suit le théoréme 1

Ll
moyen du théoréme de Tulcéa (voir [9]) : a

A cause de la relation Frn = K\fl BTK_l(f‘sK) » la mesure p o

entierement déterminée sur la tribu f?‘Tn par la relation

(1.1
(lemme 1.1.2) ; 1'unicité résulte donc de ce lemme. )

Etablissons maintenant 1'existence de (P,) : en verty 4
théoreme de Tulcéa, il existe pour chaque X ek unemesul,:

de Probabilité Q, sur l'espace produit (Q"', ® F‘SK)“) telle que.
K=1 v

2 n
(1.1.6)[34Q, fg P:(dml)fg szlml,(dwg)_f;..j;epxsn_lmn_l,(dw,.) .

pour tout n>1 et &€& B(Q", él F‘SK) (o1 E:((w,()) = O souylh )

Dés‘ignons, pout™ ‘chague™" n's"'1"; par 5,, 1" ensemble deg
(wy) € @Y tels que

Xs (mn) = Xo(wrn]_) . On a,

n

Q.€ 8 F et

K=1
Qx( ﬁn)=_ls; :le(dml) 2 g -fQ E:"_llw"_ll (dwn)\js; Pxn;"l(w" ) (dwm‘l)IA E;(Xsn(wn):xu(mml”

=1, puisque P:ﬂ {X,=y}=1 par hypothése.

Suite de la note 2 de la page précédente :

de déterminer entiérement une trajectoire Y (w) privilégiée : pop
8 <ty=Supt,, la relation (1.1.5) détermine X,(y(¥)) ; si la suite (t)
est stationnaire, on peut (par exemple) prendre X (Y(d)) = th{ﬁc":]]
pour s >ty ; si non, prendre X/(y(®)) =8 pour s3tg.

(1) N* désigne l'ensemble des entiers 3 1 .
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Ainsi, @ = 0 ?éne ® ﬁ‘s
n21 K=1
Désignant alors par Q: la mesure de probabilité sur F obtenue
en prolongeant par complétion ([4] n° 0.1) la mesure induite sur F
pr Q,, il reste a prendre pour P, 1l'image de Q, par 1l'appli-
cation y (n® 1.1.3) : les relations (1.1.4) et (1.1.86) assurent que
(L.1,3) est satisfaite, et la relation (1.1.6) que (P,) est une dif-
fision comme (Q,) .

o et Q,(ﬁ'):l . pour chaque x € E;.

Le théoréeme 1.1.1 est ainsi établi.

1. 2. Construction de mesures
aprés une suite déterminante de temps d'arrét

Dans ce paragraphe, on se propose de prolonger a la tribu

Iy les mesures (B)) (x€ Byl vintroduitesiparile théereme 11l

Srla tribu V B, , en partant d'une version réguliére mn(w , I')
n n

% la probabilité conditionnelle P, {X, €T/VF {.

Avant d'introduire de telles versions réguliéres (voir le n°
ﬁ.Z.z ci-dessous), on va préciser certains modes de raccordement
¢ la fonction aléatoire X .

L2l . Modes de raccordement de la fonction aléatoire X 5 . Dési-

%Pa“t par ® l'ensemble des temps d'arrét < o de la famille
), on appelle mode de raccordement de X une famille (B, M;); ¢

rela% CQ et M;CQ x E;s , vérifiant, pour chaque T &€ %, les
Hons (1.2.1) a4 (1.2.4) ci-dessous :

(1‘2'1) B o) CeRaBC { Tz ga et Meri@ oBe 2 B ;

P
Ours toute suite croissante (T,) d'éléments de % telle que
*Sup T
n n 3

(1.9 3 A
) B,€V F , et MEVE ® & ;

‘l)

V .
BOein®y 0 -ciodessis.

L2y
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, de plus, (T,) estune suite déterminante termmaleu)

si me ﬂ {fT, < T}, alors, pour chaque n3 0 1.
¢

weEB, = 9; (w) ¢ B, et dee

(1.2.3) -

we BT =>"67n ((.U)EBT et {yl(w,y)EMT)={y}(Brn(m),y)EM]}.,(gj

tio

Enfin, pour tout (w ,y) €EM;, il existe w, €Q ¢ Qe i

I

Xy ) = X (w) pour tout s < T(w) et, ‘ iz

(1.2.4) y e
Xlwi =¥ pour tout s 2 T(w) (s €R),

Si (B;, Mi);,z est un mode de raccordement de X

s Ongj Li
aussi que X admet le mode de raccordement (By, M;) . . =

es

REMARQUE - L'intérét technique de la notion de mode de raceon, B
ment apparaitra ci-dessous a partir du n® 1.2.5. Pour llusty,

immeédiatement une définition quelque peu formelle, on renyy,

d'abord aux exemples courants étudiés aux n® 1.2.2, 1,23 etlzf %
On peut ensuite dire ceci : T étant un temps d'arre de Or

famille (F,), le couple (B;, M;) circonscrit la latitude avee L. (B

quelle la connaissance d'une trajectoire w pour le passgé infiniss,
simal avant T représenté par la VE, -mesurabilité (relay,

1.2.2) jointe & la stationnarité (relation 1.2.3) conditionne la o
sibilité de modifier w & partir de l'instant T(w) en l’arretm
(relation 1.2.4) en un point de 1'espace.

En fait, dans chaque énoncé, un seul instant T interviendr, .
ce qui permettrait de ne définir qu'un '"'mode de raccordementdex
a l'instant T'" comme un couple (B;, M;) vérifiant les relatipy
(1.2.1) a (1.2.4). On a tout de méme introduit la famille (B,,M)
tout entiére, car, d'une part, dans les exemples courants (n° 12:n
a1.2.4), elle apparalt comme naturelle, d'autre part les €noncég
ultérieurs en sont simplifiés.

(1) Voir le n°® 1.0.5 ci-dessus. ’

(2) On notera que, d'aprés le caractére terminal de (T,), pour chague 2
n>0, WEN (T <T) =>9; (w) €N (T, < T}, et

WE YT, < T)=> &, (w) € U{T, < T}. (4

|
'\
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1.2.2 - Mode de raccordement libre - Posant Bi = T ) et
M&:Bix E; , pour chague T € %, on dit que X admet le mode
de raccordement libre, si (B!, M!),., est un mode de raccorde-
ment de X (1),

Par exemple, dans le cas topologique(2), si X est la fone-
fion aléatoire typique continue a droite(3) a valeurs dans E, X
almet le mode de raccordement libre, Par contre, si X est la
fonction aléatoire typique de Hunt(3) (on continue), X n'admet pas
e mode de raccordement libre : si y # 6 , llexistence de w,
exige celle de X (w).

L2.3 - Mode de raccordement continu - On suppose que E est un
tspace B.C.D. et que X est continue a droite(2), et on pose :

B::{M URED | Tw) i< +w et X lw)-= lm X(w) existe dans B},
i
s<t

¢ Mi={(w, y)|w€B; et "y=Xiw) ou y= 8"}

Cvn‘ dit alors que X admet le mode de raccordement continu si
(B, M?),.. est un mode de raccordement de X .

: Etablissons immédiatement que les fonctions aléatoires habi-
telles du type de Hunt admettent le mode de raccordement continu :

LEMME - on suppose que E est un espace B.C.D.

.1/ Si X est du type continu & droite (4), et si (T,) est une
Sﬂzte croissante de temps d'arrét de la famille (F,) , BY et
» Uerifient la relation (1.2.2),

. St, de plus, la suite (T,) est terminale, Bj et M;, véri-
et oussi la relation (1.2.3).

il

:::_tt‘ement dit, si, pour tout (w , y) € {T< +o} xE;, et tout 2 i 11
siste Wy € 0 tel que X, (w;) =X, (w) si s >T(w) et X (w)=y si
*T(w) (s €R,).

EZ]VDH‘ le n° 10,8

() Ves
~ "oIr (4] appendice 1 et le n° 1.0.7 ci-dessus.
14) Voir le ne TNod e

La3
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2/ St X estdutypede Hunt, Q\B} C{T 3 o¢} pour Chagug N

3/ La fonetion aléatoire typique de Hunt et la fonction aléagy
typique continue(l) & valeurs dans (E , @) admettent.‘,e,,,oaedemre
cordement continu. s

En effet, d'abord la propriété 2/ résulte de ce que
existe pour chaque t < o.(w) puisque X est supposée dy tYpel:]
Huet. Pour établir la propriété 1/ désignons par K qyp o J
compact métrisable contenant Es; comme sous-espace hops

K
et par p une distance définissant la topologie de K o

; et pogons
B={w|w€Q et lim X,(w) existe dans K},

s M Tlw)

s < Tlw@)

on a, puisque K est complet et X continu & droite ;

BA MHT: < T¥= 0 U 00 1) imlTn(w)srgrqu

PZn r,r'eQ

(0) =

mxxm,XAmn<am

(1.2:5)
Bﬂl_g{Tp<Tm}= (N {MT@.(UJ)—%& S R ()

K n rr'ep

MXAw,xﬂmn<%m
K 0

d'ol on déduit, par exemple au moyen du théoréme 1.4 de [4], que
B € VF, . Posons alors,

Y(w)= limX,(w) 8 wEB, et ¥w)=:»0 ei wEsl
s 4 Toplaw)
s < Tplw) '

Utilisant alors des relations analogues a (1.2.5) on déduit,
de la continuité a droite de X et du théoréeme 1.4 de [4], q
Y est mesurable de (@, y Fr,) dans (K, ®)) . Il en résup

d'abord que B ={T<+w} [ BN{Y € E;} € V Fy, ; ensuite qe

Ho, X )| w €BS)

(L) Voirile n™ 007,

(2) Q désigne 1'ensemble des nombres rationnels 2 0.

do
es

ca

Il
d't
fa:
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N {(w, ) © € B, et p(y,Y(w))gj—l{eyFTnev ®;

A

dne aussi que Mj, € VI @ ®@; . En outre, la relation (1.2.3)
est facile a4 vérifier si (T,) est terminale.

Enfin, la propriété 3/ résulte des propriétés 1/ et 2/ et du
aractére typique des fonctions aléatoires considérées.

REMARQUE - Posons, pour chaque T € ¥, Bi=Bf, et M"= BYxE;,
on déduit du lemme ci-dessus que le terme (B}, M});., est un
mode de raccordement de la fonection aléatoire typique de Hunt a
valeurs dans E ., Ainsi, le mode de raccordement continu apparalt
wmme trop restrictif pour les fonctions aléatoires du type de Hunt (1),
Toutefois c'est ce mode qui convient pour 1'étude de la quasi-
tontinuité a4 gauche (voir le ¢ 1.4 ci-dessous).

12.4 - Mode de raccordement a Wi 5. On =uppesc que "X’ une
fﬂquction aléatoire a gradins, et on pose, pour chagques T| & 6,
B_I:(w|ue Q, T(w)< +®» et la trajectoire de w n'a qu'un nombre
B it S [0, *Tla) [ PV =F B "R Br (BY, M?);.q est
I mode de raccordement de X , on dit que X admet le mode de
Mecordement ¢ gradins.

1 On établit, par un cheminement analogue & celui du lemme
“::2'3 que la fonction aléatoire typique & gradins a valeurs dans
» B) admet le mode de raccordement & gradins.

1'2'5_\'Répal‘tit.ions conditionnelles aprés une suite croissante de temps
I;'Fet - Soient (T,) une suite croissante de temps d'arrét de 1la
mille (F,) telle que

SEp QD TR et (B Mol o

£
M mode de raccordement de X(2),

bk Qn. appelle répartition conditionnelle (de X) apres (T,) une
"obabilite de passage " (WLR ) ——in(w , P4)* de (e VFTn) dans

» Par contre, exactement adopté au cas continu,

) v
I Voir 1 n° 1.2.1 ci-dessus.

‘124, 1-2.5
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(E; , B5). On dit que la répartition conditionnelle est g,
par le mode de raccordement (By, M;);c (1), siles propriétés s“i"anile
sont satisfaites, pour chaque we€ @ , &

(1.2.6) w & By =3 nlw, {63)=1
(12,7 c & B 0 LPJ{TP=Tw}=n(w,{X.Q(w)}):1

(1.2.8) w €By, N 0T, < T} == n(w,{y|(w,y) €M, }).

EXEMPLE 1 - La répartition conditionnelle demeurtre immédiqy

apre
(T,) : (By, My)ree étant quelconque, posons pour we Q et 4

E@;.
{0 Bosarl .0 &, Ui T T
[

To

MTe{w, ') = 1p (5) si w e Q{T9<Tm}-

EXEMPLE 2 - La répartition conditionnelle de bloquage apris i
nld

Supposons que X soit du type de Hunt, et que (By, M)
soit le mode continu, et posons, pour wWEQR et T E @ 5

T (w,I')=1p (X (w) s wE Lg{T,,:Tw} ou w¢ B

ma(w,T)=1p (X)) si wEB N O (T, < T,).

le théoréme de prolongement aprés (T,) s'énonce alors :

1.2.6 - THEOREME - Soient (T,) une suite croissante de temps

n

d'arrét de la famille (F‘t} telle que Sup T, =T, < g, (B, M )

un mode de raccordement de X (2) 7 e ) un}edif}“usionde E;
dans (Q " VFTH) 5

dlors, si m est une répartition conditionnelle aprés (T)

régie par (By, Mi)res (3), il existe une diffusion (P.) et une e
de E; dans (R, F,) telle que, pour chaque x € B, ;

(1) Si (By, My)yez est le mode de raccordement libre (resp continy,
gradins) on dit que =° est libre (resp continue, & gradins),

(2) Voir le n® 1.2.1,
(3), Voir le n® 1.2.5.

1,26

-

1i

= be
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(1%2510) E prolonge P,

[L8)iey (B) = P,

(1.2.12) B ({w|w €B, N N{T, < T} et (w, X (w) EM}) =0

X

Bes) P (X, €er/Ve }sn.,T) B P.S pourtost] € By,

12.7 - REMARQUE - Si (B,, M,) est le mode de raccordement
lire, 1a relation (1.2.12) est identiquement vérifiée.

Si X est du type de Hunt et si (By, M;)e est le mode
de raccordement continu, cette relation s'écrit :

BY, T, < T, , X;, existe, Xy, # Xi, et X7 6}) =0,
® exprime ainsi la propriété de quasi-continuité a gauche de la
mesure P, (voir ci-dessous le n°® 1.4.1) pour la suite (T,). En

Particulier, si X est du type continu, cette condition est identi-
Quement vérifiée,

2.3 - Démonstration du théoréme 1.2.6 - Fixons d'abord un point
Y€ E; . La relation (1.2.13) & obtenir suggére de considérer la
Desure P sur (R x E; ,VF o @;) définie par

n n

f)n(M)=f1:;(dm)f1(((1),dy)lu(w,y) pour ME VE, & ®B;.

n n

Posonsg,
Cy= (Q\By,) x {6},
Co={(w, Xp(w)|we& By, N Y {Tp = Tal},
Cy=((Br, N N T, < Ty})x Eg) N My, et

e b L

On ad
3 Ce ‘!FT,‘ ®@ Bs et P, (C)=1. En effet, d'une part, C,, G,

et
C; sont dans \'{FT" ® @; &4 cause de la propriété (1.2.2) de

193, 1,28,
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(Br,» Mg), de la relation C, =y {(w, y)|w € B,_n(T, =71
= o
lagy (v, Xrp(w)) = 1}, et de la relation A, € B; @ B; (p° Ty

D'autre part,

Blc e f P, (dw) m(w , {8}) = P,(R\ B;,) d'apres (1.2.6) .
Q\B1g i i |

Tt

(C) = f R(dw) nw, (X, (W) = BB, N U(T, = T.))
a ; P
BTN UP{tP‘tm} d'aprés {127) |
BAC) = [ R(dw mMw,(y|(w,y) €M) =R (BN RIS &
“bran 7 <10} it
2y
d'aprés (1.2.8), dlod P,(C)= 3 B (C,)=1.

i=

[

Définissons alors une application @ de @ x E; dans
en posant : ®(w, y)=w; si (w,y ¢ C, et, \

®(w,d)= w 51 w € Q@\By,

@ (w, X‘{m(w))zaTm(m) si w € Bi, N LPJ{TP = Ty}

(i el al oy 6 C.,

ol w, est un élément de Q qui réalise le prolongement de u
par y selonla propriété (1.2.4) de (B, , M; ). Par simple v¢.
rification(l), on montre, d'une part, que, pour chaque s ER
X.0o® est mesurable de (@ x E; , YFT,,@ ®Bs) dans (E; , @5;:

- ~
donc que @ est mesurable de (@ xE; , VFTn ® @;) dans (Q, R ).

et d'autre part que,

(1.2.14) ar @(w, Y)~@(w, y) (Ra)
pour tout (w , y) € C, et

(1.2.15) % (B(w, y)) ~ o, (w) (Ra)

pour tout (w, y) €C, ettout n> 0 ; d'od on déduit ([4] théoréme 1.3),

(1) En utilisant, les relations (1.2.1), (1.2.2), (1.2.4) et la VF_ s @

mesurabilité de C, , C,, C; établie ci-dessus.

ra

g
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(1.2.16) T.@(w, y))=T,(w) pour tout (w,y)€E C et nENU (=},

. Désignons alors par P, la mesure sur (Q, f,) image de
P par & .

La famille (P/)iecc, ainsi définie répond a la question. En
effet, soit AE Fyp; on a : P(A)=P,(CN ®*(A)) . On en déduit
d'abord que (P,) est une diffusion de E; dans (2 F.), puisque
(P,) en est une de E; dans (Qx E; , ‘:‘/FTH @ @;) . Fixant de

nouveau x € E; , on a ensuite

= =

B (a7’ (A))

P(CN @ XaA)) = B(C N @A)
= I_DK(A) d'aprés (1.2.14) ;

d'od 1a relation (1.2.11). La relation (1.2.12) étant une conséquence

%mmédiate des définitions de P, , de @ et de la relation (1.2.8),
il reste & établir (1.2.10) et (1.2.13). Pour cela, soient

re @, nx1 et BE

n ?

Posons A —{X. ET}N B, et calculons P,(A) en intégrant par
SpRg o . sy €y €, et €5 ; on A,

B.(c,N o-*(A))

1p(8) B.((2 \B;,) N B) d'apres (1.2.1),

j‘ P, (dw) n(w, T').
(

Q\ By, N8
B(C,N o)) f P, (dw) 1,(@(w, Xrg()) = B (B, N U (Tp=Ta} N a7y (A))
BTmnpgn{Tnzym} e

= Sup P, (B N (T, = Ta}N (X, €T} NB),

p2n
Pisque B € F;  entraine ot;lp(B) =B pour p3zn, donc que
{T, = To}N a7a(B) = {T, = Ta} N a7(B) ={Tp = T }N1 B ;
= f Blde) nlo, )y ¢ enfin;
By nU{Tp=Tm}ﬂB
@ p

i:“,:(c § = 5
LR A Rk

- [ Bdw)  [nlw, dy) o) e, @),

BTmnrg{Tp<1u,} {yi] (m,y)Ele}
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puisque X, (®(w, y))=y si (w,y)€E C3, et que
ar (@(w, y)) ~ar(w) (Re) si (w,y) € C (relation 1,2_15]_

= P,}dw)n(w,l").

BTuN N Tp<Tm}nB
P
D'olt, en regroupant les trois termes :

P, ({X, € P}ﬂB):fP,(dw)n(w, T

Cette relation, valable pour BE& 9 ., 1'est aussi pour "BEs Vﬁ‘,
L) no T

et finalement pour B € \{.f‘fn . On en déduit les relations (1,3

et (1.2.13) et le théoréme.

|

1.2.9 - Construction de répartitions conditionnelles terminales _ Soit
(T,) une suite déterminante terminale(l), On dit qu'une répartit,
conditionnelle m apreés (T")(z) est terminale si, pour chagye
20, heg et Be @y

(o2 1 n(8y (W) ,T)= n(w,T).

On a alors le résultat suivant qui montre, en particuliep
l'existence de répartition conditionnelles terminales :

THEOREME - Soient (T,) une suite déterminante terminalell) g,
que Ty =Sup T, € o;, (B;, M,);ce Uun mode de raccordement de X,

et (P,) une diffusion de E; dans (Q, VE, ) telle que, pour
n n )
tougy, x € E ,

P.S

x

(1.2.18) E,{go0r, [ Fy,}= Ey, {g} B

pour chaque p>0 et g €B(Q, Vf‘Tn)(2).

(1) Veir le n°® 1.0.5.

(2) go By, est YFTn—mesurable a4 cause du lemme 1.0.5.

(1)
(2
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1/ 8i T est une répartition conditionnelle (1_)_ apres (T,)
ré¢ie par (B; , M;),,. et terminale, la diffusion (P,) introduite
por le théoreme 1,2.6 est telle que, pour tout x € Ej ,

O E g o0y, | Byt =By {g} B P.B
pour chaque p3> 0 et g€ B(Q, Fy) .

2/ Inversement, si E est un espace B.C.D., et si (P,)
est une diffusion de E; dans (Q , Fy) wérifiant, pour chaque
x€E; , les relations (1.2.10), (1.2.11), (1.2.12)(2) ainsi que
la relation (1.2.19)(3), alors, il existe une répartition conditionnelle
® apres (T,) résie par (B;, My),.. et terminale pour laquelle
la relation (1.2.13) est satisfaite, pour chaque x € Ej .

L2.10 -Démonstration du theéoreme 1.2.9 : propriété markovienne de (P.)
telativement au temps d’'arrét T, (p »0) - Fixons x€E; et p2 0,
#soient fe B(q, Fp), et e e Bl Pal. T s'agit de montrer
€, sous 1'hypothése que T est terminale et que la relation

(1.2.18) est satisfaite, on a

11.2.20) B, {foar, . gobr,)=E, (foar . B (2)).

D'abord, puisque a;m(f’,) =F, , ona

Ex{foan_ goa,p}zﬁ, {foaTFU T gaerpuurm}

= E, {fo&rp . 8 00510906'['3}
M Vertu du lemme 4.2 de [4) et de la relation Ty = Ty + Ty o b1,

leemme 1.0.5). I1 suffit donc d'établir la relation (1.2.20) pour
ESB(Q, F'm) . Or, il résulte du théoréme 2.4 de [4], que

Fr

= (V) V X7(®s)

g .
‘l) VO[]‘ le n°® 125
[
\2 1
I Voir e pe 1.2.6 ci-dessus.
() o
U encore Seulement, pour chaque p >0 et T € @; .

1 — ~ -
.2.191) Br e T A e PR (HXes i) SoPiE P, 87
@ p TP @

L2010
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[en effet, (X"€ r}-(yix.er, s < ) U(N&Xr e, it
donc {X:OD eTle \{‘f‘h ' X?; (G35 ):I . Il suffit donc aussi d'établirl;
relation (1.2.20) pour g de la forme g, . PoX, on

gLEB(Q,yﬁ,n) et @€ B(Es , ®Bs).
On a alors :

E,{fcan,glnS - Ot X 1o Bl ]

T
p @ P

= Ex{foarp . gl°erp o %0 KT

]

puisgue  2; © 97, = X; d'aprés la relation 1.0.6 (lemme 1 0.5)
@© @ ~AEA

= E, (foay . g,08, . n.,9)}

en vertu.de la relation (1.2.13):qui lie n et B ,. et de la Vi
mesurabilité de g; (lemme 1.0.5 relation (1.0.7)) ; oSy

= E.{fooy . 8109 . (8 ,0)}

d'aprés le caractére terminal de 7 ;

= Ecffour, . By {g, . 7,00
d'aprés l'hypothése (1.2.18) ;
= El{foan' EXTP{gl * CPOXTQ}}'

de nouveau d'aprés la relation (1.2.13). D'ou la relation (1.2.20) 4
la premiere partie du théoréme (1.2.9).

+.2.11 - Demonstration du théoréme 1.2.9 : construction de 7 - Suppy.
~ant que. E est un espace B.C.D., désignons par K un espace
compact métrisable dont Es est un sous espace borélien, par
B une base dénombrable de la topologie de K stable par inter.
sections et réunions finies et telle que K& B, et par @ 1'algehre
de parties de K engendrée par B(l). @ est identique & l'ensemble
des réunions finies d'ensembles de la forme U \(K\V) ob UE}

(1) @ engendre la tribu borélienne @y de K .

da
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¢¢ VEB. Il en résulte, d'une part que ® est dénombrable,
d'autre part qu'il existe un ensemble dénombrable € de parties
wmpactes de K tel que tout élément DE @ soit réunion d'une
suite croissante (C°) d'éléments de @ . Désignons par @' l'algébre
de parties de K engendrée par € U®.®' est aussi dénombrable

Désignons alors par o la probabilité de passage de (1‘3; 5 6?3)
dans (K, @¢) définie par :

¢z, T)=P (X, ET}) (x€E , TERY.

En vertu de 1'hypothése (1.2.19) (ou (k2SI s on ars

(1.2.21) P, {X,, €T / Fr} =X, ,T) P, P.S

pur chaque p 0, xEE; et [ E@,; et il résulte du théoréme
d¢ convergence des martingales que,” pour chaque x € Ej et

TeE@,, lim oc(XTP ,T) existe P, presque surement sur & etque,

p> o

BENE (x. e T/ VE. ) =lim alX, ,T), P P.S
® ] L p->m B

Clest cette limite qu'il s'agit de régulariser pour obtenir 7 . Pour
tela, désignons par Q' l'ensemble des W €Q tels que 1pi—1;n (X (w),D")
@

etiste pour tout D'E @', et par Q' 1'ensemble des W€ Q' tels
e, pour chaque DE @ ,

P>m P

lim ofX,(w), D)= Sup lpi_>rn @ (X (W), C )it
i o
c

Posons alors

n(w, D') = lim ofX;(w), D') si WE Q"
p>® P

T(w, D)= 1,(8) si wégQ"

Etour c.hgque weQ, n,(w,.) est une fonction d'ensembles définie
additive sur @', telle que %,(w, K)=1 et réguliére sur @D
?::'cl“ap[;?ort a la classe compacte €C ® . C' est alors un résul-
. fasmque_que la restriction de m,(w,.) & @ se prolonge, et ceci
tr_ba&‘(m unique, en une mesure de probabilité ol o) SUE o
PU borélienne @, de K.

( LEA terme 7, ainsi défini est une probabilité de passage de

‘ém}f F1p) dans (K, @®,) et on a, pour chaque x€ E; , et
K,

L2y,
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(1ol 380oss, By (B e/ ﬁ‘,p}:nz(.,f‘) P B.a

En effet, d'une part, pour chaque I €E® , donc aussi

=4 Pour ch
I' € By, l'application w—m,(w, ') est ;J' Frp-me'sura A

» b].E, puisque
! & ‘;fFTp, a cause de la dénombrabilité de @', et que (X,

2 T)

P = i P
est Iy -mesurable. D'autre part, P(Q") =1, puisque P,(Q) -
d'apres le théoréme de convergence des martingales, et que I;O'
chaque DE®@, o

Sup lim o(X, , ) dB1) - sup 1im [« (X; , C° 4P
Q" P> o P i n p>m P x

Sup P, (X E Cz} d'apres (1.2.2})

(¥ 'e€D})

p>o

B
fg. lim o(X; , D) dP, dapres (129

Enfin, de la relation P,(Q")=1, et de (1.2.22), il résulte e

DX el V.1 =mi,T) B B

pour chaque T &€ @ ; donc aussi pour chaque T €& @y . D'od Ia rela.
flon' (1.2, 23

Pour chaque x €E; , on en déduit d'abord que
(1.2.24) e (e 2 RS

On en déduit ensuite que les relations (1.2.6), (1.2 1)
et (1.2.8) sont satisfaites P, presque surement par T,; en effet

d'une part,

fg P, (dw) njw, (8)) = B(@ \ By, N {Xr, =8)) = B.(Q \By),
NEy

en vertu de (1.2.23) et de (1.2.1) (n° 1.2.1) ; d'autre part,

(1) Ot (C}) est une suite d'éléments de € croissant vers D .

1g2ulls

rel

En
iroi

| el

el |

et
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1

[ fdw) 1l w, (X, (w)}) i P,(dwoz}nz(w , (X, (W) )

llmﬂ {]'P:T Brwﬂ Tp:]’

B (B, N{T, = To IN{w|X;fw) = X (w))

1

2 ek et B I B

pur chague p > 0, d'apreés (1.2.23) ; enfin,
[Rdw) nw , (v 1w , y) € M)
N D{;p <1}

P(B, N Q {T, < To} N{w [{w , X, (w) €M, _})

| = B,(B,, N ey < T dlapres (1. 2.23) et {1,2.12).

Il reste alors a obtenir le caractére terminal. Pour cela,
marquons que, pour tout n >0, WER . et TE®B, ,

). (1.2, 25) Tp(w ,T ) = M8y (w), T).

anszet, il résulte du caractére terminal de la suite (T,) que les
ols relations suivantes sont équivalentes :

wEQ', 3In 6, WIER', ¥n 6 (WEQ',

® que si isfai i B
elles sont satisfaites, 1pn»nm a(XTP(w),l i %1_1;% a(XTp(GT“(w)), ")

t Wrtout nx0 et TE®'. On en déduit que
WE Q" e=—=13n an(w)e Q"e=—=V¥n 6; (wW)EQ",
"1 relation (1.2.25),
Désignons alors par Q™ l'ensemble des w € Q tels que :
SR )= 1
FBE B, NNI(T, <Ta) =50, {y) (0, y) € My, }) = 1,

Bt
Posons, pour chaque wE€Q et T E @Bj,
Mo, T) = 1p (X, (w)) st w€U(T, =Tul,
p

n(w,F)=n2(m,l“) si w€B, N Q{Tp‘:Tm}ﬂ fofll
Tw | )= 1p(8) si wG(B,mﬂQ dER Tm) \Q™ , ou
sl WETHT T L BRF,
P @

L

»
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1 est une répartition conditionnelle aprés (T,)
question. En effet, d'abord, m est une‘probabilit
(Q YFTn) dans: (E; , Bs) car Q@M€ :'/FTH ; ensui

qui répong
€ de passage &
te, pour Qhaqué
x €E; , n, satisfaisant les relations (1.2.6), (L2500 (1.9 B
(1525240 B RS ion) ey T IR e T P o pﬂurclha t
I' € B;; donec T satisfait (1.2.13) comme =, (relation (1-2.2;ﬁe

Enfin, n satisfait les relations (1.2.6), (1.2.7) ¢
par définition et en vertu de (1.2.1)(1) ; et ¢ est terming, . !
cause de (1.2.25) et (1.2.3), puisque (1.2.8)(1) entraine que il
chague, n > Gy 0 SiQN =6, (W)EQ" et w & QM —=3p, (m)’épol:‘r
Le théoréme 1.2.9 est ainsi établi. TS

(L2 g

!
Wi
fenc
1212 = Répartitiuns conditionnelles de sortie - Spient (f i

suite croissante de temps d'arrét de la famille (f‘t) et u:e o ¢
partie de E appartenant & ® telle que T, = Sup T8da [Inz )
U 1

répartition conditionnelle au sortir de U aprés (T,,'i est une (
partition conditionnelle 7 aprés Tn(z) telle que, ) ot

(2 25) n(w, U)=0 pour tout wERQ .

On peut alors compléter comme suit le théoréme 15256

; = i ; pour
une repartition conditionnelle de sortie :

THEOREME - Avec les notations et hypothéses du théoreme 1.9

ity
soit U un sous ensemble de E appartenant a ®

On suppose que T, < g,, que T est une répartition conditigy. L
nelle au sortir de U aprés (T,) et que la diffusion (P) o |
normale (3). Alors, pour chaque x €EE; ,

(1.2.26) T.=m B PE, o

(LE2 2 a

pou

(1) Voir le n°® 1.2.1,
(1)

(2) Voir le n® 1.2.5 ; le mode de raccordement de X n'intervient pas i,

(3) Voir le n° 1.0.2.

1.2.12 1.2
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Pour tout g € B(Q , B, ), et toute application H de Q dans

A~

[0, +o] , ¥_ -mesurable,

go 8y = E, {g} f’, Pind: sur {H SaDL k.

H

En effet, les relations 1.2.25 et 1.2.13 entralnent que

X €U P, P S
d'od les relations (1.2.25) et (1.2.27).

Pour établir la relation (1.2.28), remarquons d'abord que,
pur chaque x € E; , la relation P, {X_,=x}=1 entraine l'exis-
nce d'un élément w, de @ tel que X (w,) =x . Posant

0y = B () g
Ma, pour chaque w € Q, o, (w) ~G,Dw, (R) ; il en résulte que,

1.2.29) By €z,

o chaque x & U ; en effet, si A¢EE

P,(4) = B, (a7 (A))

F(oeX(A)N (X, € U))

B (a(A) =1, (B,) .

Désignons alors par { 1l'ensemble des w € @ tels que
a, (0) ~w (Ro);
M3, d'apres (1.2.11), P,(§) =1 pour tout x€ Es(l). Soit
w B G TlH T ¥
n g
R0, (W)= X, o () 2K 0 (ap (W) = X (W)
r tout g € R,, donc 8,w) NG’-TN“‘” (RX) , et

g(eH(UJ)) = g(:),_,[ lml) 3

I

1) 4 - - .
aulacas.oﬁ Q n'appartiendrait pas & F, , il suffirait de prolonger P,
L tribu G=-=(A|AC Q et QL{;(A) € F,} au moyen de la relation

Y A
WPR)=F, | et remarquer que Q € @&, puisque a7 (D)= .
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d'oll la relation (1.2.28), puisque glw,) = E,{g} si xé¢y
B (X, €U}-=1. g ™

1. 3. Prolongement de la propriété de Markov
le long d'une suite déterminante
de temps d'arrét

1.3.1 - THEOREME(1) - soient (S;),,, une suite de temps e
de la famille (F,), (T,),5o Lla suite déterminante as80cige me,l
(S,), et (B) wunediffusion normale de E; dans (g ) Fm) {3}0

On suppose que, pour chaque n 3 1 gt x & Es; [Nl BXiszeu.l
temps terminal S. tel que : ‘

(148 1)) S =8 ERR. o

n

9.9 E,{gues:r‘/ﬁ‘s:}=E, $g hsep Tan g

S

H

pour tout. yE By, et gE BLQ B

(1.858) By {15 806 fB ey dy By slg) 9B RS

pour tout g€ B(Q , F.) et tout temps d'arrét V dela fanille (F)
n 4

Alors, pour tout x €EE; et tout g €E€B(Q, F,), dumepy
(1.3.4) E.{lfyeq) 808y . R liyer 3 Ex, {8} B P.§
pour tout temps d'arrét V de la famille (FH)(‘U ; d'autre parg

(1.8.5) E,{go6r, /[ B, Y 2B (g} "B, P.5 poir tou Ne 0

1.3.2 - REMARQUE - On peut énoncer de facon imagée le théoreme
1.2.1 en disant que, si la diffusion (P,) posseéde, (Prpl‘esque
surement pour chaque x), pour chaque n ,

(1) Avec les notations fixées au n® 1.0.1.
(2) Voir le n° 1.0.4.
(3) Voir le n° 1.0.3.

(4) Sans chapeau ; voir ci-dessous la remarque du n® 2,0,3,

lasaly, 1.8.2

don

ma

| don

et

(vo
rat
ain
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- La propriété de MNarkov par rapport aux S, (relation
(a2

- La propriété de Narkov avant S, (relation (1.3.3)),

alors, (P,) posséde la propriété de Narkov avant Ty (relation

(1.3.4)), et Lla propriété de ¥arkov par rapport aux T, (relation(1.3.5)).

13.3 - On va d'abord montrer que (P,) posséde la propriété de
Markov avant S

n o+

LEMME - Sous les hypotheses du théoreme 1.3.1, pour tout temps
derret V. de la famille (F,,), tout x € E; et tout g€B(Q, fy),

(1.3.6) E’{l{v<sn} g o B, / Fr.} = 1{v<sn}E"v{g} Sy

In effet, il suffit d'établir cette relation pour g Fg-mesurable ;
fne aussi (voir [4] théoréme 4.4) pour g de la forme

e Ten g leB(Q T BN W efp g eBIR ).

Soit alors fe& B(Q , B ) 5 oma (dlapres (L3:1))5,

ff e,dP_:ff.gl.,a,oe g, o8« o 8 dF,
{v<s } {V<Sx} n n
Tais, ) étant terminal, sur {(V<S.), on a :

S:=V+S:“ev;

fone aygg
GS;f, Bl = 65: ;
&
[1.5: 0O = By o 0:5:
|‘m’
bl;‘; 4] lemme 492) ;¥et, par ailleurs- I . 1{,;dsx} est F;x—mesu-

» ainsi que g, 00,00 i (voir (4] théoreme 1.4 et lemme 2.3) ;
L d'apres (1.3.2),
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{,2:8, dF, = | £. 8 oBo6, B {2} dB S
'/;v<5"} ] j{‘v<5:}l v < Xs: g2 x

=.C f .}gloas.uev Exs,‘o 6, {gz} dP-
v<sh . g

puisque, sur {V <S8}, XxoB = Xyugt 0, = Xx .
:ff. (glgas,.

E"sx {gz}) L) ev dEE
ke pisge Yot

[ 8. By (Gao s By 5 {2, THAR
v<s2) L e o

d'aprés l'hypothése (1.3.3), puisque g, Qo Ex s dig b egh §
mesurable, ! n 5

mais E,{gloas:. Exs:{gz}}=Ey{gloas:.gzuesz},
d'aprés 1l'hypothése (1.3.2) ; d'ou

f go8, dB =| £ . Ey {g} dP, , et le |
<s § v ‘£V<5n} v Emme_

1.3.4 - Etablissons ensuite la propriété de Narkov par rapport ; T
(relation (1.3.5)) en procédant par récurence sur n(l), La proprié
est immédiate pour n =0 en vertu de la normalité de (P).
supposons qu'elle est vraie pour n=p, et montrons que, pou;

A

fEB(Q, ), g€ B(Q, Fa),

+1

(13.7) d D b G’.TP gue-r'“l} =E,{f001rp+1. Eprﬂ_{g}}‘

En vertu du théoréme 4.4 de [4], il suffit d'établir cette
relation pour f de la forme f,0a; .f,08;, ol
P P

£ e'Blp, 5.7 G=1,%27.
On a alors

Ey{f oty €00, b= B (f oty . Tyoty

1 p+l p'

(1) On notera que l'hypothése (1.3.3) n'intervient pas ici.

1.3.4

di

L,
q
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ciliveniuticel da “relation s Ty =T + 8540 GTp > et du lemme 4.2
de [4].

=E!{fln an'E’r {fz nasp+l.g085 }}.

+1
; P

d'aprés 1'hypotheése de récurence.
Mais Ey {f2 o a5p+l S 95p+1} = Ely {f;0 0:5;41 « Bo 85;”-} )

d'aprés la relation (1.3.1) ; donc, d'apres (1.3.2),

E o E
Maoay By, {gh

= B, {fo0, . Ex . ekl

Sp+

de nowveau d'apres (1.3.1). Ainsi

E{f, O, - Be8,  } =E, {f1°0‘1p : Epr{fguaSP+l L 4 {g

Tp+1 Xsp+

e

i {fl aarp 5 fz o a5p+l o L)Tp 5 Exspﬂ. Bk
P

Yaprés 1'nypothése de récurence ; d'on le résultat, puisque

) et XS o B = XT

o =
Sp+1 © arp B o 0y T et *

P p+l p+l

L35 - Etablissons enfin la relation (1.3.5) : il suffit de montrer (1)
Que, gj fEB(q, T do seB (RaTasgoths nis: 0
.3.9) 6 g ydB, =0f 2 | B o gPaP e

{r €v<r ) {1,€v et}

A Pour cela, appliquons le corollaire 5.5 du théoréme 5.3 de
“ 8 temps d'arrét V relativement aux temps d'arrét

T=Tn: S=Sn+l et U:'F +Sn+l°eTn:Tn¢l’

n

o dec =
‘;;-déslgnons respectivement par V, et V, les termes ¥ et
Introduits par ce corollaire. On a alors :

[

(L

) En verty du lemme A3.1 (appendice 3) et des théorémes 1.4 et 3.4 de (4],

g:“‘" chague x€ E; , l'ensemble {T, ¢ V < T,n} ne différe d'un ensemble
la triby Fy,, que par un ensemble F,-négligeable.

1

:‘3.5
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T SoVinsiTan) & e dt are et 3= e sHT & Fafic e

Ton}

(]

et nous avons a montrer que :

(1.3.9) ff.gf,evn dp, =ff.Ex.,n{g}dP,

{vy <+ o} {vy < +m}

Désignons par ?,, la fonction numérique sur @ x o F, op
mesurable qui réalise la décomposition de la fonction F, 'mesﬁra}:{
f par rapport a T, et qui est nulle sur {w ‘wllxﬂ(w)¥xr(w;
(voir [4] corollaire 2 du théoréme 4.4, et n° 5.2). On a, en V;rt}
de la propriété (C*) ([4] corollaire 5.4), v
(L.:8.9) {fn-<§:}8v dp, = f{zxé?}m) falw, ern(w) 1{\,—"‘(‘,‘_ ,<5M1}(8Tn(w))go eun(w){l)‘

Nous allons transformer cette intégrale en conditionnant Par rapp.
a F; ; pour cela, remarquons d'une part que la relation

Vo (w) = Ty(@) + V(w , 8, (w) (w€ Q)
entraine que

go Gvn(w) = g(evn.w, B le)) (8 Tn(m)) 5

d'autre part que la fonction (W, W) —g(8 v, w,wp (W) est Fy ef,
mesurable [en effet, cette fonction est composée de g qui es
Fo-mesurable, de (u,w)——>9,(w) qui est mesurable pour Jes
tribus (BRTG Fo et F, d'aprés la mesurabilité de X (n° 1.0.1)

etde (w , wﬂﬂ—)(Vn(m » W) , w,) quiest mesurable pour lestrj:

bus [ ® F, et @, & Fs]. On peut donc appliquer au 2&p,
membre de (1.3.9) la relation (1.3.5), ce qui donne :

(1.3.10) [ 1. g0 0,,dP, = [ B (dw) Ex; o {1y 0.1 <sp0n)inl s D g 0B,
{Vn<"‘c°} {TnSV} ¥

i

Mais, en vertu de la propriété (e’) (corollaire 5.4 de [4]), pour
chaque w € Q , la fonction I, <5 i folw,.) est
;o n

VHIH,.H'
mesurable ; on peut donc appliquer, _pour chaque w, le lemme
1.3.3 au terme Exy o {17 0, 1 <500y } Bl 5 .) B0 87 1a,.,}, dod

(1) 17, (w,.1<5,,,) désignant l'indicatrice, dans Q, de l'ensemble

g, (o ol ) SEETTY,




v
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(13 1)ff go 8y, dP; = [P ( c;w i, T e B ) B s el

{vpc+o} {th<v

D'ol le résultat cherché, en déconditionnant par F’T" par une
nouvelle utilisation de (1.3.5), aprés avoir remarqué que la mesura-
bilitt de X entraine la F; @ F_ -mesurabilité de

(LU F) LU]_) Xv_“iw,cdl} (L\Jl) .

Le théoréme 1.3.1 est ainsi établi,

|. 4 Prolongement de la quasi-continuité a gauche
au moyen d'une suite déterminante
de temps d'arrét

Dans fout le paragraphe 1.4, on suppose que E est un es-
mee B.C.D, (1) et que X est une fonction aléatoire du type de
fnt admettant le mode de raccordement continu (2).

WAL & Quasi continuite a gauche de X - Si P est une mesurede
Probabilite sur (Can, Fm) , on dit que X est quasi continue a
sduche par rapport a P si, pour toute suite croissante (V,) de
mps d'arrét de la famille (f,4) , on a, en posant Vg, = Stgp Vo

(L4.1) PN, <@« WX, ¢ X, 3z0.
p=2® @

L4.2 - THEOREME - Soient (S.).5. une suite de tempsd'arrét de
lo famille (F,) telle que S, <0: pour tout n 31, et (T, la
Suite déterminante associée @ (S,) . Soit, d'autre part, (B,) une
diffusion de E; dans (R, inlei

_0” suppose que, pour chaque x € By , les relations suivantes sont
Setisfaites :

1) Voir le pe° 1.0.6.

4 Voir les 1o 1.2.1 et i o5
(3 !

) Voir 1eg po W26t 1.2.9,

Ly
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(1.4.3) ar, (P) = B

(1.4.4) B {w|w €B, N N(T, <T,) et (w, Xr, @) M5 y) _ oy

(1.4.5) ‘P, ¢go 8 [ Fo} =B

X
P L

tout ge B(Q, F,).

gy B. PiS:ipourtiays P30 g

(1.4.6) Pour tout n3>1, X estquasi continu & gauche par rappor,
a

3
a la mesure a, (B,) .
n

Alors, pour chaque x €EE; , X est quasi continue & Sauch, Do
rapport a la mesure P, ,

1.4.3 - REMARQUE (2) - On peut énoncer le théoréme 1.4 9 de
¢on imagée comme suit : on suppose que la diffusion (B.) b
- posséde la propriété de Karkov par rapport ayy tenps
d'arrét (T,) (p 2 0) (relation 1.4.5) ;
- est quasi continue a gauche avant S, pour chaque

(relation (1.4.86)).

- est Quasi continue a gauche en Ty (relation (1,4.4)

Alors (P,) est quasi continue a gauche.

1.4.4 - Afin d'établir le théoréme 1.4.2, considérons d'abord une
suite croissante (V,) de temps d'arrét de la famille (B )(3), ¢
commengons par montrer que pour chaque K> 1 et x EE;,

v

@

(1.4.7) gt R X XL Yo

p>o

E= K

n >0 étant fix¢, désignons, pour chaque p € N U{4+ o}, par
Vp"(. ,.) 1l'unique application de Q@ xQ dans [0 , +®] réalisant Iy

et B, N[i)TEc désigne le mode de raccordement continu de X : voir
n® 1.2.3 ci-dessus (ne pas conforidre B} avec @\ Br ).

(2) A composer & la remarque 1.3.2.

(3) Sans chapeaux.

s Lo4.4

et
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décomposition de V, par rapport au temps d'arrét T, (voir [4]

théoréme 5.3 ; en particulier, Vi(w, w')=0 si T,(w)=+»). Po-
sant alors
(.4.8) Wi (0, w') = Vi(w, ') A Spalw!),

on définit, pour chaque pEN U{+ o}, une application By G
mesurable de Q@ x Q dans [0, +o] de telle sorte que :

(L.4,9) Sup W, = W

i w

e, pour chaque peE€NU{+w} et WE Q,

(1.4.10) Wolw , .)

&t un temps d'arrét de la famille (ﬁ‘H) et

(La11) (T () Vv V,)) p Tpry (W) = T, (@) + Wplw , 6; (w)).
On a alors, en vertu des relations (1.4.9) et (1.4.10)

T, I X, X, )

K o

<V

L

€ Tprs Vo €0, UmX, £X,};
CHK{TH-FW;{" 8Tn) = UE’ giﬂ XWE!-,BT l(eTn) # XW&(.,eTn) (e"n)} -

CH"{T"( Ges W (., BT")< OE(GT")‘ }iné Xw;(. s 07 r(eTn) # Xw{,‘,l. N 9Tnl(efn)}'

Diy, d'aprés la relation (1.4.5), pour chaque x € Ej,

PV, < g . < T, ., },ﬂni xvpngm}

K-1

v i L
: n=0 j;szg‘j}w) P"Tn“"' HW(w, . Fea, %];)mw X“‘E"""' # X“S'u“" ’ -
Pour chaque w € Q, posons
Aw - {1Pi—r>nm Xw:la’s-j 7éx;'c’!‘)“""l}‘

&t B,.,={W;(u;,.)<cig}ﬂ Aw_ On a

Bosa, N (N0W)(w,.) <S,0) N ((Wa(w,.) <Sp} U (Spn < aed)

Ld.q,
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puisque S, < O¢, et que (relation 1.3.4) Wp(w,.) < S Wt
pEN U {+®}. On en déduit, en utlhsant le fait que Walw tout
un temps d'arrét de la famille {F“) et les théoréme 3 4
de [4], que B, EF,

n+l

:‘ Es1
8t 14

On a donc, pour chaque w€ Q ,

Bw):PxT . (ot (B,) ([4] corollaire du théoreme 9 g

Xy tw) Sn4l
n

d'ott erntwl (B,) =0, en vertu de l'hypothése de quasi-commuité

a4 gauche de ' X par rapport a s, (er o

La relation (1.4.7) est ainsi établie.

1.4.5 - De la relation (1.4.7), on déduit que

B o eas B Faio %i};rﬂlanP;!X,m}=0.

I1 reste donc a montrer, quant a la suite (V,) , que

B lilg. <oV

@ @

<o, i X ;!X =

P2 o
Pour cela, remarquons d'abord que la contmulte a droite ga
X entraine que ={wlwegq et G'.Tm(w} ~w(Ri)} € F ;5 et la rels.
tion (1.4.3) que,
(1.4.12) B, (Q) =

Posons alors,

A :{T; < V; < GE}

B i s <GE}nrn‘|{T,, S B
Crtle s G <O Ul e 0 7

On a, {T, s V<o, }CAUBUC, et, compte tenu de la relatin
{1+4,12),

P,(Aﬂ{gijré va,!x.,m})zo ; P,(Bﬂ{%i_,rr; Xy, f XD =0,

Lk,

T
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en vertu de la relation (1.4.4) ; P.(CN {11_1;!1 XVP#XVM}) = 0, en
p [+4]

én vertu de ce qui a été établi au n°® 1.4.4.

AInci P LV .o, 1tm X, # X, }=0 pour tout % € E; et
@ E P m P o

toute suite croissante (V,) de temps d'arrét de la famille (Fy).
On passe au cas d'une suite de temps d'arrét de la famille (F,,)
en utilisant le lemme A2.,1 (Appendice 2 ci-dessous).

Le théoréeme 1.4.2 est ainsi établi.
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DEUXIEME PARTIE

RECOLLEMENTS DE PROCESSUS DE MARKOV

1. 0. - Notations et préliminaires
sur les processus de Markov

40.1- Procéssus fortement Markoviens - E étant un espace B-C-D.(l),

# B= @ sa tribu borélienne, un processus fortement Markovien

dvaleurs dans E est un terme
D=8, WX D prae a0,

bR ST

te R+ xeEg

W X=(Q, ws, (Xe)en) est une fonction aléatoire a cimetiere (2)
al\'aleurs dans (E ,® ) continue a droite (1), (8, wune famille
fopérateurs de translation de cette fonction aléatoire (3), et (P,)

e diffusion de E; dans (Q, F5)(4) ayant les propriétés sui-
Vantes

[Ml) (Mermalite)i: Py{X,-x}=1 pour tout x €EE;.

'IMJ (propriété de Markov forte) : pour tout temps d'arrét V de
A famille (£ (5), tout g€ B(Q, Fihiretgout, m S Eyy

.0.1) B, {g+0, [ Fi} =5, {g}). P, P.5 (6
W%l 1o v 1.0.6 ci-dessus.

Q) Voir 41n° 0.3

{3) Voir 4] n° 0.4

4 g

J)vmr len° 1,0.2 ci-dessus.

4}

‘3Sana chapeaux ; voir ci-dessous la remarque du n° 2.0.3.
E] Voir le n° 2.4 7.
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La fonction aléatoire X est appelée la fonction alggy

2 )
processus (1) . 1a tribus Fy (resp F{) (0stg+m) enge;ge
par X(2) est notée couramment F, (resp F,) ; de Meme rée
note o au lieu de o*(3) (UCE). e

2.0.2 —Processus standards (1) ; processus continus - Le Process

est dit continu si sa fonction aléatoire X est du type contin‘:is(s)
11 est dit standard, si X est du type de Hunt, et si X est :
continue a gauche par rapport a toutes les mesures P,(5) (4 G%Uasl
autrement dit, si la propriété suivante est satisfaite : U

(M;) (quasi continuité a gauche) : pour toute suite croissante
(V,) de temps d'arrét de la famille (FX)(8), et tout XEE,

(2.0.2) lim X, =X PER S sur  {Sup V_ < gy},

e gy ‘Suan x
n

En particulier, tout processus continu est standard.

2.0.3 -Tribus definitives d’un processus- =(Q, w;, () (8,), (B))
€étant un processus fortement Markovien, on désigne par sz’la
tribu sur @ complétée de F,* pour la famille des mesures P,
ol y décrit l'ensemble des mesures de probabilité sur (E;, @x]m
(chacune des mesures P, se prolonge de fagon unique a Iy triby
G3), et, pour chaque tE R,, par G& la tribu sur @ engendpée
par la réunion de F* et de 1'ensemble des parties de @ appar.
tenant & Gg' et P,-négligeable pour chaque p . La famille Crois-
sante de tribus (Gf)te[o,wﬂ est appelée comme d'ordinaire lg f,

mille des tribus définitives du processus &.

Il résulte de la propriété de Markov (M,) que cette famifs

(1) On notera que X n'est pas nécessairement supposée typique ([4] appen-
dice 1) ; voir & ce sujet les n® 2.0.4, 2.0.7 et 2.0.8.

(2) Voir 4] n° 0.3.

(3) Voir [4] appendice 2.

(4) Voir Dynkin [6] n® 3,23, page 150,

(6) Voir le n* 1.0.86.

(6) Sans chapeaux ; voir la remarque du n® 2.0.3.

(7) Autrement dit, des répartitions initiales de &.

CE
pC

e

5

1)

)

(3)

2,
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est continue a droite(1) (G¥= GF pour chaque tE R n outre,

W, B
pur chaque t €[0, +®], G¥= G¥; en particulier, FEC GF.

De plus, les propriétés suivantes jouent un réle important
lans ce travail :

THEOREME (2) - 8 % =(2; ws, (X,),(0,), (B)) est un processus
fortement markovien, on a :

(M') Pour tout temps d'arrét V dela fanille (GY), tout g€ B(Q, GE)
et toute répartition initiale y ,

2.0.3) BTl @b 2 B, el BIPE

I

e plus, si & est standard :

(MI]} Pour toute suite croissente (V,) de temps d'arrét de la fa-
aille (GY), et toute répartition initiale p ,

n-= o

2.0.4) 1im X, - Mgy, B e P, sur {Sup V, < ¢.}

EMARQUE - Ce sont les propriétés (M!) et (M'B} qui servent
eﬂ”théorie des processus de Markov, et pas seulement les pro-
Metes (M,) et (M,) ; le théoréme ci-dessus permet de faire fi-
Srer seulement ces derniéres dans la définition, et, par consé-
fuent, de ne manipuler que des temps d'arrét de la famille (F‘f),
WIr lesquels on peut appliquer les théorémes établis dans [4] et
S la lére partie de ce travail,

L0y o

Processus canoniques, processus équivalents(3) -

%EMME - Soient £ =(Q, ws, (XY, (8y), (P)) unprocessus for-
®ment markovien (resp standard) & valeurs dans E , y la trans-

e
! Voir l'appendice 2,

)
gn tArOUVGI‘a une démonstration de ce résultat dans l'appendice 3 ; voir
U881 Dynkin (6] § 3.21 p. 147.

[3)
Le conteny de ce numéro n'interviendra qu'au § 2.4 ci-dessous.

40,4
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formation canonique de sa fonction aléatoire x (1) heh
XUF @, (e
une fonction aléatoire typique continue a droite (respdu type de i
)

& valeurs dans E(2) telle que X soit de type X“()(utm
dit ¥ (2 CR°). Y est nmesurablede (Q, FX) dans (2, 7). ::1

sons, pour chaque x €E; , P’=vy(P,) . Le terme
S (R, ) e
est alors un processus fortement markovien (resp standarg)(3)
En particulier :
1/ Si X, estla fonction aléatoire typiciue continue 3 droise

X° est désigné par Kk(X) et appelé le processus canonigye GSSche
(zi

2/ Si X, est la fonction aléatoire typique continue, T oy
désigné par k(@) et appelé le processus canonigque contmu 0850015
0.8

Deux processus fortement Markoviens &, et &, sont éaqui.
valents si ils prennent leurs valeurs dans le méme espace B, (85)3)
et si k()= k (sc)( ). Si, de plus &, et X, Sont continus o
a alors aussi (SE) ()T

2.0.5 - Processus arrétes -

THEOREME - Soient & =(Q, ws, (X4, (8, (P.)) un procesg,
fortement markovien & wvaleurs dans 1l'espace E dont la fonctio
aléatoire X admet une famille (a,) d'opérateurs d'arrdt(5), ¢ ¢

(1) Voir [4] appendice 1 n°® Al.5.
(2) Voir [4] appendice 1 et lesn® 1.0.6 et 1,07,
(3) Vérification sans difficultés.

(4) Cette définition est équivalente & la définition classique par 1'identité deg
semi-groupes de transition.

(5) Voir [4] n° 0.4. On dira alors aussi que & admet une famille (o)
d'opérateurs d'arrét.

s
de
tel
ml
Si

f1)

f2)

(3)

2.0
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untemps terminal strict de X(1)  Posons, pour chaque x € Es,

(2.0.5) B - o, (p,)(2),

alors le terme ' = (Q , ws , (X)), (8,) , (PT)) est un processus
fortement markovien a valeurs dans ‘E , standard (resp. continu).
enmeme temps que g (3),

Le processus LT est appelé le processus arrété o l'instant T
dduit dee & ; le processus X est dit arrété & 1'instant T si
U= & (autrement dit, si @,(P,)=P, pour tout x € E;) . En par-
licslier &' est arrété a llinstant T .

Notons en outre que si T, et T, sont deux temps termi-

lux stricts de X tels que T;€ T, , on a
i
2.0.6) L ot
) ; " .
406 ~ Processus arrété am sortir d’un ouvert - Si U est un ouvert

® E, le temps de sortie o, de X au sortir de U est un

tEE‘PS terminal strict de X (voir [4]) appendice 2). Le processus
ff_“ sera appelé le processus arrété au sortir de U déduit de &,
§ogsgu , on dira que & est arr2té au sortir de U .

Le lemme suivant concrétise cette terminologie :

LIEMME - si & = (Q, ws, (X)), (3, (P,)) estunprocessusa va-
leurs dang B arrété au sortirdel'ouvert U(4), alors, pour chaque
!xél_j_, la mesure P, est (sur la tribu f‘:) de la forme Ez, s
o W, est un élément de Q@ dont la trajectoire est la constante

|®0le § x (X (®,) =x pour tout s€ R,) .

En effet, d'aprés la normalité de & , pour chaque x € E;,

Il "
M“trement dit (n® 1.0.3), T estun temps d'arrét de la famille (X tel
: 45 TB, (W) = T(w) -t pour tout (t,w) tel que t< T(w).

12)

Eun Vertu de la mesurabilité de X, a, est mesurable de (@, F,) dans
“Méme (voir (4] lemme 2.2).

(3)
Ce t%léoréme peut étre établi de fagon analogue au théoréme 10.2 de
Ykin (6] page 418,

) ps

) py :

fa:: que X est arrété au sortir de U sous entend qu'il admet une
e () d'opérateurs d'arrét,

?_Ql 6.

ﬁ
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il exigste. w,EQ: tel que . X (w,) =% ; posons  \, =Qu(‘ﬂ,)(1), 0
gl -xEU o AERT, 0 g,

5 2

(A) = P,(05 (A)) = P, (03(A)) = 1 (e,,) ,
puisque X (w) = x ' entralne que ao(m)wa, (Ry) (voir (4] théoray,
8

1.4) ; d'on le lemme,

2.0.7 - Processus induit sur un ouvert (20

THEOREME - Soient & = (Q, w;, (X, 0.), (P)) un progegy

standard a valeurs dans l'espace E , et U un ouvert de E.p
sons, pour chaque wWEQR et tE R,, e

Xw) = X(w) et 0Yw) = 0w) st t<olw)
XE{W) =& et Bf(m) = W; si t 3 0%w) .
Te/ teftn " =0 Q0,0 B B [0 ee ERlET u{s}){S) ¥l Yot

cessus standard 0 valeurs dansl'espace B. C.D U . @ Qutre, o
& est continu, il en est de méme de S£'(4), E

Le processus &' est appelé le processus induit pgp T
sur UI(5),

Notons en outre que :

(2.0.7) k(&) = k(k(2)") , kY(X") = k(L") si & est continulb)

(1) Dire que & est arrété au sortir de U sous entend qu'il admet y
famille (a,) d'opérateurs d'arrét,

(2) Le contenu de ce numéro n'interviendra qu'au § 2.4 ci-dessous,

(3) En notant encore, pour x€ UU¢8), par P, 1la restriction a Ia triby
Fs (engendrée par la fonction aléatoire X' = (X}) ; FX'C ) gy,
mesure P, donnée sur F. ; et en considérant & comme le point &
Ihinfind de™ 0"

(4) Pour une démonstration de ce théoréme, voir Dynkin [6], n° 10.3,
page 418,

(5) On dit aussi que &' est le processus tté au sortir de U déduit de §.
mais nous n'utiliserons pas ici cette terminologie (voir le n° 2.0,8).

(6) Voir le n® 2.0.4 ci-dessus.

i

de
for
et

fu
en
de

qu
da

de
nu.
vel
pr

| tio

de

on
ints

(1)
2)
(3)

2.0
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U5 % Uy

2.0.8) (£"?) =z o o

2.0.8 -Remarques sur la definition des processus arrétés et des proces-
sus induits — L'opération qui fait passer de & au processus arrété
£°% laisse inchangée la fonction aléatoire de & mais transforme
I diffusion (P,) , tandis que celle qui fait passer de & au pro-
tessus induit &£ transforme la fonction aléatoire de & en une
nouve_lle fonction aléatoire & valeurs dans U , mais laisse inchan-
gée (au moins sur U) la diffusion (P,) .

j Intervertissant les réles de ces deux méthodes, il est possible
de définir un processus arrété au sortir de U en arrétant la
fonction aléatoire (voir [4] n® 2.1, et Dynkin [6] n° 10.4 page 418),
ten conservant la diffusion (P,); et aussi de définir un processus
¢ au sortir de U en conservant la fonction aléatoire de & et
o modifiant la diffusion (P,) au moyen d'une famille "d'opérateurs
% meurtre” (m,), (1) 3

Dans le cadre de ce travail les définitions choisies sont prati-
Wement plus commodes pour des raisons diverses qui apparaitront
tns la suite, mais que 1'on peut résumer ainsi :

L'opération d'arrét au sortir de U réduit tout au plus l'espace
de phase du processus a 1'adhérence U de U dans le cas conti-
W, et peut trés bien, dans le cas non continu, exiger de conser-
"t E tout entier ; par ailleurs, pour étudier les propriétés de
Molongement, il est plus simple de ne manipuler qu'une seule fonc-

Eﬁﬂ aléatoire sous jacente a divers processus (2), d'ot le choix de
définition d'un processus arrété.

et

. Par contre, l'opération de meurtire au sortir de U conduit
" W processus ne concernant que les points de U, d'ou l'intérét
;V:l:nSidérer explicitemt“:‘nt_le processus tué comme un processus
h: seul"s dans U > c’est-a—dlr‘e. conjme un prl'ocessus induit sur U :
A .trouve ainsi da:}s_ la suuat‘mn classique de recollement qui
bu tvient dans la définition des faisceaux (3),

11) Voir le n° 1

@) vy
or leg paragraphes 2.1, 2.2 et 2.3 ci-dessous.

B) Vs
ot 'énoncé du théoréme principal de ce travail au n® 2.4.2.

0.3

4
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2.0.9 - Temps d’arrét S, et quasi continuité a gauche - Soit
X=(Q, ws, (X))

une fonction aléatoire du type de Hunt a valeurs dans leg

Pac
et U un ouvert de E . i k,

Posons, pour chaque w€ @,
S)(w) = o) o inf {t [t <olw) et Xiw) A

si {t|t<olw) et XJw)@Ul=0, et
Sy(w) = o (w) si {t|t < of(w)et XI(m)(fU}:g}_

Alors, si (U,) est une suite d'ouverts de E

- telle
U, ©Uny pourtout n., et LW ="U., on a Qe

(2.0.9) Sy = Sup o} .

En particulier, S: est un temps d'arrét de la famille (}"?t")(ﬂ)De
plus : k

LEMME - §i & =(Q, ws, (X,), (8,), (P,)) est un processus gy,
dard admettant X pour fonction aléatoire,

(2.0.10) Si,=¢o, B . .P.5. ' pour fout x € E, (I

2. 1. - Recollement de deux processus
fortement Markoviens arrétés

Dans tout ce paragraphe (et aussi dans les deux Suivants),
on désigne par E un espace B.C.D., par @ =@ sa triby bo-
rélienne, et par X = (Q,w; , (X,)) une fonction aléatoire a cige.
tiere a valeurs dans (E ,®), continu & droite(2) admettant y
famille (x,) d'opérateurs d'arrét et une famille (8,) d'opéra.
teurs de translation, et possédant la propriété compléte de raccordenen

(0) Ainsi que le fait Dynkin dans [6], on peut appeler S| le temps de "Fro-

lement'" de CU pour X .

(1) Conséquense directe de la quasi continuité a gauche de & .
(2) Voir 1o n° 1.0.6.
(3) Voir le n° 1,011,

2

ré
fa

de

(1
(2
(3]
(4
(5)
{6)
()
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(E, ®) et X ainsi introduits rentrent dans le cadre fixé
arn® 1.0.1 (en particulier, X est progressivement mesurable) ;
Selon la méme convention que dans ce numéro, on note

HERLER s O oy v

8 WHCE) auilewde & B ,o.o 04, 00

On désigne, de plus, par (B;, M;);.y un mode de raccordement
e X(1) [autrement dit, on suppose que X admet un mode de
raccordement (au moins) que 1'on note (B, MT)T“ ] I8

Citons les deux exemples fondamentaux(2) :

A) X est la fonction aléatoire typique continue & droite(3) et
By, M), s le mode libre(4).

B) X estla fonctionaléatoire typique de Hunt (3) (resp conti-
e et (By, M;)..; le mode continu(5).

L1.2 - Existence du processus recollé - Désignons (6) par U' et U"
deur sous ensembles ouverts de l'espace B.C.D E, par U leur
"union, et par (P!) et (P}) des diffusions de E; dans (Q, Fo)
fisant des termes

B S ) o) (B At TR =0, v (32 (8 5 (PU))

s processus fortement Markoviens (7) 4 valeurs dans E .

T_HEOREME(G) - On suppose que X' et &' sont arrétés au sor-
irde U' et U" respectivement. Alors, la relation

“] V()j_r le n° 1.9 1

E remarque 2 du n® 1.0.7.
%) Voir 16 b A1
T e R
Voir le o 1,23,

6) A
: Ve les notations et hypothéses du numéro 2.1.1.
1) Voir 1e n° 2.0.1.

2,]_2

-
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(2. 1.1 oo g eunun (1) (2)

est une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe g noj
un processus fortement markovien (3) e
B =00, Wy, (X)), (8,), (B.)): orrété ou sorilr delum Ut
tel que

{2.1.2) LW - et g -g"(1)

La condition est nécessaire a cause de la relation (2.0
(n® 2.0.5). Pour établir qu'elle est suffisante (voir le théol,é;:ne
2.1.4 ci-dessous) introduisons :

It
: i
2.1.3 - La suite déterminante (T,) des temps de sortie ﬂlternntif“ pa
U' et U", le long de laquelle va étre réalisé le recollemen &=
ré
Elle peut étre définie comme suit e
Pour chaque w€ Q@ , posons(3), S(w) = op(w) si X (wey
et Sw) =o,(w) si X, (w) &Ur. .
O+ et Oy étant des temps d'arrét de la famille (fi)(5)
il en est de méme de S, Posons S,= S pour tout n>1, ¢ dé.'
signons par (T,) la suite déterminante associée a la suite (Sn}.(T).
autrement dit, .
(SR T, =0 et Thaa = Touradaitie SHnse LI
do
en particulier, T; =S ,
d'
--------------- éte
(1) Voir les n® 2.0.5 et 2.0.6. I
(2) Cette relation est identiquement satisfaite si U'[)] U'" = @ . %
(3) Voir'de n* 2.00.1. | te1
(4) 11 en existe en général plusieurs ; voir le n° 2.1.4, val
(5) Dans le cadre fixé au n® 2.1.1.
(6) Voir 4 Appendice 2 n° A2, 2. s
(T Voir le n®.1.0:4. On pose. Ty Sup T .. 1)
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LEMME - (T,) est une suite déterminante terminole ayant les pro-
priétés suivantes : .

(2.1.4) T,+T,08; = Tayp pour tout n30 et p =508

(2.1.5) Si XJuw) EU', Xp,,(w) €U"(p 21), et X, (WETU' (p20).
(2.1.6) S1 X,(w) €U', X, (w) € U' (p21), et Xy, (w)EU" (p20).
(2.1.7) O g e (n>1)

(2.1.8) T, ¢ o, et, si X estdu type de Hunt, S, < ekl

A partir de la relation de définition T.m =T, +So 6y , les
relations (2.1.4), (2.1.5) et (2.1.6) réclament une simple vérifica-
tion par récurrence sur n et p ; la relation T_ < g, résulte ,
mr récurrence, du caractére terminal strict de o, (n® 1.0.4) et
des relations S g0, et Tpa=T,+S o8y, (n>0); ou on déduit la
telation (2.1.7), compte tenu des relations (2.1.5) et (2.1.6). Sup-
Msons enfin que X soit du type de Hunt, et montrons que 5, <Tgq:

Si WEY {T,= Ty}, ou si WEHT =0} ona
Te(w) 2 0,(w) > Syw) .

Si WEN(T,<T, <d¢}, on a

XT-m(w) = lim Xrn('w‘) ;

n > o
don, 81, par exemple, X (w) €U', on a, d'apres (2. 1080 5

Xp0) = lim X, (w) & U" et X7 (v =lim X, (0) €U
P2 ® P ® p+l

T2p

1.a e

it:;y L (WeEurUu"=U, et T, (w >»Syw). Le lemme est ainsi
i

Ly o

1k Unicité du processus recollé — Faisant intervenir la suite dé-
':anTmante (To) (n° 2.1.3) énoncons le résultat plus complet sui-
dont le théoreme 2.1.2 est une conséquense directe :

“} Vuir le n° 2.0.9

2,1.4
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THEOREME (1) - 0n suppose que &' et &' sont arrétés g

o
de U' et U" respectivement, et que la relation (2. 119 es:’?‘tlr P
tisfaite. Alors : B
' . ; e 1 Z
1/ 8i m est une répartition conditionnelle de X QU sop
de U apres (T,) régie par (B, M) ot teminalew),”en;“ :
une diffusion (P,) de Es dans (9, Fg)., et une seule, tez:e e
gue. le terme & = (2, wy , (X ,0(8:) , (P,)) w0ttt un Processysg foe de
tement markovien arrété au sortirde U = U'fl U" et que bk
?;
(.08 G S T e L
X,
(2.:1..9) Eilla, @i V=0l Tl B 8
n Xs
POUrytouts i Ko et I By
Le
(251.510) Ton=19; By gEas. pour tout XEF, re
De plus, si la fonction aléatoire X est du type de Hunt,
(By, My);.» est le mode de raccordement continu, et si ! et g m!

sont des processus standards, il en est de méme de & (3)_

2/ Inversement, si X=(Q, ws, (X, (8, (P) est unprogesg, ;
fortement Markovien arrété au sortir de U wvérifiant les relationg i

(2.1.2) et (2.1.10), il existe une répartition conditionnelle T de pri
X au sortir de U oaprées (T.) régie par (Br, Miliey 6t to. ;.
minale telle que la relation (2,1.9) soit satisfaite. if’
On dira dans la suite que le processus & caractérisé par leg E?,
relations (2.1.2), (2.1.9) et (2.1.10) est réparti par T aprés (T) |
REMARQUE 1 - Le fait que les relations (2.1.2) et (2.1.10) ne ge.
terminent pas & de facon unique en général peut &tre illustré par 23]
le contre exemple élémentaire suivant : On

Prenons pour X la fonction aléatoire typique continue a va-
leurs dans E , et remarquons qu'a chaque ¢ € @ dont la trajec- en
toire est biunivoque on peut associer un processus fortement Mar. |
kowien - (0 Biba (oG (@ Jn B 2))L sentposant

(1) Avec les notations et hypothéses introduites aux n® 2.1.1 et 2.1.2,

(2) Voir les n® 1.2.5 et 1.2.9, ---

(3) Les relations (2.1.2) et (2.1.9) suffisent alors a assurer l'unicité de ¢ (1)
(voir le n° 2.0.9). (2)
2514, B
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Bl-e; (1) si xE9(R,) ={X(9)[tERD et PYoii 5 Seua
pour chaque t€ R.,.

Choisissons alors (voir schéma ci-contre) deux ouverts U'
et U" de E et deux trajectoires biunivoques ¢, et @, de @
de telle sorte que :

2 L)
b.9, € Q{TP‘:TQ}, Teole;) =0, (e;) i cailenid
o) = X (9,) pour tout s < T @,) = To(9,)
Blo) = X (9,)£6=X,(p,) pour tout s 3>Ty(p). = =

Les processus X1 et &™ sont alors distincts et cependant les
relations (2.1.2) et (2.1.10) sont satisfaites.

Notons, toutefois que, si U=E, (2.1.2) et (2.1.10) déter-
minent & de fagon unique.

RBEMARQUE 2 - Le théoréme 2.1.4 permet de déterminer tous les
Processus recollant X' et &£" et sortant (P, P.S. pour chaque
€E,) de U a l'instant T, (relation (2.1.10)). Tl existe en
¥néral aussi des processus recollant &X' et "  pour lesquels
& relation (2.1.10) n'est pas satisfaite ; autrement dit pour les-
fuels avec probabilité >0 des trajectoires peuvent sauter "transfi-
Ment'de Ut a U" etde U" a U'...(2)

L5 -Dénonstration du Théoréme 2.1.4 : Unicité de la diffusion (P,)-
Va utiliser les théorémes 1.1.1 et 1.2.6 de la premiere partie.

; Définissons d'abord une diffusion (P) de E; dans (Q, )
" Posant pour chaque A € F, et x € E; ,

1)y,
lu, €st la trajectoire constante égale & x .

) Vo
I Voir 3 ce sujet 1l'appendice 4 ci-dessous.

2_1.5



330 Ph. COURREGE - P. PRIOURET

(245213 P}(A)=P!(A) si x€U

(2.1.12) PA) = PHAY 8- g UA

Supposons alors que (F,) soit une diffusion I'éPOndantﬁ
question, et montrons d'abord que k

(8 17%9) P, {(8](8) / B, ) =Bl (A) B P.S.

;(Tn

-~

pour taut. n 3 0% A Fy of x6 B

En effet, en vertu de la propriété de Markov de (pk) rely
tivement au temps ?'arrét T (théorémﬂe 2.0.3), il suffit da mun.
trer que P (A) = Pi(A) Speur tout AEH: et =B o 1-@.
sulte de (2.1.2) et de la définition de (P,) : en effet, soit Agf
on._a, o

AN{X,EUEF,, e AN X EUIEF,
T

en vertu de la définition de S et du théoréme 1.4 de [4)]

; done
si par exemple x € U', ]

B e B8 lndds, € AU ) o P,(a;j,(Aﬂ { XSty

d'aprés le corollaire 2.4 de [4)

1]

PHAN (X S0 d'apres (2.12'

P!(A) = P(A).

n

En vertu de la propriété d'unicité dans le théoréme 1.1.1,
relation (2.1.13), jointe & la normalité de (P:) entralne ainsi 1'unicjt
de; (Bi)egsnn latwmibu VB o

La relation (2.1.9), jointe & la relation 1-?‘Tm = YFI“ v X?:,(ﬂ?:;)(l),
entraine ensuite l'unicité de (P,) ‘'sur la tribu Fr, . Enfin, I
relation 2.1.10, jointe au fait que & est arrété au sortir de Iif,,
1'unicité sur la tribu ﬁ‘w

(1) Cette relation résulte du théoréme 2.4 de [4] ; voir le n® 1.2.10,

ic

en
su

pa
et

et

do?

(1)
(2)

2,]
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21,6 - Demonstration du théoreme 2.1.4 : construction de la diffu-
sim (P,) - On déduit des théoremes 1.1.1(1), 1,26 et 1.2.12
lexistence d'une diffusion normale (P,) de E; dans (Q, Fy)
vérifiant les relations (2.1.13), (2.1.9) et (2.1.10) ainsi que

(2.1.14) ot i, )= B pour tout x &€ E; (2).
u
On va montrer que la diffusion (P,) ainsi définie répond a
la question. Pour cela, il reste a établir que (P,) posséde la
propriété de Markov forte (M,) (n°2.0.1) et que la relation (2.1. 2)
est satisfaite, autrement dit, que

(2.1.15) o B, ) = P Inet
2.1.16) o pour tout x€ Ej.

K La propriété de Markov sera établie au n® 2.1.7 ; montrons
i (2,1,15) et (2.1.186) :

E' et &' étant supposés arrétés au sortir de U' et TU"
®spectivement, on a g, (P}) = Pp et aqu,(PJ') = P! pour tout

XEE; . Il suffit donc de montrer que, ‘pouritout e s .,

@.1.17) P,(A) = Pi(A) pour tout AE TR, , et
(.1.18) P,(A) = P(A) pour tout A€ ﬁ;u_

Pour cela, remarquons que la relation (2.1.13) avec n=0
fhiraine gue P, colncide avee P! sur la tribu B S ens me-

x

Sute d'une part (2.1.17) pour x € U' et (2.1.18) pour x & U'
Br définition meéme de (P}) ; d'autre part (2.1.17) pour x & u
#(2.1.18) pour x ¢ U" en vertu de la relation

0 (A) N (X, ¢ U') - (AN (X g UN ER C Fy,
f de 1a relation analogue pour U" .

i I reste donc & montrer (2.1.18) pour x € U'N U" . Soit
RICHA e Em) ¢t =€ vUln U4 . On & dlabord,

1) En posant P! - P.l

(2
]LP,) €st déterminée de fagon unique par ces conditions ainsi qu'il résulte
€S théoremes cités.,

pour fout R Tl et ool B,

21,8
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(2.1.19) P, (AN {oye<0y}) = P(AN {0y <S)) = P!l(An{Gu- <8}
puisque Afl{o,.<8}€& 13‘5 ;

- R!(AN (6,, <5, }) = PY(AN {5, <q y
wla

en vertu de l'hypothése (2.1,1) (n°® 2.1.2), puisque

AN DejpcmideeA D dopm i gpbeis

u'nu*

ainsi qu'il résulte des théorémes 1.3 et 1.4 de [4] ,

Montrons enfin que B, (Al {0, 20, ) = PI'(A N {o,a 2 0y }). By
cela, nous allons établir, plus généralement, que i

(2.1.20) P, (BN {6w20,N=P (BN {o,20,,}) pour tout B&
i ]

I1 en résultera la relation cherchée, puisque, en verty g
(2.1,15) et (2.1.16), o, <T,, done F,,C P ;

u" f2

Puisque fr, - Fs V O7%(F,) ((4) théoreme 4.5), il suffit aigy
blir (2.1.20) pour B € Fy, de la forme B, N 6;'(B,) od Bej
et (Bs& Fs. s

On a alors, tenant compte de ce que opw=8 P, P.§

. )
P(BN (0,x > 6,) = | Pitaw Pl (B
{oy» s} ney
d'aprés 2.1.13, puisque {0,.>S}EF; et que P, coinecide gy

TEieli ) e

:j P}(dw) Py u (B,)

{oy= 3ys}as:

par définition de (P}), puisque x€ U' et que, d'aprés (2.1.15),
{X.€ U'}C (X, E U'}.

fp,”(dm) 123 (B2,

Xg-u,(m)
: {o‘u'}au'} (11:51

en vertu de l'hypothése (2,1.1), puisque, ainsi qu'il résulte des
théorémes 1.3 et 1.4 de [4],

Fl S S L INB | =R Gl Seeien B e o

5¢

(n
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D'otr le résultat cherché d'aprés la propriété de Markov forte
du processus &' . La relation (2.1.2) est ainsi établie.

11.7 - Démonstration du theoreme 2.1.4 : propriéte de Markov forte de
la diffusion (P,) - On va utiliser le théoréme 1.3.1 en posant,
oir chaque n >0 et xEE; , Si=0. sl xEU' et S)= Op
si x¢U' et en établissant successivement :

- La propriété de Markov par rapport aux temps d'arrét

Ln»l); puis o, et o

u um e

- La propriété de Markov avant g,, et avant g;. .

a) Propriété de Markov par rapport aux temps d’arrét T (n > 1)
Pour tout n»1, tout g & B(Q, F,) et tout x€ E; ,

(2.1, 21) E,{gs0: / By} =B, {a} P, P.5

Supposons d'abord que g€ B(Q, VI"‘ ) Jpours e

y e 2y
¥sulte immédiatement du lemme 1. 1

_ Procédant par récurrence sur n, supposons que (2.1.21) est

%isfaite pour n = p, et montrons que
E, {fo U-TPH_ . 8o e'pq} =E, {fo an*l- Eiqu{g}}

%‘;‘11‘ tout fe B(Q, F,). Il suffit, en vertu du théoréme 4.5 de
| d'¢tablir cette relation pour f de la forme fi,ar,. f208;, ol
LEB(Q, aitat” 1.5 B By )

E o 800 )= E, ey . T 00y sor,, 8001, )

:E,{fla(x-r -f?UaTl”GTp- goeylueyp}

8
U verty dy lemme 4.2 de [4] et de la relation T,

21,3 prr = Tp + Ty 0 By,

= E.{floaTP - Epr{fZ‘Ja"l . goE)Tl}} 7
= E,{fl naTP . E‘Tp{fz GQ’11 . Ele{g}}}

= E:t {fl“an i f? o 0’.110 an . EX {g}} 3

1. o8
.
3 p



334

d'aprés la propriété pour
(lemme 1.0.5) :
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compte tenu de la relation I
JnT

= E,{foar,. Ex {gh.

Pour passer ensuite au cas général ol
suffit d'appliquer le théoréme 1.2.9, alinéa 1/.

b) Propriété de Markov par rapport aux temps d’arrét ¢
pour tout, g e BIO. H |

Pour W =U' et W=1U",

(2.1,22)

Pour établir cette relation,

{2.1.23) E,{forxow.

pour tout f& B(Q, ﬁ‘w) i

B {g C‘g‘rw / Faw} :Ex(, {g} i

ga@aw} =E'{f°a‘7w =

EE€B(Q, R,

U e
et tout '
XEE!:

P.5,
il suffit de montrer que

E, {gh
Ll

Cette relation est vérifiée pour W =T' et x €Ut Sy¥ "
el % ¢U' d'aprés a) ci-dessus puisqu'alors o, = Lo alilE T'egt
aussi pour x éW car dans ce cas gy,=0 et,

E,{foas,.go0%,) = (0 E, (ghl)
= B {f oty Exaw {gh.

Il reste donc a montrer (2.1.23) dans le cas o x EU

et W =U". Soit donc x €EU'[] U" ; on a d'abord :
ffoag .gﬂsa_dP, =ffna7 .goer dB,
[ 1y u 2 2 ]
{au.évu.} {cru-&Tl}
puisque’tig . = Ti'" P,V P.S. ef gquei{eg >} C o=t

Montrons enfin que,

(1) Ob @, EQ est telle que X, (0,)

2. 1.

=X

=ff ° Oy, Ex.{z {g} dP,  d'aprés g
{%u= 3 11}

=f{fo ar, Exy, (g) dP, |

{ULI".}UU'}

pour tout s € R, .

dl

er

en
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2.1,23) ffo gt i ff G,, - Ex, (g} dP,
{rru-<au. {"u"<‘7u'}

I suffit d'établir cette relation pour g de la forme g, P - i
s S B(R, b, )¢

u'

ffoa,u. 9 gloﬂlo.ur oegU_ s DG‘TU' o 9‘7”_ A=
{oyn<oye}

‘—‘\/{.fo(xgu_.gloeauuo a‘TIJ' . Boo Gau‘ dB.r,

cru.<cru-}
d'aprés le lemme 4.2 de [4] et la relation

{Gll'<cu'} C{gg o B = "30. i
u* u'

GU.

= o - oB o o P*
ff O:cru. g, T n a"u' Xoy {g,} d

{au.<au.}

‘M vertu de la relation (2.1.22) déja établie pour W =T',

U

:ffoaa --glueau.uaau'. EKU. {gg} dPII
-

u=<eayr

Nisque P, et P! coincident sur ¥,,, en vertu de 2.1.15 (n°
L1.6 ci-dessus).

=ffoaau_ L Byo%y, o SUU,.EXUU. og%_{gg} P!

{O’UH<C"U|}

fr B BT, g DaR,
u aym u oy

{au.<auc}
en
Vertu de la propriété de Markov forte de (PB) ;
:ffoor, vl e B L R IVARY
u Ty u* u*
{ou..(o'u-}

Ene = : -
Or¢ en vertu de la coincidence de P, et P! sur E

x

=ff s - B S AR,
(e <o}

1 de la relation (2.1.22) déja établie pour W =TU'. D'ol
ey (3.1, 22)

e

! cause
2

I

-4
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¢) Propri€té de Markov avant ¢, et o,.(1) : Poyr tout
d'arrét V de la famille (F,), tout x €E; , et tout g& B(g ﬁ,eﬁgﬁ
3 o 1
¥ 00 rée

x

(2.1.24) E,{1{y<s) go 8, / F,} = Ly<s) Bx, {8} B P

I1 suffit d'établir que, trz
g
(2.1.25) /f.goev dP =ff.E,v{g}dR
{v<s1} {vest) (2.
pour tout f € B(Q, f‘“) et tout g € B(Q, ﬁ‘m) de la forme
Tép
Bie Mo 8y ol gl,g?EB(Q,f;)_ 1.2
i 1
(@5, 2.
ff‘gl"as;"e"g'?“@s;"e’ a5 ®
{vesy) 2,’1.
fo % gl o 9\¢° aii . gi o 35; dP,
{v<s§} 21
d'aprés le caractere terminal de S] et le lemme 4.2 de (4] . o
3 pro
4
2 pt o uen Fo i) ey aR L.
% £ 57 diaf
{v<sl} & col
en’ ve‘rtu de b) ci-dessus, puisque 1{v<5;}f€B( 2, Fsi) d'apres 1
théoréme 1.4 et 3.4 de [4].
% . )
:-/ f . gl g gwo axd * i EIU * {gz} dP‘ 1
{V(o‘u,} i 4
[on GU* = Gur ou Oy = Gyu » P: = R1 ou P: = Px” , Selon que x e
(Gial i ¢ Ul en vertu des relations (2.1:15) et (2.1 16) (n° 2.1.5),
it : + 22,
g Yo © e E"autosv {g,} di. the:
. {v(d’ug} Sig[
=ff. B 1g.da., B AoidE Jeu
] oy*
. {V<GU'} v Es
d'aprés la propriété de Markov forte de (PB). n
(1) Veir n® 1.8.1, relation (1.3.3). (1)
(2) S1= 0, si x€U' et Sj=o0,. si x@U" ; voir ci-dessus le début d
h 2l A ‘(2)'
2.0 [ 2.

g
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D'ou la relation (2.1.25), en vertu de b) ci-dessus et des
relations' (2.1.15) et (2.1.16).

d) Compte tenu de b) et c) ci-dessus, le théoréme 1.3.1 en-
iralne que, pour tout temps d'arrét V de la famille (F,,), tout
L E o F ) et tout. X EE..,

x

(2.1.26) E,{I{U<Tm}ga Qo Bl = ey} Bry {8} K Pas

Par ailleurs, la répartition conditionnelle m donnée étant une
rpartition conditionnelle au sortir de U (n® 1.2.12), le théoréme
1.2.12 [relation (1.2.28)] entralne que,

fl,E v 80 & { B b= Lypnt BeplisbioByn®. 8

La propriété de Markov est ainsi établie, pour la diffusion
() i ce qui achéve la démonstration de 1'alinéa 1) du théoréme
114 dans le cas des processus fortement Markovien.

L8 - Fin de la démonstration du théoréme 2.1.4 : cas des processus
Sadards - Sous les hypothéses faites, le caractére standard du
focessus & construit ci-dessus résulte exactement du théoréme
1:4-2. L'alinéa 2/ du théoréme 2.1.4 étant une conséqguence immé-
liate du théoreme 1.2.9,:2)5 et de Punicité de la diffusion (B )
©struite, le théoréeme 2.1.4 est ainsi complétement établi.

i2.. Recollement d'une suite croissante

de processus fortement Markoviens
arrétés (1)

4 : 4
?'l - Existence du processus recolle - Avec les notations et hypo-

Si;:s Sur la fonction aléatoire X introduites au n° 2.1_. l‘, on dé_,
o rgar. (U, )5y une suite croissante d'ouverts de E, par U
N union et, pour chaque n =1, par (FP]) une diffugion de
. dans (@, E ) faisant du terme &"=(Q, w;, (X}, 6 ), (P))
Processus fortement Markovien & valeurs dans E(2)

‘IJ L; E
s o, 5 ;
Structures communes ayant été reportées dans la premiere partie,

ce
Iy Paragraphe egt présenté de fagon indépendante du précédent.
* Voir 1 20,1

i.l‘a, 2.21
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THEOREME - On suppose que, pour chaque n »>1 | lg PrOCesaus
est arreté au sortir de U, 1), Alors, la relation r

(2.2.1) {EBHTn (e et pour ch

. une n%l(l)
estune conditionnécessaire et suffisante pourqu'il existe g
un processus fortement markovien(3) & =(Q, w;, (X,)
arrété au sortir de U= U U, ettel gue :

U moing (3
i) (8‘) 3 (E”

n

(2 1222 g’ - g pour chaque ny,

La condition est nécessaire a cause de la relation
(n° 2.0.5). Pour établir qu'elle est suffisante (voir le théorem
ci-dessus) introduisons :

(2.0,5)
€214

2.2.2- La suite determinante (Cy ) - Posons,

{2.2.3) o IS et, pour chaque ol T =i

Alors

LEMME - (T)) est une suite déterminante terminale ayant Les pry
priétés suivantes :

R ) e el e g B el pour tout n>0 et p>0,

n ﬂip
(2.2.5) X (W& U, pour tout. nzl et wWEQR

(242.7) AT, = T REHITHEISHN SHourtrout s noil ™

u

(2.2.8) T_ ¢ o, et, si X est du type de Hunt B S

u u ®

Ces propriétés résultent immédiatement de la définition de
(T ), du caractére terminal strict (4) des temps de sortie ¢

Uy »
du lemme 2,0, 9,

(1) Voir les n® 2.0.5 et 2.0.6.

(2) I1 en existe en général plusieurs ; voir le n° 2.2.3,
(8) Moir lein®:2:0:1 .,

(4) Voir le n° 1.0.3, et [4] appendice 2.

o

- A

v i




11

RECOLLEMENTS DE PROCESSUS DE MARKOV 339

22.3 - Unicité du processus recolld - Faisant intervenir la suite dé-
ferminante (T,) (n® 2.2.2), énongons le résultat plus complet sui-
vant dont le théoréme 2.2.1 est une conséquense directe :

THEOREME (1) - on suppose que le processus &" est arrété au sor-

tirde U,, pour chague n3 1 ,et que la relation (2.2.1) est sa-
tisfaite. Alors :

1/ 8i T est une répartition conditionnelle de X ausortir de
U aprés (T,) régie par (B,, M,),.» et terminale, il existe une
diffusion (B,) de E; dans (Q, F,) etune seule telle que le

terne & = (Q, wy, (X,), (8), (P,)) soit un processus fortement
Wrkovien arrété au sortir de U et que,

[22e2) L% = g" pour chaque n =1

B P (X T YR sl 7)) R RS,

‘Pourzout REN R, et THE (Beik

t2.2,10) T =0

.

Ta = I pour tout X & il

De plus, si la fonction aléatoire X est du type de Hunt, si
(B1’Mt)g5t est le mode de raccordement continu, et si X' et &'
0t des processus standards, il en est de méme de & (2) .

2[ Inversement, si X =(Q, W o (Z80) 5 (Be)-y (P.]) ‘esr un pro-
us fortement markovien arrété au sortir de U vérifiant les
\Telations (2,2.2) et (2.2.10), il existe une répartition condition-
"lle m de X au sortir d¢ U apres(T,) régie par(B,;, M,)

Te ¥
& terminale telle que la relation (2.2.9) soit satisfaite.

s

1)
A}rec les notations et hypothéses introduites aux numéros 2.1.1 et 2.2.1
U-dessyg

(1
Lesz‘ relations (2.2.2) et (2.2.9) suffisent alors a assurer l'unicité de &
ir le p° 3. . 9).

223
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REMARQUE - On pourrait énoncer ici des remarques trgg ana),
aux remarques 1 et 2 qui suivent le théoréme 2.1 4, OBueg

Notons seulement que, si U =E , les relations (2

Sl
(2.2.10) déterminent le processus & de fagon unique, ) o

2.2.4 —Demonstration du théoréme 2.2.3 : Unicite de la diffusiog (p
On va utiliser les théorémes 1.1.1 et 1.2.6 de la premidpe pari')‘
Supposons que (P,) soit une diffusion répondant & la quest; le

a d'abord & 0;1
(2.8 14) B, (6;3(A) [ F} = Px";nl(A) B, oF i)
pons: tounteenes M. A € 1:“7"”, Bl e -

En effet, cette relation résulte de la propriété de Marky,

forte de (B, ), et du fait que les mesures P;' et P, colneids
sur la tribu FTn+1 en vertu de la relation (2.2.2), o

L'unicité de (PB,) sur la tribu Yf‘,n résulte alorg de |y
propriété d'unicité du théoréme 1.1.1 (ou S, =T, = o, pour o
nz 1) et de la relation (2.2.11), jointe & la normalité de (p
La relation (2.2.9), jointe & la relation F_ = \I{li«rn v Xia ).
entraine ensuite 1l'unicité de (P,) sur la tribu B A en?in,sl,;
relation (2'2'140) et le fait que & soit arrété au sortir de U
gur do. teibu B, /

2.2.5 - Demonstration du theoréme 2.2.3 : construction de la diffy.
sion (F ) - On déduit des théorémes 1.1.1, 1.2.6 et 1.2.12 Vey,
tence d'une diffusion normale (R) de E; dans (Q, F,) vai
fiant les relations (2.2.11), (2.2.9) et (2.2.10) ainsi que

(2. 2.18) ae (Priraie

pour tout b2 a I

On va montrer que la diffusion (F,) ainsi définie répond
la question. Pour cela, il reste & établir que (P,) possede I
propriété de Markov forte (M,) (n° 2.0.1) et que la relation (2.2,9
est satisfaite, autrement dit, puisque &" est arrété a 1'instan

T gue) . polsstone e Hatlnietuan el

n *
~

(2.2.18) P (A) = B'(A) pour tout A€ Fy

e n

9,24, 2,2.0,

en
Ve

de

pu

Po
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La propriété de Markov sera établie au n® 2.2.6 ; montrons
iei (2,2.13) : la relation (2.2.11) pour n =0 entralne d'abord la
relation (2.2.13) pour n =1 . Procédons ensuite par récurrence
wr n : supposant (2.2.13) satisfaite pour n=p, il suffit, en
vertu du théoréme 4.5 de [4] et de la relation T,,;= T, + Toao BTP 5
de montrer que P,(A) = P2'}(A) pour tout A de la forme

3 =

AN 8;:(A2) od AER et AEFR,

Or,
R4 N8(A,) = [ B (dw) p;;:m (A,) d'aprés (2.2.11).
Ay
P P+l
=fhf;(dw) ARG

laprés 1'hypothése de récurrence ;

P ae B2 (A,
A

X
Tp(w)

N vertu de la relation de cohérence (2.2.1) ; d'ou le résultat en
%rtu de la propriété de Markov forte de (P .

x

3'2'6 - Démonstration du théoréme 2.2.3 : propriete de Markov forte
tla diffusion (P,) - On va utiliser le théoréme 1.3.1 en posant,
Mur chaque n 31, S;=T,, et en établissant successivement :
) La propriété de Markov par rapport aux temps d'arrét T ,
Muls 1a propriété de Markov avant T, (n>»1).

a) Propri€te de Markov par rapport aux temps d’arrét Toilnesel )=

P
Mrtout ny 1, tout g€ B(RQ, Fo) et xEE;,

.2.14) B 0ge s [ B3 EE, f@\E P.5.

Pour g e LPJ B(2% ﬁ‘r ), donc aussi pour g€ B(Q,
P

Vv
1 P
de‘(zz-l‘l) résulte de la propriété de Markov des diffusions (P}) et
iy 1_'2~13). On passe ensuite au cas général o g€ B(Q, F,) en
Plquant le théoreme 1.2.9, alinéa 1).

ip),
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b) Propriété de Markov avant T, (n > 1)(1) : Poyr tout 1
d'arrét Vo dderlafamilien (BN dtoutsl o EHEE Fioulies 5 etmps
gEBCRT, )5 tout

(2,2 15) By {10y 8 a8, 58,9 =1 1y Exy, fe} RS

I1 suffit, en vertu du théoréme 4.5 de [4], d'établir que,

(2.2.16) ff.guev dP, :ff'E,v{g}dP.
{v<T, } {Weri)

pour tout f E€B(Q, F,,) et tout gE€B(R, £, ) de la forme

810 O[T,,'gz"er,. 4 gl,gQEB(Q,ﬁ‘m),

Or,
ff " glo ﬂTno Bv E g2° e.r“o Sv dR
{ver,}

=ff-g109,oaTn-g2o97ndF: ;
{

e T)

d'aprés le caractére terminal de T, et le lemme 4.2 de 14 .

n

»

=j Biv 5,58 o it , By, tay) HE
{

veT,}

en vertu de a) ci-dessus, puisque Mycy )T €EB(Q, f‘rﬂ) d'apreg
les théorémes 1.4 et 3.4 de [4].

:ff. g0 9v°aTn . E"r Wiy iliz
{ n

v<T,}

d'aprés: la coineidence de B uete PYosur Fr o (0P 2a240)0

x

:ff + Bro Oy o 9y . E*r,, > 3 {g ) dB;
L)

=ff ¢ Bl e 0t B g R0
{

v<T,}

x

d'aprés la propriété de Markov forte de (P) et le théoréme 2,03

e
F
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I E,v{g} dP,

o fy<t b

en vertu de a) ci-dessus et de la coincidence de P, et P aosun
B . Dol (2.2.16) et (2.2.15).

¢) Compte tenu de a) et b) ci-dessus, le théoréme 1.3.1 en-
tralne que, pour tout temps d'arrét V de la famille (F, )i stout
EEB(Q, F,) et tout x€ Ej ,

0217 E, {1(y¢r} 80 6y / B} = 1y} By, {g} B P.S

Par ailleurs, la répartition conditionnelle 7n donnée étant
ue répartition conditionnelle au sortir de U (n° 1.2.12), le théo-
rtme 1,2.12 [relation (1.2.28)] entrailne que,

E, {1{V>,Tm} go Bv / F\H} = 1{.‘)/'0,} E"\' {g} P‘ 2 mei

la propriété de Markov forte est ainsi établie pour la diffusion
B) i ce qui achéve la démonstration de 1'alinéa 1) du théoréme
2.3 dans le cas des processus fortement markoviens.

L2.7 - Fin de la démonstration du theéoréme 2.2.3 ; cas des processus
Sandarts -~ Sous les hypothéses faites, le caractére standard du
focessus & construit ci-dessus résulte exactement du théoréme
l:‘LZ- L'alinéa 2) du théoréme 2.2.3 étant une conséquence immé-
liste du théoreme 1.2.9, 2), et de l'unicité de la diffusion (P,)
tnstruite, le théoreme 2.2.3 est ainsi complétement établi.

M8 - Cas ou X est une fonction aleatoire non interrompue - On
®ut appliquer les théorémes 2.1.4 et 2.2.3 au cas o X est une
tg“cﬁon aléatoire non interrompue (pour laquelle o, (w)=+o pour
U weQ, w # w;) , en particulier au cas oi X est la fonction

elatoire typique continue a droite non interrompue (n® 1.0.7
eXEmple A‘))_

it On notera cependant que ces fonctions aléatoires non inter-

i priéfzes ne peuvent pas étre du type de Hunt si elles ont la pro-
; i compléte de raccordement (voir la remarque 1 de n® 1.0.7)
mqu?, le théoréme 2.2.3 est faux lorsque X ne possede pas la
Priété complete de raccordement ainsi que le montre 1'exemple

Y01, 2.2.8.

aﬁ
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suivant : prenant pour E un ouvert relativement compact de
et, pour chaque n , supposant que 'L C E , et prenant
le processus standard déduit du mouvement Br‘ownien p

n
pour E:
ar arre

au sortir de U , le processus standard &£ que fournit le thé.
réme 2,2.3 est le procéssus induit sur ‘E ‘par Je mo“"eme
Brownien sur R™1) Le processus & n'est pas non mter‘rom nt

ce qui entraine que l'énoncé du théoréme 2.2.3 est faux sj on p
pour X la fonction aléatoire typique continue non mterromp
valeurs dans E , fonction aléatoire qui ne posséde pas 1a pro
compléte de raccordement,

PEnd

Priés

2. 3. - Recollement d'une suite quelconque
de processus fortement Markoviens
arrétés. (2)

2.3.1 - Existence et unicité du processus recolle - Avec les nmatlons
et en plus des hypothéses sur la fonction aléatoire X introduiteg ,, ay
n® 2.1.1, on suppose que X est du type de Hunt, admet le mode g,
raccordement continu, et possede une famille (m,) d'opérateurs de meyp.
tre (2, On désigne par (U,;)ie"(3 un recouvrement ouvert déngy,
brable de llespace B.C.D E , et, pour chaque i€ N, par (Pi)
une diffusion de E; dans (Q, F,) faisant du terme '
B =gl ey iy (B 0 L (0 e il )

1

un processus standard.

THEOREME - On suppose que, pour chaque i€ N, le processus I
est arrété au sortir de U; . Alors, la relation

(203 gLlvinvj 2 m;’u,—nuj'
pour tout (i, j) ENx N tel que U; U; # ¢(4) est" ing aond

tionnécessaire et suffisante pour qu'il existe un processus Standard
Z = (QJ Wg s (Xl)’ (at); (P, )) tel que

(1) Voir le lemme 2.4.4,
(21) Voir le m®: 101, et ila remarque finale du n° 2.3.4.
(3) N désigne l'ensemble des entiers > 1 .

(4) Si U; N U;=§ la relation & Y- &% % est toujours vérifié.

le
tr

ré
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G’U-

(5,8°2) R pour tout 1E€N .

le processus & est alors unique.

Compte tenu du théoréme 2.2.3, ce théoréme résulte du
tmme ci-dessous qui permet, par récurence sur n, de cons-
friire pour chaque entier n » 1, un processus standard &, , ar-

rété au sortir de f}n = CJ U... et tel que i:“K = &, pour tout ké 1L
K=1

2.3.2 - LEMME - Dans la situation du théoreme 2.3.1, on suppose
quela relation (2.3.1) est satisfaite. Alors, il existe un processus
standard L= (9, ws , (X,), (8, (P,)), et un seul, arrété au sor-
tirde U=1U, UU,, et tel que

O’u.

(2.3,3) 1.t =i, pour 1=1,2

(2.3.4) gunuk= gtV vk pour tout k3 3.

2'?-3 - Afin d'établir le lemme 2.3.2, introduisons les notations
Sulvantes : d'une part, si W est un ouvert de E , on désigne
pa}r (T2) 1la suite déterminante des temps de sortie alternatifs de
U':UNW et U"-U,NW définie au n° 2.1.3 ; et on pose

e T T b e
% p

SoientEn particulier, on pose T, = T, et C=C,. D'autre part,
by UTI une r:épar'tltlon Fondltlonnelle de, X  au gorrir de
et- ;t U, , aprés (T,), régie par le mode continu et terminale,

n= (Q, wy , (X,) . (8,) , (P7)) l'unique processus standard

ar :
&:{?té au sortir de U, réparti par 7 aprées (T ),(1) et tel que
T (1= 1,2). 8

La diffusion de E; dans (Q, Vﬁ,n) induite sur VIE‘Tn par

la gi ;
é;llffusmn (P’) du processus &, ne dépend pas de m . On
gne par (P,) cette diffusion.

De plus, si W est un ouvert de E , on désigne par mn"

U Voir 1 o 3 1 4

33, 2.3 3
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une répartition conditionnelle de X au sortir de U aprég
régie par le mode continu et terminale répartissant le

Procegg,

7 il LTI 3 o 1 e Cessyg
Enfin, on désigne, pour chaque entier k3> 3 , par 7, (regp 3

une répartition conditionnelle au sortir de U (resp U U ) ap kY
(T,) (resp (T:k)) régie par le mode de raccordement Contini"és
e

terminale répartissant aprés (L) (resps( T <)) =i Process
ﬂ::u (resp &, """ ). On va alors établir les deux lemmeg smvaUs
qui précisent les propriétés requises des termes ainsi introduit:ts
2.3.4 - LEMME - D'une part, pour tout ouvert W de E

{293 . o) T:=T,.A0w; (=2 P

(2.3.8) @EEHE MT < o.)} pour tayt n> 0.

(2. 8.0 Cynye = Coll C.. pour tout onvert W' de EN

(2.9 8) "o O T TET00, )" polr Tout Tue 0
;! pane o

(2.3.9) AeVE == ANC, €V Ew
D'autre part,
{2.3.10) G2 B e g,

‘ k23 n30

Enieffet -

a) La relation TY =T, p o, s'établit par récurrence sur p.
Compte tenu de la relation oynw= Oy, A Oy, on a d'abord, par g.
finition méme de T} (n® 2.1.3), Ty =T, o 0, . Supposons ensuite
que T: = T, A 0y et montrons que® \TY = T ..\ O ctonlk

Tha(w) = THw) + Ty(Byy (0))

par conséquent

- ou bien T,(w) 3> oy{w) ; alors TMw)=0,(w), done
X,0_, (0) = X, W) EW.; done - THO., (0)) =0, et

s L) 5 Tlkn) < T lwy o, (0)

n+l n

2.3.4.

do

ain

fet.

2.8
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- ou bien T,(w) <oy (w) ; alors T,(w) = T,(w) et

X, (

o

Bw (w)) = 2 (w) eW ; donc,

n

- si X (WEU, ona Tf(GTn(w)) = Ty(6y (w))=0 et
) = TVw) = T, (W) A oy(w) = Tpulw) A o) .

Sl XT“(w) = S onSas
T1(8r, (W) = 0, 4, @7, @) = Ty (8; (@) A 0y By (W),
done
TY (0 = [Ty(w) + To(8r, W] A [T, (w) +0(8r, (@)
= T . (w) Acy(w)
daprés le caractére terminal de o,.
- enfin, si XT"(w) ¢ U, , une vérification analogue
@onne le résultat ; d'ou la relation (2.3.5), et, comme conséquense
mmédiate, la relation (2.3.86).
b) La relation (2.3.7) résulte directement de (2.3.6) et de

o =TYpG,= T" A 0, (n entier » 0) qui estune conséquense
€ (2.3.5),

Tlnrl

-La relation (2.3.8) réclame aussi une simple vérification a
Darhr des définitions, en utilisant la relation (2.3.5) ainsi que la
telation (2.1.4) (lemme 2.1.3) appliquée a la suite (T}).

¢) Pour établir la relation (2.3.9), introduisons l'opérateur
d? Meurtre m.s & l'instant T, : partant de la famille (m,)
Oérateurs de meurtre dont X est supposée pourvue (n® 2.3.1),
Psons, pour chaque w€ Q, mu (W) = Moy, @ si THw)< o, et
MW =w;, si TYW)=+w . On a, par définition de (m,),

X (muy(w) = X (w) si s< T, (gt

Xs(mTw(w) =& si e e
w
i Remarquons d'abord que 1'application my de Q dans Q
51 définie est mesurable de (9, V FTW) dans. (0, B o) cen ef-
n n

fot
LAl suffit de montrer que, pour tout I E®,, et s> 0,
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i, ¢ P& Vil
ce qui résulte de (2.3.11), puisque T est V f‘ﬂ. -mesurah]e

Montrons ensuite que,

(2:8.13) A€VF =—>mi@ANc)=4aNc,.

La relation (2.3.9) cherchée en résultera, puisque A nNc €5
Pour cela, désignons par R;; la relation d'équivalence l‘sur WQ'
définie par,

(2.3.13) w~w!' (BRy)e==Talw') = Ty (w) et X (') =X (u

@

pour tout s < TA(w), et montrons d'abord que, si we 9

et AEVf‘,n, €9

(2.8 14 el A [LC, ettt Sl w(Ry) = w'€ ANC,,

En effet, soit & 1l'ensemble des A €, satisfaisant la relatigy
(2.3.14) pour tout (w, w')EQ x Q. B est une tribu ; il SUETit dop
de montrer que F; C (B pour tout n> 0, ce qui résulte gy C0-
rollaire 1 du théoréme 1.3 et du théoréme 1.4 de [4], et gy fait

que C,C C;=C (relation (2.3.7) ci-dessus établie).
I1 reste & déduire (2.3.12) de (2.3.14) : soit done

AEVF, ,w€EQ et w'=m,b).
n w
Si wWEAN Cy, ona X, (w)=X,(w) pour tout s< T2(w) ; done
compte tenu de ce que wW€E C,, T'(w') = TY(w) pour tout p ; dop
aussi T,'(') = Tj(w) et finalement, w'~ w (R7y), d'on w' € AfC,
d'aprés (2.3.14). Inversement, supposons que "w'€AN Cy S ona

X, W) =56, done Tgw')< glw') ¢ Taw) ;

d'od T¢(w') = T(w) pour tout p, d'aprés le corollaire 1 du théo-
réme 1.3 de [4] ; et aussi TH(w') = T(w) ; et finalement w'~m(R1,}
dlon we€AI €y d'aprés (2.3.14), et la relation (2.3.9) 2

d) Enfin, la relation (2.3.10) résulte de ce que (U;) estu
recouvrement de E , et de ce que, compte tenu du caractére isol¢
de 6§,




gt
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e E et R

T

(w) EU, = 3n >0, 6 (w) ECUP ;
et,

w€C=:>X}m(uJ)EE

REMARQUE - C'est seulement pour établir la relation (2.3.9) qu'est
uilisée, dans la démonstration du théoréme 2.3.1, 1'hypothése de
lexistence d'une famille d'opérateurs de meurtre pour X . Cette
hypothése interdit d'appliquer le théoréme 2.3.1 au cas d'une fonc-
tion aléatoire non interrompue ; interdiction qui résulte aussi de ce
qu'une fonction aléatoire non interrompue ne peut étre du type de
Hnt si elle posséde la propriété compléte de raccordement (voir
dce sujet le n° 2.2.8 ci-dessus).

%3.5 - LEMME - pour tout k>3 et x €E, , d'une part,

(ZF15)) Pi(A) = P,(A) pour tout A € v ﬁ}gk

D'autre part, pour tout T € @ ,

BRG] n(,, T)=0"(.,T) “B, 'B,8" sar Gy

bour toute répartition conditionnelle m au sortir de U apres
(Tn) rédie par le mode de raccordement continu et terminale.

e (.. T)=m(.,;T)

Rao)
o

1S sur Gy

{2°3.18) AN ST ¥nll A ) DOELIPR.8 sur 1 aG

x 8 U N Uy

Pour tout h 3y 3 .
En effet :

_a) Pour établir la relation (2.3.15), désignons par (R') une
Uffision de E; dans (Q, F,), faisant du terme

&' = (0w XY (8 (P

M processus standard tel que &% = &; (i=1,2) (une telle diffu-
:i“n (P!) existe en vertu du théordme 2.1.4 et prolonge (F,)) ;
Posons, pour chaque x EE; ,

P' -« o e A W

% (=4 u
ukn uknu

i
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autrement dit (n° 2.0.6), (P') et (PF) sont les diffusiong
processus &'V et Lwnv respectivement. Il résulte alors
I'hypothése de compatibilité de &, et &£,, &,
(2.3.1)), que,

deg

de
et £, (re}_atmn

(2.3.19) a (B) = « (P1) ‘pour Q=143

o,
Unug Uukn Ui X

- Uy
Re{narquaAnt alors que, pour chaque n, T *g< Ty,nu s donc ausgj que

':’ Frgk (s FonnU ,onna;,t siv AnE \rJ" F.y, » d'une part
P.(A) = PI(A) = BI(A) et PXA) - PX(A)
puisque A = o' (A) ; et, d'autre part,

Tunu
B (A) - P* (A)

4 cause de la relation (2.3.19), puisque, ainsi qu'on 1'a montrs au

n® 2.1.5, les diffusions (aauaw‘_g)) 1=1,2 (resp {a,,ukm(p:))
i=1,2) déterminent entierement (Pl) et (P%) sur la triby | :
n Tn'k P

D'olt la relation (2.3.15),

b) Pour montrer (2.3.16), il suffit de vérifier que

fn(., o) 4y =fn”“(.,r) dp,
Cuk""* Cukn*

pour tout A € Vf-"rn . Or,

»

/n(.,F)dP,:P:’(CUknA N{X,€TYH,
c

LY
puisque &, est réparti par 7 (n® 2.3.3 et 2.1.4) aprés (T,.
= PY(Cy,, NAN X €TH

@

a4 cause de (2.3.6). (Lemme 2.3.4) ;
=P7(C, NANXu €TH

(ot P_:: G (P))], puisque C,, NAN {Xrgk €T} EF,
vertu' de'{253.°6) €t (2.3 9)

=fn“*(.,r)dP:’=fn”*(.,r>dP.,
C na CukﬂA

Uk s X
encore d'aprés (2.3.9), puisque VF, C o,
0 n

ugnu * £n

nu

2.3.5.

i

par

ol

G

i'a)
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¢) De méme, pour montrer (2.3.17), il suffit de vérifier que

fnk(., I') dp, j #,(., T) dP,
Cy, NA Cy, NA

pur tout A € V 1:}" . Or, en posant encore _P_:‘= gt (B,

Tun
/ mn(.,T)dE :/ 2., T) dP*
Cy, NA Cy, NA

diciizerde (2.3, 9) et (2.3.15) ;
=f7£k(,].—') d_P: 3
Cy, NA

pisque, & cause de (2.3.9), ﬁk( 1. B )lcuk‘" est

- -mesurable .
U N

=P (g, nanN (X €T})
Br définition de T, (n° 2.3.3) ;

Pi(Cy N A N {Xqu €T))

L1}

o f’:=0t¢, (PY), puisque P

x x

=K
= aauknu (P ) vet que

GNAN (X, €T) EF

Tynu

= Pic, NAN{X, €T

Tapres (2.3, 6) ;

3

:[‘n:k(,, r) 4P
o Cy NA
Uy

:fnk(., r) dp
cuna

k

far définition de T 3

~

est E - mesurable
Cuy N4 Tuk NU 2

=fnk(.,r)dp,
Cy na

k

Euisque- dlapren (2.3.9), n (., I')1
e e, ~Mmesurable,

i
tause de (2.3.9) et (2.3.15).

LTS,

-4
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d) Enfin, pour montrer (2.3.18), il suffit d'établir que

fnk(_, T) dp, =fnk(,,r) dP,
Cy, Ny, A Cyyn o, M4
pour tout A€ V 1}'1,, 4

Pour cela, posons, pour chaque i>3 et j>3

£l

Pf};

L
120 A0 e MR
ug;n jrl

en vertu de l'hypothése de compatibilité de &; et x;
(2553, Son. Hy

Pyl = PLRT 59 5 5. 8).

Soit alors A € V f:‘T" ; on a, en posant W =U, N U, ,

fn..(., I) dR, =fﬂh(.,F)dP: ,
Cy NA Cy 1A

dlapres (2,3.9) et (2.3.15) ¢

=fnh(.,[’) db¥ fon P - q, (P)

C'lln‘

comme ci-dessus], puisque 7. (., T) lc,,m est Fau-mESllrable

d'aprés (2.3.9).
- PMC,NANX e,

par définition de m, (n® 2.3.3) ;

= 15:(C,, nan {Xw € 72) d'apres (2,3.6)

= PYYEL DB R {Xy €T)),
puisque, d'apres (2.3.9), C, NAN{X, e Cc VE, CE

v
n

D'ou la relation (2,.3.18), compte tenu de (2.3.19).

(relatig,

wny

2.3
de
sant

sur

en v

| d'ap
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1,3.6 - Démonstration du lemme 2.3.2 - Définissons une application Vv
de C= B;w MNASETE < T,} dans l'ensemble des entiers >3 en po-
P

sant, pour chaque w € C ,
v(w) = inf {k | k entier >3 et 3In20 & W)E Cy};
V est bien défini d'aprés la relation (2.3.10) ; et on a,

23200 C= U {v=h} et {v=h}CU 8 (C,) pourtout h>0.

h33
2.3.21) {v=h}C 9;1({ v = h}) pour tout 1.z 0 et ohi> 3.
(2.3.22) {(v=h)EV F pour: touty +h =3 .

Ces relations réclament de simples vérifications, compte tenu
de (2.3.10) pour (2.3.20), de (2.1.4) (lemme 2.1.3) et (1.2.3) (n°
12,1 et lemme 1.2.3) pour (2.3.21), et de (1.0.7) (lemme 1.0.5)
pour (2.3,22),

a) Unicite du processus L - Soit 7 une répartition condition-
®lle de X au sortir de U aprés (T,) régie par le mode

tntiny et terminale telle que le processus &, (n° 2.3.3) réponde

m
?21: question, c'est-a-dire vérifie (en plus de (2.3.3)) la relation
-3.4),

Pour chaque k>3, x€E; et ' €E®@;, on a,

RS = e T ) RS

x

e Cy, d'aprés le lemme 2.3.5, relation (2.3.16) ;

b A o T R DR S

x

fn verty de 1'hyp0thése g::uknu 4 m:uknu :

et P G i AN, g T i S

d\
8res le lemme 2 .+34i6, arelation (2.3, 17), . LAdnsi.

(
2
:3.23) T S = T (o, T | S L

N ‘ U *

Compte tenu du caractére terminal de 7 et =

i on en dé-
it que‘

kK ?

L3,
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(2. 3:24) amfray Phe melan BRI B, L. P2 Sugunaus wdd B;l(cuk)(l)

D'ott 1'unicité cherchée, en vertu de (2.3.10).
De plus, en vertu de (2.3.20), on a

(2:8:28) e gel el (0, 1) PiolP. 8 sur ' {vskl,

x

b) Construction du processus & - Ia relation (2'3'25)Permet

de définir 7 comme suit : pour WEQ et TE ®,

™w ,T ) = 1p(8) s2UB & BY -,

Mw,T)=1p(X; (w) si w€BT NU{T, < T} o
L @ p L) 4

wliwy B =t (W, ) si w&{v =k}, pour chaque k33

Compte tenu des relations (2.3.21) et (2.3.22), T aingj définge
est une répartition conditionnelle de X au sortir de [ apri
(T,) régie par le mode de raccordement continu et terminale, Po.
sons &= , et montrons que & vérifie la relation (2.3.4),

En vertu de la relation (2.3.15) (Lemme 2.3.5), il suffit g,
montrer que, pour chaque x€E; , TE®B; et k>3

u

SRR o R e L e e cuk(z),

Ou encore, compte tenu des relations (2.3.16) et (2.3.17) g
lemme 2.3.5, que,

(203.28) S T IE=ET (0 RER LT s IS S ey !

X

ou enfin, par définition de 7, que pour chaque h3y 3

(2. 3.27) b T ) SR T EEN - RESE Boy Cukﬂ{v:h}.

Or, d'aprés la relation (2.3.18),

(1) En effet, P(6.(Cy) N{n(.,T)#m(.,T)) = BOZC, N{n(.,T)in,(,0H),
en vertu du caractere terminal de =n et m, ;

= Ex{F’xr"(Cukn {n(., P)f,ﬂk(-; T

d'aprés la propriété de Markov de &, ; d'ou la relation (2.3,24), puisque
(2.3.23) est satisfaite pour tout x € Ej; .

(2) Si wg¢C,.ona n"(w,T)=m(w, ') par définition.

2.3.6.

gone

plod
. (2,3.

sus 1
inter
résul
tion

cess!
grap!
prOC'
yremn
dans
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(T ) SRR RS B S P SIS e U SR E NG
donc aussi, en vertu du caractére terminal de 7, et T,

T oo 10 S e el = P35 ey l'.‘l 9;:(Cuknuh);

D'o le résultat cherché, puisque, d'aprés les relations (2.3.7) et
(2.3.20), €y, N {v=hC U 9;:(Cuknuh A

Le lemme 2.3 est établi, ainsi que le théoréme 2.3.1.

1 4. - Recollement de processus
fortement markoviens continus

Dans ce paragraphe, on retrouve, dans le cas des proces-
s fortement markoviens continus, la situation de recollement qui
nervient en théorie des faisceaux (voir le théoréme 2.4.6). Ce
l"éSultat est obtenu, gréce au caractére continu, en utilisant la no-
ton de processus induit sur un ouvert (U, (et non plus celle des pro-
6ssus arré&té au sortir d'un ouvert qui intervenait dans les para-
fraphes précédents) ce qui permet de partir, comme données, de
rocessus prenant leurs valeurs dans des ouverts formant un recou-
’ement de 1'espace total E (et non plus de processus a valeurs
tang l'espace E tout entier, arrétés au sortir de ces ouverts).

Le théoréme fondamental s'énonce comme suit :

242 . THEOREME - Soient E un espace B.C.D.(2), (E),,,
in recouvrement ouvert (quelconque) de E , et, pour chaque i € I
In processus fortement markovien continu (3) &; a valeurs dans E;.
On Suppose que, pour tout (i,j)E€Ix1 tel que E;N Ej $0, les
Processus LENE| et L5NE induits (1) sur E; N E; par &; et

j sont équivalents (4). Alors, il existe un processus fortement mar-
| Rovien continu & @ valeurs dans E , et un seul a une équivalence

U Voir 1e ne 2.7
% Voir e pe 10,6

e
| Voir 1eg e Ph 0T et 200, 2"
1 Voir 1e n0 2 0.4,

L4
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pres, tel que, pour chaque i € 1, le processus Xt

tndyis
sur E; soit équivalent au processus &; . Par g

2.4.3 - Fixons, pour la suite de ce numéro, les notations Suivan
es:

1/ On désigne par X =(Q, m% » (X¢)) la fonction 4
typique continue a valeurs dans E(1) par’ (O e (a,)
milles d'opérateurs de translation et d'arrét, et, pour cha

léatcire
Seg fa.
que oy,

vert E' de E, par Q'%'! le sous-ensemble de ® forme des yg,
tels que X (w)EE'U {8} pourtout tE€R,. K< (et 0, (X'E
est alors la fonction aléatoire typique continue a valeurs dans‘ E‘u”

et les restrictions & Q'®"’ de (,) et (a,) (restrictions

encore notées (6,) et (a,)) ses familles d'opérateurs de
tion et d'arrét(2).

qui son{
trang),,

Pour chaqu LEID, +w], on note ,F}FY Ia iribi prt
sur Q'f"'; et B, 1la tribu FJX. !

Pour chaque ouvert " T de' VE'; on *note | Yoy Wia tempg g
gortielde. | Uvrpomy X, Biooll GuRMplst e gtedy

CES)
G, W)=o0,(w) ;
ce qui permet de noter o, le temps de sortie de U pour X't
2/ Si E' et E" sont des ouverts de E tels que E'"cp
on note Pgie. l'injection canonique de 2'F"' dans Q'F" (X¢o Qpipns X,
peur tout StiER,) et par W .o 'application’de | @FERE T Qe
définie par,

Xt(‘FE"E' (w)) = Xt(m) si i UE.(UJ) (=2

Xe(Yener (w))

"

& si tsiow(wy [t € R, wegEiy

Pour chaque t th s Pevgn (resp Yeuer) est une application mesy-
rable’de ~ (R'E"Y, (FE") udane “(Q4E"?, B (resp de ( @t Fie
dams SaERy F{f)) . De plus,

(1) Voir le n® 1.0.7.

(2) B et X ont les meéme eimetisre 5 .

2.4.3

lrensf
dans

Je 50
lesqt
gh*

Ew C
q!}i é
contil

ment
g€?

244
théor
E U
J'ouv

L)
| @)
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R (D ™M)= 0" pour tett, WIEQ™

3) On désigne, pour chaque ouvert E' de E , par Mg
lensemble des processus fortement markoviens continus & valeurs
dns E' admettant X ') comme fonction aléatoire, et par &,
le sous-ensemble de JMg formé des processus & € I pour
lesquels il existe un ouvert U de E tel que U C B et

m’u:a‘;(z)

Enridy; =i B! et E" sont des ouverts de E, tels que
E'CE', on désigne par Ng«e l'application de M, dans M.
i & chaque & € 9., fait correspondre le processus canonique
wntinu associé au processus &f° induit par & sur E" [autre-
ment dit (voir les n° 2.0.4 et 2.0.7) A u (L) = k(L) pour tout
TEM.]. Si E™ est un ouvert de E tel que E™ CE",

I e e T

44 - La démonstration du théoréme 2.4.2 va reposer sur le
héoréme 2.3.1, et sur le lemme suivant qui permet de relever sur
E un processus sur un ouvert E' de E arrété au sortir de
lowert U des que UC E'

LE:MME - Pour tout couple E' , E'" d'ouverts de E tels que
B'C E', il existe une application pPeen de ea dans Qg et
une seule telle que, pour tout ouvert U de E tel que UC 144
(2.4 ; R TR R

) £3 Aot Plrem , et
Peica ('"Y)  est arrété au sortir de U, pour tout '€ M,. ; de
plus,

(2.4.3) PRL (LA, (@) T ) sl o0 poup Ut " BNE Wer
Enfin, si E™ est un ouvert de E tel que E™CE",

(2.4, ;
) Peren o P

EmE"”

=

EY EM™

En effet

e
; désigne la fermeture de U dans E .

(2} Vnir le n° 2.0.6.

24,4
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a) Désignons par &Z'" = (Q'*", w;, (X,), (8,), (P")
ment de M e arrété au sortir de U et montrons d!
relation (2.4.2) détermine

s o1
PrgalE') = &' : 8u ord que g
Erem = : PPoOsons que

AR (7 TV o T B =

:eEé)
soit un élément de JT; tel que
(2.4.5) LU =l et e N (e
Par définition de A. , on a, pour chaque x€& Bl
(2.4.86) 5 i s Bl
Fap ailleups, i B'E F;E" , on a, d'aprés (2.4.1) (“"2.4,3:
Bz Vrnel Ooued BY)
donc, d'apreés (2.4.6),

-1

P (Bl = PHBY,
Ainsi
123, A Bl w(PL)  Cpout chague. x € EUS

Comme, par ailleurs &' est arrété au sortir de

U, en very
du lemme 2.0.6,

(2.4.8) Bliz g, ' pour chague -x € E'\ BN(E)

b) Inversement, &' étant donné, on définit une diffusion ngp.
male (P!} de E! dans [Eetiend ol SR moyen des relatigng
(2.4.7)et(2.4.8).. Le terme &':= ('), ws o @5,) ) (0,1 (B
alors un processus fortement continu qui satisfait la relation (2_4,5];
et ony petiti dones posers Pp (L) =2’ .

D'abord, ozou(P,") =P} pour tout =€ E! : cela esticlail]
R a R - T

&g (B = 00 (Do B')) = Qerenla, (P")
o PR

(1) o W, désigne la trajectoire constante égale & x .

fhec

pui.!

d'a
on |

pot

(L]
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Etablissons ensuite la propriét¢ de Markov de (B!)i s Seient
V un temps d'arrét de la famille Fi"', f € B D) FLE) et
gEB(Q'®), FE'), On a, si xE€EEY;

ft. g0 6 4B - [to®. g0, 0@ dP, dapres (2.4.7)

:ffu@. go(DaS'o@ dpil,

@r B, o®=®68, pour tout tE€[0, +w].

:ffo 2. By _,{g0 ®}dp

d'aprés la propriété de Markov de &', car, d'une part, V.® est
mtemps d'arrét de la famille (E!f") ; d'autre part, il résulte du
théoréme 3.4 de [4] que fo® est [|'y'-mesurable.

= [f_ EY {g.d}dP! dlaprés(2.4.7);
X‘. g X

zifires BY {go®}YdP} ,
Ty

xvea
Misque P! - Gf.au(P_') entralne que P'({wlw € Sl o, (W) =) =1
e " ol ™ ]
-f1.®5, , (g0} dP] [t Bl ., ()P
dapras (2.4.7), puisque t ¢ o,(w) entraine que X(w)€T U {8} CE"
flverty de la continuité des trajectoires.

Ainsi, ft.go8, dB = [t El (g) dP]

Mir tout x € EY . Si, maintenant, x EE' \ E" |

J. g00, dB! = 2(T) (1.5 (@,) g(5,)+ 1. (6, glug)],

{v <}
- [t E} (g} dp) . d'aprés (2.4.8).

2 L'existence (et 1'unicité) d'une application p, , satisfaisant
*4.2) est ainsi établie.

¢) Etablissons maintenant la relation (2.4.3) : Soient

G = (V7 iy , 1Ky, (9 (B

|
) 0n pose jci @ -

EYERE

L g,

41
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un élément de O, , et (B') la diffusion du processyg A

n _suffit de montrer, en vertu des relations (2.4.7) et (2.4 .
définissent Prrea » €t du lemme 2.0.6, que, pour chaque xae]li?’l'n

@E'[-(av (P”)) = aou(P,') 3

u x

ou encore, puisque &.,..o0a, = a, , Dpere » que PY(g2 (A

pour tout A € F‘,!UE ' . ou enfin, pugsque, par définitic;nE de})”lz'[A)

P' = ¥ouro (P (1) Y que B
X ] 4

(2.4, Oy Porrd

et o

A))) = PMA) - pourtout. AE Fl

u

Posons m = Qe o Yeur ; pour tout & ten

X, (m(w)) = X, ) Sl 4t <Gl et
Xm(w)) = & si o UE.(u) .
autrement dit, m est 1'opérateur de meurtre & 1l'instant g

Utilisant la continuité de la fonction aléatoire X'€) o o
fait que UC E" , on vérifie que, pour tout w& Q't"! et SER

s § 0, () ==X (m(w) = X, ) .

11 résulte donc, d'abord du théoréme 1.3 de [4] que

L

w ~miw) (R“u ) pour tout w €& GFaal :

ensuite du théoreme 1.4 de [4] que m™(A)=A pour tout A g plE',
d'oll la relation (2.4.9) et aussi la relation (2.4.3). .

d) Enfin, la relation (2.4.4) résulte de ce que (2.4.2) déter
mine p.,.. de fagon unique (voir en a) ci-dessus).

Le lemme 2.4.4 est ainsi établi,
2.4.5 - Démonstration du theoréme 2.4.2 a partir du théoréme 2.3.1 et &
lemme 2.4.4 - E étant un espace topologique métrisable et séparable,

il existe une suite (U, )nﬂ d'ouverts non vide de E telle que,

1/ Pour tout i€ 1, il existe une partie H; de N telle que,

ail

| rel
[S2:

et

| Ib
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(2.4.10) FEeH =0 C'E;
(2.4.11) E;= U U

2/ Pour tout ne€ N , il existe 1€1 tel que U CE; .

n

En substituant éventuellement k%(I;) & &,

ailleurs supposer que ;€ JKH(I) pourstout «I'e L.,

on peut, par

On peut alors établir comme suit le théoréme 2.4.2

a) D'abord, pour chaque entier n € N, il existe un proces-
sus & € 0Ly et wun seul tel que,

-

(2.4.12) Oce, (&) = &, pour tout i€ I tel que U, CE; .

(d'od il résulte, d'aprés la relation 2.4.2 (lemme 2.4.4) que &
est arrété au sortir de U,) . En effet, il suffit d'établir que :

n

(2.4.13) Pee, (7% = o (&

pur tout (i, j)€IxI et tout ouvert U de E tel que
UC E; NEy.
Or, posons E' = E; N E; ; on a, d'aprés le lemme 2.4.4,
E"elation (2.4.3), p,.co([Aere, ()17Y) =]y ; done, d'apres la relation
2‘4“4)‘ i i

o

psii(miun) b p:{'([AE'Er‘.(EEi”UU) ;

¢ de méme,

]

Pee, (') = g ([A g (&)]7) 5

?:0') la relation cherchée, puisque AE.Ei(&“-)=AE.Ej($j) d'aprés
bypothése de cohérence de la famille (88, e

b) Ensuite, pour tout couple (m , n) ENxN,

t2.4.14) EE::umn Ui g i:""llm“”n :

il
) Voir 1e pe 2.4.3, alinéa 3/.

145
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En. effet; soientll) i et j des éléments de I tels que T cp
et U,CE,; ; posant TS = AT e S et E':EiﬂEj, on a fJECEf
donc, d'aprés la relation (2.4.3), )

B = Peey by (BN
done, d'aprés la relation (2.4.12) de définition de &, , ot (2.4 3
Y 5 g LA (P B M)

Eeg s
=0 ey ([&:f’umfu) =Peeg (&‘:U) :
-
De méme &0 P (w"ju) ; d'oni la relation (2.4.14), d'apres (2.4.13)

c) Enfin, si & €0n,, les deux relations suivantes gopt équi
valentes : s

(2.4.15) Age (L) = T, pour chaque 1

oy o

(2.4.L8) &L= pour chaque i

D'abord, (2.4.15)=—(2.4.16) : en effet, soient &€ I, Vérifians
(2.4.15) et n€ N. D'aprés la propriété 2/ de (U,), i existe
i€1 tel que U, CE;. Les relations (2.4.3) et (2'4'15)eml‘ainent
alors que,

~

& = oy, (b @) S0 (s = &,
D'on (2.4.16).

Jointe a la propriété d'unicité du théoréme 2.3.1, la relatig
(2.4.15) = (2.4.16) entraine 1'unicité .d'un processus ‘& giss
faisant (2.4.15).

Montrons alors, inversement, que (2.4.16)=—=>(2.4.13).
Soient L E M, vérifiant (2.4.16), i €1 et &;=A (&), Envery
de l'unicité ci-dessus établie, il suffit de montrer que E:"% g

1
pour tout n € H; (proprieté 1) de (U,.)) .
Or, d'aprés (2.4.2) et (2.4.3),

“un %

&, =AE"E {peei{&:i = Aeie (x,)

2.4.5.

en

2.4

paI'
for

fall
plo;

2.
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D'ou le résultat, puisque pels .'-i‘n par l'hypothese.

d) Le théoréme 2.4.2 résulte alors exactement de 1'équiva-
lence établie en c) et du théoréme 2.3.1.

24.6 - Le Faisceau des processus fortement markoviens continus - Avec
les notations introduites au numéro 2.4.3 alinéa 3/ ci-dessus, et
tndésignant par %, la topologie de l'espace B.C.D E , on peut
tnoncer le théoréme 2.4.2 sous la forme suivante :

THEOREME - Les familles OW,)y.s. €t (Ay)y e, , vy @éfinissent
un faisceau d'ensembles sur l'espace B.C.D E

44.71 - REMARQUE - Tous les résultats énoncés dans cette 2éme
Partie subsistent si on remplace, dans la définition des processus
lrtement markoviens la propriété (M,) par la propriété :

(M;)A pour tout temps d'arrét T de la famille (F)), tout
§€B(Q, BY) et tout x EE; ,

E,{g.8:/ FY}-E, {g) B P

La propriété (M;) est la propriété de Markov forte la plus

faible permettant de recoller les processus par la méthode em-
Moyée ici,

4.8, 2.4, 7,



APPENDICE |

Limites projectives de mesures et théoréme 1t

L'objet du présent appendice est de préciser les relationg dy
théoréme 1.1.1 avec divers résultats concernant les limiteg Pro.
jectives de mesures : on €tablit d'abord que ce théoréme egt U
conséquence directe d'un résultat récent de Raoult a ce sujet (voip
[12]). On montre ensuite que, par contre, dans la situation dy théo.
réme 1.1.1, la condition de Choksi relative aux supports deg Pro.
babilités réguliéres introduites (voir [1] théoréme 4.1, conditigy (c)
et condition (c') ci-dessous) n'est pas satisfaite en généray '

Al.1 - Précisons d'abord la situation envisagée : on suppose donngg
un ensemble Q, une suite croissante (F, )nzl de tribus sur |
et, pour chague m > 1 , une mesure de probabilité P, gy F'
et une probabilité de passage 'P,a.., de (@, F,) dans (g% Fm.l)'
On définit, pour chaque n > m une probabilité de passage Ea dé

(R, F) dans (Q, F,) en posant, pour WE Q et AEF
(AL.1) B, (w, A) =[Py s, dw) [ B, 1o (0, doy) [

5 f Pn-i,n-l( v'|-2-md r\-l_m) R-l,n (mn~1.m 3 A}

On considére alors les propriétés suivantes :

b

(&) pourtchague “nx 2905 " B0 induits B, Ssup

n

(B) pour chaque m »>1, P,.. est une version régulitre de I
probabilité conditionnelle P, {. / F. } :

(Al.2) P, (AN B) :fﬂ‘R,,(dw) B e

pour tout A, et BERE (1)

(1) On a alors P,(A N B) =‘fﬁ‘ P (dw) By, ,(w, A) pour tout n>m , AEF

et BEF, .

/AL

| 0
| ¢ L

(Al

(ot

(C5)
| que

o)

gnse

\a

i
thes
thes

| AL.2
thes

sons
en

| rer
)

| (1)
| @)
(3)

Al,
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) I1 existe une suite croissante (1) (5o de partitions(2)de

n>1
0 telles que,

(GREeT S oty 2L 0 €0 et ATE Bl

(A1.3) ADA_ (w) =P

My

mfl(wi A) = 1(3)

[0 A,(w) est 1'élément de &, qui contient w) ;

EME P U tout T e L, Die @, WINe ST et i e Wl o
(A1.4) W E A (w) et WEA=—>w EA ;

(Cs) Pour toute suite décroissante (

A de parties de @ telle
we A € @ opour tout nx1, 0N A 4

n

)
(18

(') Pour chaque couple m, n tel que 1g m<n, il existe un
ghguible DB € F, - tel que :

=t el B TS W) = 0
o tout AEF, ettout w¢g AUH,, .

Le théoréme de Raoult (voir [12]) affirme l'existence d'une
Mesure P sur (@, V F,) prolongeant les F,, sous les hypo-
n

lises (A), (B) et (C) ; le théoréme de Choksi, sous les hypo-
héses (A) , (B) et .(C').

?;:2 - Montrons que, dans la situation du théoréme 1. 1.1, les hypo-
®es (A) , (B) et (C) sont satisfaites :

s a) Reprenant les notations du n® 1.1.1, fixons x € E, po-

Ml I F; (n » 1), et définissons la mesure P, = BE qgny B

® o - & P

" Prolongeant par complétion la mesure sur V Bri {Fs,) definie
k=1 5

®r la relation 1.1.3 (lemme 1.1.2) ; la propriété de cohérence

Alde la suite (P) est ainsi satisfaite.

1 est plus fine que &, pour teut n.

n

0

.)Pourtout B He L SN

(3 i
30naﬂ]ors ADA (W)=P, (w, A)=1 pour tout n>m BhS Anel B

A9

ad'
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b) Pour définir B, .., = Pi.a(1), désignons,

~ ~ Pour
A€ WV 97:(Fsm+l) S par A™  1'unique sous-ensemble dechaque

appartenant a ¥y ® Fs,,; contenu dans {w , w'|X(w)=-x

X0
1
tel gue WeE AS(N, O‘m (w))‘\E AT+l (AVO]'.I‘ (4] n® 4.5 “ T,.,(LU)} o

B
pour chaque w€&€ Q, et AE Fy, V B;I(F‘sml) , Pposons b o
s ‘ 1
(A1.5) B i, 8 = P':Tm(m (dw) 1, (w,w0),

On définit ainsi une probabilité de passage de (Q, f

e 5 )
(@, Fy Vﬁr’i(Fsml)) qui se prolonge en une probabilité démpasdans

de (d, ) dans (Q, Fy,), puisque i
ﬁrm . I?‘Tm et F\;'m % 9;:(ﬁ‘sm+1) = Aqu-].

([4] théoréme 2.4 et 4.4) ; en outre, il est clair, d'aprés 1z vels.

flon, (1.4.8), ue . Pl B fsp"‘ (d) Pyuer (0, &) pour g

AR SSe RS RIESEUNIRT G- proprieté’ (B) Yest aing satisfaite

¢) Désignons par &, la partition de Q associée 3 la re)
tion d'équivalence R (voir [4] n° 1.2), et montrons que Jeg
eonditiong ST (@) et (Cy) sont ainsi satisfaites.

Examinons d'abord (C,) : scient A€ F.,, et WEQ tog
que A DA (w). Par définition de Pogmin (07, . ), 11 exige
ALEF, VO(R )

m m

m+l

Hel wque s ANE AN Sat

Pm,..u]_ (A, A= Pm,mu_ (w, Al} o fp'”l (dw') ]'Am+1(l.d, w')

X @)
(voir b) ci-dessus). Montrons que

m+1

X ") =X, (w)==(w, ') €A} ;

d'on il résultera que Ponaa(w, A) = 1, d'aprés la normalité de

(PY™) . Soit donc w'€Q tel que X (') = X (W) ; en vertu de I

propriété de raccordement de X (voir [4] n° 5.1), il existe
11

w'EQ tel que W'~ w (R#m) et O (w")~w' (Rg), d'od

)

L V5 ) = lﬂ"i'l(m” s B (W) =1, (W") =1

puisque A;D A (w) et '€ A (w). Ainsi (C,) est satisfaite,

(1) Nous écrirons, dans ce numéro, B et F,avx 2u lieude P: et P’

Al 2.

nymel

(C )
pf‘?p:
i

On @

| .
pulsf
du tt

AinS
| 1a P!
| tBI '

récu

.3
Jjere
(B3,
| A1.°
tel

| X
[4]
de

le
|

1)



e e

E

RECOLLEMENTS DE PROCESSUS DE MARKOV 367

(C) est immédiate en vertu du théoréme 1.4 de [4]. Enfin, la
propriété (C;) va résulter de la propriété complete de raccordement

" X : pour chagque n, soit w, un élément de A, . posons

e Qo (Wdvie Sk = Tesliie) melt. = G
On a, d'une part,

th—t {Jn) = in_tn_l(e‘ (UJ")) = X, (wn) s

n-1 n=1 n

misque t, , = T, (w _J)=T,,w,) , & cause de la relation A, CA,,;
fu théoréme 1.3 de [4] ; d'autre part

Xy(Bpe1) = Xy @,) = X,y (0,) .
Ainsi, X (@,.,) =X, ¢, @,), pour tout n»1 . Il existe donc, d'apres
la propriété compléte de raccordement de X , un élément w de @
el que 8, l(m)wan (R  ,) pour tout n. On en déduit, par
¥ourrence sur n , que b w, (R} ) pour tout n ; c'est-a-dire
UEMA . Dlod (C,). :

*_1'3 - Montrons enfin que l'on peut trouver une situation particu-

lire (relative au théoréeme 1.1.1) dans laquelle aucune famille

L) ayant la propriété (B) ne posséde la propriété (C') (n°

.tkell‘“. Bonr celay il suffitide thouven x.€E Jinl . et A€ F .,
que

J piidw) PX, . (w, A) >0),
QNA

Désignons alors par E l'espace euclidien R* (k »1), par
la fonction aléatoire typique continue a valeurs dans E (voir
dppendice 1 n° Al.4), par (U,) une suite croissante d'ouverts

EE telle que U, CU,, pour tout p et LPJUP =R, par 5

le temps dlarrét o (gt 1 et par (P,) la diffusion de Ej
Uy p p

1) 515 :
'l existe une famille (B! ,,) ayant les propriétés (B) et (C'), toute

a]lltre famille (P, ,.) ayant la propriété (B) a aussi la propriété (C').
Suffit donc d'opérer avec la famille (P’ ,)) construite ci-dessus en
) au ne Al.2, 2

Al,3

.nﬁ



368 Ph. COURREGE - P. PRIOURET

dans (Q, Fs) qui définit le mouvement brownien de dineng
Soient d'autre part W wun ouvertde E et
quesiy, CW CsW @

=hstoniEll)
n  un entjer 31 te]s.

Soit enfin T un sous-ensemble ouvert non vide ge la fy
tiere oW de W tel que 9W \ I ait un intérieyr non vo."‘
(dans 3W) . ide

Posons
A :9;: ({o, ET}) .

1 = e .
D'une part, oy <oy, =8,,="T,, ; donc

i =y AR o i et AE€EF, -F

Ty n+l n+l

D'autre part, pour tout ye& U, ,
(A1.7) Os< B {ioyeilil<id

(d'aprés le choix de TI' et le fait que les mesures harmonj
i

ques gy
mouvement Brownien chargent toute la frontiére).

Il en résulte que, si x€ T, ,
Pl (dw) Py (v, A) = [ B(dw) B, (6, ET)) >0,
QN\A Q\ A 3

En effet, ;. = Xc,u“ €U, ; donc, d'aprés (Al.7), d'une part
Py, ({o,€T}) >0 TR ks

x LI

d'autre part,

p:(Q \A):Eu {PxT {Gw ér}}>0-

-
x

(1) P, est ici la restrictionde P, & F, .

Al.3.

AP

o~ N e e
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APPENDICE 11

Continuité @ droite des tribus définitives

2.1 - LEMME - Soient (E,®) un espace mesurable X =(Q, wg, (X,))
ume fonction aléatoire a valeurs dans (E , ®) , (6,) une famille
d'opérateurs de translation de X , et (PB,) une diffusion de E;
dans (@, F') . On suppose que, t € R, étant donné, pour tout

§EB(Q, F') et x€E;,
(A2.1) Ejga8, ) Fot-E 1) B -PE

dlors, pour tout g€ B(Q, f‘m} et toute mesure de probabilité
bosur (E; , ®g),

(42.2) Lol L 8 e U O R ok i S e

En effet, il suffit d'établir la relation A2.2 pour g€ B(Q, Fg),
bne aussi pour g de la forme g,.g,.9, od g €B(R, F)
% g,€ B(Q, F)). Or, pour une telle fonction g, (A2.2) résulte
firectement de (A2.1).

:?.2 - La continuité a droite de la famille des tribus définitives
U processus fortement markovien est une conséquence immédiate
Ulemme ci-dessus(1),

L ; el
) Cette Propriété est bien connue mais généralement mélée dans la littéra-

ure avec des propriétés du semi-groupe de transition qui n'interviennent
e pour établir (A2.1).

2.1, az.5



APPENDICE I

Temps d'arrét de la famille (G*)

A3.1 - Le théoréme 2.0.3 va étre une conséquence dy lemp
suivant : ¢

LEMME - Soient (Q , F) un espace mesurable, (Ft)tm une fy.
mille croissante de sous tribus de F , et P une mesure e Dro.
babilité sur F . On désigne par G, la tribu sur Q complétsg 4,
F pour P (P se prolonge a G, de fagon unique), et, pour chags
t€ R,, par G, la tribu sur Q engendrée par la réunion dg )
et de l'ensemble des A € G, tels que P(A)=0, |

Alors, pour chaque temps d'arrét V de la famille (Gn}. i
existe un temps d'arrét V' de la famille (F,,) tel que:

(A3.1) P v =t = 1
(A3.2) Pour tout A€ G

ves bl existet AVE P, sfel Saiy

P((ANA) U (A'\ A)=0.

En effet(1), pour chaque t&€R,, {V <t} EG,; done, par
detinition de G, il existe. C, € F, tel que. [V <t}- C, PS 2];
posons, de plus, C_, = Q.

On définit alors une application V' de Q dans [0, +o)
par la relation :

(1) Démonstration analogue & celle du lemme 3.4 de Dynkin [6].

(2) On note, par commodité, A =B P.S. (resp ACDB P.S.) la relation
P(ANBUB\A)=0 (resp P(A\B)=0).

Ad. L

et ©

dol

don
et

(a2

A

d'e
éte

A
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Viw) =inf{r|r€Q, e we€CH1) weQ);
et on a

LV e S B RO pour tout tER.
r<t
reQ,

V' est ainsi un temps d'arrét de la famille (F,,) ; et on a
(¢tyC ¢, P.S. pour chaque t . De plus,

AR V< p PN AV < phE ) Co\ ez BB

reQ, reQ,

Wevy-y y (Very\fve r+%ic U {V<rING, ;

n reQ+ reQ,
dod P{(V=V1}=1.

Soit maintenant A € G,,. Posons, pour k31 et n31

3

k-1 k
AK‘"=An3 n

5V<H§, et CALEANAVE S oks

AK,n (= len et Am = Gm 3
dne, i1 existe, pour chaque K, n, un ensemble Al de T,
®un ensemble A, de F, tels que,

lA3-3) U2l -us_V'< lf A EEY =i )
ek n n

A, P.S et AL = P.S.

@

Posons

A':(LPJOLKJA' ) U Ay

R K,n

@ De (A3.3) et de la relation A = ( %J er Y AK',,) UAs, il résulte
abord que A'-A P.S. Montrons ensuite que A'E Fv,* s Ry

Han donné, on a

{1 —
1Q, est l'ensemble des nombres rationnels >0, et Q,=Q, U {+wo}.

8.1,
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et
Arﬂ{Vr<s}:LpJngp[RJ(ArK,nﬂg z $V<s§)
-y U0 U (a ngk‘lgvus_li) |
m o opzmonzp K i n m .

D'od A'N{V'<s}EF, , puisque gk_l sV'<s—_1h?g
= m ﬁet

n > m entralnent que

= B

£s, et que A\, €F, .

Le lemme est ainsi établi,

A3.2 - Compte tenu du lemme A3.1, la démonstration dy théoréme
2.0.3 est une simple vérification ; montrons par exemple ]y pro
priété (MB'}: H étant donnée, V, est, pour chaque n, yp temp; [
d'arrét de la famille (G,) obtenue comme dans le lemme 3 Partiy
de la mesure P = Py beenris Ry FO:) (en effet, G, D G:f), Soit Blore
VY, le temps d'arrét de la famille (Fff) associé a v par i |
lemme ; on conclut en considérant la suite de temps d'arrét (V")
od V!'=Sup V. fi
Kgn

A3.2. ‘

tre

A
th

d'
[or
co
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APPENDICE IV

Prolongement d'un processus fortement markovien
en un processus non interrompu

A titre d'application des résultats de la premiére partie de ce
fravail, on peut résoudre le probléme de prolongement suivant :

M.1 - Position du probléme - Avec les notations, et en plus des hypo-
htses sur la fonction aléatoire X = (9, ws, (X)) introduites au
"2.1.1 ci-dessus, on suppose que X posséde une famille (M), q,
t'opérateurs de meurtre, et admet le mode de raccordement libre
lon peut, par exemple prendre pour X la fonction aléatoire typique
tontinue & droite (voir le n® 1.0.7) & valeurs dans 1l'espace B.C.D E .

On dégigne par (U,) une suite croissante d'ouverts de E
telle que U,C U,,, pour tout n, et E = UU,, et on pose

X
$:8, = Sup g ! Avoir le ¥, 2.0.9),

. On considére, par ailleurs une diffusion (P,) de Ej; dans
Fo telle que le terme & =(Q, ws, (X)), (8), (B,)) soit un pro-

®ssus fortement markovien et que,
A4.1) e (B,) = P,(I) pour chaque x &€ E; et
(A4 2) o <o P PUSe pour chagues Zie E

On cherche alors une diffusion (ﬁ_) de E;s dans ﬁ‘m telle
?“E leterme & - (9, w;, (X, 3,), (B)) soit un processus for-
‘Ment markovien et que
( s
44.3) MN(P) =P pour chaque x € E; et

he.4) B fiogl swibopesn] pouritchagues =& H¥

i
) Autrement dit S - o B T ES

Agp
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A4.2 - REMARQUE - La relation (A4.1) signifie que le
& est tué a l'instant S, et la relation (A4.3) que &
cessus tué a l'instant S déduit du processus &
non interrompu (relation (A4.4)).

Proceggy,
est e pr

0~

» ¢e dernjep étans

La relation (A4.2) signifie que '"le processus & pq At
pas & l'intérieur de E'"(1} ; cette propriété est essentie]le o
‘permettre la construction du processus & indiquée Ci-dessouspour
prolongement de la diffusion (P,) de & sur le meme espace ¢

f : ! : = € tro.

Jectoires Q : en effet, on va construire la diffusion (P,) , pary
suite transfinie de prolongements successifs, de maniére 3 ce qu‘eﬁe
C

charge seulement les trajectoires qui, chaque fois qu'elles fp

3 F ¥ ; 61
le point &, ressautent dans E a 1'instant de frélement tant 5

celui-ci est fini(2), Pour que ceci soit possible, il faut gy moqi;iz
que ce saut dans E soit possible au premier instant de frolemEm

de &, c'est-a-dire que (A4.2) soit vérifiée,

Formellement, ces considérations peuvent &tre €XPriméeg
comme suit :

A4.3 - La suite de temps d’arrét Transfinie (T,) - Soit T yp temps
d'arrét de la famille (F,). On définit d'abord, par récurence gyp
m , la suite" Tt ige temps d'arrét en posant,

T‘“:T, Tln+ll=Ttnl+TGe (n>1);

7tn)

et on pose,

{n)

it Sup T 3

(1) Cette relation est satisfaite, par exemple, par le processus induit syr
un ouvert par le mouvement brownien, ou un processus non interrompu,

(2) Il va sans dire que le processus ainsi obtenu ne sera pas quasi continy
a gauche (n® 2.0.2). On trouvera dans l'article récent de P.A. Meyer
"Sur les relations entre diverses propriétés des processus de Markoy" (a
paraitre) l'exposé d'une méthode de prolongement d'un processus stan-
dard en un processus standard pour lequel X;E =& P.S d&s que g.<o
et X, existe. Cette méthode de construction peut aussi étre utilisée
ici, mais ne permet pas d'obtenir la diffusion (P,) sur le méme espace
de trajectoires.

A4 2, A4 .3,

(Ta

M.
d'al
sui

ten

mil

A4
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On définit ensuite par induction transfinie, la suite transfinie
(T,),,y de temps d'arrét, en posant(l)

i §

Ty =T

G R e (€ A)

Tg = Sﬁ% Ty (BE A, B ordinal limite) .

On a alors,

LEMME - La suite transfinie (Tu)“ﬁ a les propriétés suivantes :
(A4.5) Pour tout ¢E A, T, est un temps d'arrét de la famille (F,).
6] Ty - T, + Tyo O, pour tout o <p.

(A4.7) Si T est un temps terminal(2), il en est de méme de
Dol tont S alE N,

(Vérification sans grosses difficultés).

M.4 . Schéma d’ une construction de la diffusion (P,) - On se donne
1

dé}bord une répartition conditionnelle terminale ( g apres la
suite (6,) de temps d'arrét.

w
—

On considére ensuite la suite transfinie (S,) associée au
®mps terminal S = Sup oy, , et on se donne
n

X - pour chaque « € A, une répartition conditionnelle ter-
Mnale 7, aprés la suite (SL"') de temps d'arrét.

- pour chaque ordinal limite f, une suite (B,) crois-

ft :
I désignant 1'ensemble des ordinaux dénombrables.
m n° 1.0. 3

[3) Voir le n° 1.2 9

Ad g
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sant (strictement) vers B, et une répartition conditionne]le term;

nale né aprés la suite (Sg ) de temps d'arrét. o
Utilisant alors le théoréme 1.2.6, on peut étendre par ing

tion transfinie, pour chaque x € E; , la restriction de 1 mesﬁc.

. 5 e

P, 4 la tribu :/F,Un en une mesure P sur F, de tells Sorte

g, pour e PEES RS

(A4.8)

Hao)
MN
m
e}
~
3 <<
et

by § % BEST) | Byep g

(Ad.9) ﬁ,}xsm E Dlelbins 50l l). Bartl
pour tout GE i
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pour tout ordinal limite P .

De plus, P, est défini de fagon unique par ces relations, y
résulte alors des théorémes 1.2.9 (alinéa 1)) et 1,3.1(1) que 16
terme & =(Q, w;, (X,), (8,), (P,)) est un processus fortemens
markovien. En outre, la relation (A4.3) est vérifiée par constry.
tion méme de (P,) .

Pour faire en sorte que le processus & ainsi construit goit
non interrompu (relation A4.4), on peut montrer enfin(2) qu'il syf-
fit de choisir les répartitions conditionnelles m , 7, , TE}'; de fagon
a4 ce que les mesures W(w,.), T (w,.) et TLE (w,.) ne chargen
pas le point & pour toutes les trajectoires w € Q sur lesquelle
les suites de temps d'arrét correspondantes ne stationnent pas
(relations (1.2.7) et (1.2.8), n° 1.2.5). Choix qui est toujours pos-
sible en prenant 14 des mesures ponctuelles. i

On remarquera aussi que, invefsement, en vertu du théoréme
1.2.9 (alinéa 2)), toute diffusion (P,) répondant au probléme de
prolongement posé peut étre obtenue par la construction précédente

pour un choix convenable des répartitions conditionnelles 7, 71 , nlﬁ
g

(1) En utilisant, en particulier, la propriété (A4.7) du lemme A4, 3,

(2) Etablir, par induction transfinie, que P, {og= Ta < +} =0 pour tout
® € A, compte tenu de 1'hypothése (A4.2).

A4 .4,

(1
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