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Pub/l. Inst. Statist. Urtiv. Paris
14 (1965), 275-377

RECOLLEMENTS DE PROCESSUS DE MARKOV

Philippe COURRÈGE et Pierre PRIOURET

L'objet principal du présent travail est établir le théorème
de recollement des processus de Markov continus (théorème 2.4.2,
2ème partie ci-dessous). Historiquement, ce théorème a déjà été

j utilisé par divers auteurs (Levy, Doob, Ito et Gangolli en particu-
lier) pour construire des processus de diffusion sur les variétés :
on trouve dans l'article de Doob sur le mouvement Brownien dans
un espace de Green (voir Doob [5]) l'idée de l'utilisation d'une suite
croissante de temps d'arrêt (par exemple les temps successifs de
sortie de l'un ou l'autre de deux ouverts dans le cas du recollement
de deux processus, voir le n° 2.1.3 ci-dessous) le long de laquelle
il s'agit de montrer que le caractère markovien peut être prolongé.
Par ailleurs, Ito et Gangolli ont donné des démonstrations de ceI même théorème dans le cas où les processus sont obtenus comme so-I lutions d'équations intégrales stochastiques (voir Ito [10] et Gangolli [ 7] ).I On reprend ici l'idée de Doob en se plaçant dans le cas de procès-
sus de Markov à valeurs dans un espace polonais quelconque (au,

I plus généralement un sous-espace borélien d'un espace compact mé-
trisable, voir, le n° 1.0.1 à ce sujet).

Dans la 1ère partie se trouvent présentés, de façon indépen-dante des diverses situations de recollement examinées ensuite,
divers résultats préliminaires de prolongement le long d'une suite
croissante (Tn) de temps d'arrêt : on établit d'abord une variantedu théorème de Tulcea qui permet de construire des mesures conve-nables sur la tribu V Fn (n° 1.1.1). On étudie ensuite les divers

n

mode de prolongement de ces mesures à la tribu ^ , en les ca-
ractérisant au moyen d'une version régulière de la probabilité condi-| tionnelle Px{XT GM / V FT } (n° 1.2.6 et 1.2.9). On étudie enfin

n nle prolongement de la propriété de Markov (n° 1.3.1), et celui dela propriété de quasi continuité à gauche (n° 1.4.2).

Pour résoudre les nombreuses difficultés de mesurabilité que
présentent ces questions, on fait un usage intensif des résultats fi-
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gurant dans [4] ; résultats qui ont, d'ailleurs été obtenus à cetusage.

Dans la 2ème partie on étudie, à partir de la première,d'abord le recollement des processus arrêtés (théorèmes 2.1.2,2.1.4, 2.2.1, 2.2.3 et 2.3.1) ; on en déduit ensuite celui desprocessus continus et le résultat principal de ce travail (théorème2.4.2). Remarquons que c'est seulement dans ce dernier casquele terme de recollement peut prendre exactement le sens qu'il a enthéorie des Faisceaux (voir les n° 2.0.8 et 2.4.1 à ce sujet).

Toutefois, le recollement des processus arrêtés, bien quemoins significatif du passage du local au global que celui des pro-
cessus continus -puisqu'on doit y partir de processus donnés surl'espace entier et arrêtés au sortir des ouverts considérés, et non
pas seulement des processus induits sur les ouverts- apparaît, dansla procédure employée, ici comme une étape naturelle pour parvenir
au théorème de recollement des processus continus.

En appendice 1 on examine les relations entre le théorème de
prolongement établi dans la 1ère partie et certains résultats sur les
limites projectives de mesures ; tandis qu'en appendices 2 et 3 sont
reprises lès démonstrations de certaines propriétés des processus
de Markov importantes ici.

A la suite d'une première rédaction de ce travail (été 1964)traitant directement du cas. des processus continus, P.A. MEYER
nous amena et nous aida à étudier aussi celui des processus conti-
nus à droite arrêtés, et nous signala une démonstration de la pro-
priété de Markov forte du processus recolé utilisant l'équivalence,
récemment établie par lui (voir [11] ), de cette propriété et de la
continuité à droite des fonctions excessives sur les trajectoires (1).
Nous le remercions vivement.

Nous remercions aussi Monsieur G. CHOQUET pour ses
conseils et encouragements au cours de ce travail.

(1) Nous avons préféré cependant conserver, en. la simplifiant, la démons-
tration directe (voir le § 1.3) qui permet de ne manipuler que des pro-
cessus de Markov et jamais les semi-groupes associés.
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PREMIÈRE PARTIE

QUELQUES PROPRIÉTÉS DE PROLONGEMENT
LE LONG D'UNE SUITE CROISSANTE DE TEMPS D'ARRÊT

Bien que présentés formellement de façon indépendante des
diverses situations de recollement étudiées dans la 2ème partie,
les développements présentés dans cette 1ère partie constituent es-
sentiellement des lemmes d'où découlent les résultats de la 2ème
partie (U. On recommande au lecteur de prendre connaissance du
déroulement des idées de cette dernière avant d'aborder la lecture
détaillée des techniques introduites ci-dessous.

1. 0. - Terminologie et notations

1.0.1 - Fonction aléatoire X = (Q , oos , (Xt )) - Adoptant la termi-
nologie et les notations introduites dans [4], on désigne, dans toute
cette partie, par (E , (fi) un espace mesurable tel que {x} G (3
pour tout x G E et

Ae= {(x , x) | x G E} E (fi ® (fi , et par X = (q , U)s , (Xt)teRt )
une fonction aléatoire à cimetière à valeurs dans (E , (B) (2), pro-
gressivement mesurable admettant une famille (at ) d'opéra-
teurs d'arrêt et une famille (9t ) d'opérateurs de translation (4 ) (
et possédant la propriété de raccordement (5) (6)_(1)On donnera dans un travail ultérieur d'autres applications en particulier

à la construction de processus à gradins et au prolongements de procès-
sus de Markov "au-delà de la durée de vie"(voir l'appendice 4).

(2) Voir [4] n° 0.3.

(3) Voir [4] n° 0.5.
(4) Voir [ 4 ] n° 0.4.
(5) Voir [ 4 ] n° 5.1.
(6) Voir [4] appendice 2.

1.0.1
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On suppose, de plus, que X possède la propriété complété deraccordement (-*■) : pour toute suite strictement croissante (t
de nombres réels £-0, et toute suite (wn)n>i d'éléments de Qtelles que

xtn-tn.1 (wn) = Xo(wn+i ) pour chaque nxl,
il existe un élément oo de Q tel que

9tn_x (w ) ~ wn (R*n_tn i ) pour chaque n*l.
Pour chaque tG[0, + <®], on désigne respectivement par F,,Ft et Ft+ les tribus Ftx , Ftx et Fx+(2) ; et, pour chaque sous-ensemble U de E , on désigne par cj„ le temps de sortie deU pour x(3). En particulier, cE désigne la durée de vie de X,

Enfin, on appelle famille d'opérateurs de meurtre de XW unefamille (mt)t€R+ d'applications de Q dans £2 telle que

Xs(mt(oo)) = Xs(w) pour tout s<t

Xs(mt(w)) = ô pour tout s^t

1.0.2 - Diffusions de Es dans Q - Si G est une tribu sur Q,une diffusion de Eg dans (Q , G) est une application x—>P(dans l'ensemble des mesures de probabilité sur G telle que, pour
chaque A G G , l'application x >• IJ (A) est mesurable lorsqu'on
munit Eg de la tribu fôs complétée universelle de la tribu (&(4),

Comme d'ordinaire, sj. Y G B ( Q , G)^), on notera Ex{ï}
l'espérance mathématique J TdP* , et si p est une mesure de
probabilité sur d3s , PM la probabilité A » J p(dx) P„ (A) sur
G , et Em l'espérance mathématique correspondante.

(1) Voir les exemples et la remarque du n° 1.0.7 ci-dessous.

(2) Voir [4] n° 0.3.

(3) Voir [4] appendice 2.

(4) Voir [4] n° 0.1 et 0.3.

(5) Si (U , Al) est un espace mesurable, B(U , Al) désigne l'ensemble des
fonctions numérique sur U , Al-mesurables et bornées.

1.0.2
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Noton_s que, si, pour chaque x G Es , on prolonge Px à
la tribu G complétée universelle de G\l) , on définit une diffu-
sion de Es dans ( Q, G) .

On dit qu'une diffusion (Px) de Es dans ( Q , G) est
normale si G D F0 et Px {X0 = x} = 1 pour tout x G Eg .

1.0.3 - Temps terminaux - On appelle temps terminal (de X) un temps
d'arrêt de la famille (Ft ) tel que :

(l.o.l) T(w) = t + T(9t(w))

pour tout (t , co ) tel que t < T(w).

On dit que T est un temps terminal strict si de plus,

(1.0.2) T(u>) = t + T(9t (oo))

pour tout (t , co ) tel que t ^ T(w) .

Si^UCE
mille (Ft ) , o

est tel que ou soit un temps d'arrêt
est un temps terminal strict de X .

de la fa-

1.0.4 - Suites déterminantes de temps d'arrêt
(quelconque) de temps d'arrêt de la famille

- Soit (Sn)n>1
(F ) (2)'teR+

une suite

Posons :

(1.0.3) T0 = 0

(1.0.4) Tn+1 = Tn + Sn+l o 9jn (n>J).

En vertu du lemme 4.3 de [ 4] , on définit ainsi une suite
croissante (Tn)n^,0 de temps d'arrêt de la famille (Ft )(3) qui est
appelée la suite déterminante associée à la suite (Sn ) . Une suite
(T„')n>0 de temps d'arrêt de la famille (Ft ) est dite déterminante

(1) Voir [4] n° 0.1.
(2) Voir [4] n° 0.2.
'3) Si, pour tout n , S„ est un temps d'arrêt de la famille (Ft ) , il en

est de même de Tn .

l>0.3, 1.0.4
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s'il existe une suite (Sn) dont (T^) est la suite déterminanteassociée (1 ).

On désignera par T» le temps d'arrêt Sup Tn . Si
n

n > Sn 4 a y (où U C E) on a aussi a u, à cause de la relation{t4 oj C{au = t + a,j o 9t> (t G R+ ).

1.0.5 - Suites déterminantes terminales - Une suite déterminante
(Tn)n^0 est dite terminale, si, pour tout n> 0 , il existe un entier
^ 0 cp(n) tel que, pour tout p> 0 ,

(1.0.5) T„,p = T„ + ° 9t„<2)
Deux cas se présenteront essentiellement correspondant à

cp(n) = 0 et cp(n) = n (n 0 , p > 0)(3).

T /RMME - Si (Tn) est une suite déterminante terminale, pour chaque
n > 0 on a :

Too = Sup Tp = Tn + Tœ o 0Tn
p

g e B(Q , V Ft )(4)=> g O 0T G B(Q , V FT ).
p p " p p

En effet, d'une part, on obtient (1.0.6) en faisant tendre p
vers +œ dans (1.0.5). D'autre part, soient g G B(Q, FTp), et
n^. 0 ; d'après le lemme 4.2 de [4], aTcp(n)+Po9Tn(o)~ 0TnoaTn+p (w) (R*);
donc (théorème 2.4 et lemme 1.2 de [4]),

g o 0 t = ££ o OCy o Bt = g o 0 t o t , *6 Tn & T(jp(n)+p Tn ° 'n 'n+p

ce qui montre que

(1.0.6)

(1.0.7)

ë ° 'Tn e B(£! , #,' > ;

d'où le lemme.

(1) On dira alors aussi que (Tn') est une suite déterminante (en omettant
"de temps d'arrêt").

(2) En faisant p = 1 , on voit que la suite (Tn) est associée à la suite
(Sn) , où S„ = cp(n-1) (n^l),

(3) Voir ci-dessous les n° 2.1.3 et 2.2.2.

(4) Voir le n° 1.0.2 note (5).

1.0.5.
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1.0.6 - Cas topologique : Espaces B.C.D. ; fonctions aléatoires continues
adroite - Dans tout ce travail, on appelle espace B.C.D. un espace to-
pologique homéomorphe à un sous-espace borélien d'un espace com-
pact métrisable.

Si E est un tel espace, on lui associe toujours l'espace
mesurable (E , (B ) obtenu en le munissant de sa tribu Borélienne
(8 = (fôU), et on munit l'espace E$ = EU{Ô} (ô E) de l'unique
topologie prolongeant celle de E et faisant de ô un point isolé (2) .

Si E est un espace B.C.D., on dit que la fonction aléatoire
X à valeurs dans (E , (B) (n° 1.0.1) est (du type) continu à droite
si, pour tout tu G Q , l'application s > Xs (œ) de R+ dans Es
est continue à droite. Pour chaque ouvert U de E , oü est
alors un temps terminal strict de x(3).

On dit que X est du type de Hunt (resp du type continu) si
pour tout oo G Q , l'application s >Xs(oo) de R+ dans Es
est continue à droite et pourvue d'une limite à gauche X"(oo) (resp
continue) en chaque point t G R+ tel que Xt(oo) { ô(4).

1.0.7 • Exemples habituels de fonction aléatoire X -

A) Fonction aléatoire typique AS) continue à droite - E est un espace
B.C.D., X est typique et Q est l'ensemble des applications de
R. dans Es continues à droites et absorbées par ô .

B) Fonctions aléatoire typique de Hunt (resp continue) - E est un es-
pace B.C.D., X est typique et Q est l'ensemble des applicationsde R+ dans Es, continues à droite, pourvues de limites à gauche
(resp continues) en chaque point t G R+ tel que Xt(w) ^ ô, et ab-
sorbées par ô .

(1) E. étant séparé et ayant une base dénombrable d'ouverts, les conditions|î)6B (x G E) et A£ G (B ® £B postulées au n° 1.0.1 sont ainsi sa-
tisfaites.

(2) Lorsque E est un espace localement compact à base dénombrable (LCD)et non compact, cette topologie diffère de la topologie compacte d'Alexandrovdont E$ est habituellement pourvu. Cette divergence ne porte pas à
conséquence ici à cause du caractère local des propriétés envisagées.

(3) Voir [4] appendice 2.
(A) Si X est du type continu, X est du type de Hunt.
(5) Voir [4] appendice 1.

LO. 6, 1.0.7.
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C) Fonction aléatoire typique à gradins - X est typique (i), et 2est l'ensemble des applications oo de R+ dans Es poufles-quelles il existe une suite croissante (tn)nv0 de nombres^ >, 0, etune suite (an)n>0 d'éléments de Es tels que, t0 = 0 , suptn =a(u)n

et Xt(oo) = an pour tout n> 0 et te [t„, tn+1[;

A' ) Fonction aléatoire typique continue à droite non interrompue* E estun espace B.C.D., X est typique et Q\{ü>s} est l'ensemble desapplications de R+ dans E (et plus Es comme dans l'exempleA) ci-dessus) continues à droite.

On vérifie sans difficultés que, dans les exemples A) B) etC), X possède la propriété complète de raccordement et une famille(canonique) d'opérateurs de meurtre.

Dans l'exemple A'), X possède encore la propriété com-plète de raccordement, mais ne possède pas de famille d'opératemtkmeurtre.

REMARQUE 1 - Examinons l'exemple B') où E est un espaceB.C.D., X est typique et Q est l'ensemble des applicationscontinues de R+ dans E . Il est clair que X ne possède pinsalors la propriété complète de raccordement (dans l'exemple A1
c'était le fait d'admettre des discontinuités de 2ème espèce à gauche-
pour les trajectoires qui permettait la propriété complète de rac-
cordement).

REMARQUE 2 - Un lecteur intéressé surtout par le cas de l'un
ou l'autre de ces exemples ou bien rebuté par la considération de
fonctions aléatoires non typiques peut fort bien considérer X comme
l'une des fonctions aléatoires typiques ci-dessus (exemples A), B),C)
ou A') ; pour l'exemple A') faire attention cependant au §2,3
(voir la remarque du n° 2.3.4 et le n° 2.2.8)).

(1) Le caractère topologique de E est inutile ici.

1.0. 7.
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1.1. Construction de mesures

le long d'une suite déterminante
de temps d'arrêt

1.1.1 - THEOREME - Soient (S )„£.! une suite de temps d'arrêt
de la famille (Ft), (Tn^ la suite déterminante^) associée à (S„),
et pour chaque n > 1 , (Pxn) une diffusion normale de E8 dans
(Q, Fs )(2).°n

Alors, il existe une diffusion (Px) de E8 dans (2, VFj
et une seule telle que :

(1.1.1) (Tï ) est normale (5).

(1.1.2) Px {e;n1(A)/FTn}= P^A) Px .P.S
pour tout x E E8 , n ^ 0 et A E #5 (5).

Ce résultat peut être considéré comme un théorème d’existence
délimité projective de mesures (voir à ce sujet l’appendice 1 n° Al.3).
Nous allons ici l’établir à partir du théorème classique de Tulcéa
(voir [9] et le n° 1.1.4 ci-dessus), au moyen des deux lemmes
suivants :

1.1.2 - LEMME - Avec les notations et hypothèses du théorème 1.1.1,
pour qu'une diffusion (Px ) de E8 dans ( Q , VFT ) satisfassent

n n

auxrelations (1.1.1) et (1.1.2), il faut et il suffit que, pour tout
p à 1 , toute fonction $ G B (Qp, ® Fs a6) , et tout x E E 8 ,'

K = 1 K /

(1) Avec les notations et hypothèses fixées au n° 1.0.1 ci-dessus : en parti-
lier, X possède la propriété complète de raccordement.

(2) Voir le n° 1.0.4 ci-dessus.

(3) Voir le n° 1.0.2 ci-dessus.
(4) VFt désigne la tribu sur Q engendrée par U FT (voir [4] n° 0.1).
(5) On notera que O^A 6 FT(1+1 d’après le théorème 4.5 de [4],
(6) Voir le n° 102, note (5).

1.1.1, 1.1.2
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(1.1.3) /q®(o) , 0Ti (w) ,..
■ > 9Tp_i(w)) P (dw) =

En effet, on montre que la condition est nécessaire par ré-currence sur P en remarquant d'une part (pour p = 1) que lesrelations Pn{X0 = x} = 1, et (1.1.2) entraînent que Px et P*coïncident sur la tribu FSl (1) ; d'autre part que la fonctionw >3>(w , 9Tl(a)) ,... Qïp.ifw)) est FT -mesurable en vertu du 'théorème 4.5 de (4]. Inversement, pour montrer que la conditionest suffisante, on vérifie d'abord que la relation Px{X0=x}=l etla coïncidence de Px et P,1 sur Fs , entraînent la relationPx{X0=x} = 1 , et la relation (1.1.2) pour n = 0 . Il suffit ensuite,en vertu du théorème 4.5 de [4] (2) de vérifier que, si

© e B (q ", ® F ) et ï6B(2,FSi,),

/*©((*) f eTl(w) 9 t M) ¥(9, (w)) Px (dw) =Jq '1 'n-l Tn x

/$(u), 0T (0) ),..., eTn M) Px (dw) ,JQ 1 1 'n

relation qui résulte immédiatement de (1.1.3).

1.1.3- LEMME - Soient (SJ,,^! une suite de temps d'arrêt de la
famille (Ft) , et (Tn)n>0 la suite déterminante associée.

Désignons par Q l'ensemble des suites (oo „)„ ^ d'éléments de
& telles qpe, pour tout n > 1 , Xs (con) = X (oon+1) , et par F la

^ CD xv

tribu induite sur 'Q par la tribu produit ® Fs . Alorè, il exista
une application y de Q dans Q , mesurable pour les tribus F
et V FTn respectivement, et telle que, pour tout n> 1 et

® e b(b\ P$K)

(1) d'où il résulte que l'hypothèse de normalité de (P^) , faite dans le
théorème, est nécessaire.

(2) ce théorème entraîne que FT = V B/1 (Fs ) •'
n K=1 1K-l

1.1.3
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(1.1.4) ®(y (û>) , 0Ti(y(w)) , . . ., 9Tn_1(y(w))) = ®( ,. . ., u> „) ,

pour tout co = ((jûk)k£,i ^ Q .

Soit oo = (ooK) un élément de Q ; posons tc = 0 , et
n

t,= 1 SK(o)K) ; on a, Xtn_tn ps ) = XSn(wn) = X0(oon+1) , par définitionI £& n ; M v
pi ! de Q ; donc, en vertu de la propriété complété de raccordement'1*

jÀ que possède X (n° 1.0.1), il existe un élément w de Q tel
ju , que, pour chaque n 1 ,

Ml

et M-5) Xj^^fu) = X,((j)J pour Qj s^t,,-^.
on

e Montrons par récurrence que, pour chaque n ^ 1 , Tn(u)) = tn ,
et Xs(9T(1_1(w)) = Xs(oon) pour tout s ^ Sn(oon ) = tn- tn_i : d'abord, la
relation (1.1.5), avec n = 1 , entraîne que Xs(tü ) =Xs(oo1) pour

I tout s < ti = S^co-J ; donc ([4] théorème 1.3) que

T^oo) = S^oo) = S^ooJ = tx.

Supposons ensuite que Tn(co) = tn et Xs(9 Tn_1( oo)) = Xs(oo n) pour
tp-tn.i ; on a, d'après la relation (1.1.5), si s ^Sn+1(u)n +l) - ^n+l—>

Xs(9Tn(w)) = Xs+Vc„,(u)) = Xs+tn(w) = Xs(u)n+1) ;
donc, 0T (co) ~wn+1 (Rsn+1) ([4] théorème 1.3) ; d'où il résulte que
s»ii(0T„(w)) = sn+i(wn+i) » donc aussi que

14 j U«)=T,(u)tS„1(9Ij(u))=t> + t.,l-t.= t,.1,
I ce qui achève la récurrence annoncée.de

lo j Ainsi, 0Tn 1(io)~wn (Rxs ) pour chaque n 1 . Il en résulte
(M théorème 1.4) que, si $ G B^Q", Fs ) ,

$ (oo, 0T (co ),..., 0T . (u))) = ï»(u)1,..., oo ) .et I 1

I
„ ^Faisant alors décrire Q à oo et désignant, pour chaqueI Q , par Y (w ) un des éléments oo G Q ayant la propriété(1.1.5), on définit(2) une application y de Q dans Q ayant la

. (1) Cette propriété intervient essentiellement ici. Voir à ce sujet l'appendices 16
1, n° Al.2, C).

(2) Si la fonction aléatoire X est typique ([4] appendice 1), l'axiome du
choix n'intervient pas ici, car la propriété de raccordement permet alors

U. 3.
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la propriété (1.1.4) annoncée. De plus, la mesurabilité de y enrésulte, à cause de la relation

1.1.4 - On peut alors établir comme suit le théorème 1,1,1 anmoyen du théorème de Tulcéa (voir [9]) :

P
ei

P1
ci

(1
ft

A cause de la relation FT = V 0T, ,(Fc ) , la mesure P est
n K-l' °K

entièrement déterminée sur la tribu FT par la relation (1.1.3(lemme 1.1.2) ; l'unicité résulte donc de ce lemme.

Etablissons maintenant l'existence de (Px) : en vertu dnthéorème de Tulcéa, il existe pour chaque x G Es, une mesure
de Probabilité Qx sur l'espace produit (qh*, ® FS(<^^ telle que :

U. 1.6)j®dQ, -fa PtlduJjT 4 “J'

pour tout n^l et $6B^n, ^ FSJ (où $((wK)) = $(o)xu J),

Désignons, pour chaque n ^ 1 , par Qn l'ensemble des
(u>K) G QN* tels que

On a,xSn(wn) = x;h+1) .

G ® Fs et,
K=1 K

q.<sj=jfa -l
= 1 , puisque P"+1 (XQ = y} = 1 par hypothèse.

Suite de la note 2 de la page précédente :

de déterminer entièrement une trajectoire Y(w) privilégiée : pour
s < tœ= Suptn, la relation (1.1.5) détermine Xs(y(w)) ; si la suite (tj
est stationnaire, on peut (par exemple) prendre Xs( Y(w)) = Xt(y(5))
pour s>tœ ; si non, prendre Xs(y(Ô)))= ô pour s^-t».

(1) N désigne l'ensemble des entiers ^ 1 .

1. 1.4.
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Ainsi, Q = H QnE FSk , et Qx(Q) = 1 , pour chaque x E Es .

Désignant alors par Qx la mesure de probabilité sur F obtenue
en prolongeant par complétion ([4] n° 0.1) la mesure induite sur F
par Qx, il reste à prendre pour Px l'image de Qx par l'appli-
cation y (n° 1.1.3) : les relations (1.1.4) et (1.1.6) assurent que
(1,1.3) est satisfaite, et la relation (1.1.6) que (Px ) est une dif-
fusion comme (Q, ) .

Le théorème 1.1.1 est ainsi établi.

1.2. Construction de mesures

après une suite déterminante de temps d'arrêt

Dans ce paragraphe, on se propose de prolonger à la tribu
F„ les mesures (Px ) (x E Es) introduites par le théorème 1.1.1
sur la tribu V FTn , en partant d'une version régulière n ( w , T)
de la probabilité conditionnelle Px |XTœE T / VFTn^ .

Avant d'introduire de telles versions régulières (voir le n°
1.2.2 ci-dessous), on va préciser certains modes de raccordement
de la fonction aléatoire X .

1.2.1 - Modes de raccordement de la fonction aléatoire X (1) - Dési-
gnant par % l'ensemble des temps d'arrêt ^ aE de la famille(Ft), on appelle mode de raccordement de X une famille (BT, MT)Teïoù BT C Q et MtC Q x Eg , vérifiant, pour chaque T E % , les
relations (1.2.1) à (1.2.4) ci-dessous :

(1.2.1) {T = +œ} C Q \Bt C { T > oE} et MT C BT x Es ;

Pour toute suite croissante (Tn) d'éléments de *6 telle queT = Sup Tn ,n

(1.2.2) BtEV Ft , et MtE V Ft ® ;
n n n n

(1) Voir le n° 1.0.1 ci-dessus.

1.2.1
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Si, de plus, (Tn) est une suite déterminante terminale^), e.si 0) G fl {Tp < T) , alors, pour chaque n^ 0

(1.2.3)

Enfin, pour tout (io , y) G MT , il existe G Q tel que

XSK) = Xs(io) pour tout s < T(u>) et,
d.2.4)

pour tout s T(co) (s GRJ,X.(ü>i) = y

Si (B T , Mt)Tc^ est un mode de raccordement de X
, on diraaussi que X admet le mode de raccordement (BT , MT)Teis .

REMARQUE - L'intérêt technique de la notion de mode de raccorde-ment apparaîtra ci-dessous à partir du n° 1.2.5. Pour illustrerimmédiatement une définition quelque peu formelle, on renvoied'abord aux exemples courants étudiés aux n° 1.2.2, 1.2.3 et 1.2.4,
On peut ensuite dire ceci : T étant un temps d'arrêt de lafamille (Ft) , le couple (BT , MT) circonscrit la latitude avec la-

quelle la connaissance d'une trajectoire w pour le passé infinité-
simal avant T représenté par la V FT -mesurabilité (relationn n

1. 2. 2) jointe à la stationnarité (relation 1.2.3) conditionne la pos-
sibilité de modifier (n à partir de l'instant T(co) en l'arrêtant
(relation 1.2.4) en un point de l'espace.

En fait, dans chaque énoncé, un seul instant T interviendra;
ce qui permettrait de ne définir qu'un "mode de raccordement de X
à l'instant T11 comme un couple (BT , MT) vérifiant les relations
(1.2.1) à (1.2.4). On a tout de même introduit la famille (BT)MT)1(,
tout entière, car, d'une part, dans les exemples courants (n° 1.2.2
à 1.2.4), elle apparaît comme naturelle, d'autre part les énoncés
ultérieurs en sont simplifiés.

(1) Voir le n° 1.0.5 ci-dessus.

(2) On notera que, d'après le caractère terminal de (Tn) , pour chaque
n ^ o , U e n {tp < T> => 9în (w)e g {tp < t}, et

WG U {Tp < T} =* eTn(ü)) e U {Tp < T} .P P

1.2.1.
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1.2.2 - Mode de raccordement libre - Posant Bj = {T < + 00} et
I M| = B* x Es , pour chaque T G “ë, on dit que X admet le mode

de raccordement libre, si (B* , est un mode de raccorde-
ment de xU).

), Par exemple, dans le cas topologique (2), si X est la fonc-
tion aléatoire typique continue à droite (3) à valeurs dans E , X
admet le mode de raccordement libre. Par contre, si X est la
fonction aléatoire typique de Hunt(3) (Qn continue), X n'admet pas

1 le mode de raccordement libre : si y 4 ô , l'existence de
j exige celle de . X”(w) .

ra 1.2.3 - Mode de raccordement continu - On suppose que E est un
espace B.C.D. et que X est continue à droite (2), et on pose :

,e-

•et

)ie
,4.

la
la-
té-
ion

)S'

1ni

a ;

j t
ons

2.2
.cés

B :{u| u G B , T(u) < +00 et Xÿ(oo) = lim X (00) existe dans Es),
S t t

s <t

et = {( co , y) | en E B' et "y = Xÿ(oo ) ou y = 6"}.
On dit alors que X admet le mode de raccordement continu si
(B*, MÎ)T£ï est un mode de raccordement de X .

Etablissons immédiatement que les fonctions aléatoires habi-
tuelles du type de Hunt admettent le mode de raccordement continu :

LEMME - On suppose que E est un espace B.C.D.

1/ Si X est du type continu à droite (4)f et si (Tn) est une
suite croissante de temps d'arrêt de la famille ( Ft ) , B'œ et
M'g vérifient la relation (1.2.2).

Si, de plus, la suite (Tn) est terminale, B^ et véri -fient aussi la relation (1.2.3).

' (1) Autrement dit, si, pour tout (ü),y)G(T<+œ}xEs, et tout T , il
existe tOi E Q tel que Xs(u1) = Xs(w) si s >T(w) et X,(tüi) = y sis >, T(u)) (s GRJ.

(2) Voir le n° 1.0.6.
j (3) Voir [4] appendice 1 et le n° 1.0.7 ci-dessus.

(4) Voir le n° 1.0.6.

1.2.3
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2/ Si X est du typede Hunt, Q\B* C{T ^ oE) pour chaque T,
3/ La fonction aléatoire typique de Hunt et la fonction/àléatoin

typique continue(D à valeurs dans (E , ÛZ) admettent le/mode de ne-
cordement continu.

En effet, d'abord la propriété 2/ résulte de ce que XJ(w)existe pour chaque t < oE(oo) puisque X est supposée du typedeHuet. Pour établir la propriété 1/ désignons par K un espace
compact métrisable contenant Eg comme sous-espace borélien,et par p une distance définissant la topologie de K ; et posons

B = {oo | oo £ Q et lim Xs (oo) existe dans K}.
s t Too(k>)
s K. Tœ( co )

on a, puisque K est complet et X continu à droite :

(1.2.5)

d'où on déduit, par exemple au moyen du théorème 1.4 de [4], que
B G VF, . Posons alors,

n 1 n

Y( co) = lim Xs (oo) si oo G B , et Y{oo ) = ô si oo ^ B.
S f Tço(co)
s ^ Tœ( Ci) )

Utilisant alors des relations analogues à (1.2.5) on déduit,
de la continuité à droite de X et du théorème 1.4 de [4], que
Y est mesurable de ( Q , V F, ) dans (K , di ) . H en résulte

d'abord que BE ={T < +oo} f] B f| (Y G Eg} G V F, ; ensuite quen n

{(00 , X”œ(u))) | 00 G BéTœ}

(1) Voir le n° 1.0.7.

(2) Q désigne l'ensemble des nombres rationnels > 0 .

1.2.3.
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= (J {(w , y)| co E B^ et P (y , Y(co)) * \ j G V FTn ® <BS ;
donc aussi que M^, G Vfe, ® (Bs . En outre, la relation (1.2.3)

! est facile à vérifier si (Tn ) est terminale.

, I Enfin, la propriété 3/ résulte des propriétés 1/ et 2/ et du
| caractère typique des fonctions aléatoires considérées.

e

, REMARQUE - Posons, pour chaque T G % , By = B' , et M^B^xEg ,
s on déduit du lemme ci-dessus que le terme (BÎf , est un

mode de raccordement de la fonction aléatoire typique de Hunt à
valeurs dans E . Ainsi, le mode de raccordement continu apparaît

j comme trop restrictif pour les fonctions aléatoires du type de Hunt (1) .
! Toutefois c'est ce mode qui convient pour ,l'étude de la quasi-

continuité à gauche (voir le § 1.4 ci-dessous).

1.2.4 - Mode de raccordement à gradins - On suppose que X est une
fonction aléatoire à gradins, et on pose, pour chaque T G ‘S ,

et B|={io|wG Q , T(w ) < +oo et la trajectoire de co n'a qu'un nombre
fini de sauts sur [0 , T(co)[ }, M® = B® x Es.. Si (B? , M®)Te^ est
un mode de raccordement de X , on dit que X admet le mode de

3 ! raccordement a gradins.

\ On établit, par un cheminement analogue à celui du lemme
1.2.3 que la fonction aléatoire typique à gradins à valeurs dans
(E , (B) admet le mode de raccordement à gradins.

ue

1.2.5 ■ Répartitions conditionnelles apres une suite croissante de tempsI J’arrêt - Soient (T„) une suite croissante de temps d'arrêt de lafamille (Ft) telle que

Sup Tn = Tœ 4 oE ; et (BT , MT)Te^it,

jue un mode de raccordement de X(2).Jte

ue On appelle répartition conditionnelle (de X) apres (Tn) unej probabilité de passage ( co , T ) > n ( oo , T ) de ( Q , V PT ) dans

(1) H est, par contre, exactement adopté au cas continu.
(2) Voir le n° 1.2.1 ci-dessus.

1.2.4, 1.2.5
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(E8 , (Bg ) . On dit que la répartition conditionnelle % est reliepar le mode de raccordement (BT, MT)Te< (1), si les propriétés suivantessont satisfaites, pour chaque co G Q ,

(1.2.6) 4BTï tc(u) , {6}) = 1

(1.2.7) u) G Bt fl U (Tp = Tœ} => tc( w, {X* (w )}) = 1

(1.2.8) co G Bt fl fl{Tp < Tœ} => ic(u) , {y I (co , y) G MT }) = 1

EXEMPLE 1 - La répartition conditionnelle de meurtre immédiat apres(Tn) : (BT , Mt ) TeTf étant quelconque, posons pour co G Q et r€(B.,
7tm(co , r ) = 1|- (XT (co)) si co e u (Tp = T<x>}

p

( u , T ) = lp ( 6) si co G (~l{ Tp <: Tq, }.

EXEMPLE 2 - La répartition conditionnelle de bloqua^e après (TJ:
Supposons que X Soit du type de Hunt, et que (BT, Mt)Te<soit le mode continu, et posons, pour co G & et FG(Bg,

7ta ( co , T ) = lr (Xt (co )) si U)G U(Tp= Tœ} ou u> <£ Bj

7ta( 00 , r ) = lr (Xfjco)) si co G BcTœ n n{Tp<T00}.

le théorème de prolongement après (Tn) s'énonce alors :

1.2.6 - THEOREME - Soient (Tn) une suite croissante de temps
d'arrêt de la famille (Ft ) telle que Sup Tn = Tœ ^ aE, (BT,M)TE,
un mode de raccordement de X (2) } et (Px) une diffusion de Es
dans ( Q , V FT ) .

n n

Alors, si n est une répartition conditionnelle après (TJ
réiie par (BT , MT)Te^ (3), u existe une diffusion (Px) et uneseuk
de Ej dans (Q , Fœ ) telle que, pour chaque x G Es ,

(1) Si (BT , MT)Te<£ est le mode de raccordement libre (resp continu, à
gradins) on dit que n’ est libre (resp continue, à gradins).

(2) Voir le n° 1.2.1.

(3) Voir le n° 1.2.5.

1.2.6
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(1.2.10) Px prolonge Px

(1.2.11) ocTœ(Px) = Px

(1.2.12) ^({u)|u) G BTœ fl n{TP < Tœ} et ( U), XTJ u>)) £ MTœ} ) = 0

(1.2.13) Px {XTooGr / VFt } = tc(. ,r ) Px P. S pour tout T G (Bg.
n n

1.2.7 - REMARQUE - Si (BT , M^.) est le mode de raccordement
libre, la relation (1.2.12) est identiquement vérifiée.

Si X est du type de Hunt et si (BT , MT)Te^ est le mode
de raccordement continu, cette relation s'écrit :

P,ÜŸ, Tp < T. , Xf, existe . XT„ j X,; et X,. 6} ) . 0 ,

et exprime ainsi la propriété de quasi-continuité à gauche de la
mesure Px (voir ci-dessous le n° 1.4.1) pour la suite (Tn) . En
particulier, si X est du type continu, cette condition est identi-
quement vérifiée.

1.2.8 • Démonstration du théorème 1.2.6 - Fixons d'abord un point
xEE8 . La relation (1.2.13) à obtenir suggère de considérer la
mesure Px sur (£2 x Eg , V?\n ® (Bg) définie par

pour M G V FTn ® fô s .

Posons,

Ci = (Q\BtJ x {ô> ,

C2 = {( u> , XT (w))| UG BT R U {TP = Tœ}} ,œ p

c, = «B,„ n n (T, < T„>) x Es) n MIo> , et

c = c1 u c2 u c3 .

On a, CG V FTn ® (Bg et Px (C) = 1 . En effet, d'une part, Cx , C2
e* C3 sont dans VFTn ® (Bg à cause de la propriété (1.2.2) de

lt2*7. 1.2.8.
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(BTœ , MtJ, de la relation C2 = U {( en, y) | eu G BTœ n{Tp =T0} et
1A (y , XTp(cn)) = 1}, et de la relation AEg e ûis ® (nM.~fi^)
D'autre part,

Px(Ci) = f Px (dcn) tc(go , { 6} ) = Px(Q\BtJ d'après (1.2.6);

PX(C2) = f Px(dco) Tt(o) , {XTœ(w)}) = Px(BToo f) U(TP=T00})
BTœn up(Tp-Ton) d'après (1.2.7).

Px(c3) = /"Px(dw) tï(w , {y | (U) , y) G MTœ}) = Px (BTœ fl n{Tp<T01}))"Tcjfi np{ip<Ta>}
3

d'après (1.2 .8), d'où PX(C) = t px
t=i

rHIIU

Définissons alors une application 3? de
en posant ; §> (co , y) = GOg si ( co , y) (£ C , et

$ (go , ô ) = GO si co e q\bToo
<Ê> (go , X,.(u)) =«,.(») si co e BTœ n

<I> (go , y) = Wi si (go, y)G c3

Q x Es dans Q

U { TP = Tœ }p

où toi est un élément de Q qui réalise le prolongement de w
par y selon la propriété (1.2.4) de (BTœ, MToo) . Par simple vé-rification(1 ), on montre, d'une part, que, pour chaque s 6 Rt)Xs o 3> est mesurable de (Q x E s , V FT ® (B* ) dans (Es ] dît)0 n

_

donc que $ est mesurable de (Q xEs , VFTf) ® (Bs ) dans [Q , Fœ);
et d'autre part que,

(1.2.14)

pour tout

(1.2.15)

pour tout

ocT (<I>(u) , y))~ $ ( u> , y) (Ra.)'00

(w * y) G C, et

aTn($(w , y)) f- aT„ (wJ (Ri )

(go , y) G C, et tout n > 0 ; d'où on déduit ([4] théorème 1.3),

(1) En utilisant, les relations (1.2.1), (1.2.2), (1.2.4) et la VFTn ® (85-
mesurabilité de Cx , C2, C3 établie ci-dessus.

1.2.8.
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(1.2.16) Tn(<ï>( a), y)) = Tn,(a)) pour tout (u) , y) G C et nGN U {°°} .

Désignons alors par P, la mesure sur (Q , ) image de
P„ par .

La famille (Px)xeE8 ainsi définie répond à la question. En
effet, soit A_G Fœ ; on a : PX(A) = PX(C f| <ï>_1(A)) . On en déduit
d'abord que (Px) est une diffusion de E8 dans ( Q Fm ) , puisque
(P,) en est une de E8 dans (Q x Es , V FTn ®dî8) . Fixant de
nouveau x 6 Es , on a ensuite

Px(ocÿ1 (A)) = Px(Cn <$~1(oc t„(A)) = PX(C H $_1(A))
00

= PX(A) d'après (1.2.14) ;
|

d'où la relation (1.2.11). La relation (1.2.12) étant une conséquence
immédiate des définitions de Px , de 5? et de la relation (1.2.8),
il reste à établir (1.2.10) et (1.2.13). Pour cela, soient

TG ®8 , n ^1 et BG FTn ;

Posons A = (XTœ G D(1 B, et calculons PX(A) en intégrant par
rapport à Px sur Ci, C2 et C3 ; on a,

PX(C!n <Ï>-1(A)) = lr(ô) PX((Q \BtJ n B) d'après (1.2.1),
= Ç px (dw) 71(00, r ).

v'(£2\bt iob1 00

P,(C2nr1(A))=/*Px(doo)lA(®(oo,XToo(co))) = Px(BTœn U (Tp = Tœ } CI a£(A))
*\ n u {t p^n

= Sup Px(Bt n (Tp = T.} fl {XT G n n B),00 r ’p
p ^ n r

puisque BGF, entraîne oc"1(B) = B pour p ^ n , donc que

{Tp = Tœ>n a;i(B) = {Tp = Tœ}n aîp(B) ={Tp = Tœ } fl B ;

P,(C,

= j Px(doo) 7t(oo,r ) ; enfin,
nu{Tp=ToJnB

00 p

$_1(A)) = f Px (doo) f ix( 00 , dy)
*'BT«BftÇfTP<W {y |t co, y )eMT(JJ}

= / Px(doo) Cti( co , dy)
bt nn(TD<Tœ}’oo p K

| <0>,y>6M >
*00

(00)),

.2.8.
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puisque XTcb($(ü), y)) = y si (u> , y) 6 C3 , et que

aTn(<ï>(ü), y)) ~aTn(u>) (Rœ) si ( oo , y) E C (relation 1.2.15);
= f Px (doo) 7i ( oo, T ) .

BT<n D n (îp < Ton) n B

D'où, en regroupant les trois termes :

Px ({XT G T } 0 B) = f Px(doo) n(w , r ).
"B

Cette relation, valable pour B6UF, , l'est aussi pour B € VFt
et finalement pour B E VfT(i . On en déduit les relations (1.2.10)
et (1.2.13) et le théorème.

1.2.9 - Construction de répartitions conditionnelles terninales - Soit
(Tn) une suite déterminante terminale^ ). On dit qu'une répartition
conditionnelle n après (Tn)(2) est terminale si, pour chaque
n 0

, oo £ S2 et F E (Bs

(1.2.17) tx(0Tn(oo ) , T ) = 7i(oo ,T ) .

On a alors le résultat suivant qui montre, en particulier,
l'existence de répartition conditionnelles terminales :

THEOREME - Soient (Tn) une suite déterminante terminaletelle
que Tœ = Sup Tn < aE , (BT, MT)Te* un mode de raccordement de X,n

et (Px) une diffusion de Es dans (Q, VFtJ telle que, pour
tout x E Es ,

(1.2.18) E„{g o9Tp / FTp> = E,Ip<g) P. P.S
pour chaque p 0 et g E B ( Q , V F, ) .

n n

(1 ) Voir le n° 1.0.5.

(2) g o 0Tn est V FTn-mesurable à cause du lemme 1.0.5.

1.2.9
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1/ Si est une répartition conditionnelleapres (Tn)
régie par (BT , MT)TeC et terminale, la diffusion (Px) introduite
par le théorème 1.2.6 est tel le que, pour tout x G E g ,

(1.2.19) Êx {g o 0Tp / FTp> = ËXTp{g> Px P.fe
pour chaque p> 0 et g£ B(Q, FJ .

2/ Inversement, si E est un espace B. C. D. , et si (Px)
est une diffusion de Eg dans (Q , Fœ) vérifiant, pour chaque
x€E8 , les relations (1.2.10), (1.2.11), (1.2.12)(2) ainsi que
la relation (1.2.19)(2), alors, il existe une répartition conditionnelle
k après (Tn) régie par (BT , MT)TeÇ et terminale pour laquelle
la relation (1.2.13) est satisfaite, pour chaque xG Es .

1.2.10-Démonstration du théorème 1.2.9 : propriété markovienne de (Px )
relativement au temps d'arrêt Tp (p ^0) - Fixons x€ Es et p^-0,
et soient f G B( Q, F,,,) , et g G B( Q , Fœ) . Il s'agit de montrer
que, sous l'hypothèse que % est terminale et que la relation
(1.2.18) est satisfaite, on a

(1.2,20) Ëx{f0aT go0Tp}=Ëx{f 0aT . ÊXt {g}}.

D'abord, puisque aTœ(Px ) = Px , on a

Ex{foücTp. g » 0Tp) = Ex {f o otTp0 aTœ • go 9-rp ° a Tœ }
= Ex {f °^Tp • ° ^ Tœ ° ^ T ^

® vertu du lemme 4.2 de [4] et de la relation Tœ = Tp + Tœ o 0T(lemme 1,0.5). Il suffit donc d'établir la relation (1.2.20) pour
g£B(Q , F. ) . Or, il résulte du théorème 2.4 de [4], que1

00

VF,„) V X-/JÛ3,

ft) Voir le n° 1.2.5.
(2) Voir le n° 1.2.6 ci-dessus.
(3) Ou encore seulement, pour chaque p >. 0 et r £ .

d.2.19') px{xTœer / FTp> = pXt ({xTœe r» px p.s.

1-2.10
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[ën effet, {xTsœe r}=(y(xs er , s < t„}) ll(n{xTœe r, s ^tj)donc {Xs® E DE V FTn V X^ ((Bs0 • Il suffit donc aussi d'établir ja
relation (1.2.20) pour g de la forme g. . cpoXT (où

glEB(Q, V FTn) et cpE B(ES , (Bs).
On a alors :

E„ {f o OC, . g, O 9 . cp oXT o0T}x 'p 01 ' p T 'œ 'p

= Ex{fo aTp . g 1 o 9Tp • 9 °XTœ) ,

puisque XTœ o 0Tp = XT d'après la relation 1.0.6 (lemme 1.0.5) •

= Ë {f o aT . g: o 0 . k(. ,cp)}

en vertu de la relation (1.2.13) qui lie n et Px , et de la V FT.
mesurabilité de gx (lemme 1.0.5 relation (1.0.7)) ;

= Ex(f0 aT , g,o 0T . tt; ( 0 T , cp )}
P P P

d'après le caractère terminal de Tt ;

= Ëx {f o aTp . ËXTp{gi . 7t(., 9)}}
d'après l'hypothèse (1.2.18) ;

= Ëx{f o ocTp . ËXTp {gx . 9 o XTœ }} ,

de nouveau d'après la relation (1.2.13). D'où la relation (1.2.20) et
la première partie du théorème (1.2.9).

x.2.11 — Démonstration du théorème 1.2.9 : construction de Tt - Suppo-
^.ant que E est un espace B.C.D., désignons par K un espace
compact métrisable dont E s est un sous espace borélien, par
|3 une base dénombrable de la topologie de K stable par inter-
sections et réunions finies et telle que KE p , et par G) l'algèbre
de parties de K engendrée par p (1). <j0 est identique à l'ensemble
des réunions finies d'ensembles de la forme U \(K\V) où U E P

(1) O engendre la tribu borélienne de K .

1.2.11
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et V 6 P . Il en résulte, d'une part que CD est dénombrable,
d'autre part qu'il existe un ensemble dénombrable S de parties
compactes de K tel que tout élément D G CD soit réunion d'une
suite croissante (C°) d'éléments de S . Désignons par 00' l'algèbre
de parties de K engendrée par S U CD. O' est aussi dénombrable

Désignons alors par a la probabilité de passage de (E$ , (8$)
dans (K , (BK ) définie par :

a(x , r) = p„ ({xTœe r>) (x ges , reoj.
En vertu de l'hypothèse (1.2.19) (ou (1.2.19')), on a :

(1.2.21) Px{XTffi GT / FT } = a (XT , T ) Px P.S
pour chaque p ^ 0 , x G Ej et T G (B K ; et il résulte du théorème
de convergence des martingales que,<> pour chaque x G Es et
FG(Bk, lim a(XT , F) existe Px presque sûrement sur S et que,

p-> 00 P

(1.2.22) R {XT G T / V FT } = lim a (XT , T) Px P. S.

C'est cette limite qu*il s'agit de régulariser pour obtenir % . Pour
cela, désignons par £2' l'ensemble des w GQ tels que lim a(XTp(oo),D')
existe pour tout D'G CD' , et par Q" l'ensemble des w G Q' tels
que, pour chaque DG (D ,

lim a(XT (œ) , D) = Sup lim oc(XT (w) , C) .
p->oo p c e 6 P -> 0° P

CCD

Posons alors

71,(0) , D') = lim a(XT (w) , D') si w G Q"
P->B> P

TCi(co , D') = l0,(ô) Si 0)^ Q" .

Pour chaque w G £2 , 7i1(to ,. ) est une fonction d'ensembles définie
et additive sur CD' , telle que n1(o), K) = 1 et régulière sur d)
par rapport à la classe compacte & C (D . C' est alors un résul-
tat classique que la restriction de tci(w,. ) à CD se prolonge, et cecide façon unique, en une mesure de probabilité iï2(o) ,.) sur la
tribu borélienne (BK de K .

Le terme tc2 ainsi défini est une probabilité de passage de(fi, V Ft ) dans (K , diK ) et on a, pour chaque xG Es et
re<aKp, p

1.2.11.
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(1.2.23) P, (xTa er/ FTp> = ti2(., n px p.s.
En effet, d'une part, pour chaque T E <D , donc aussi/pour chaqueT E (Bk, l'application co—>tc2(w, T) est V FTp-mesurable, puisque
Q" € V FTp, à cause de la dénombrabilité de ©' , et que a(XTp, T)
est FTp-mesurable. D'autre part, Px(£2") = 1 , puisque PX(Q')=1,d'après le théorème de convergence des martingales, et que, pourchaque D E (D ,

f Sup lim a (XT , C°) dpj^ = Sup lim f a (XT ,J
£2 • n P -»00 P n P -»00 p

= Sup Px {XTœe c;>
n

= Px {XT ED}* 100

= f lim a(XT , D) dPx d'après (1.2.22),"Q. p -» 00 P

Enfin, de la relation PX(QM) = 1 , et de (1.2.22), il résulte que

px {xTœe r / Vft > = 7t2(.,r) px p.s.
p p

pour chaque TE S) ; donc aussi pour chaque TE ÛiK . D'où la rela-
tion (1.2.23).

Pour chaque x EEj , on en déduit d'abord que

(1.2.24) 712( . , Es ) = 1 Px P. S.

On en déduit ensuite que les relations (1.2.6), (1.2.7)
et (1.2.8) sont satisfaites Px presque sûrement par n2 ; en effet,d'une part,

f Px (du) n2( u , {ô}) = PX(Q \BTœ 0 {XTœ = ô» = PX(Q \BTJ,Q\0Tœ

en vertu de (1.2.23) et de (1.2.1) (n° 1.2.1) ; d'autre part,

C„) dPx

d'après (1.2.21)

(1) Où (Cp) est une suite d'éléments de S croissant vers D .

1.2.11.
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f P,(du) 712(w , {XToo(u) )>) = / Px (d(i)) it2((i) , {XT (U))})
= Px(BTœn ( Tp = Tœ }fl { U) I XTco(oo) = XTp( co)>)
= Px(BTœn {Tp = T,,,})

pour chaque p>0 , d'après (1.2.23) ; enfin,

/ P,(du) tc2(co , {y | (co , y) G MToo»
8T#nn{Tp<v}

= PX(BT n n {tp < Tœ> n {w i (w , xt (<o))g mt »
= Px(BToo fl n{Tp < Tœ » d.'après (1.2.23) et (1.2.12).

Il reste alors à obtenir le caractère terminal. Pour cela,
remarquons que, pour tout n >0 , w GQ.( et r G CBK ,

(1.2,25) 712(^0,r ) = 7t2(QTn(w) j r).
En effet, il résulte du caractère terminal de la suite (Tn) que les
trois relations suivantes sont équivalentes :

co G S2 ' , 3n 0T|i(ù))G Q 1 , Vn ( co ) G Q 1 ,

et que si elles sont satisfaites, lim a(XT(co),r) = lim oc(XT (0T (co)), r)
p _> 00 P p -»oo P n

pour tout n ^ 0 et FG®1 . On en déduit que

(i)G Q " < > 3n 0T (00 ) G Q " <=> Vn 0T (co ) G £2 " ,

et la relation (1.2.25).

Désignons alors par Q'" l'ensemble des u G Q tels que :

- u2(u) , Eg) = 1

- w G BToo fl fl{Tp < T„> =>n2(u), { y) (co , y) G Mt<d }) = 1 ,

®t posons, pour chaque co G Q et r G ûi $ >

n(u , T) = lr(XToo(<u)) si co e U {Tp = Too } ,
p

*(u , r) = 7t2(o) , r ) si (o gbt n n {tp .< t») n q"•oo P K

n(u
, r) = ir(ô) si »e(B,.nn xp< t.)\o"

si CO G H{Tp < Tœ}\BTœ .

1.2.11.
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n est une répartition conditionnelle après (Tn) qui répond à kquestion. En effet, d'abord, n est une probabilité de/passàgrde(Q V FTn ) dans (Es , (Bs) car Q G V FTn ; ensuite^/pour chaque
x G Es , il2 satisfaisant les relations (1.2.6), (1.2.7), (1.2.8) et(1.2.24)Px P. S. , on a n ( . , T ) = 7t2( . , T ) P„ P.S. pour chaqueT G (fis; donc n satisfait (1.2.13) comme 7t2 (relation (1.2.23)),

Enfin, n satisfait les relations (1.2.6), (1.2.7) et (1.2.8),par définition et en vertu de (1.2.1 ) ) ; et % est terminale àcause de (1.2.25) et (1.2.3), puisque (1.2.3)(1) entraîne que, pourchaque n>0, U) G Q1" :■ > dTn (u) ) G Q 111 et m fà Qm ^flTn(i,i)^ quiLe théorème 1.2.9 est ainsi établi.

1.2.12 - Répartitions conditionnelles de sortie - Soient (Tn) unesuite croissante de temps d'arrêt de la famille (Ft ) et U unepartie de E appartenant à ûi telle que Tœ = Sup T„ 4
. Une

répartition conditionnelle au sortir de U apres (Tn) est une ré-partition conditionnelle n après Tn(2) telle que,

(1.2.25) 7t (0) , U) = 0 pour tout (0G Q .

On peut alors compléter comme suit le théorème 1.2.6 pour
une répartition conditionnelle de sortie :

THEOREME - Avec les notations et hypothèses du théorème 1.2,6,soit U un sous ensemble de E appartenant à (fi

On suppose que Tœ 4 ou , que % est une répartition condition,
nelle au sortir de U après (Tn) et que la diffusion (Px) est
normale (3). Alors, pour chaque x GES ,

(1.2.26) T„ = av Px P. S.,

(1.2.27) aCT (Px) = Px .
u

(1) Voir le n° 1.2.1.

(2) Voirie n° 1.2.5 ; le mode de raccordement de X n'intervient pas ici.
(3) Voir le n° 1.0.2.

1.2.12
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Pour tout g G B(£2 , ) , et toute application H de Q dans
a [o , +oo] , Fœ - mesurable,

e

6 g°9H=ËXH{g} Px P.S. sur (H ^ Tœ >.
;t

ig En effet, les relations 1.2.25 et 1.2.13 entraînent que

XT 4 U Px P. S ;
00

1
à d'où les relations (1.2.25) et (1.2.27).
ir

u. j Pour établir la relation (1.2.28), remarquons d'abord que,
I pour chaque x G Es , la relation Px {X0 = x} = 1 entraîne l'exis-

tence d'un élément u)x de Q tel que X0(oox) = x . Posant

<jüx = a0(u)x) ,

on a, pour chaque G Q, a0(oo) ~ u)x t(i), (R„) ; il en résulte que,
je

n» (1.2.29) R = e-
■

»

pour chaque x 4 U ; en effet, si A Fœ ,

Px (A) = Px ( a"1 (A)) = Px(a;1(A)n (X0 £ U>)
u u

ur * P. (a;1 (A)) = 1, «5, ) .

Désignons alors par Q l'ensemble des u G Q tels que

aT (oo) ~ u) (R®) ;'00

M a, d'après (1.2.11), Px ( Q ) = 1 pour tout x G Es (■*■). Soit
iSt

U) G Q n {H > T,,,} ;

on a,

X.(0,(u)) . (u) = (0lT.(a))) XT„(<0)
P°ur tout s G R donc 0H(oo ) ~ wXt (a), (Ri) , et• 00

g(0H(w)) = gUv ,„,) ;I 1 00

Au cas où q n'appartiendrait pas à Fœ , il suffirait de prolonger P,Ie*’ ^ tribu = {A | A C Q et af^(A) G Fœ) au moyen de la relation“'«(P») = Px , et remarquer que Q G ($, puisque 0^(0) = Q .
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TT

d'où la relation (1.2.28), puisque gCtoJ = Ex{g} si x 4U P+P.{X,.iu} = l,

1. 3. Prolongement de la propriété de Markov
le long d'une suite déterminante
de temps d'arrêt

1,3.1 - THEOREME(-*-) - Soient (S^)n une suite de temps d’arrêtde la famille (Ft) , (Tn)n^0 la suite déterminante associée (2
(Sn) , et (Px ) une diffusion normale de E§ dans (£2 , (3)

On suppose que, pour chaque n > 1 et x G Ej , ü existe un
temps terminal S* tel que :

(1.3.1) S* = Sn Px P.S >

(1.3.2) E({go9s«/Fs,}=E {g} Py P. S
n 3n

pour tout y G Es , et g G B(Q , Fœ ) ,

(1.3.3) E,{l{,<s;} g.8, / P,.) . 1{><S.} E,, {g} P, P.S
pour tout g G B(Q , Ê x) et tout temps d'arrêt V de la famille (p \

Alors, pour tout x G Es et tout g G B(Q , ) , d'une j>arti

(1.3.4) E.{1{><tj g „ e, / P„) = l{(<Tœ)EXv (g) P. P.s
pour tout temps d'arrêt V de la famille (Ft+)(4) ; d'autre partt

(1.3.5) Ex {g o 9xn / Ft } = Ex {g } P„ P. S %pour tout n >0.

1.3.2 - REMARQUE - On peut énoncer de façon imagée le théorème
1.2.1 en disant que, si la diffusion (Px) possède, (Px-presque
sûrement pour chaque x) , pour chaque n ,

(1) Avec les notations fixées au n° 1.0.1.

(2) Voir le n° 1.0.4.

(3) Voir le n° 1.0.3.

(4) Sans chapeau ; voir ci-dessous la remarque du n° 2.0.3.

1.3.1, 1.3.2
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- La propriété de Markov par rapport aux Sn (relation
(1.3.2)) ;

-La propriété de Markov avant S„ (relation (1.3.3)),

alors, (Px) possède la propriété de Markov avant T<x> (relation
(1.3.4)), et la propriété de Markov par rapport aux Tn (relation (1.3.5)).

ij 1.3.3- On va d'abord montrer que (Px) possède la propriété de
h Markov avant Sn .

in LEMME - Sous les hypothèses du théorème 1.3.1, pour tout temps
d'arrêt V de la famille (Ft+), tout x G Es et tout gG B(Q, Ê'œ),

"•3-6) E>{1(.<s„>g»9. / F..> = ifxsjÉx/g) P. P. S.
En effet, il suffit d'établir cette relation pour g Fœ-mesurable ;
donc aussi (voir [4] théorème 4.4) pour g de la forme

gi° as« • g2 » 9S* où g1GB(Q,F##) et g2GB(Q, FJ.
n n

Soit alors f G B(Q , Fv + ) ; on a (d'après (1.3.1)) ,

t ,/ f . g o 9 dPx = / f . g » a , o 0¥ . g2 o0, o 0V dPx .4, J{v<sn} J{V<S*}
Mais, S* étant terminal, sur {V < S* }, on a :

$> S* = V + S„ o 0V ;

0. donc aussi

tue

f§ | et

OC x o 9V = 9y o OC-x
sn sn

(voir [4] lemme 4.2) ; et, par ailleurs f . 1{V<S*} est Fs»-mesu-hble, ainsi que gx 0 0V o a$x (voir [4] théorème 1.4 et lemme 2.3) ;a®si, d'après (1.3.2), "

>•3.3.
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f f . g o 0V dPx = f f . gj. o 9V o ajX Ex x { g2 } dP .
{v<s.} {v <s*}

= / f • glQa O0V E o {g2} dp
{v<s^} n S"

puisque, sur {V < S*}, X x o 9y = Xv+Sx 0 e = Xx .

= f f . (gl0 a x • Ex {g }) o 9V dPx.
{v<sï} n s"

= / f Ex {gl0a x . Ex x {g2}} dPx ,
{v<s*> n s"

d'après l'hypothèse (1.3.3), puisque g 0 a x . Ex {g } est fîn Sn »mesurable.

mais Ey{gl0 a x . Ex x {g2 }> = Ey { g1 o a x . g2 o 9 x} ,s* -• » k5i°n î>n

d'après l'hypothèse (1.3.2) ; d'où

f f g o 9V dPx = f f . Ex {g} dPx , et le lemme,{v<sn} {v<sn}

1.3.4 - Etablissons ensuite la propriété de Markov par rapport a T
(relation (1.3.5)) en procédant par récurence sur n(l). La propriété
est immédiate pour n = 0 en vertu de la normalité de (PJ ;
supposons qu'elle est vraie pour n = p , et montrons que, pour
f e B(Q, F.) , g e B( Q, F») ,

(1.3.7) Ex {f o aTp+1 . g o 0Tp+i> = Ex {f o aTp+1 . ExTp+i {g» •

En vertu du théorème 4.4 de [4], il suffit d'établir cette
relation pour f de la forme fi o aT . f2 o 9T où

p p

fi e B(Q, Fœ ) (i = 1 , 2)

On a alors

E* {f o aTp+1 • S 0 0TP+1> = Ex o aTp . f2 o aSp+1 .p sp+i 0 y

(1) On notera que l'hypothèse (1.3.3) n'intervient pas ici.

1.3.4
1.
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en vertu de la relation Tp+1 = Tp + Sp+1 0 0T , et du lemme 4.2
de [4].

= Ex{fl0 aTp . Ex^ {f2 o aSp+1. g o9Sp+1}> .
d'après l'hypothèse de récurence.

Mais E {f o as . g o 0S } = E {f2 0 a , , g o 9 , } ,y 2 Vi & sP+i y s»+1 b sp+1

d'après la relation (1.3.1) ; donc, d'après (1.3.2) ,

= E, {.f2oay> Ex {g}}
sp+i sP+i

= E {f2o as 1 . Ex {g}},
p+i ’p+i

de nouveau d'après (1.3.1). Ainsi

E,(f.dVi . go0Vl) = E. «1*11,;' . E%{f2.aVl . B,™ {g}»
= Ex { ^ o aTp . f2 o aSp+1 o 0Tp . Ex$p+i o % {

p

d'après l'hypothèse de récurence ; d'où le résultat, puisque

a,
, o bTSp+1 'p r 0 aTrp V

et X, o 9 = XTsP+i tp tp+1

1.3.5 - Etablissons enfin la relation (1.3.5) : il suffit de montrerai
que, si f e B( Q , Fv+) , g e B( Q, F. ) et n » 0 ,

(1.3.8) / f . g o 9V dPx = / f . EXy {g} dPx .
{Tn^V<Tn+l} {Tn.£v<Tn+1}

Pour cela, appliquons le corollaire 5.5 du théorème 5.3 de14] au temps d'arrêt V relativement aux temps d'arrêt

T = Tn , S = SW et U = Tn + Sn+1 o 0Tn = Tn+1 ,

désignons respectivement par Vn et Vn les termes V etV introduits par ce corollaire. On a alors :

(1) En vertu du lemme A3.1 (appendice 3) et des théorèmes 1.4 et 3.4 de [4],
pour chaque xE E8 , l'ensemble (Tn < V < Tn+i) ne diffère d'un ensemblede la tribu Fv+ que par un ensemble Px-négligeable.

1.3.5
5
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{Tn < V < Tn+1 > = {Vn < + œ} , et V„ = V sur {Tn
T„n})

et nous avons à montrer que :

d.3.9) f f . g o 0y dPx = f f . Ex {g> dPx .

{Vn<+0D> {v„<+00}

Désignons par fn la fonction numérique sur Q x Q, FT 8Pœ.mesurable qui réalise la décomposition de la fonction Fœ -mesurablef par rapport à Tn et qui est nulle sur {co , U) ' | X0(txf ) } XT (w)}(voir [4] corollaire 2 du théorème 4.4, et n° 5.2). On a, en vertude la propriété (C ) ([4] corollaire 5.4),

(1.3.9)/f. g»evdPx = /p,(dw)fn(u>,9Tn(ü>)i{- ^ +l}(eT>))go0*n(#.•/{vn< + 00> {Tn^v}

Nous allons transformer cette intégrale en conditionnant par rapportà Ft ; pour cela, remarquons d'une part que la relation

Vn (a) ) = Tn(u>) + Vn(oj , 6 Tft(u>)) (wGQ)
entraîne que

g ° 0vn(co ) = g(9 vn(o>, &Tn(a>) i (9 t„(w)) i

d'autre part que la fonction (co , coJ »g(9 ynico.»«V (coi)) est
mesurable [en effet, cette fonction est composée de g qui est
Fo, -mesurable, de (u , co ) >9u(oo) qui est mesurable pour les
tribus ® Fœ et F^ d'après la mesurabilité de X (n° 1.0.1)
et de (co , co^) >(Vn(co , cOi) , oox) qui est mesurable pour les tri-
bus FTn ® Fœ et fàR+ 0 Fœ ] . On peut donc appliquer au 2ème
membre de (1.3.9) la relation (1.3.5), ce qui donne :

(1.3.10) / f . go 9VndPx ^/^(dcojEx^i., {l{Vnlil)>.,<Sn+l}fn(co,.)g09{vn < + oo} {Tn $ V } Wll

Mais, en vertu de la propriété (e ) (corollaire 5.4 de [4])’, pour
chaque wGQ , la fonction %•(«,.*<$ + } fn(w ,. ) est -

mesurable ; on peut donc appliquer, _pour chaque co ,

1.3.3 au terme {l{7n(4tff. ,<Sn+1> fn(o> ,3
le lemme

}, d'où

(1) l{7n((U,. i< sn+1}. désignant l'indicatrice, dans Q , de l'ensemble
(Wj | Vn(u, Uj) < Sn+1 (Wi) } .

1.3.5.
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D'où le résultat cherché, en déconditionnant par FTn par une
nouvelle utilisation de (1.3.5), après avoir remarqué que la mesura-
bilité de X entraîne la FTn ® Fœ -mesurabilité de

( U3 , U)i) > ai| (wi) .

Le théorème 1.3.1 est ainsi établi.

1. 4. Prolongement de la quasi-continuité à gauche
au moyen d'une suite déterminante
de temps d'arrêt

Dans tout le paragraphe 1.4, on suppose que E est un es-
pace B.C.D. et que X est une fonction aléatoire du type de
Sunt admettant le mode de raccordement continu (2).

1.4.1 - Quasi continuité a gauche de X - Si P est une mesure de
Probabilité sur ( Q , ) , on dit que X est quasi continue à
gauche par rapport à P si, pour toute suite croissante (Vp) de
temps d'arrêt de la famille (ÊW) > on a, en posant Vœ = Sup Vp :

lim Xv À X } = 0 .
p ->oo P *00

(1.4.1) P {Vœ < aE ,

1.4.2 - THEOREME - Soient (Sn)nune suite de temps d'arrêt de
la famille (Ft ) telle que Sn ^ oE pour tout n >1 , et (Tn) la
suite déterminante associée à (Sn) . Soit, d'autre part, (Px ) une
diffusion de Es dans (& , Fœ).

On suppose que, pour chaque xêE8 , les relations suivantes sont
satisfaites :

(1) Voir le n° 1.0.6.
(2) Voir les n° 1.2.1 et

(3) Voir les n° 1.2.6 et

1.4.1

1.2.3.

1.2.9.
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(1.4.3) aToo(Px) = Px

(1.4.4) Px ({(x) | u) e BcTœ fl n{Tp <tjP
et ( U), XTœ(u))) ^M^}) = 0(1>

(1.4.5) p. (g ° 0t„ / i% > = Ex {g}
£ p

Px P. S. pour tout p >0 et
tout g£B(£3, F )

(1.4.6) Pour tout n >,l , X est quasi continu à iauche par rapporta la mesure oc (p.).
1

Alors, pour chaque :x GES , X est quasi continue à iauche parrapport à la mesure Px .

1.4.3 - REMARQUE (2) - On peut énoncer le théorème 1.4.2 de fa-
çon imagée comme suit : on suppose que la diffusion (Px) :

- possède la propriété de Markov par rapport aux tempsd'arrêt (Tp) (p ^ 0) (relation 1.4.5) ;

- est quasi continue à iauche avant Sn pour chaque n(relation (1.4. 6)).

- est quasi continue à iauche en Tœ (relation (1.4.4),
Alors (Px) est quasi continue à iauche.

1.4.4 - Afin d'établir le théorème 1.4.2, considérons d'abord une
suite croissante (Vp) de temps d'arrêt de la famille (Ft+)(3), et
commençons par montrer que pour chaque K > 1 et x G E$ ,

(1.4. 7) Px {Vœ < aE , Vœ « Tk , lim X / X } = 0 .

p -> 00 r œ

n_^ 0 étant fixé, désignons, pour chaque p G N U{ + oo}, parV (. , . ) l'unique application de Q x Q dans [0 , + œ ] réalisant la

(1) Où (B' , M')T£î désigne le mode de raccordement continu de X : voir
n° 1.2.3 ci-dessus (ne pas confondre avec £2 \ BT(d) .

(2) A composer à la remarque 1.3.2.
(3) Sans chapeaux.

1.4.3, 1.4.4
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décomposition de Vp par rapport au temps d'arrêt Tn (voir [4]
théorème 5.3 ; en particulier, V£(w, w') = 0 si Tn(co) = + œ) . Po-
sant alors

(1.4.8) Wnp (u), co') = Vp(w , co') A Sn+1(W) ,

on définit, pour chaque pGN U{ + œ}, une application FT ® Fa
mesurable de Q x Q dans [0, +oo] de telle sorte que :

(1.4.9) Sup Wp = Wœ" ,
p € N

et, pour chaque pGNll{ + œ} et u G Q ,

(1.4.10) W"( oo , . )

est un temps d'arrêt de la famille (Ft+) et

(1.4.11) (T>) V Vp(ü) )) A Tn+1 ( to) = Tn (w ) + Wp( U) , 0Tn(.u>)) .

On a alors, en vertu des relations (1.4.9) et (1.4.10)

K < aE , Vm4 Tk , lim XVp ^ XVœ}

c,u<„ g.<T» 4 v- 4 T"*1 • T- 4 v" 4 V :H i X,„} ;

C.U<,(T» + W:(..9t„) <o£. ;taX,SUi9in,(9I„)îÎX,„,_teTn,(9,n)).

C||»< a. - w;(.. 8t.) < ot(8tn), lim X,„, _ ^ ,(9T„ ) + ^
D'où, d'après la relation (1.4.5), pour chaque x GES ,

||% < aE , V Tk , lim Xv + Xv >*. 00 K p-»oo VP 00

Pour chaque U) G Q , posons

~ H*®»
6t K =(W;((4,.) <0E } n Ab. Ona

K n (n{wpn(w,.) <sn+1>) n ({w"(w,.) <sn+1> u {sn+1<aE>),
1*4.4.
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w

puisque Sn+1 ^ aE, et que (relation 1.3.4) Wp( oo,. ) 4 Sn+1 pour toutp GNU{+œ}. On en déduit, en utilisant le fait que Wp(o),.) est
eun temps d'arrêt de la famille (Ft+) et les théorème 3.4 et 1.4de [4] , que G F y

Sn+1

On a donc, pour chaque w 6 Q .

0P (B..) = Py . . (a”1 (B.J) ([4] corollaire du théorème 2.4)
d'où PXt , a , (Bw) = 0 , en vertu de l'hypothèse de quasi-continuité
à gauche de , X par rapport à as +1(PXt ( w » ) •

La relation (1.4.7) est ainsi établie.

1.4.5 - De la relation (1.4.7), on déduit que

p, {V„ < T. . V. < ac , lim X,p i X,.} = 0 .

Il reste donc à montrer, quant à la suite (V_) , que

P„ {Tœ 4 yœ < aE, lim Xv / XVœ}. = 0 .

Pour cela, remarquons d'abord que la continuité à droite de
X entraîne que Q = (u) | u)G Q et aT##(ü)) ~ u>(R* )} G F^ ; et la rela-
tion (1.4.3) que,

(1.4.12) PX(Q) = 1 .

Posons alors,

A ={T„ < V. < aE>

b = {Tb = Vœ < aE} f) n { Tn < Tœ >

C = (Tœ = Vœ < aE}flU (Tn = Tœ>.

On a, {T^ ^ V < aE}CA U B U C , et, compte tenu de la relation
(1.4.12),

PX(A D {lim Xv 4 Xv>) = 0 ; Px (B fl {lim Xv + Xv##» = 0 ,p_>oop œ p -» oo P

1.4.5.
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en vertu de la relation (1.4.4) ; P. (Cf) {lim Xv / Xv }) = 0 , en
p-»oo ’p ' “>

en vertu de ce qui a été établi au n° 1.4.4.

Ainsi P. {V < a, . lim Xv / Xv } = 0 pour tout x G Es etx oo ^ e *
p ^ œ Vp r Vœ t'

toute suite croissante (Vp) de temps d'arrêt de la famille (Ft+).
On passe au cas d'une suite de temps d'arrêt de la famille (Ft + )
en utilisant le lemme A2.1 (Appendice 2 ci-dessous).

Le théorème 1.4.2 est ainsi établi.



.



DEUXIÈME PARTIE

RECOLLEMENTS DE PROCESSUS DE MARKOV

2. 0. - Notations et préliminaires
sur les processus de Markov

2*0*1- Processus fortement Markoviens — ~E étant un espace B.C.D.(^),
et sa tribu borélienne, un processus fortement Markovien
à valeurs dans E est un terme

X = (Q , w § , (Xt)teR+, (0t)t6R+ g (Px)xeE8)
où X = (Q , cos , (Xt)teR+) est une fonction aléatoire à cimetière (2)
à valeurs dans (E , ÛZ ) continue à droite (1), (9t) une famille
d'opérateurs de translation de cette fonction aléatoire (2 )< et (Px)
une diffusion de E$ dans (Q, f£,)(4) ayant les propriétés sui-
vantes :

B (normalité) : Px {X0 = x}= 1 pour tout x G E$ .

(Mj) (propriété de Markov forte) : pour tout temps d'arrêt V de
la famille (Ft*)(^), tout g G B(Q , Fœx) , et tout x G Es ,

(2*0.1) Ex {go0v / Fvî) = EXy{g}. Px P. S. (6)

(1) Voir le n° 1.0.6 ci-dessus.
(2) Voir [4] n° 0.3.
(2) Voir [4] n° 0.4
W Voir le n° 1.0.2 ci-dessus.
(2) Sans chapeaux ; voir ci-dessous la remarque du n° 2.0.3.
(5) Voir le n° 2.4.7.
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La fonction aléatoire X est appelée la fonction aléatoire in egprocessus ; la tribus Ftx (resp Ftx) (0 < t 4 + 00) engendrée pcpar x(2) est notée couramment Ft (resp Ft ) ; de même, 0nnote a* au lieu de a*(3) (U CE) .

da
2.0.2-Processus standards ; processus continus — Le processus $est dit continu si sa fonction aléatoire X est du type continué)Il est dit standard, si X est du type de Hunt, et si X est quasicontinue à gauche par rapport à toutes les mesures Px(5) (x £E8) •autrement dit, si la propriété suivante est satisfaite :

(M3) (quasi continuité à gauche) : pour toute suite croissante

(Vn) de temps d'arrêt de la famille (Ftx+)(6), et tout x£E8,
(2.0.2) lim Xv = Xs v Px P. S. sur {Sup V < aï}.n->con nn nn t

En particulier, tout processus continu est standard.

2.0.3-Tribus definitives d’un processus - 3C=( Q, w $, (Xt),(9t), (PJ)étant un processus fortement Markovien, on désigne par Gœ* la
tribu sur Q complétée de Fœ* pour la famille des mesures

0où p décrit l'ensemble des mesures de probabilité sur (E 8 , Æ8)(7) j en(chacune des mesures PM se prolonge de façon unique à la tribu
prGj), et, pour chaque' t G R + , par Gt* la tribu sur Q engendrée
gu:par la réunion de Ft* et de l'ensemble des parties de Q appar- ! qu1tenant à Go^ et P^-négligeable pour chaque p . La famille crois- | po'santé de tribus (G*)ter0 est appelée comme d'ordinaire la fa. 1 jai

mille des tribus définitives du processus SC.

Il résulte de la propriété de Markov (M2) que cette famille
2.1

(1) On notera que X n'est pas nécessairement supposée typique ([4] appen-
dice 1) ; voir à ce sujet les n° 2.0.4, 2.0.7 et 2.0.8.

(2) Voir [4] n° 0. 3.

(3) Voir [4] appendice 2.
—-

(4) Voir Dynkin [6] n° 3.23, page 150. I (j)
(5) Voir le n° 1.0.6. 1 (2)
(6) Sans chapeaux ; voir la remarque du n° 2.0.3.

(7) Autrement dit, des répartitions initiales de 3C. ■ (3)

ü2.0.2. 2.0.3
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est continue a droiteU) (Gt\=_Gf pour chaque te R+) . En outre,
pour chaque t G [0 , + œ ]} G*= Gf ; en particulier, Ft*C Gf.

De plus, les propriétés suivantes jouent un rôle important
dans ce travail :

THEOREME ^ - Si X = (Q, oos, (Xt), (9t), (Px)) est un processus
fortement markovien, on a ;

(M') Pour tout temps d'arrêt V delà famille (G*), tout g£B(Q, G*)
et toute répartition initiale p ,

(2.0.3) E„ {g o 0V / Gf} = EXy {g } PM P. S.
De plus, si X est standard :

(ML) Pour toute suite croissante (Vn) de temps d'arrêt de la fa-
Mille (Gf) , et toute répartition initiale p ,

(2.0.4) lim Xv =XSupV PM P.S. sur {Sup V„ < aE) .

REMARQUE - Ce sont les propriétés (M^) et (M^) qui serventen théorie des processus de Markov, et pas seulement les pro-
priétés (M2) et (M3) ; le théorème ci-dessus permet de faire fi-
gurer seulement ces dernières dans la définition, et, par consé-
quent, de ne manipuler que des temps d'arrêt de la famille (Ft+),
pour lesquels on peut appliquer les théorèmes établis dans [4] etdans la 1ère partie de ce travail.

2.0.4 - Processus canoniques, processus équivalents (3) —

LEMME - Soient X = (Q , u)$ , (Xt) , (8t) , -(Px)) un processus for-
temnt markovien (resp standard) à valeurs dans E , y la trans-

(1) Voir l'appendice 2.
(2) On trouvera une démonstration de ce résultat dans l'appendice 3 ; voir

aussi Dynkin [6] § 3.21 p. 147.
(3) Le contenu de ce numéro n'interviendra qu'au § 2.4 ci-dessous.

2.0.4
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r

formation canonique de sa fonction aléatoire , et

X°= (Q°, io‘E> , (X‘E*))

une fonction aléatoire typique continue a droite (resp du type de Buntla valeurs dans e(2) telle que X soit de type X°(l) (autrementdit Y (Q)CQ°). Y est mesurablede (Q , F„) dans (Q * F0X°) ;po.sons, pour chaque x E Es , P° = y(Px) • Le terme

æ°= (Q°, , (X‘E‘) , (0\E*) , (P°))
i
gcest alors un processus fortement markovien (resp standard) .

ti(
En particulier :

ti»1 / Si XQ est la fonction aléatoire typique continue à droite,X° est désigné par k(£C) et appelé le processus canonique associéà X
.

2/ Si XQ est la fonction aléatoire typique continue, SC0 est 1"désigné par kc(£C) et appelé le processus canonique continu associé deà X .

te)

SC‘Deux processus fortement Markoviens Xx et X2 sont équi- Sivalents si ils prennent leurs valeurs dans le même espace B.C.D,
et si k(£C1) = k(£C2)(4). Si, de plus SCX et X2 sont continus, on
a alors aussi kc(£C1) = kc(SC2) .

2.0.5 - Processus arrêtes -

I I (THEOREME - Soient X = (Q , cos , (Xt) , (9t) , (Px )) un processus
fortement markovien à valeurs dans l'espace E dont la fonction
aléatoire X admet une famille (a t) d'opérateurs d'arrêt ^), et T

(1) Voir [4] appendice 1 n° Al. 5.

(2) Voir [4] appendice 1 et les n° 1.0.6 et 1.07. I (2)(3) Vérification sans difficultés.-

(4) Cette définition est équivalente à la définition classique par l'identité des
semi-groupes de transition.

(5) Voir [4] n° 0.4. On dira alors aussi que X admet une famille (at) I ^d'opérateurs d'arrêt.

2.1
2.0. 5
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un temps terminal strict de xU). Posons, pour chaque xGEg ,

(2.0.5) PXT = aT(Px)<2) .

alors le terme XJ = (Q , w8 , (Xt) , (0t) , (PXT)) est un processus
fortement markovien à valeurs dans -E , standard (resp. continu),
en même temps que X (3).

Le processus XT est appelé lo processus arrêté à l'instant T
déduit de1 X ; le processus X est dit arrêté à l'instant T si
ïT= & (autrement dit, si aT(Px) = Px pour tout x G Es) . En par-
ticulier XT est arrêté à l'instant T .

Notons en outre que si Tx et T2 sont deux temps termi-
naux stricts de X tels que Tx T2 , on a :

(2.0.6) ( x12)1 = acTl.

2.0.6 - Processus arreté au sortir d’un ouvert - Si U est un ouvert
de E

, le temps de sortie Ou de X au sortir de U est un
temps terminal strict de X (voir [4] appendice 2). Le processus
Tu sera appelé le processus arrêté au sortir de U déduit de X.
Si æ = æau

, on dira que X est arrêté au sortir de U .

Le lemme suivant concrétise cette terminologie :

LEMME - Si X = (Q , a) s , (Xt) , (9t) , (Px)) est un processus a va-
leurs dans E arrêté au sortir de l'ouvert U (4), alors, pour chaque
x(ÉU , la mesure Px est (sur la tribu F*) de la forme ,
où w est un élément de Q dont la trajectoire est la constante
étale a x (Xs(oJx) = x pour tout s G R + ) .

En effet, d'après la normalité de X , pour chaque x G E$ ,

(1) Autrement dit (n° 1.0.3), T est un temps d'arrêt de la famille (F1*)
que T(9t((jo)) = T(co) - t pour tout (t , u) ) tel que t ^ T(u>) .

(2) En vertu de la mesurabilité de X , aT est mesurable de ( jj, Jj, ) danslui-même (voir [4] lemme 2.2).
(3) Ce théorème peut être établi de façon analogue au théorème 10.2 deDynkin [6] page 418.
H) Dire que X est arrêté au sortir de U sous entend qu'il admet unefamille (oct) d'opérateurs d'arrêt.

2.0.6.
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il existe w,6Q tel que X0((jüx) = x ; posons (*)„ = ct0(o) )U) àâ
si x <£ U et

P, (A) = P„(a;J(A)) = P„(a;i(A)) = 1 (£*x) ,

puisque X0(w) = x entraîne que a0(w)~u)x
1.4) ; d'où le lemme.

(Ri) (voir [4] théorè^

2.0.7 — Processus induit sur un ouvert —

THEOREME - Soient SC = ( Q , y,, (XJ,
standard b valeurs dans l'espace E , et
sons, pour chaque üj 6Q et t E R +,

(et) ,

U un
Px)) un procès^

ouvert de E.

Xj(u>) = Xt(oj) et 9ut(u)) = 9t(w) si t ^ a*(w)

Xt(u>) = ô et 0“ (co) = co § si t > a*(w) .

Le terme SCu = ( Q , ws , (X“)teR+ , (0?)teR+ (Px)x{ u u {s}) est un pro.
cessus standard b valeurs dans l’espace B. C. D U . En autre, $i

SC est continu, il en est de même de SCU(4).

Le processus SCU est appelé le processus induit par j
sur U(5).

Notons en outre que :

(2.0.7) k(SCu) = k(k(SC)u) , kc(SCu) = kc(kc(SCu)) si X est continué), et

(1) Dire que X est arrêté au sortir de U sous entend qu'il admet une
famille (at) d'opérateur? d'arrêt.

(2) Le contenu de ce numéro n'interviendra qu'au § 2.4 ci-dessous.

(3) En notant encore, pour x£ ü U {6} , par P„ la restriction à la tribu
FoJU (engendrée par la fonction aléatoire Xu = (X*) ; F*u C F*) delà
mesure Px donnée sur F* ; et en considérant ô comme le point à
l'infini de U .

(4) Pour une démonstration de ce théorème, voir Dynkin [6], n° 10,3
page 418.

(5) On dit aussi que SCU est le processus tüé au sortir de U déduit de ï ;
mais nous n'utiliserons pas ici cette terminologie (voir le n° 2.0,8),

(6) Voir le n° 2.0.4 ci-dessus.
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(2.0.8) (æU2)Ul = 3CUl si Ui c u2 .

2.0.8 - Remarques sur la définition des processus arretés et des procès-
sus induits - L'opération qui fait passer de X au processus arrêté

laisse inchangée la fonction aléatoire de X mais transforme
la diffusion (Px ) , tandis que celle qui fait passer de X au pro-

I cessus induit SCU transforme la fonction aléatoire de X en une
nouvelle fonction aléatoire à valeurs dans U , mais laisse inchan-
gée (au moins sur U) la diffusion (Px) .

s Intervertissant les rôles de ces deux méthodes, il est possible
de définir un processus arrêté au sortir de U en arrêtant la

: fonction aléatoire (voir [4] n° 2.1, et Dynkin [6] n° 10.4 page 418),
et en conservant la diffusion (Px) ; et aussi de définir un processus
tué au sortir de U en conservant la fonction aléatoire de X et
en modifiant la diffusion (Px ) au moyen d'une famille "d'opérateurs
iemurtre" (mt) U).

Dans le cadre de ce travail les définitions choisies sont prati-
:i quement plus commodes pour des raisons diverses qui apparaîtront

dans la suite, mais que l'on peut résumer ainsi :

ï L'opération d'arrêt au sortir de JU réduit tout au plus l'espace
j de phase du processus à l'adhérence U de U dans le cas conti-
! nu, et peut très bien, dans le cas non continu, exiger de conser-

ver E tout entier ; par ailleurs, pour étudier les propriétés de
prolongement, il est plus simple de ne manipuler qu'une seule fonc-

st tion aléatoire sous jacente à divers processus (2), d'où le choix de
la définition d'un processus arrêté.

Par contre, l'opération de meurtre au sortir de U conduità un processus ne concernant que les points de U , d'où l'intérêt
ne de considérer explicitement le processus tué comme un processusà valeurs dans U , c'est-à-dire comme un processus induit sur U :

on se trouve ainsi dans la situation classique de recollement qui
intervient dans la définition des faisceaux (2).b«

la
à

(1) Voir le n° 1.0.1
(2) Voir les paragraphes 2.1, 2.2 et 2.3 ci-dessous.
(2) Voir l'énoncé du théorème principal de ce travail au n° 2.4.2.

2.0.8
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2.0.9 - Temps d’ arrêt Sy et quasi continuité à gauche - Soit

X = (Q, u>s , (Xt))

une fonction aléatoire du type de Hunt à valeurs dans l'espace Eet U un ouvert de E .

Posons, pour chaque w E Q ,

S*(u)) = g*(w) a inf {t 11 < a*(w) et X;(w) ^ U),
si {t | t < aEx(w) et Xt~((jo) ^ U} = 0 , et

S*(oo) = a *(<*>) si {t 11 < a*(œ) et x;(u>) ^ U} = 0 .

Alors, si (Un) est une suite d'ouverts de E telle queUn CUn+i pour tout n , et U Un = U , on a
n

(2.0. 9) S* = Sup axn .

En particulier, S* est un temps d'arrêt de la famille (Ft*)
. Deplus :

LEMME -Si X = (Q, oos , (Xt) , (9t) , (Px)) est un processus stan.dard admettant X pour fonction aléatoire,

(2.0.10) J*=gJ Px P.S. pour tout xEE^1),

2. 1. - Recollement de deux processus

fortement Markoviens arrêtés

Dans tout ce paragraphe (et aussi dans les deux suivants),
on désigne par E un espace B.C.D., par (R = (RE sa tribu bo-
rélienne, et par X = (Q , cos , (Xt)) une fonction aléatoire à cime-
tière à valeurs dans (E , (R ) , continu à droite (2), admettant une
famille (oct) d'opérateurs d'arrêt et une famille (9t) d'opéra-
teurs de translation, et possédant la propriété complète de raccordement

(0) Ainsi que le fait Dynkin dans [6], on peut appeler Sux le temps de "fro-lement" de Cu pour X

(1) Conséquense directe de la quasi continuité à gauche de X
(2) Voir le n° 1.0.6.

(3) Voir le n° 1.0.1.

2.0. 9, 2.1.1
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(E , (Q) et X ainsi introduits rentrent dans le cadre fixé
au n° 1.0.1 (en particulier, X est progressivement mesurable);
Selon la même convention que dans ce numéro, on note

Ft , Ft ,.. ., Ou , Su (U C E) au lieu de Ftx , Ê* ,. . . , G* , S*.
On désigne, de plus, par (BT , MT)TeB un mode de raccordement

de XP) [autrement dit, on suppose que X admet un mode de
raccordement (au moins) que l'on note (BT, MT)Tge .].

Citons les deux exemples fondamentaux (2) :

A) X est la fonction aléatoire typique continue à droite (3) et
(BT, Mt)t£ç le mode libre (k).

B) X est la fonction aléatoire typique de Hunt(3) (resp conti-
m et (BT , MT)TeS le mode continu (5).

)e 2.1.2 - Existence du processus recolle - Désignons (6) par U' et U1
deux sous ensembles ouverts de l'espace B.C.D E, par U leur
réunion, et par (P^) et (P1*1) des diffusions de Es dans (Q, Fœ )

^ ; faisant des termes

I SC1 = (Q , w8 , (Xt) , (0t) , (Px')) et SC" = (Q , cos , (Xt) , (9t) , (P*'))
des processus fortement Markoviens (7) A valeurs dans E .

I THEOREME (6) - On suppose que SC' et SC" sont arrêtés au sor-| tir de U' et U" respectivement. Alors, la relation

|
o-

e-

.ne

g* (1) Voir le n° 1.2.1.
' (2) Voir la remarque 2 du n° 1.0.7.
i (3) Voir le n° 1.0.7.

(1) Voir le n° 1.2.2.
I (5) Voir le n° 1.2.3.

(3) Avec les notations et hypothèses du numéro 2.1.1.
(f) Voir le n° 2.0.1.

2.1.2
6
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(2 i 1) 3c»<Tu,nn»= ££,,au*nu" (1)(2)

est une condition nécessaire et suffisante pour qu' il existe au moinsun processus fortement markovien (3)

X= (Q , oos , (Xt) , (9t) , (Px )) arrêté au sortir de U = U' fl U"tel que

(2.1.2) = X' et X^" =SC " (! )

La condition est nécessaire à cause de la relation (2.0.6)(n° 2.0.5). Pour établir qu’elle est suffisante (voir le théorème2.1.4 ci-dessous) introduisons :

ni
ti<

2.1.3 - La suite déterminante (Tn) des temps de sortie alternatifs de ^U' et U" , le long de laquelle va être réalisé le recollement.
re

Elle peut être définie comme suit :
8 || PC

Pour chaque co G Q , posons (5) # S(w) = auf(w) si X0(u))£U',et S(oo)=au.(w) si X0(u>) U' .

ov, et a,,, étant des temps d'arrêt de la famille (Ft)(6))il en est de même de S . Posons Sn = S pour tout n >/ 1 , et dé-
signons par (Tn) la suite déterminante associée à la suite (SJ^) ;autrement dit,

(2.1.3) T0 = 0 et Tn+1 = Tn + S o 9T (n»l) ;
j ,

do
en particulier, Ti = S .

d'c
ét£

(1) Voir les n° 2.0.5 et 2.0.6.

(2) Cette relation est identiquement satisfaite si U' fl U" = 0 . 2^
(3) Voir le n° 2.0.1. teI

vai(4) Il en existe en général plusieurs ; voir le n° 2,1.4.

(5) Dans le cadre fixé au n° 2.1.1.

(6) Voir 4 Appendice 2 n° A2.2. I
(7) Voir le n° 1.0.4. On pose Tœ = Sup Tn.. - liS 1 ^

2.1.3
2. J
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LEMME - (Tn) est une suite déterminante terminale ayant les pro-
priétés suivantes :

(2.1.4) T„ + Tp o 9Tn = Tn+p pour tout n 0 et p 0 .

(2.1.5) Si X0(w) GU' ,. XÏ2p(w) <£ U" (p >1), et XT2p+1(u))<£ U' (p^O).
(2.1.6) Si X0(w) <£U' , Xt2p(w) <£U' (p >A), et XT2p+1(u))^UM (p^O).
(2.1.7) {Tn = Tœ}C {Tn = a,} (n^l)

.. ?
: (2.1.8) Tœ £ a,j et, si X est du type de Hunt, S,, £Tœ U).

A partir de la relation de définition Tn+1 = Tn + S o 0Tn , les
relations (2.1.4), (2.1.5) et (2.1.6) réclament une simple vérifica-
tion par récurrence sur n et p ; la relation Tœ 4 Oj résulte ,

e par récurrence, du caractère terminal strict de a,j (n° 1.0.4) et
î des relations S ^ ou et T„+i = Tn + S o 0Tn (n 0) ; ou on déduit la

relation (2.1.7), compte tenu des relations (2.1.5) et (2.1.6). Sup-
posons enfin que X soit du type de Hunt, et montrons que Sy ^ Tœ :

Si w E U (Tn = T,,, } , ou si co G {Tœ = GE} , on a

T»(ü)) ^ ou(u)) > S^w) .

Si w E D {Tn < T_ < Or} , on a
n t» c

X; (00) = lim XT (00) ;00 n -* 00 n

donc, si, par exemple, X0(oo) E U' , on a, d'après (2.1.5) ,

Xïœ(ü)) = lim XT (w) £ U" et X^ (w) = lim XT (u>) £ U'
p 00 Zp 00 p 00

d'où XÇoo(co) ^ U1 U U" = U , et T^w) ^S^w) . Le lemme est ainsiétabli.

‘•1.4 - Unicité du processus recollé - Faisant intervenir la suite dé-
terminante (T„) (n° 2.1.3) énonçons le résultat plus complet sui-

j Vant dont le théorème 2.1.2 est une conséquense directe :

(!) Voir le n° 2.0. 9.

2.1.4
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THEOREME (1) - On suppose que X' et X " sont arrêtés au sortirde U' et U" respectivement, et que la relation (2.1.1) est sa-tis fai te. Alors :

1 /Si n est une répartition conditionnelle de X au sortirde U après (Tn.) régie par (BT , MT)T6ç et terminale^), n existeune diffusion (Px) de Es dans ( Q, Fœ) , et une seule, telleque le terme X = ( Q, u)$ , (Xt) , (0t) , (Px)) soit un processus for-tement markovien arrêté au sortir de U = U'f) U" et que

(2.1.2) æ‘v = SC* et X*"' = SC" .

(2.1.9) p, {xT(b e r / VFTn} = ti(.} r) px p.s.

pour tout x G Es et T€ (8S.

(2.1.10) Tœ = a„ Px P.S. pour tout x£Es.
De plus, si la fonction aléatoire X est du type de Hunt, si(BT , Mt)t - est le mode de raccordement continu, et si X' et âü"

sont des processus standards, il en est de même de X (3)
t

2/ Inversement, si £E = (Q, W5 , (Xt), ( 91) , (Px)) est un processus
fortement Markovien arrêté au sortir de U vérifiant les relations
(2.1.2) et (2.1.10), il existe une répartition conditionnelle Tt de
X au sortir de U après (Tn) régie par (BT , MT)T€Î et ter-
minale telle que la relation (2.1.9) soit satisfaite.

On dira dans la suite que le processus X caractérisé par les
relations (2.1.2), (2.1. 9) et (2.1.10) est réparti par ti après (TJ.

REMARQUE 1 - Le fait que les relations (2.1.2) et (2.1.10) ne dé-
terminent pas 3C de façon unique en général peut être illustré par
le contre exemple élémentaire suivant :

Prenons pour X la fonction aléatoire typique continue h ya-
leurs dans E , et remarquons qu'à chaque cp G Q dont la trajec-
toire est biunivoque on peut associer un processus fortement Mar-
kovien £Cq) = (Q, co s , (Xt) ; (9t) , (P^)) en posant

(1) Avec les notations et hypothèses introduites aux n° 2.1.1 et 2.1.2.

(2) Voir les n° 1.2.5 et 1.2.9.

(3) Les relations (2.1.2) et (2.1.9) suffisent alors à assurer l'unicité de SC
(voir le n° 2.0.9). ■

2.1.4.
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P,9 =£5x(1) si x^cp(R+) = (Xt(cp) 11 E RJ et pj,t, = e6t{cp)

pour chaque t E R + .

Choisissons alors (voir schéma ci-contre) deux ouverts U'
et U" de E et deux trajectoires biunivoques cpx et tp2 de Q
de telle sorte que :

1,4,6 n(Tp<T,}, T„(<Pi> -°u<9i> 1 = 1 . 2

X,^) = Xs(cp2) pour tout s < T00(91) = Tœ(cp2)

Xjtpj = XfJcpJ f 6 = X (f,) pour tout s
CD, CD9Les processus X 1 et X sont alors distincts et cependant les

relations (2.1.2) et (2.1.10) sont satisfaites.

Notons, toutefois que, si U = E , (2.1.2) et (2.1.10) déter-
minent X de façon unique.

REMARQUE 2 - Le théorème 2.1.4 permet de déterminer tous les
processus recollant X' et et sortant (Px P. S. pour chaque
xGEj) de U à l'instant Tœ (relation (2.1.10)). Il existe en
général aussi des processus recollant X' et 3C1' pour lesquels
la relation (2.1.10) n'est pas satisfaite ; autrement dit pour les-
quels avec probabilité > 0 des trajectoires peuvent sauter "transfi-
nkent"de U' à U" et de U" à U' . . .(2).

2.1.5-Démonstration du Théorème 2.1.4 : Unicité de la diffusion (Px)~
On va utiliser les théorèmes 1.1.1 et 1.2.6 de la première partie.

Définissons d'abord une diffusion (P,,1) de Es dans (Q, )
en posant pour chaque A E Fs et x E Es ,(1)0), est la trajectoire constante égale à x .

(2) Voir à ce sujet l'appendice 4 ci-dessous.

2.1.5
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(2.1.11) P* (A) = PX'(A) si x G U'

(2.1.12) Px (A) = PX'(A) si x £ U' .

Supposons alors que (Px ) soit une diffusion répondant à laquestion, et montrons d'abord que

(2.1.13) Px (9;'(A) / FT } = PXJ (A)n n 1 n
Px P. S

pour tout n>0, AG Fs et xGEj.

En effet, en vertu de la propriété de Markov de (Px) rela-tivement au temps d'arrêt Tn (théorème 2,0.3), il suffit de mon-trer que PX(A) = PX(A) pour tout A G Fs et x 6 Ej , ce qui ré-suite de (2.1,2) et de la définition de (Px) : en effet, soit A G F$ ;on a,

A(1{X0GU'}eFv et A fl {X0 ^ U1} G
en vertu de la définition de S et du théorème 1.4 de [4] ; donc,si par exemple x G U' ,

P, (A) = P, (A n (X0 G U'}) = P,(a^(A(l { X0 G U'}))

d'après le corollaire 2.4 de [4]

= PX'(A fl {X0G U'}) d'après (2.1.2)
= P,'(A) = PX(A).

En vertu de la propriété d'unicité dans le théorème 1.1.1, la
relation (2.1.13), jointe à la normalité de (P*) entraîne ainsi l'unicité
de (Px) sur la tribu V FT .

La relation (2.1.9), jointe à la relation FT(d = VFTn V Xr^tffPtientraîne ensuite l'unicité de (Px) sur la tribu FToo . Enfin, la
relation 2.1.10, jointe au fait que 3C est arrêté au sortir de U,
l'unicité sur la tribu F .

00

(1) Cette relation résulte du théorème 2.4 de [4] ; voir le n° 1.2.10.
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2.1.6 - Démonstration du théorème 2.1.4 : construction de la diffu-
sion (Px ) - On déduit des théorèmes 1.1.1^), 1.2.6 et 1.2.12
l'existence d'une diffusion normale (Px) de Es dans ( Q, Fœ )
vérifiant les relations (2.1.13), (2.1.9) et (2.1.10) ainsi que

1 (2.1.14) oc (P ) = P pour tout x E Es (2).
u

On va montrer que la diffusion (Px) ainsi définie répond à
la question. Pour cela, il reste à établir que (Px) possède la
propriété de Markov forte (M2) (n° 2.0. 1) et que la relation (2.1. 2)
est satisfaite, autrement dit, que

(2.1.15) O-o- ,(PX) = Px , et

(2.1.16) oCp. .(Px ) = P" pour tout xE Es .

T .a propriété de Markov sera établie au n° 2.1.7 ; montrons
ici (2.1.15) et (2.1.16) : >

3C' et étant supposés arrêtés au sortir de U' et UM
respectivement, on a ocau, (Pi) = Pi et «^.(P") = Pi' pour tout
xGEs . Il suffit donc de montrer que, pour tout xE Es ,I

I (2.1.17) PX(A) = Pi(A) pour tout A E Pa , , et

! (2.1.18) PX(A) = PL'(A) pour tout AEF, .u"

Pour cela, remarquons que la relation (2.1.13) avec n = 0
entraîne que Px coïncide avec Px sur la tribu Ês . Il en ré-
suite d'une part (2.1.17) pour x E U' et (2.1.18) pour x(É U1
par définition même de (Px) ; d'autre part (2.1.17) pour x $E U'
et (2.1.18) pour x ^ U " en vertu de la relation

a;1 (A) R (X0<£ U'} = a;x(A)n (X0£ U'} E F0 C Fs ,[a
u'é

üet de la relation analogue pour U

Il reste donc à montrer (2.1.18) pour x E U' fl UM . Soit), donc AG Fff> et x E U'fl U" . On a d'abord,la

(1) En posant Pxn = P,1 pour tout n ^ 1 et x E Es .

(2) (P„) est déterminée de façon unique par ces conditions ainsi qu'il résultedes théorèmes cités.

2.1.6
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(2.1.19) P,(An {a„. < cv» = PX(AR (cru. <S}) = P^A H { au. < S}) ,

puisque AH{cru.<S}EFs .

= P„'(Afl }) = p;'(Afl <o. «>,.}),
en vertu de l'hypothèse (2.1.1) (n° 2.1.2), puisque

ainsi qu'il résulte des théorèmes 1.3 et 1.4 de [4] .

Montrons enfin que PX(AR {a,,. ^o„.}) = PX'(A R (<V <?„,}).Pourcela, nous allons établir, plus généralement, que

(2.1.20) Px (BR { <V Gy,}) = PX'(B R {Ou-^o,,.}) pour tout B £ Frj ;

Il en résultera la relation cherchée, puisque, en vertu de(2.1.15) et (2.1.16), ouB ^ T2 , donc Fff(J. C .

Puisque FÎ2 = Fs VG^Fs) ([4] théorème 4.5), il suffit d'éta-blir (2.1.20) pour B E FÎ2 de la forme B1 R 0“1(B2) où BiEFjet B2£ Fs ,

On a alors, tenant compte de ce que a,j. = S Px P.S.,

d'après 2.1.13, puisque (c , > S} E Fs et que Px coïncide avec
P1 sur F- .

X O

par définition de (Px) , puisque xEU1 et que, d'après (2.1.15),
{X0E U'}C{XS £ U'} .

{°u">cv}' ^8i

en vertu de l'hypothèse (2.1.1), puisque, ainsi qu'il résulte des
théorèmes 1.3 et 1.4 de [4],

2. l. 6.
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D'où le résultat cherché d'après la propriété de Markov forte
du processus X" . La relation (2.1.2) est ainsi établie.

2.1.7 - Démonstration du théorème 2.1.4 : propriété' de Markov forte de
la diffusion (Px) - On va utiliser le théorème 1.3.1 en posant,
pour chaque n ^ 0 et x E E§ , S„ = aut si x G U1 et S* =
si x £ U> et en établissant successivement :

- La propriété de Markov par rapport aux temps, d'arrêt
•Tn(n ^1) ; puis aut et o^,.

- La propriété de Markov avant a(J. et avant auB .

a) Propriété' de Markov par rapport aux temps d’arrêt Tn (n >, 1 )
Pour tout n >, 1 , tout g G B( Q , Fœ ) et tout x G E s ,

(2.1.21) Ex{g0 0Tn / FTn} = Ex {g} Px P.S.n n i n

Supposons d'abord que g G B(Q, Vft ) ; pour n = 1 , (2.1.21)
résulte immédiatement du lemme 1.1.2.

Procédant par récurrence sur n, supposons que (2.1.21) est
satisfaite pour n = p , et montrons que

{f o ocTtp+i } = Ex {f o ’p+l
E,

p+i
{g}}

pour tout f G B(Q , Fœ) . Il suffit, en vertu du théorème 4.5 de[4] d'établir cette relation pour f de la forme fi 0 aTp. f2o0Tp où» FTp) et f2 G B(Q , FTl) :

E,(f o aTp+1. g o 0Tp+1) = Ex {fl0 aTp . f2 o 0Tp o aTp+1 . g o 0Tp+1 }
= E x {f 1 o aTp . f 2 o OC Tl o 0fp . go0Tlo 9 tp}

en vertu du lemme 4.2(n° 2.1.3) ;

de [4] et de la relation tp +i = Tp + Tx ° 0 Tp

= Ex { f i o (Zip • E,Tp{f2o aTl • g » 9Tl » ,

= Ex {f i o aTp .
O«♦H

CL
H aTl . EXTi{g}»

= Ex (fi o ocTp .
X 2 o OCji o *v-■ Ex {g}} ,

Ti 0 9^

2.1.7.
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d'après la propriété pour Tp , compte tenu de la relation 1 n(lemme 1.0.5) ; ,U,Î•) ;

= Ex {f o aTp+1. EXt {g » .

Pour passer ensuite au cas général où g GB(Q, f
suffit d'appliquer le théorème 1.2.9, alinéa 1/. > il

b) Propriété de Markov par rapport aux teups d’arrêt (X, etu’ ei o,„.Pour W = U' et W = UM , pour tout g E B(Q, F*) et tout xÇi

(2.1.22) Ex (g o0aw / =EV {g> Px P.S.
Pour établir cette relation, il suffit de montrer que

(2.1.23) Ex {f o at;w . g o 9«,w> = Ex (f 0 . Ex^ {g})
pour tout f E B( Q , F ) .

Cette relation est vérifiée pour W = U' et x E U' , W = tj11
et x ^ U' d'après a) ci-dessus puisqu'alors aw = Tx ; elle pegi
aussi pour x W car dans ce cas ow = 0 et,

Ex {f o a* . g o 9CTw> = f(cox) Ex {g}(1
= Ex{foaa<Ev {g}}.

Il reste donc à montrer (2.1.23) dans le cas où x E U' f) u"
et W = U" . Soit donc x E U1 f) UM ; on a d'abord :

f o . g o 9^. dPx = / f o aÎ2 . g o 9l2 dPx ,

puisque out = Px P. S. et que {o,,» ^•T1}C{au«= T2).

= f f » “t2 {g} dPx d'après a)J {au"»Ti}

= Afo aT2EXT2{g} dPx .

Montrons enfin que,

(1) Où wx E Q est telle que Xs(wx) = x pour tout s E R+ .

en

en

2.1.7. 2..
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(2.1.23) / f o a^. . g o 0au. dPx = / f o aa^ . E’^^g} dPx .
J{o-y . <a-y,} J{&u"<cru*}

Il suffit d'établir cette relation pour g de la forme gl0aCTiji. g2 o'B^
où gx, g G B( Q , Fœ ) :

fo(X<rU' ■ gl°a<ru. °0<V • g2 0
§»«

dPv

foOC— .g.o 0 O 0La : . g2 o 0CT , dP„ ,a[)H a U" U' z U*

d'après le lemme 4.2 de [4] et la relation

<°,.<au.>C{e .1 } .

ff ° av • ëi ° 0V ° -tg2> dP*J {CT., *<■<?..,}

su vertu de la relation (2.1.22) déjà établie pour W - U .

= ffSi» °avES,. <g2> dp"'
•'{cr[).<cr[),}

Puisque Px et Pi coïncident sur Fo-u. en vertu de 2.1.15 (n
2.1.6 ci-dessus).

ZL* ° VEvu.°%,,.(e*> dP»'

‘f* • a',-EV„. • Ev„.{g.» dp.’ .

V0j'’f‘-ii j 1e la. propriété de Markov forte de (Px') •

= Ft-oV \.E, (gl,a . E {g }} dP ,
J frr .<<r A U U U*

Encore

{<V<£v}
en vertu de la coïncidence de Px et Px sur a ,

f o «au- • EVuX {g} dPx ,

cause de la relation (2.1.22) déjà établie pour W = U' . D'où
,1<23) et (2.1.22).
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c) Propriété de Markoy avant out et On « ( 1 ) : Pour tout t
d'arrêt V de la famille (Ft+), tout x E Es -, et tout gE B(Qj p ^
(2.1.24) Ex{l{v<s*} g0 0V / Fy+} = 1{V<S*} Ex^ {g} Px jpÆ
Il suffit d'établir que,

(2.1.25) fl . g. 9, dP. = fl . E. (g) dP.
{v < «/{v < s*}

pour tout f 6B([î, Fy+) et tout g E B(Q , Fœ ) de la forme

g1 o a . g o 9 où gi , g2 E B(Q , F ) .si î

Or,

/ f • g1 o as
{v < s^}

• g, O üy dP

i f • Si o a dP

{v < s*}

d'après le caractère terminal de et le lemme 4.2 de [4] •

ri* < Si- 9,° v ■ E* | <g2> dp,
*/{v<s‘} 1

en vertu de b) ci-dessus, puisque 1{¥ < s*} f ^ B( Q , Fx) d'après les
théorème 1.4 et 3.4 de [4]. 1 1

f f • Si ° 9v° \ / Exct {g2> dP

[où Oy* = au, ou Oy* = Oy. , P* = Px' ou Px* = Px" , selon que x 6U1
ou x <£ U'] en vertu des relations (2.1.15) et (2.1.16) (n° 2.1.6)

f • Si o “v... >v Ex { g,} dP .

{v <0'u*}
(gj» dp;

d'après la propriété de Markov forte de (P*) .

(1) Voir n° 1.3.1, relation (1.3.3).
(2) Si = out si x G U' et = ou. si x ^ U" ; voir ci-dessus le début du

n° 2.1.7.

rel

tra:
a É

(2.

rép
1.2

(P,.
2.1

2.1.
stai

pro
1.4
dial
con

2.2.
thés

sigr
leui

E8
un

(2)
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D'où la relation (2.1.25), en vertu de b) ci-dessus et des
relations (2.1.15) et (2.1.16).

d) Compte tenu de b) et c) ci-dessus, le théorème 1.3.1 en-
traîne que, pour tout temps d'arrêt -V de la famille (Ft+) , tout
g G B( Q , Fœ ) et tout x G E s ,

(2.1.26) E„{l{l<Tjg„ 6, / F„> P. P.S.
Par ailleurs, la répartition conditionnelle n donnée étant une

répartition conditionnelle au sortir de U (n° 1.2.12), le théorème
1.2.12 [relation (1.2.2 8)] entraîne que,

la!t| p, p-s-

La propriété de Markov est ainsi établie, pour la diffusion
(P,) ; ce qui achève la démonstration de l'alinéa 1) du théorème
2.1.4 dans le cas des processus fortement Markovien.

2.1.8 - Fin de la démonstration du théorème 2.1.4 : cas des processus
standards - Sous les hypothèses faites, le caractère standard du
processus X construit ci-dessus résulte exactement du théorème
1.4.2. L'alinéa 2/ du théorème 2.1.4 étant une conséquence immé-diate du théorème 1.2.9, 2), et de l'unicité de la diffusion (P)
construite, le théorème 2.1.4 est ainsi complètement établi.

2. 2. - Recollement d'une suite croissante

de processus fortement Markoviens
arrêtés (D

2.2.1 - Existence du processus recolle - Avec les notations et hypo-thèses sur la fonction aléatoire X introduites au n° 2.1.1, on dé-
signe par (Un ) >x une suite croissante d'ouverts de E , par Uleur réunion et, pour chaque n 1 , par (P") une diffusion deEs dans ( Q, ) faisant du terme Xn = (Q , u)s , (Xt ) , (9t ) , (P"))un processus fortement Markovien à valeurs dans E(2) .

(1) Les structures communes ayant été reportées dans la première partie ,ce paragraphe est présenté de façon indépendante du précédent.(2) Voir le n° 2.0.1.

2.1.8, 2.2.1
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THEOREME - On suppose que, pour chaque n > 1 , le processusest arrêté au sortir de Un O'. Alors, la relation

(2.2.1) (æn+1) Un = SCn pour chaque ir^lM
est une condition nécessaire et suffisante pour qu' il existe au moins^lun processus fortement markovienX = ( Q, u)s , (Xt) , (0t) , (ï)|))arrêté au sortir de U = U Un et tel que :

n

(2.2.2) SC Un = Xn pour chaque n >, 1,

La condition est nécessaire à cause de la relation (2.0,6)(n° 2.0. 5). Pour établir qu'elle est suffisante (voir le théorème 2.1 4ci-dessus) introduisons :

2.2.2- La suite déterminante (°un) - Posons,(2.2.3)Tc = 0 et, pour chaque n ^ 1 Tn = a„ .

Alors :

LEMME - (Tn) est une suite déterminante terminale ayant les pro-
priétés suivantes :

(2.2.4) Tn + Tn+p o 0Tn = Tn+p pour tout n>0 et p>, 0 .

(2.2.5) XtJu))£ Un pour tout 1 n^.1 et wEQ.

(2.2.7) {Tn = T^} C { Tn = Oy} pour tout n 1 .

(2.2.8) Tœ 4: au et, si X est du type de Hunt Sy ^ Tœ .

Ces propriétés résultent immédiatement de la définition de
(Tn ) , du caractère terminal strict (4 ) des temps de sortie

, et
du lemme 2.0.9,

(1) Voir les n° 2.0.5 et 2.0.6.

(2) Il en existe en général plusieurs ; voir le n° 2.2.3.

(3) Voir le n° 2.0.1.

(4) Voir le n° 1.0.3, et [4] appendice 2.

2.2.2
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2.2.3 - Unicité du processus recolle' - Faisant intervenir la suite dé-
terminante (Tn ) (n° 2.2.2), énonçons le résultat plus complet sui-
vant dont le théorème 2.2.1 est une conséquense directe :

THEOREME (1) -On suppose que le processus 9Cn est arrêté au sor-
tir de Un , pour chaque n > 1 , et que la relation (2.2.1) est sa-
tisfaite. Alors :

1/Si 7i est une répartition conditionnelle de X au sortir de
U après (Tn ) réiie par (BT, MT)Tey et terminale, il existe une
diffusion (Px ) de Es dans (Q , Fœ ) et une seule telle que le
terne 3C = (Q , o)s , (Xt) , (9t) , (Px)) soit un processus fortement
mrkovien arrêté au sortir de U et que,

(2.2.2) = x" pour chaque n > 1

(2.2.9) px {xT e r / V ft > = 7t(., r ) px p.s.00
n "

pour tout x6 Ej et T G .

(2.2.10) Tœ = ou I? P.S. pour tout x E Es .

De plus, si la fonction aléatoire X est du type de Hunt, si
(BT, Mt)teî. est le mode de raccordement continu, et si 3C1 et SC"
sont des processus standards, il en est de même de 3C (2).

2/ Inversement, si 3C = (Q , oos , (Xt) , (9t) , (Px)) est un pro-
cessus fortement markovien arrêté au sortir de U vérif iant les
relations (2.2.2) et (2.2.10), il existe une répartition condition-
nelle n de X au sortir de U après (Tn ) réiie par (BT , MT)Tey
et terminale telle que la relation (2.2.9) soit satisfaite.

Il) Avec les notations et hypothèses introduites aux numéros 2.1.1 et 2.2.1
ci-dessus.

(2) Les relations (2.2.2) et (2.2.9) suffisent alors à assurer l'unicité de SC(voir le n° 2.0. 9).
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REMARQUE - On pourrait énoncer ici des remarques très analoguesaux remarques 1 et 2 qui suivent le théorème 2.1.4.

Notons seulement que, si U = E , les relations (2.2.2) et(2.2.10)déterminent le processus X de façon unique.

2.2.4 - Démonstration du théorème 2.2.3 : Unicité de la diffusion (P)-On va utiliser les théorèmes 1.1.1 et 1.2.6 de la première partie,Supposons que (Px ) soit une diffusion répondant à la question. Ona d'abord

(2.2.11) R piH / Ft } = Pxn+1(A) P P.S.
n 'n ATn x

pour tout n 0 , A G FT +i , et x G Es .

En effet, cette relation résulte de la propriété de Markovforte de (Px ) , et du fait que les mesures Pxn+1 et Px coïncident
sur la tribu FT + en vertu de la relation (2.2.2).

L'unicité de (Px ) sur la tribu V FT résulte alors delà
propriété d'unicité du théorème 1.1.1 (où Sn = Tn = a„ pour tout

1) et de la relation (2.2.11), jointe à la normalité de (P,).
La relation (2.2.9), jointe à la relation FTœ = V FT VXj*(diS8),entraîne ensuite l'unicité de (Px ) sur la tribu " FT ; enfin, la
relation (2.2.10) et le fait que X soit arrêté au sortir de U,
sur la tribu Fœ .

2.2.5 - Démonstration du théorème 2.2.3 : construction de la diffu.
sion (IJ )- On déduit des théorèmes 1.1.1, 1.2.6- et 1.2.12 l'exis-
tence d'une diffusion normale (1^ ) de Es dans (Q, Fm ) véri-
fiant les relations (2.2.11), (2.2.9) et (2.2.10) ainsi que

(2.2.12) a (P ) = pour tout x G Es .
u

On va montrer que la diffusion (Px ) ainsi définie répond à
la question. Pour cela, il reste à établir que (P ) possède la
propriété de Markov forte (M2) (n° 2.0.1) et que la relation (2.2.2)
est satisfaite, autrement dit, puisque Xn est arrêté à l'instant
Tn , que, pour tout x G Eg et n^l,

(2.2.13) Px (A) = P^n(A) pour tout AGF,

2.2.4, 2.2.5.



RECOLLEMENTS DE PROCESSUS DE MARKOV 341

La propriété de Markov sera établie au n° 2.2.6 ; montrons
I ici (2.2.13) : la relation (2.2.11) pour n = 0 entraîne d'abord la

relation (2.2.13) pour n = 1 . Procédons ensuite par récurrence
sur n : supposant (2.2.13) satisfaite pour n = p , il suffit, en
vertu du théorème 4.5 de [4] et de la relation Tp+1= Tp + Tp+1 0 0T ,

de montrer que Px (A) = PP+1(A) pour tout A de la forme

AAs^A,) où A>è p" et A26FVl.
Or,

P^ne^Aj)) =/ P (du) PxPT+1(<u) (A2) d'après (2.2.11).
*i p

-! p^idu) p;;1 <a2) ,Ai p‘

d'après l'hypothèse de récurrence ;

I àf Pp+1(doo) pf1 (A2)
Ax * V*0

en vertu de la relation de cohérence (2.2.1) ; d'où le résultat en
5

vertu de la propriété de Markov forte de (Pp+1) .it

I.

f,
Igjj

2.2.6 - Démonstration du théorème 2.2.3 : propriété de Markov forte
de la diffusion (Px) - On va utiliser le théorème 1.3.1 en posant,
pour chaque n >y 1 , S* = Tn , et en établissant successivement :

La propriété de Markov par rapport aux temps d'arrêt Tn ,
puis la propriété de Markov avant Tn (n 1 ) .

a) Propriété de Markov par rapport aux temps d’arrêt T„(n » 1) :Pour tout n ^ 1 , tout g G B(Q, F,,,) et x G Es ,

(2-2.14) E„ { g o 0Tn / FTn} =EXTn{g} Px P. S.à

la Pour g G U B(Q , Ft ) , donc aussi pour g G B(Q , VF.),2) p p p p

I 8.2 .14) résulte de la propriété de Markov des diffusions (JPX) et4e(2.2.13). On passe ensuite au cas général où g G B( S, Fa ) en
eppliquant le théorème 1.2.9, alinéa 1).

2.2.6.
7
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b) Propriété de Markov avant T„ (n>l)(l) ; Pour tout teinnsd'aPP^f V Ha la famille» (F. 1 trmt v cr. tn . . _ . <
.

*

a r / ' / • A v *** vv p*
ut11 ^npl'arrêt V de la famille (Ft+), tout x € Es , tout n » 1 et toi, ig G B(Q, Ft ) , 1

(2.2.15) Ex <l{v<Tn} g o 0¥ / Fv+} = l{y<Tn} EXTn{g} Px P.S.
Il suffit, en vertu du théorème 4.5 de [4] d'établir que,

(2.2.16) f î . go 0V dPx = fî . E, {g}dRJ{*<T,} */ {v <t„} V

pour tout f £B(!Î, Fv+ ) et tout geB(Q, pj de la forme

gl0 aTn. g2 o 0Tn où gx , g2 E B(Q, FJ .

Or,

I f . gl0 aT o 9y . g2 o 0T o 9V dl^^ {v<Tn}

! f f ■ «»• 9.» “t. • g,. 9t dP, ,

d'après le caractère terminal de Tn et le lemme 4.2 de [4] ;

= / f . gl0 9vo aTn . EXTn(g2> dP, ,J {v<Tn}

en vertu de a) ci-dessus, puisque 1{V<Tj f e B ( Q , FTfi ) d'après
les théorèmes 1.4 et 3.4 de [4] .

= / f • gl» CD o «

-/{v<Tn}
d'après la coïncidence de FJ et Pxn sur

OrHtuoII

aTn 0 9V • Ex.
‘/{v<Tn>

-ff • e; { gAo aTn . E
J {y <Jn)

d'après la propriété de Markov forte de (Pxn) et le théorème 2.0.c

(1) Voir le n° 1.3.1, relation (1.3.3).

2.

PÊ
fo
to

al
ex

2. 2. 6. 2.
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! f . E {g} dPx
<v<Tn}

en vertu de a) ci-dessus et de la coïncidence de P et P" sur

FTn . D'où (2.2.16) et (2.2.15).

c) Compte tenu de a) et b) ci-dessus, le théorème 1.3.1 en-
traîne que, pour tout temps d'arrêt V de la famille (Ft+ ) , tout
g G B( Q, Fa, ) et tout x E E s ,

(2.2.17) E, g „ 9, / P,.} = 1{,<U E,, (g) P, P. S.

Par ailleurs, la répartition conditionnelle n donnée étant
une répartition conditionnelle au sortir de U (n° 1.2.12), le théo-
rème 1.2.12 [relation (1.2.28)] entraîne que,

P, P. S.

La propriété de Markov forte est ainsi établie pour la diffusion
(Px) ; ce qui achève la démonstration de l'alinéa 1) du théorème
2.2.3 dans le cas des processus fortement markoviens.

2.2.7 - Fin de la démonstration du theorèue 2.2.3 ; cas des processus
standarts - Sous les hypothèses faites, le caractère standard du
processus X construit ci-dessus résulte exactement du théorème
1.4,2. L'alinéa 2) du théorème 2.2.3 étant une conséquence immé-
diate du théorème 1.2.9, 2), et de l'unicité de la diffusion (Px )
construite, le théorème 2.2.3 est ainsi complètement établi.

2.2.8 - Cas ou X est une fonction aléatoire non interrompue - On
peut appliquer les théorèmes 2.1.4 et 2.2.3 au cas où X est une
fonction aléatoire non interrompue (pour laquelle oE(w) = +ao pour
tout oG Q , a) / u8) , en particulier au cas où X est la fonction
aléatoire typique continue à droite non interrompue (n° 1.0.7
exemple A')).

On notera cependant que ces fonctions aléatoires non inter-
rompues ne peuvent pas être du type de Hunt si elles ont la pro-
priété complète de raccordement (voir la remarque 1 de n° 1.0.7)et que le théorème 2.2.3 est faux lorsque X ne possède pas la
propriété complète de raccordement ainsi que le montre l'exemple

2.2.7, 2.2.8.
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suivant : prenant pour E un ouvert relativement compact de R",et, pour chaque n , supposant que Un C E , et prenant pour £"le processus standard déduit du mouvement Brownien par arrêtau sortir de U , le processus standard X que fournit le théo-rëme 2.2.3 est le processus induit sur E par le mouvementBrownien sur R "'H'. Le processus X n'est pas non interrompu,ce qui entraîne que l'énoncé du théorème 2.2.3 est faux si on prendpour X la fonction aléatoire typique continue non interrompue àvaleurs dans E , fonction aléatoire qui ne possède pas la propriétécomplète de raccordement.

2. 3. - Recollement d'une suite quelconque
de processus fortement Markoviens
arrêtés. (2)

2.3.1— Existence et unicité du processus recolle - Avec les notations,et en plus des hypothèses sur la fonction aléatoire X introduites au
n° 2.1.1, on suppose que X est du type de Hunt, admet le mode de
raccordement continu, et possédé une famille (mt) d'opérateurs demeur-
tre (2). On désigne par (U^L e .(3) un recouvrement ouvert dénom-
brable de l'espace B.C.D E , et, pour chaque iG N, par (P‘)
une diffusion de Es dans (Q, Fœ) faisant du terme

Xi= (Q , ü)s , (Xt) , (9t) , (P/))
un processus standard.

THEOREME - On suppose que, pour chaque i G N , le processus
est arrêté au sortir de . Alors, la relation

(2.3.1) Xfvin uj = xJUi 0
pour ‘tout (i , j) G N x N tel que IL fl XL ^ 0(4) est une COndi-
tion nécessaire et suffisante pour qu'il existe un processus standard
X = (Q , ws , (Xt) , (9t) , (Px )) tel que

(1) Voir le lemme 2.4.4.

(2) Voir le n° 1.0.1 et la remarque finale du n° 2.3.4.

(3) N désigne l'ensemble des entiers 1 .

(4) Si (1 Uj = 0 la relation 3C{Ui ^ est toujours vérifié.

2.3. 1
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(2.3.2) SCCTUt = SCi pour tout i G N .

le processus X est alors unique.

Compte tenu du théorème 2.2.3, ce théorème résulte du
lemme ci-dessous qui permet, par récurence sur n , de^ cons-
truire pour chaque entier n 1 , un processus standard Xn , ar-
rêté au sortir de Un = U UK et tel que X*'3* = SCk pour tout k ^ n .

K = 1

2.3.2- LEMME - Dans la situation du théorème 2.3.1, on suppose
quela relation (2.3.1) est satisfaite. Alors, il existe un processus
standard X= (Q, U)§ , (Xt) , (9t) , (Px)) , et un seul, arrêté au sor-
tir de U = Ui U U2 , et tel que

(2.3.3) X*"1 =9Ci pour i = 1,2

(2.3.4) æ°’unuk = ackunuk pour tout k 3 .

2.3.3- Afin d'établir le lemme 2.3.2, introduisons les notations
suivantes : d'une part, si W est un ouvert de E , on désigne
par (T*) la suite déterminante des temps de sortie alternatifs de
U' = Ui fl W et U" = U2 fl W définie au n° 2.1.3 ; et on pose

cw = btw n n{Tw < tJ>.
® p r

En particulier, on pose Tn = et C = CE . D'autre part,
soient 7t une répartition conditionnelle de X au sortir deU = Ux U U2 , après (Tn) , régie par le mode continu et terminale,
et Xn= ( Q, cos , (Xt) ,, (9t) , (Px)) l'unique processus standard
arrêté au sortir de U, réparti par n après (T ),U) et tel que

(i = 1,2).

La diffusion de Es dans ( Q, V FT ) induite sur V FT par
n 'n p 1 n

la diffusion (P^) du processus 3Cn ne dépend pas de n . On
désigne par (Px) cette diffusion.

De plus, si W est un ouvert de E , on désigne par nw

(1) Voir le n° 2.1.4.

2.3,2, 2.3.3
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une répartition conditionnelle de X au sortir de U après (Tj)régie par le mode continu et terminale répartissant le processusSC£wnu après (T*) .

Enfin, on désigne, pour chaque entier k > 3 , par 7tk(resp i)une répartition conditionnelle au sortir de U (resp U Uk) après(Tn) (resp (T“k ) ) régie par le mode de raccordement continu etterminale répartissant après (Tn ) ( resp ( T„k ) ) le processus£Cku (resp £Ckun Uk ) . On va alors établir les deux lemmes suivantsqui précisent les propriétés requises des termes ainsi introduits :

2.3. 4 - LEMME - D' une part, pour tout ouvert W de

(2.3.5) Tn - Tn a (?w » et ,

(2.3.6) Cw C {T^ = Tn < aw} pour tout n > 0 .

(2.3.7) Cwn — cw n Cw, pour tout ouvert W' de E

(2.3. 8) q;î(cw) c n e;J(cw) pour tout n ^ 0 .

p^n

(2.:L 9) A G V F, :
n *0

e V f.w
n 1 n

D'autre part,

(2.:L 10) c = u u a;\(cÜB .

k >3 n >0 n

En effet :

a) La relation T* = Tn a aw s'établit par récurrence sur n :

Compte tenu de la relation crUinw= c^-a ctw , on a d'abord, par dé-
finition même de Tx (n° 2.1.3), T* = Tx a cw • Supposons ensuite
que T* = Tn a e* montrons que T"+1 = Tn+1 a : on a

T*+1(oj) = Tnw(co) + Tw1(0tw(oo)) ;

par conséquent

- ou bien Tn(w) aw (w ) ; alors Tnw(cu) =aw(u>), donc
Xo(0tW m = x;.&) <£w ; donc T*(0t. (u>)) = 0 , et

= T*(m) = T„(u) Aa, (u) .

2.3.4.



RECOLLEMENTS DE PROCESSUS DE MARKOV 347

- ou bien Tn(u)) <aw(co) ; alors T*(w) = Tn(w) et

X (0 w (0))) = X (w) G W ; donc,
n

- si XTn(ü>)£u, on a = 0 et
fju) = Tj(w) = Tn(u>) A = Tn+1(u>) a crw(w) .

- si XTn(co) G Ujl , on a,

TÎ(eTn(a>)) =oüinw (0Tn(a))) = ^(0^(0))) A aw(0Tn (w)),
donc

Tj+1(o)) = [Tn(w) + T1(0Xn(co))] A [T„(u>) + aw(0Tf|(w))]

| Tn+1(oo) a crw(u))
d'après le caractère terminal de aw .

- enfin, si XT (oo) £ U1 , une vérification analogue
donne le résultat ; d’où la relation (2.3.5), et, comme conséquense
immédiate, la relation (2.3.6).

b) La relation (2.3.7) résulte directement de (2.3.6) et de
Tjrn*'_ t* a ow, = T*'a °w (n entier > 0) qui est une conséquense
de (2.3.5).

La relation (2.3.8) réclame aussi une simple vérification à
partir des définitions, en utilisant la relation (2.3.5) ainsi que la
relation (2.1.4) (lemme 2.1.3) appliquée à la suite (T*).

c) Pour établir la relation (2.3.9), introduisons l'opérateur
de meurtre mTw à l'instant Tœ" : partant de la famille (!mt)*

d'opérateurs de meurtre dont X est supposée pourvue (’n° 2.3,• 1),e

posons, pour chaque oo G fi, mT w (co) = mT£l(i)) (<n) si rp WJ-00 (U) ) < oo ,, et
nufw) = w 8Â si T*(w) = +œ . On a, par définition de (mt) ,

X (mTw(w)) = X,(u>)5 '00 s
si s < T^(u>) *

et

Xs(m W(w) = ô
*00

si s > T"(oj)
ic

Remarquons d'abord que l'application mTw de fi dans fi
ainsi définie est mesurable de (!fi, V F.,) dans (fi , FJ ;en ef-

fet, il suffit de montrer que, pour tout f £(BS ,
et s >- 0 ,

fl

2.3.4.
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mii({xs e r» e VF w ;
'oo n 1 n

ce qui résulte de (2.3.11), puisque T* est V F w-mesurable." n

Montrons ensuite que,

(2.3.12) A G V FT => m:J (A fl Cw) = A fl Cw .
n n oo

La relation (2.3.9) cherchée en résultera, puisque A fl 0,6F
,Pour cela, désignons par R”w la relation d'équivalence sur Qdéfinie par,

(2.3.13) u) ~io ' (R- )<;==> TU)1) = (oo) et Xs(oo') = Xs(oo)*00

pour tout s < T*(oo) , et montrons d'abord que, si u 6 Q, u' Çj]et A G V FTn ,

(2.3.14) w6 A (IC, et oo ' ~ oo (R“w ) => oo ' E A fl Cw .*00

En effet, soit (D l'ensemble des A E Fq, satisfaisant la relation(2.3.14)pour tout ( oo, w')EQ x Q. (§> est une tribu ; il suffit donc
de montrer que FTn C (6 pour tout n > 0 , ce qui résulte du co-
rollaire 1 du théorème 1.3 et du théorème 1.4 de [4], et du fait
que C,C Ct = C (relation (2.3.7) ci-dessus établie).

Il reste à déduire (2.3.12) de (2.3.14) : soit donc

A E V FTn , oo E Q et oo ' = m w (w ) .0 'oo

Si w E A fl Cw , on a Xs(oo) = Xs(oo') pour tout s < T^(oo) ; donc,
compte tenu de ce que oo E Cw , Tw(oo') = Tw(oo) pour tout p ; donc
aussi Tœw(co ' ) = Tjj'(oo) et finalement, ou' ~ oo(R"w) , d'où oo'EAflC,
d'après (2.3.14). Inversement, supposons que oo ' E A fl Cw ; on a

X w, , (W) = ô , donc T^(oo') < oE(oo') $ T^(oo) ;

d'où T"(oo') = Tpw(oo) pour tout p , d'après le corollaire 1 du théo-
rème 1.3 de [4] ; et aussi T^(oo') = T"(oo) ; et finalement oo'(R „)
d'où wEAfl Cw d'après (2.3.14), et la relation (2.3.9)

d) Enfin, la relation (2.3.10) résulte de ce que (U*) est un
recouvrement de E , et de ce que, compte tenu du caractère isolé
de ô ,

2.3.4.
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u> G C et (U>) G Up ==?> 3n > 0 , 0Tn(w) G CUp ;
et,

a) G C => x; (w) G E
00

REMARQUE - C'est seulement pour établir la relation (2.3. 9) qu'est
utilisée, dans la démonstration du théorème 2.3.1, l'hypothèse de
l'existence d'une famille d'opérateurs de meurtre pour X . Cette
hypothèse interdit d'appliquer le théorème 2.3.1 au cas d'une fonc-
tion aléatoire non interrompue ; interdiction qui résulte aussi de ce
qu'une fonction aléatoire non interrompue ne peut être du type de
Hunt si elle possède la propriété complète de raccordement (voir
à ce sujet le n° 2.2.8 ci-dessus).

2.3.5 - LEMME - pour tout k>3 et x G Es , d'une part,

(2.3.15) Pk(A) = P,(A) pour tout A G V Fük .* x n 'n

D'autre part, pour tout r G fôs ,

(2.3.16) ii ( ., F ) = 7tuk ( ., T ) P, P. S. sur CUk
pour toute répartition conditionnelle n au sortir de U après
(Tn) régie par le mode de raccordement continu et terminale.

(2.3.17) Ttk( . , T ) = 7ik( . , T ) IJ P. S. sur CUk

(2.3.18) ,7th( ., T ) = 7tk( T ) Px P. S. sur n Uh

pour tout h > 3 .

En effet :

a) Pour établir la relation (2.3.15), désignons par (IJ-) une
diffusion de Es dans ( Q , ) , faisant du terme

æ' = (Q , co8 , (Xt) , (9t) (P„'))
un processus standard tel que 9CŒ[>i = (i = 1,2) (une telle diffu-
sion (Px') existe en vertu du théorème 2.1.4 et prolonge (Px )) ;
et posons, pour chaque x G Es ,

(P, ) et p; = (p;
uLn u

2.3.5.
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autrement dit (n° 2.0.6), (Px') et (ï^f) sont les diffusions desprocessus £C'trUknü et £Ck°Uknu respectivement. Il résulte^alors del'hypothèse de compatibilité de SCk et SD , £Ck et X2 (relation(2.3.1)), que,

(2.3.19) aa (PJ) = aCT (Px) pour i = 1,2 .ukn ut uknui *

Remarquant alors que, pour chaque ^n, Tnk < a„ niJ , donc aussi queV FtU. C F , on a, si A E V FtU. , d'une kpartn T„k aULn U n TUk r

P, (A) = PX'(A) = Ï^"(A) et Pxk(A) = F*(A)

puisque A = a" (A) ; et, d'autre part,
ukn u

ÏV (A) = Px (A)
à cause de la relation (2.3.19), puisque, ainsi qu'on l'a montré au
n° 2.1.5, les diffusions (oc o-Uknu. (P»1)) i = 1,2 (resp (ao-Uknui(P,k))i = l,2) déterminent entièrement (PL) et (Pk) sur la tribu VF..

n Tuk ’
'n

D'où la relation (2.3.15).

b) Pour montrer (2.3.16), il suffit de vérifier que

f*(., n dpx = fitUk(.,J Cy n A JCm I) A
dP.

pour tout A E V Ft . Or,
n "

At( ., r ) dPx = Pxw (Cy n A (1 {X Too E r>) ,

JcUkna

puisque Xn est réparti par n (n° 2.3.3 et 2.1.4) après (TJ;

= p:(cUk n a n {xiUk et»
00

à cause de (2.3.6). (Lemme 2.3.4) ;

= pf (cUk n A n (xTuk e r»
[où Px = a<r0knu (P’)l puisque CUk f) A (1 {X^ E H € , en
vertu de (2.3.6) et (2.3.9) ;

= ( ., T ) dP? = /Vk ( . , T ) dPx ,

Uk ■Uk'
encore d'après (2.3.9), puisque V F Uk C Faun T k
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c) De même, pour montrer (2.3.17), il suffit de vérifier que

Ak( ., T ) dPx 7tk(., D dPx
J Cy^n* JeU(<nA

pour tout A6 Vf| . Or, en posant encore P* = <xa (P*) ,
n n uknU

I 7Xk ( . , r ) dPx = t nk{.3 T) dPx
c„, ha Je,,, n at-uk"* ° '"Uk

à cause de (2.3.9) et (2.3.15) ;

/ . , r ) dPi: ,

CukOA

puisque, à cause de (2.3.9), rck ( . , T )lc n* est tnu _mesura^-*-e •

= px(cUk n A fl {xTuk e r»
Pur définition de Ttk (n° 2.3.3) ;

= #:tcu n A n (xTUk e r»x uk œ

Px = aau(P^), puisque Px = aCTu nu (Px) et que
H A fl { XTuk e D G Fc

d’après (2.3.6) ;

uknu

= n A H (XT G r»

r) dPx

Par définition de

(., r ) dP^
«k

%
^C„. n*

Puisque, d'après (2.3. 9), 'Jrk( . , T ) 1,donc ^ -mesurable.
Uk

est F_ - mesurable,
Uk nu

■f 7t„(., r) dPx

Cause de (2.3. 9) et (2.3.15).

2.3.5.
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d) Enfin, pour montrer (2.3.18), il suffit d'établir que,

Ak( - , H dPx = f 7tk( ., r ) dPxJ cuknuh°A J cukn uhnA

pour tout A G V Ft .

Pour cela, posons, pour chaque i 3 et j £.3,

P*’ ] = (Px ) ;
n üj nu

en vertu de l'hypothèse de compatibilité de SE* et SCj (relation(2.3.1)), on a,

Pi’j = Pjif U ^ 3 , j >3).
Soit alors A G V Ffn* ; on a, en posant W =Uh (1 Uk ,

M-, r) dPx =/ uh (., r ) dPx ,

/ Cu, OA
h

'Cu, OA

d'après (2.3.9) et (2.3.15) ;

= r)dp; [où p£ =.a„u(p“)J cwn*

comme ci-dessus] , puisque 7th( . , T) lc nA est F0.(j-mesurable
d'après (2.3. 9).

= pxh(cw n a n {xTœ g r>),
par définition de ith (n° 2.3.3) ;

= PX(CW R A fl { XTw G T)) d'après (2.3.6)

= PÜ’k(Cw n A fl {XTw Gr» ,

puisque, d'après (2.3.9), Cw fl A f) (XtW G T} C V Fw C ïtwnu •

D'où la relation (2.3.18), compte tenu de (2.3.19).

2.3.5.



RECOLLEMENTS DE PROCESSUS DE MARKOV 353

2.3.6 - Démonstration du lemne 2.3.2 - Définissons une application v
de C = BÎ_ fl 0 (T0 < T») dans l'ensemble des entiers £.3 en po-

P P

sant, pour chaque U) G C ,

v(w) = inf {k | k entier ^3 et 3n 0 0^ (u))€E CUk> »

v est bien défini d'après la relation (2.3.10) ; et on a,

(2.3.20) C = U {v = h} et {v = h} C U 9t1(Cu ) pour tout h >0
h>3 n n h

(2.3.21) {v = h} c e;1({ v =1 n
h}) pour tout n ^ 0 et h > 3 .

(2.3.22) {v= h}e v
n K pour tout h > 3 .

Ces relations réclament de simples vérifications, compte tenu
de (2.3.10) pour (2.3.20), de (2.1.4) (lemme 2.1.3) et (1.2.3) (n°
1.2.1 et lemme 1.2.3) pour (2.3.21), et de (1.0.7) (lemme 1.0.5)
pour (2.3.22).

a) Unicité du processus X - Soit n une répartition condition-
nelle de X au sortir de U après (Tn) régie par le mode
continu et terminale telle que le processus Xn (n° 2.3.3) réponde
à la question, c'est-à-dire vérifie (en plus de (2.3.3)) la relation
(2.3.4).

Pour chaque k >/3 , x£ Es et T G (B s , on a,

71 ( . , T ) = TCuk( . , r ) P„ P. S

sur C„k d'après le lemme 2.3.5, relation (2.3.16) ;

7ïUk( r ) = 7tk( . , T ) P, P. S
en vertu de l'hypothèse £E^Uknu = <£^Uknu ;

nk( ., T ) = nk( ., T ) P, P. S sur C Uk

d'après le lemme 2.3.5, relation (2.3.17). Ainsi :

(2.3.23) Tl ( . , T ) = 7tk( ., T ) P„ P. S. sur C„k .

Compte tenu du caractère terminal de 7t et Tt. , on en dé-duit que,

2,3.6.
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(2.3.24) tc( . , T ) = 7tk( ., T ) Px P. S sur U^(CUk)(1).
D'où l'unicité cherchée, en vertu de (2.3.10).

De plus, en vertu de (2.3.20), on a

(2.3.25) 7t ( ., T ) = nk ( ., T ) Px P. S sur {v = k}.

b) Construction du processus X - La relation (2.3,25) permetde définir n comme suit : pour 0) G Q et TG

7t(u) ,r ) = ir(ô) si w <£ Bct ,1 00

7t(0), r) = lr(XT (00))
00

si 0) G Bt n
00

U {T < T } , etp

7t(w, r ) = Ttk(w,r ) si U) G{v =k> , pour chaque k ^ 3
,

Compte tenu des relations (2.3.21) et (2.3.22), 71 ainsi définieest une répartition conditionnelle de X au sortir de U après(Tn ) régie par le mode de raccordement continu et terminale. Po-
sons X=3Cn, et montrons que 9C vérifie la relation (2.3.4).

En vertu de la relation (2.3.15) (Lemme 2.3.5), ilsuffitde
montrer que, pour chaque x G Es , rG(0s et k > 3 ,

7ïUk ( . , T ) = nk ( . , T ) Px P. S sur C„ (2).
Ou encore, compte tenu des relations (2.3.16) et (2.3.17) du

lemme 2.3.5, que,

(2.3.26) 7t( ., T ) = Kk( ., T ) Px P. S sur C0 ;

ou enfin, par définition de n , que pour chaque h > 3 ,

(2.3.27) \( ., T ) =TXk( ., T ) Px P. S sur C^fl^h).
Or, d'après la relation (2.3.18),

(1) En effet, ) fl (ti(. ,F ) + nk(. ,T )}) =
en vertu du caractère terminal de n et

px(e^(cUk n{7i(.,r)
î*

= ex{P (cu n {it(.,r)^k("r)})ATn uk

d'après la propriété de Markov de 3C„ ; d'où la relation (2.3.24), puisque
(2.3.23) est satisfaite pour tout xG Es .

(2) Si u^È C# , on a TCUk(u , T) = Ttk(w , T) par définition.

2.3.6.
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> r ) = nk (., r ) px p. s sur

donc aussi, en vertu du caractère terminal de

7ih (., r ) = 7ik(., r ) px p. s sur

Cuknuh ;

et Tiy ,

D'où le résultat cherché, puisque, d'après les relations (2.3.7) et
(2.3.20), C„ H {V = h} C U 0^(CUi<nüh)).K n n K n

Le lemme 2.3 est établi, ainsi que le théorème 2.3.1.

1 4. - Recollement de processus

fortement markoviens continus

Dans ce paragraphe, on retrouve, dans le cas des procès-
sus fortement markoviens continus, la situation de recollement qui
intervient en théorie des faisceaux (voir le théorème 2.4.6). Ce
résultat est obtenu, grâce au caractère continu, en utilisant la no-
tion de processus induit sur un ouvert y*', (et non plus celle des pro-
cessus arrêté au sortir d'un ouvert qui intervenait dans les para-
graphes précédents) ce qui permet de partir, comme données, de
processus prenant leurs valeurs dans des ouverts formant un recou-
vrement de l'espace total E (et non plus de processus à valeurs
dans l'espace E tout entier, arrêtés au sortir de ces ouverts).

Le théorème fondamental s'énonce comme suit :

2.4.2 - THEOREME - Soient E un espace B.C.D.^)^ (E*)^
un recouvrement ouvert (quelconque) de E , et, pour chaque i G I
un processus fortement markovien continu (3) Xi à valeurs dans Et.
On suppose que, pour tout (i , j) G I x I tel que E* fl Ej 0 0 , Zes
processus SCiEtnEi et £CJ1,0Ei induits (Il sur Ef fl Ej par X{ et
SCj sont équivalents (4). Alors, il existe un processus fortement mar-
kovien continu X a valeurs dans E , et un seul à une équivalence

(1) Voir le n° 2.0.7.
(2) Voir le n° 1.0.6.
(3) Voir les n° 2.0.1 et 2.0.2.
(4) Voir le n° 2.0.4.

2.4.1
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près, tel que, pour chaque i 6 I , le processus
sur Ej soit équivalent au processus 9Ci.

2.4.3 - Fixons, pour la suite de ce numéro, les notations suivantes:
1/ On désigne par X = ( Q, w? , (Xt)) la fonction aléatoiretypique continue à valeurs dans E'-*-) , par (9t ) et (oct) ses fa.milles d'opérateurs de translation et d'arrêt, et, pour chaque ou-vert E' de E, par CîiE'* le sous-ensemble de Q formé des wGQtels que Xt(u)) G E' U {6} pour tout t GRt . X*E 1 = (Q,E'1, ü)8, (Xt))est alors la fonction aléatoire typique continue à valeurs dans E1,et les restrictions à Q4 ’ de (9t ) et (oct) (restrictions qui sontencore notées (9t) et (oct)) ses familles d'opérateurs de transla-tion et d'arrêt(2).

Pour chaque t G [0 , + co ] , on note Ft*E,) la tribu Ftx'E 1sur Q<e,> ; et Ft la tribu Ftx .

Pour chaque ouvert U de E , on note Ou le temps desortie de U pour X . Si UC E' , et (jüGQ<e,> , on a

a j‘E } (<») ) = oü (w) ;

ce qui permet de noter aw le temps de sortie de U pour X^'1,
2/ Si E' et E" sont des ouverts de E tels que E" C E',on note î>E»E« l'injection canonique de Q,E"' dans QtE'* (Xto $E.E,i = X,pour tout t G RJ et par

définie par,
Ye«e. l'application de Q‘e'» dans

Xt('?E.E. (w)) = Xt(co) si t < crE,((jj) et

Xt(ŸE.E. (w)) = ô si t aE,(w) [t G R + , co GQ‘e,)] .

Pour chaque t G R+, <J>E,E. (resp ¥E.E.) est une
rable de (Q<E"’, F^"’) dans (QIE,|( (resp
dans ( Q*E***, FEE ’)) . De plus,

application
de (

mesu-

ïf1)

£CEi induit par SC

(1) Voir le n° 1.0.7.

(2) X<E'’ et X ont le même cimetière ô.



RECOLLEMENTS DE PROCESSUS DE MARKOV 357(2,4.1)YE,E,($E,E, (üo")) =o)" pour tout w" G SÎ,E *
3) On désigne, pour chaque ouvert E' de E , par CHE.

l'ensemble des processus fortement markoviens continus à valeurs
dans E' admettant XlE 1 comme fonction aléatoire, et par &E.
le sous-ensemble de ŒE, formé des processus SC G 3tlE. pour
lesquels il existe un ouvert U de E tel que U C E'U) et
æ*u = pp».

Enfin, si E' et E" sont des ouverts de E tels que
E" C E' , on désigne par AE«E. l'application de 3T<1E, dans DEE.
qui à chaque SC G CTIE, fait correspondre le processus canonique
continu associé au processus SCE" induit par SC sur E" [ autre-
ment dit (voir les n° 2.0.4 et 2.0.7) AE„E. (SC) = kc(SCE') pour tout
ïG3HEi]. Si E'" est un ouvert de E tel que E"' C E" ,

A,O E "E ' •

2.4.4 - La démonstration du théorème 2.4.2 va reposer sur le
théorème 2.3.1, et sur le lemme suivant qui permet de relever sur
E un processus sur un ouvert E' de E arrêté au sortir de
l'ouvert U dès que U C E' :

LEMME - Pour tout couple E' , E" d'ouverts de E tels que
E" C E'

, il existe une application pE.E» de ÛiE. dans C3SE. et
une seule telle que, pour tout ouvert U de E tel que U C E" ,

(2.4.2)

PE.E„(SC" u) est arrêté au sortir de U , pour tout SC" G JTLE. ; de
plus,(2.4.3)pE,E.( IAe.e. (SC')fu ) =SC,CTu pour tout SC'G 0HE.,

Enfin, si E'" est un ouvert de E tel que E'" C E" ,

(2.4.4)

En effet :

(1) U désigne la fermeture de U dans E
(2) Voir le n° 2.0.6.
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a) Désignons par SC" = , (Xt) , (9t) , (Px")) un élé-ment de OU E. arrêté au sortir de U et montrons d'abonj,que larelation (2.4.2) détermine pE#E„(££7”) = X' : supposons qtfe

X' = (Q,e,) , U3S, (Xt) , (9t) , (P'),,,.)
soit un élément de 0TlE. tel que

(2.4.5) fC,cru=£C' et AE-E. (X ' ) = 3C " .

Par définition de AE.E. , on a, pour chaque x G Es" ,

(2.4.6) Px" = ¥e.e,(p;) .

Par ailleurs, si BEF^'1, on a, d'après (2.4.1) (n° 2.4.3),
B = ¥ËÎE.(3>-'Ej(B)) ;

donc, d'après (2.4.6),

(B)) = pk'(b) •

Ainsi

(2.4.7) Px' = $E.E.(P") pour chaque x 6 Ej .

Comme, par ailleurs X' est arrêté au sortir de U , en vertu
du lemme 2.0. 6,

(2.4.8) P J = eg; pour chaque x £ E ' \ E11 ( 1 ) .

b) Inversement, X" étant donné, on définit une diffusion nor-
male (PJ) de E^ dans (QtE,) , au moyen des relations
(2.4.7) et (2.4. 8). Le terme X1 = (Qw8 , (Xt) ; (9t) , (Px')) est
alors un processus fortement continu qui satisfait la relation (2.4.5);
et on peut donc poser pE,E.(£C") = X' .

D'abord, aa (Px') = Px' pour tout x G E^ : cela est clair
x e E' \ E" , et si x G E'g ,

aCTu(Px') = ^(fe.^tPj^) = î>E.E.(aCTu (P”))
= $E.E.(P;') =. P’ ,

puisque oca (P") = P" .

(1) Où cox désigne la trajectoire constante égale à x .

2.4.4.
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Etablissons ensuite la propriété de Markov de (Px') : Soient
V un temps d'arrêt de la famille F*/’’ f 6B(S,EMW f{.e'») et
geB(Q,E,>, FiE,‘) . On a, si x G Eg ,

f f . g o 9V dl^' = /fo$. go9,,| dP" d'après (2.4. 7)
= / f o $ ■ g O î) o 9yo $ dp;' ,

car 9to$ = $o9, pour tout t G [ 0 , + oo ] .

I f fo$. E'x' Jg 0 ©} dP”J *V0$

d'après la propriété de Markov de SC" , car, d'une part, V o ï> est
un temps d'arrêt de la famille (Ft(E"') ; d'autre part, il résulte du
théorème 3.4 de [4] que f «> $ est F^'-mesurable.

= f f . E'gV {g o $}dP; d'après (2.4.7) ;

= f f . E" {g o <I>}dPx' ,J XvoaCTu 6

puisque Px = (Px') entraîne que Px'({w|u) G Q,E 1 et oc^ (to) =u)}) = 1 ;

=/f-E‘Wg°®>dp;^f EV„(g>dp;
d'après (2.4.7), puisque t ^ ou(u)) entraîne que Xt(w) G U U {6} Ç E
en vertu de la continuité des trajectoires.

Ainsi, fl . g. 0, dPJ =/f . EMg> dP.'
pour tout x G Eg . Si, maintenant, x G E' \ E" ,

/f . go 9V dPx' = f(ûx) [l{ï<œ}K) g(üx) + 1{V=(X>}K) gK)]>
- J f Ex { g } dPx' , d'après (2.4. 8) .

L'existence (et l'unicité) d'une application PE.E. satisfaisant(2.4.2) est ainsi établie.

c) Etablissons maintenant la relation (2.4.3) : Soient

SC' = (Q'E,, , , (Xt) , (9t) , (P,'))

(1) On pose ici ï> = $E,E..

2.4.4.
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un élément de 0HE, , et (PXM) la diffusion du processus AE,E,(<j;i)Il suffit de montrer, en vertu des relations (2.4.7) et (^478) quidéfinissent pE, E » , et du lemme 2.0.6, que, pour chaqyé x ÇE"

®e*e-( “*„(?")) = a^p;) ;
ou encore, puisque ç&E,E„ 0 = aa 0 çê>e,e
pour tout A E ; Qu enfin, puisque,
P"~ ¥e„e*<P')(1># que

, que Py(<E.(A))=p;(A)par définition de |L t

(2.4.9) Px'0Fe“*e* ($jfE,(A))) = PX'(A) pour tout AE F^E '.
Posons m = î>E.e. Ve* î pour tout u) E Q,€' * et t G R.

Xt(m(u)) = Xt(ü>) si t < aE,(oo) , et

Xt(m(oo)) = 6 si t > aE.(w) ;

autrement dit, m est l'opérateur de meurtre à l'instant aE..

Utilisant la continuité de la fonction aléatoire XlEI, et le
fait que UC E" , on vérifie que, pour tout wG SIE 1 et s G Rtl

s $ G„(w) —>Xs(m(u))) = Xs(co) .

Il résulte donc, d'abord du théorème 1.3 de [4] que

oo ~m(oo) (R** ) pour tout oo G &tE ' ;°u *

ensuite du théorème 1.4 de [4] que m_1(A) = A pour tout A G Fj 1 ;
d'où la relation (2.4.9) et aussi la relation (2.4.3).

d) Enfin, la relation (2.4.4) résulte de ce que (2.4.2) déter-
mine pE,E, de façon unique (voir en a) ci-dessus).’

Le lemme 2.4.4 est ainsi établi.

2.4.5- Démonstration du théorème 2.4.2 à partir du théorème 2.3.1 et dn
lemme 2.4.4 - E étant un espace topologique métrisable et séparable,
il existe une suite (Un)neN d'ouverts non vide de E telle que,

1/ Pour tout iE I, il existe une partie Hé de N telle que,

(1) Voir le n° 2.4.3

2.4.5
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(2.4.10) n G ==> Ün C Ef

(2.4.11) Ei = U Un
nent

2/ Pour tout n E N , il existe i E I tel que Un C Ei .

En substituant éventuellement kc(5Ci ) à 3C{ , on peut, par
ailleurs supposer que X^ E 3Tc.E.(l) pour tout i E I .

On peut alors établir comme suit le théorème 2.4.2 :

, a) D'abord, pour chaque entier n G N , il existe un procès-
sus 3Cn G 0ïlE et un seul tel que,

(2,4.12) p (£CiUn) = X„ pour tout iE I tel que Un C E{ ,

(d'où il résulte, d'après la relation 2.4.2 (lemme 2.4.4) que Xn
est arrêté au sortir de Un) . En effet, il suffit d'établir que :

e (2.4.13) p (æIu) = pEE.(æ>)l c c j *

pour tout (i , j) E I x I et tout ouvert U de E tel que

ÛCE{ flEj .

Or, posons ET' = E^ fl Ej ; on a, d'après le lemme 2.4.4,
relation (2.4.3), pE.E,([AE,E (SC{)]0’U) = SCfu ; donc, d'après la relation
(2.4.4),

* PE£.(tA£.Ei(æ<)r») ;

de même,

PEEl(æ7") = PEE.([AE,E.(aC) )f“) ;
“'où la relation cherchée, puisque AE>Ei {Xi ) = A E.E. (Xj ) d'après
hypothèse de cohérence de la famille (X.- ) .do

e* b) Ensuite, pour tout couple (m , n) G N x N ,

(2.4.14) £Caumnun _ g;0'um"un
e. m n

l^Voir le n° 2.4.3, alinéa 3/.

2.4.5.
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En effet, soient(l) i et j des éléments de
et Un C Ej ; posant U = Um f) Un , et E' = Éi
donc, d'après la relation (2.4.3),

a PEEi(U£iE(â:.)]0'") ;
donc, d'après la relation (2.4.12) de définition de Xm , et (2.4.2)

il f HH E(p„.(æt> ))fu)m EEt EiE EEt |

= PEEi([<UmfU)=PEEi(<U) .

De même X nu = pEE. {X^) ; d'où la relation (2.4.14), d'après (2.4.13)
c) Enfin, si X G0TlE , les deux relations suivantes sont équi-valentes :

(2.4.15) AEiE (SC) = Xt pour chaque i £1 .

(2.4.16) |Cfün = SCn pour chaque n G N .

D'abord, (2.4.15) •> (2.4.16) : en effet, soient XE DTcE vérifiant
(2.4.15) et n G N . D'après la propriété 2/ de (Un) , il existe
i £ I tel que UnCEj . Les relations (2.4.3) et (2.4.15) entraînent
alors que,

æ"Un = p ( [AE.E(æ)]CTun ) = PEE (x?n) = xn.cct l-it

D'où (2.4.16).

Jointe à la propriété d'unicité du théorème 2.3.1, la relation
(2.4.15) (2.4.16) entraîne l'unicité d'un processus X satis-
faisant (2.4. 15).

Montrons alors, inversement, que (2.4.16) (2.4.15) :
Soient XE 01IE vérifiant (2.4.16) , i E I et Xi = ÀE.E(X). En vertu
de l'unicité ci-dessus établie, il suffit de montrer que SC^Un = $?*»
pour tout n GHj (propriété 1) de (Un)) .

Or, d'après (2.4.2) et (2.4.3),

v <pEEi<ær"»=v <£„>
AEjE<p£Ei(*?n»
AE{E (pEEi([AE{E(£C)]CrUn)) = AE.E(X%n) .

(1) Compte tenu de la propriété 2 j de (U„) .

2.4.5.
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D'où le résultat, puisque X u" = Xn par l'hypothèse.

d) Le théorème 2.4.2 résulte alors exactement de l'équiva-
lence établie en c) et du théorème 2.3.1.

2.4.6 - Le Faisceau des processus fortement markoviens continus — Avec
les notations introduites au numéro 2.4.3 alinéa 3/ ci-dessus, et
en désignant par % E la topologie de l'espace B.C.D E , on peut
énoncer le théorème 2.4.2 sous la forme suivante :

THEOREME - Les familles (31tu)ue& et (Auv)U;VegE ; ucy définissent
un faisceau d'ensembles sur l'espace B.C.D E.

2.4.7 - REMARQUE - Tous les résultats énoncés dans cette 2ème
partie subsistent si on remplace, dans la définition des processus
fortement markoviens la propriété (M2) par la propriété :

(Mg) pour tout temps d'arrêt T de la famille (Ftx) , tout
g 6 B( Q , F„ ) et tout x E E s ,

Ex (g o eT / FTX}= EXT{g} Px P.s.
La propriété (Mg) est la propriété de Markov forte la plus

faible permettant de .recoller les processus par la méthode em-
ployée ici.

2.4.6, 2.4.7.



APPENDICE I

Limites projectives de mesures et théorème 1.1.1.

L'objet du présent appendice est de préciser les relations du
théorème 1.1.1 avec divers résultats concernant les limites pro-
jectives de mesures : on établit d'abord que ce théorème est une
conséquence directe d'un résultat récent de Raoult à ce sujet (voir
[12]). On montre ensuite que, par contre, dans la situation du théo-
rème 1.1.1, la condition de Choksi relative aux supports des pro-
habilités régulières introduites (voir [1] théorème 4.1, condition (c),
et condition (c') ci-dessous) n'est pas satisfaite en général.

Al.l - Précisons d'abord la situation envisagée : on suppose donnés
un ensemble Q, une suite croissante (Fn ) >;L de tribus sur Q,
et, pour chaque m ^ 1 , une mesure de probabilité Pm sur P,
et une probabilité de passage Pm m+1 de (Q, Fm) dans (Q, Fm+1).
On définit, pour chaque n > m une probabilité de passage P de
( Q , Fm ) dans ( Q , Fn ) en posant, pour co G Q et A E Fn ,

(Al.l) Pm>n ( co, A) =fPm>m+1( co, dwj/ ï^+i>m+z ( wi> dw2)/• • •

... f P ( . d , ) P . (co . , A).J n-2, n-1' n-2à^n n-l-m ' n-1, n ' n-l-m ’ >'

On considère alors les propriétés suivantes :

(A) pour chaque n ^ 1 , Pn+1 induit Pn sur r; .

(B) pour chaque m ^ 1 , Pm>m+1 est
probabilité conditionnelle î^+1 { .

une version régulière de la
/ Fm) :

(Al. 2) Pm+i(A n B) = f Pm(dco) Pm>m+1(co , A)

pour tout A G Fm+1 et B 6 F, ^

(1) On a alors Pn (A 0 B) = f P (dco) P, n ( to, A) pour tout n > m , A 6 F,
et B G Fm . 8

Al. 1.
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(C) Il existe une suite croissante ) [<Xn )
S telles que,

n 'n^.1
de partitions (2) de

(CJ Pour tout m ^ 1 , U) E Q et AE Fra+1

(Al. 3) ADAm(to) =^>Pm,m+1(w, A) = 1 O)
(où Am(o)) est l'élément de qui contient U) ) ;

(C2) Pour tout m^l, ueQ.w'EQ et AEFm,

(Al. 4) w' G Am(co) et Ü)EA=>0J'EA ;

(Cj) Pour toute suite décroissante (An) de parties de £2 telle
que An E étn pour tout n^l, flAn^0.

,(C’) Pour chaque couple m , n tel que 1 ^ m < n , il existe un
ensemble Hm n G Fm tel que :

Pm(Hm,n) = 0 et Pm>n(oo, A) = 0
pour tout A E Fn et tout A U Hm>n .

Le théorème de Raoult (voir [12]) affirme l'existence d'une
mesure P sur ( Q, V Fn ) prolongeant les Pn, sous les hypo-
thèses (A) , (B) et (C) ; le théorème de Choksi, sous les hypo-
thèses (A) , (B) et . (C') .

A1.2 - Montrons que, dans la situation du théorème 1.1.1, les hypo-
thèses (A) , (B) et (C) sont satisfaites :

a) Reprenant les notations du n° 1.1.1, fixons xG E , po-
sons Fn = FTn(n ^ 1), et définissons la mesure Pn = P* sur Fn

•n ^

en prolongeant par complétion la mesure sur V 9t„ lïs*) définie
K_i K-l *

par la relation 1.1.3 (lemme 1.1.2) ; la propriété de cohérence(A) de la suite (Pn) est ainsi satisfaite.

(t) (ïn+1 est plus fine que &n pour tout n .

(2) Pour tout n ^ 1 , A G <3Ln —> A f 0 .

(2) On a alors A D Am (co) => Pm n ( w , A) = 1 pour tout n > m et A G Fn .
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^b) Pour ^définir Pm>m+1 = P*,^1), désignons, pour chaqueA e FTm V />ar Am+1 l'unique sous-ensemble de 13appartenant à FTm ® FS(n+1 contenu dans {œ , w' | X0(oj)
ettel que w G A < > (o , eTm(w))^G Am+1 (voir [4] n° 4.5 et 5.2) • etpour chaque w G Q , et AG FTm V 0^(FSm+1) , posons

(Al. 5) P.,.41 ( u, A) =fp;;^ (du ) 1a.41 ( u), ü) ' ) .
m

On définit ainsi une probabilité de passage de (Q, FT) dans(Q , FTm V^9fm(FSm+1)) qui se prolonge en une probabilité de^assagede (Q, FTm) dans (S, FTm+1) , puisque

([4] théorème 2.4 et 4.4) ; en outre, il est clair, d'après la rela-tion (1.1.3), que Pm+1(A D B) = f Pm(dw) Prt m+1 ( w , A) pour tout“B ’
A G Fm+1 et B G Fm . La propriété (B) est ainsi satisfaite.

c) Désignons par <3Ln la partition de Q associée à la rela-tion d'équivalence Ry (voir [4] n° 1.2), et montrons que lesconditions (Cx) (C2) et (C,) sont ainsi satisfaites.

Examinons d'abord (Ci) : soient AG Fm+x et w € Q tels
que A D Am(u)) . Par définition de Pm,m+i(w,.) , il existe

Ax G Ft Ve^Fs )fn m m+1

tel que AC Ax, et

(voir b) ci-dessus). Montrons que

X>') = XT (tu) ( W, W') G A™+1 ;

d'où il résultera que Pm,m+i(w, A) = 1 , d'après la normalité de(P*n) . Soit donc u'GS tel que X0(w') = XTm(u)) ; en vertu delà
propriété de raccordement de X (voir [4] n° 5.1), il existe
to" G Q tel que oo" ~ oo (RÏ ) et 0T (to") ~ co' (R*) . d'où'm en

lArl(W, U)') = lArx(co" , eT>")) = lAi(co") = 1 ,

puisque AXD Am(oj) et w" G Am(oo) . Ainsi (CJ est satisfaite.

(1) Nous écrirons, dans ce numéro, FJ, et FJ, m+1 au lieu de P* et

Al. 2.
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(C2) est immédiate en vertu du théorème 1.4 de [4]. Enfin, la
propriété (C3) va résulter de la propriété complète de raccordement
de X : pour chaque n , soit con un élément de A n ; posons

9T„-1 (Wn) * et tn = Tn (CO n) (t0 = 0) .n

On a, d'une part,

puisque tn_A = T ^(oo , à cause de la relation An CA„4
du théorème 1.3 de [4] ; d'autre part

X>n+1) = XTn(wn) = Xtn(u)n) .

Ainsi, X0(üTn+1) = Xtn_t , pour tout n>l . Il existe donc, d'après
la propriété complète de raccordement de X , un élément w de Q
tel que 9tn (w) ~ oon (Rtn_tn x) pour tout n . On en déduit, par
récurrence sur n , que co~ oon (R* ) pour tout n ; c'est-à-dire
uG fl A_ . D'où (C,) .

Ü.3 - Montrons enfin que l'on peut trouver une situation particu-
lière (relative au théorème 1.1.1) dans laquelle aucune famille
(PJ(n+i) ayant la propriété (B) ne possède la propriété (C1) (n°
Al. 1 ). Pour cela, il suffit de trouver x G E , n 1 et AG Fn+1
tel que

Q\a

Désignons alors par E l'espace euclidien Rk (k ^1) , parX la fonction aléatoire typique continue à valeurs dans E (voir
[4]appendice 1 n° Al. 4) , par (Up) une suite croissante d'ouvertsde E telle que U C U +1 pour tout p et U Up = E , par S

P
le temps d'arrêt (p > 1) et par (P„) la diffusion de Es

(1) S'il existe une famille (P„'„♦! ) ayant les propriétés (B) et (C') , toute
autre famille (P",n+1) ayant la propriété (B) a aussi la propriété (C1).Il suffit donc d'opérer avec la famille (I^*n+ x) construite ci-dessus enb) au n° Al. 2.

Al.3
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dans (Q, F,,, ) qui définit le mouvement brownien de dimension k(l)Soient d'autre part W un ouvert de E et n un entiep^i 1 telsque ÏÏn C W C W C Un+1 .

Soit enfin T un sous-ensemble ouvert non vide de la fron-tière 3W de W tel que 3W \ T ait un intérieur non vide(dans BW) .

Posons

A =0; ({ aw GH) .1
n

D'une part, aw 4: aUn+1 = Sn+1 = Tn+1 ; donc

F C R , (au e H G F, et A £ FT , = F .crw Sn+1 » 1 W 1 Sn+1 'n+1 n+1

D'autre part, pour tout y£ Un ,

(Al. 7) 0 < Py {aw£ D < 1

(d'après le choix de V et le fait que les mesures harmoniques dumouvement Brownien chargent toute la frontière).

Il en résulte que, si x £ Un ,

/ Pnx+1(du)) PnXn+1(w, A) =/ P„(du>) P ({ aw £ T» >0 .

S2\ A ' Q\a n

En effet, XTn = XCT(J £ Un ; donc, d'après (Al. 7), d'une part

PXt ({ aw£ D) >0 Px P.S. ;1 n

d'autre part, >

Px (Q \ A) = Ex {Px { aw <£ T >} > 0 .Tn

(1) P* est ici la restriction de Px à FT .

Al. 3.
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Continuité à droite des tribus définitives

A2.1 - LEMME - Soient (E,(B) un espace mesurable X = {Q, oos, (Xt))
une fonction aléatoire à valeurs dans (E , (fc ) , (9t) une famille
d'opérateurs^ de translation de X , et (P„ ) une diffusion de Es
dans ( Q, F^) . On suppose que, t £ R+ étant donné, pour tout

g G B(Q, F.) et x £ Es ,

(A2.1) E, {go 9t / Ftx+> = EXt {g} Px P. S.

Alors, pour tout g £ B ( Q , Fœ ) et toute mesure de probabilité
P sur (Es , (B s ) ,

(A2.2) ' Em {g / Ftx+} = EM{g / F\} PM P.S.
En effet, il suffit d'établir la relation A2.2 pour g£ B( Q, F^),

donc aussi pour g de la forme gx . g2 o 9t où gi£B(Q, Ftx)
et g2£ B( Q, F„ ) . Or, pour une telle fonction g , (A2.2) résulte
directement de (A2.1).

42.2 - La continuité à droite de la famille des tribus définitives
d'un processus fortement markovien est une conséquence immédiate
du lemme ci-dessusU).

Ü) Cette propriété est bien connue mais généralement mêlée dans la littéra-
ture avec des propriétés du semi-groupe de transition qui n'interviennent
que pour établir (A2.1).

42.1, A2.2
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APPENDICE III

Temps d'arrêt de la famille (Gf )

À3.1 - Le théorème 2.0.3 va être une conséquence du lemmesuivant :

LEMME - Soient (Q , F) un espace mesurable, (Ft)teR+ une fa.mille croissante de sous tribus de F , et P une mesure de pro-habilité sur F
. On désigne par G,,, la tribu sur Q complétée deF pour P (P se prolonge à Gœ de façon unique), et, pour chaquet£ Rn par Gt la tribu sur Q engendrée par la réunion de F

et de l'ensemble des A G Gœ tels que P(A) = 0.

Alors, pour chaque temps d'arrêt V de la famille (GtJ, I
existe un temps d'arrêt V1 de la famille (Ft+) tel que :

(A3.1 ) P {V = V'} = 1

(A3.2) Pour tout AG Gv+, il existe A'G F¥,+ tel que

P((A \ A') U (A' \ A)) = 0 .

En effet (1), pour chaque t G R + , {V < t} GtGt ; donc, pardéfinition de Gt , il existe Ct G Ft tel que {V < t} = Ct P.S$);
posons, de plus, Cœ = Q.

On définit alors une application V' de Q dans [0 , +oo]
par la relation :

(1) Démonstration analogue à celle du lemme 3.4 de Dynkin [6).
(2) On note, par commodité, A = B P. S. (resp AC B P.S. ) la relation

P(A\BUB\A) = 0 (resp P(A \ B) = 0).

A3.1
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V'(w) = inf { r | r 6 Q+ et oo G Cr} (1) (to G Q ) ;

et on a

{V' < t} = U Cr e Ft pour tout t 6Rt,
r<t

r«0 +

V' est ainsi un temps d'arrêt de la famille (Ft+) ; et on a
{V1 < t} C Ct P. S. pour chaque t . De plus,

{V'<V}= U (V' < r} \ {V < r}C U Cr \ {V < r } P. S
r«0+ reO+

{V < V'} = U U {V<r}\iv'<r+-ic U { V < r } \ Cr ;
n reO+ ( n ) reO+

d'où P {V = V' } = 1 .

Soit maintenant A G Gv+ . Posons, pour k ^ 1 et n 1 ,

Ak n = A n $ V < - \ , et Aœ = A n {V = + 00} .K»n C n n )

AK>n G Gk/n et Aœ G Gœ ;

donc, il existe, pour chaque K , n , un ensemble A'n K de Fk/n
et un ensemble Aœ de Fœ tels que *

(A3.3) A\ K C V>V/
1Ai k >

Aœ C (T' = +oo} ,

C n n )

A' = AP. SK, n K, n
et AJ,, = A œ P. S.

Posons

> II fO U A'
K K’ . )u •

De (A3. 3) et de la relation A = ( U C\ U AK>n) U A®, il résulted'abord que A' = A P. S. Montrons ensuite que A' G Fyt+ : s G R+étant donné, on a

(1) Q, est l'ensemble des nombres rationnels >y 0 , et Q+= Q+ U { + oo}.

A3.1.
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k - 1n {v < s> = u n u (a* n i-—-1 « v < s )p n>p K V K»n ( n ) '

= u u n u (a* n 1 « v< s -11 Y.m p^m n^p K ' K>n Cn m ) '

( k - 1 1D'où A' fl {V' < s} G F. , puisque s ^ V' < s - —5

( n m

n > m entraînent que - ^ s , et que A'K>n G Fk/n .

Le lemme est ainsi établi.

A3.2 - Compte tenu du lemme A3.1, la démonstration du théorème2.0.3 est une simple vérification ; montrons par exemple la pro.priété (M') : p étant donnée, Vn est, pour chaque n, un tempsd'arrêt de la famille (Gt) obtenue comme dans le lemme à partirde la mesure P = PM sur (Q , F*) (en effet, Gt D Gf) . Soit alorsV'n le temps d'arrêt de la famille (Ft*) associé à Vn parlelemme ; on conclut en considérant la suite de temps d'arrêt (V"),où v;1 = suP vK.
K< n

A3.2.
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Prolongement d'un processus fortement markovien
en un processus non interrompu

A titre d'application des résultats de la première partie de ce
travail, on peut résoudre le problème de prolongement suivant :

A4.1 - Position du problème - Avec les notations, et en plus des hypo-
thèses sur la fonction aléatoire X = (Q , (Xt)) introduites au
n3 2.’l. 1 ci-dessus, on suppose que X possède une famille (^-t)teR
d'opérateurs de meurtre, et admet le mode de raccordement libre
[on peut, par exemple prendre pour X la fonction aléatoire typique
continue à droite (voir le n° 1.0.7) à valeurs dans l'espace B.C.D E .

On désigne par (Un) une suite croissante d'ouverts de E
telle que UnC Un+1 pour tout n , et E = U Un , et on pose

n

S = S* = Sup Ou (voir le n° 2.0.9).

On considère, par ailleurs une diffusion (Px) de E$ dans
Fa, telle que le terme X = (Q , co$ , (Xt) , (9t) , (Px)) soit un pro-
cessus fortement markovien et que,

(A4.1 ) 3Tcs(Px) = pour chaque x G Es et

(A4.2) aUn < aE Px P. S pour chaque x G E .

On cherche alors une diffusion (Px) de Es dans Fœ telle
que le terme SC = ( Q , oos , (Xt) , (9t) , (Px)) soit un processus for-
tement markovien et que

(A4.3) ŒS(PX ) = Px pour chaque x G Es , et

(A4.4) P {qE = + oo} = 1 pour chaque x G E .

(1) Autrement dit S = aE Px P. S.

A4.1.
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A4.2 - REMARQUE - La relation (A4.1) signifie que le processus9C est tué à l'instant S , et la relation (A4. 3) que X est le pro-cessus tué à l'instant S déduit du processus X , ce dernier étantnon interrompu (relation (A4. 4)).

La relation (A4.2) signifie que "le processus SC ne meurtpas à l'intérieur de E"^) ; cette propriété est essentielle pour'permettre la construction du processus X indiquée ci-dessous parprolongement de la diffusion (Px) de X sur le même espace de tra-jectolres Q : en effet, on va construire la diffusion (Px) , parunesuite transfinie de prolongements successifs, de manière à ce qu'ellecharge seulement les trajectoires qui, chaque fois qu'elles frôlentle point ô , ressautent dans E à l'instant de frôlement tant quecelui-ci est finiPour que ceci soit possible, il faut au moins
que ce saut dans E soit possible au premier instant de frôlementde 6, c'est-à-dire que (A4. 2) soit vérifiée.

Formellement, ces considérations peuvent être exprimées
comme suit :

A4.3 - La suite de temps d’arrêt Transfinie (Ta) - Soit T un tempsd'arrêt de la famille (Ft) . On définit d'abord, par récurence sur
n , la suite (Ttnl) de temps d'arrêt en posant,

Tm = T
, T<n+1’ = T,n,+ T o 0T(B, (n > 1) ;

et on pose,

T
(00)

Sup T1"’ |

(1) Cette relation est satisfaite, par exemple, par le processus induit sur
un ouvert par le mouvement brownien, ou un processus non interrompu.

(2) Il va sans dire que le processus ainsi obtenu ne sera pas quasi continu
à gauche (n° 2.0.2). On trouvera dans l'article récent de P.A. Meyer
"Sur les relations entre diverses propriétés des processus de Markov" (à
paraître) l'exposé d'une méthode de prolongement d'un processus stan-
dard en un processus standard pour lequel = ô P.S dès que aE<œ
et X~a existe. Cette méthode de construction peut aussi être utilisée
ici, mais ne permet pas d'obtenir la diffusion (Px) sur le même espace
de trajectoires.

A4.2, A4.3.
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On définit ensuite par induction transfinie, la suite transfinie
■■ de temps d'arrêt, en posant (1) :

T0 = 0

Ti = T

Ta+i rp < 00 •
a ( ccG A)

ti = Sup Ta (P e A
, P ordinal limite

a</3

On a alors,

LEMME - La suite transfinie (Ta). a les propriétés suivantes :

(A4.5) Pour tout a€ A , Ta est un temps d'arrêt de la famille (Ft) .

(A4. 6) T^g = Ta + o 9Ta pour tout a < P .

(A4.7) Si T est un temps terminal (2)j il en est de même de
Ta pour tout a S A .

(Vérification sans grosses difficultés).

AM - Schéma d’une construction de la diffusion (Pj - On se donne
d'abord une répartition conditionnelle terminale (3) tc après la
suite ( ay ) de temps d'arrêt.

On considère ensuite la suite transfinie (Sa) associée au
temps terminal S = Sup Ou , et on se donne

n n

- pour chaque a G A , une répartition conditionnelle ter-
minale na après la suite (S^"1) de temps d'arrêt.

- pour chaque ordinal limite P, une suite (P„) crois-

tt) A désignant l'ensemble des ordinaux dénombrables.
(2) n° 1.0.3.
(2) Voir le n° 1.2.9.

A4.4.
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sant (strictement) vers |3 , et une répartition conditionnelle termi-nale après la suite (S/gn) de temps d'arrêt.

Utilisant alors le théorème 1.2.6, on peut étendre par induc-tion transfinie, pour chaque x S Es , la restriction de la mesurePx à la tribu V Fa en une mesure P sur Fœ de telle sorten U n

que, pour r 6- Æs,

(A4. 8) px [ xs e r / Vf! = -n (.
n u n /

, r) Px P.s

(A4. 9) P. ) xs„! e r / V F ( n = 7Ia( .
n 5a )

, r) px P.s

pour tout a G A
.

(A4.10) P.|XSJ 6 r / Vf. } = nï(.n S£n ) 0 , r) Px P.s

pour tout ordinal limite P

De plus, Px est défini de façon unique par ces relations, Il
résulte alors des théorèmes 1.2.9 (alinéa 1)) et 1.3.1^) que le
terme SC. = (Q , œs, (Xt), (9t) , (Px)) est un processus fortement
markovien. En outre, la relation (A4. 3) est vérifiée par construc-
tion même de (Px) .

Pour faire en sorte que le processus SC ainsi construit soit
non interrompu (relation A4. 4), on peut montrer enfin(2) qu'il suf-
fit de choisir les répartitions conditionnelles 7t , na f de façon
à ce que les mesures 7t( w,. ) , n a (oo ,. ) et (go ,. ) ne chargent
pas le point ô pour toutes les trajectoires io 6 Q sur lesquelles
les suites de temps d'arrêt correspondantes ne stationnent pas
(relations (1.2.7) et (1.2.8), n° 1.2.5). Choix qui est toujours pos-
sible en prenant là des mesures ponctuelles.

On remarquera aussi que, inversement, en vertu du théorème
1.2.9 (alinéa 2)), toute diffusion (Px) répondant au problème de
prolongement posé peut être obtenue par la construction précédente
pour un choix convenable des répartitions conditionnelles n , na, %K.

(1) En utilisant, en particulier, la propriété (A4. 7) du lemme A4.3.

(2) Etablir, par induction transfinie, que Px (oE =
a G A, compte tenu de l'hypothèse (A4. 2).

T a < + œ} = 0 pour tout
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