
HAL Id: hal-04084828
https://hal.science/hal-04084828

Submitted on 28 Apr 2023

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Distributed under a Creative Commons Attribution 4.0 International License

Temps d’arrêt d’une fonction aléatoire : Relations
d’équivalence associées et propriétés de décomposition

Philippe Courrèges, Pierre Priouret

To cite this version:
Philippe Courrèges, Pierre Priouret. Temps d’arrêt d’une fonction aléatoire : Relations d’équivalence
associées et propriétés de décomposition. Annales de l’ISUP, 1965, XIV, pp.245-274. �hal-04084828�

https://hal.science/hal-04084828
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
https://hal.archives-ouvertes.fr


Publi. Inst. Statist. Univ. Paris
14 (1965), 245-274

TEMPS D'ARRÊT D'UNE FONCTION ALÉATOIRE : RELATIONS

D'ÉQUIVALENCE ASSOCIÉES
ET PROPRIÉTÉS DE DÉCOMPOSITION

Philippe COURRÈGE et Pierre PRIOURET

Introduction

Les résultats principaux de ce travail, bien qu'ils soient pré-
sentés ici de façon quasi autonome -en particulier indépendante de
la théorie des processus de Markov- ont été établis comme instru-
ments pour résoudre les divers problèmes de mesurabilité posés
par le recollement des processus de Markov (voir Courrège et
Priouret [5] et [6]).

Etant donnée une fonction aléatoire^) continue à droite (Xs)
à valeurs dans un espace localement compact à base dénombrable ,
les temps de sortie des ouverts sont des temps d'arrêt de la fa-
mille de tribus (Ft ) obtenue en prenant, pour chaque t la com-
plétée universelle Ft de la tribu Ft engendrée par les Xs , s < t(voir l'appendice 2, n° 2). Désignant alors par T un temps
d'arrêt de cette famille il s'agissait d'abord d'obtenir un critère
commode de FT -mesurabilité formalisant la notion intuitive selon
laquelle les événements de FT sont ceux qui ne dépendent que des
valeurs de Xs pour s £ T : l'introduction de la relation d'équiva-lence RT (n° 1.1) et le critère de FT-mesurabilité par saturation
pour dans Fœ (théorème 1.4) répondent à cette première
question.

Il s'agissait ensuite de trouver un système de générateurs dela tribu F : Les ensembles {x| GT} où XT est la fonctionaléatoire arrêtée à l'instant T déduite de X forment un tel
système (théorème 2.4) (2).

(1) Voir le n° 0.3 ci-dessous.
(2) Un résultat de ce type pour la famille (F * ) figure déjà dans Ito eMcKean [8] page 86.
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Il s'agissait enfin de décomposer chaque fonction h, mesurablepar rapport à la tribu Fœ en une "partie antérieure à T"
, etune "partie postérieure à T" : la relation h(co) = h( oj , 0T (to)) oùh est Ft ® -mesurable exprime une telle décomposition (théorème4.4 et corollaires).

En outre, lorsque h(w) = V(u)) - T(w) , où V ^ T est un tempsd'arrêt de la famille (Ft+) , la fonction h(w,w') obtenue est,pour chaque oo , un temps d'arrêt de la famille (Ft+) en w1(théorème 5.3). Cette propriété est très utile pour déduire la pro-priété de Markov forte avant T + S o 9T (où S est un autretemps d'arrêt de la famille (Ft )) de celles avant T et avant S(voir [5] et [6]).

Nous remercions ici P. A. Meyer dont les critiques et sug-gestions, à la suite d'une première rédaction de ce travail, nous
ont permis de le simplifier et le compléter.
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0. - Terminologie et notations

0.1 Extensions de tribus. - Soit £2 un ensemble. Si (F^){CJ e8tune famille de tribus sur Q , on note V F4 la tribu sur £2 en-iel

gendrée par U Fi ; en particulier, Fx V F2 désigne la tribu en-
gendrée par Fx U F2 . Si F est une tribu_ sur £2 , la tribu cou-plétée universelle de F est notée F : F est l'ensemble desA C £2 tels que, pour toute mesure de probabilité P sur F ilexiste deux ensembles A' et A" de F pour lesquels :

A'CACA" et P(A" \ A') = 0 .

On a F = F , et, si 3> est une application mesurable de ( Q, F)dans l'espace mesurable (Q' , F') , $ est aussi mesurable de( Q, F) dans (£2' , F') .

0.2 Temps d’arrêt d’une famille de tribu.- (Ft)teR+ étant une famille
croissante (t < u >Ft C Fu) de tribus sur £2-, un temps d'arrêt
de la famille (Ft) est une application T de Q dans R+ = [0,+oo]
telle que {T 4 t} EFt pour tout t £R+, On désigne alors par FTla tribu sur £2 des événements antérieurs à T . :

A G Ft <=> V t E R + , A fï { T t} E Ft .

Si S et T sont deux temps d'arrêt de (Ft) , A H {S ^ T}6 FT
pour tout AEFS ; en particulier S ^ T entraîne Fs C FT .

0.3 Fonctions aléatoires à cimetière.- Soient (E , (B) un espace me-

surable, ô un terme n'appartenant pas à e(1) , Es = E U {ô}, et
(Bs la tribu sur Es engendrée par (B.

(1) ô est un terme tel que ô E , quelconque mais fixé en même temps
que E . Si, par exemple, E est un espace localement compact à base
dénombrable, et & = <BE sa tribu borélienne, ô est, comme d'ordi-
naire, le point à l'infinie de E , E$ son compactifié d'Alexandroff, et
(Qj la tribu borélienne de l'espace compact Es (voir à ce sujet l'appen-
dice 1).

0.1, 0.2, 0.3.
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Une fonction aléatoire (J) à cimetière^à valeurs dans (E , (B)
est un terme X = (Q , u)s , (Xt)t6R+ , E , (B , ô) où Q est un en-
semble, (Xt)teR+ (3) une famille d'applications de Q dans Es
telle que, pour tout w e Q , l'ensemble {t|t G R+ et Xt(w) = 0}
est un intervalle de la forme [a , + œ [ (où a G [0 , +œ]) , et u) s

un élément de S tel que Xt(cos) = ô pour tout t G R+ .

La donnée de E , (fi , ô fait partie, en toute rigueur, de la
donnée de X ; toutefois, la mention "a valeurs dans (E , & )" pour
X permet d'écrire, sans ambiguité : X = (Q, oos, (Xt)teR ) , ce que
nous ferons le plus souvent par la suite.

Pour chaque t G [0 , + œ ], on désigne par Fj la plus petite
tribu sur Q rendant mesurables les applications Xs (s ^ t) à
valeurs dans (E g , ü$s) , et par Fj la complétée universelle F*
de F*. (F*)t6 [o , +oo ] (resp. (FJ )te [0 f +«,]) est la famille de tribus
(resp. la famille de tribus complétées) engendrée par X (4) .

0.4-Opérateurs de translation et d’arrêt - Une famille (0t\eR+ (resP-
Mt6R+) d'applications de Q dans Q telle que, pour tout wG & ,
t GR+ et s G R+ , X,(9t(u>)) = Xs+t(o>) (resp. Xs(at(w)) = XSAt(w))(5), est
appelée famille d'opérateurs de translation (resp. d'arrêt) de la fonc-
tion aléatoire X (6).

(1) On distingue ici systématiquement la notion de fonction aléatoire de celle
de processus stochastique qui comporte, en plus, la donnée d'une mesure
de probabilité.

(2) Toute fonction aléatoire (sans cimetière) ( Q , F , (Xt)teR+) à valeurs
dans (E , (fi) peut être transformée en fonction aléatoire à cimetière
par adjonction à Q d'un point ü)s . On peut donc ne considérer quedes fonctions aléatoires à cimetière, et sous entendre le qualificatif "à
cimetière", ce que nous ferons le plus souvent dans la suite.

(3) Rt désigne l'ensemble [0 , +oo[ des nombres réels >0 (finis).
(4) On pourrait faire figurer aussi, dans la donnée de X , une tribu F surQ rendant mesurables les Xt(t G R+) ; une telle tribu est inutile- ici car

seules joueront un rôle les tribus F^ ou F^ (n° 0.1) qui sont cano-
niquement associées à X .

(5) s ^ t = inf(s , t).
(6) Les fonctions aléatoires courantes à valeurs dans un espace LCD admet-

tent de telles familles d'opérateurs ; voir l'appendice 1.

0.4.
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On prolonge ces définitions en posant Xœ(u)) =ô , ©«(w) = Wjet aoo(w) =o) pour chaque u) G Q , et, si. H est une applicationde Q dans [0 , + oo ], on définit, comme d'habitude, les. applica-tions XH , 0H , aH en posant :

Xh(w) = XH(û), (to) , 9h(u)) = 9H(W| (to) , aH(w) = am*» (w)

pour chaque w G Q . On a alors : Xs 0 9H = Xs+H si 0 ^ s ^+œ
,et Xs o aH = XsAH si 0 ^ s < +œ (1).

0.5 - La fonction aléatoire X est mesurable, si l'application
(t , U) ) >Xt(u)) de R+x Q dans E est (ftR+ ® -mesurable. La
fonction aléatoire X est progressivement mesurable si, pour chaque
t G R+ , l'application (s , oo) >XSAt(o)) de R+ x Q dans E est
0ZR+ ® Ftx-mesurable.

0.6 -Dans toute la suite, sauf mention expresse du contraire, on
désignera par (E , fô) un espace mesurable (quelconque), et par
X = (Q, cog , (Xt)teR+) une fonction aléatoire (à cimetière) à valeurs
dans (E , (B ) possédant une famille (at)teR d'opérateurs d'arrêt
(n° 0.4). +

1. Tribu F t et relation d'équivalence Rï W

X

1.1-Relation d’équivalence RH - Soit H une application de i!
dans [0 , + oo ] . On définit la relation d'équivalence R'jj sur Ü
en posant :

w'(Rh)<===>H(u)) =H(u)') et Xs(w) = Xs(to') pour tout s<H(w).

Le lemme suivant illustre immédiatement cette définition :

(1) Par contre, en général Xœ 0 aH / XœAH = XH .

(2) Voir le n° 0.6.

0.5, 0.6, 1.1.
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1,2-Tribu Fx'^) et équivalence R* -

LEMME - Pour tout tE [0 , +œ] , Jm tribu F* (resp. F?) est
ééaleà l'ensemble des événements de F* (resp. F„) qui sont saturés
pour R* .

En effet, remarquons que, pour chaque tE [0 , +œ], d'une
part at est une application mesurable de ( £2, Fj) dans (Q , Fi)
(relation Xs 0 at = XSAt) , donc aussi de ( Q, Fx) dans (Q , F„)
(n° 0-1) ; d'autre part, pour chaque (Oê S, at(w) ~ oo (Rx).

Soit alors A E Fi (resp. AE fœ) saturé pour Rx ; on a
a^A) = A , donc AE Ftx (resp. A E Ftx).

Inversement, montrons que tout A E Ftx est saturé pour Rj :
supposons d'abord que A E Fx ; A est saturé pour R^ car
l'ensemble des évènements de Fi qui sont saturés pour Rx est
une tribu qui contient les ensembles (Xs ET} (0 £ s < t) . Suppo-
sons ensuite que A E F{ , et soient u>G A et w'~w(Rx) ; dési-
gnons par P la mesure discrète — ( ) sur Q ; il existe
deux ensembles Ax et A2 de F^ tels que Ax C AC A2 et
P(A2 \ Ai) = 0 ; autrement dit,

1*3_(«*>) = 1» = 1a2(w) et lAl(to') = 1A(W) = 1A2(U)') ;
mais Ax appartenant à Fx est Rx saturé d'après ce qui pré-
cède, donc lAl(w) = lAl(oo') ; et aussi 1 A(oo') = lA(w) = 1 ; d'où go' G Aet le résultat.

1.3-Caractérisations des temps d’arrêt de la famille (Fx) -

THEOREME - Pour qu'une application T de Q dans [0 , + œ]
soit un temps d'arrêt de la famille (Fx) (resp. (Fx)) il faut et il
suffit que T soit Fi-mesurable (resp. F^-mesurable) et que, pourI tout t E R+ , co E Q , u) 'E Q :

(1) On rappelle que l'on a posé (n° 0.3) F? = FÎ (t G [0 , +œ]) , ceci afin
d'éviter des notations ambiguës comme FÏ (T temps d'arrêt de la fa-mille (Fj)). On utilisera cependant parfois la notation F* au lieude F*.

b 2, 1.3.
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T(to) 4't et u> '~u> (rJ) => T(w') = T(w) .

COROLLAIRE 1 - Si T est un temps d'arrêt de la famille (p*)la relation Xs(u)) = Xs(w') pour tout s ^ T (u) entraîne m
T(u') = T(w) et par conséquent que w'~ w (RXT) .

COROLLAIRE 2 - Pour tout oo G Q , ocT(u)) ~ w (Rx) .

COROLLAIRE 3 - u)~u)'(Rx) entraîne aT((o) ~ aT(w') (Rx) .

En effet, supposons que T soit un temps d'arrêt de la fa.
mille (Fx), et soient t , co , co ' tels que T(co) 4t et (Rj[) .
posons u = T(co) ; on a w G {T = u }, w'.~ oo (Rx) et {T = u} G W ;donc co' G {T = u) d'après le lemme 1.2, c'est-à-dire T(u)')= T(u).

Inversement, supposons que T soit -mesurable et queT(co) 4: t et co' ~ 00 (Rj ) =^> T(u)' ) = T(co) ; alors { T 4 t} G
, et

{T t} est R^ saturé, d'où le résultat, encore d'après le lemme1.2.Procédure analogue pour (EJ* ) .

1.4 - THEOREME (1) - Si T est un temps d'arrêt de la famille(F*) (resp. Fx)) , la tribu Fx (resp. Fx) est identique a Ven-
semble des événements de F^ (resp. F„) saturés pour Rx .

En effet, supposons que T soit un temps d'arrêt de la
famille (Ftx) , et soient A G Fx , oo G A et oo'~ 00 (Rx). Si
u = T(oo) = T(oo'), on a 00 G A fl{T^u} et co'~oo(Rxu); donc, d'après
le lemme 1.2, oo'GAfï{T<:u}; ce qui établit que A est saturé
pour Rx .

Inversement, supposons que AG F* soit Rx saturé, et
soient tGR+, <joGAfï{T<t} et to'~ u> (Rx) . D'après le théorème1.3,co' ~ oo (R^) ; donc 00' G A O {T ^ t) et cet ensemble est R}
saturé ; d'où A G Fx d'après le lemme 1.2. Le théorème est
établi.

(1) Voir le n° 0.6.

1.3,1.4.
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l\

2. Tribu F t et fonction aléatoire

arrêtée à l'instant K1)

2.1 Fonction aléatoire XH . - Soit H une application de Q dans
[0, + oo ] . Posons X” = Xto aH = XtA(1 pour tout t G R + .

XH = (Q, ü)8 , (X;)teR+ , E , Ü$ , 5)
I est encore une fonction aléatoire (à cimetière) à valeurs dans

(E , (8) qui est appelée la fonction aléatoire arrêtée b l'instant H
déduite de X .

2.2 - LEMME - On suppose que la fonction aléatoire X estmesu-
raiïelZ), et on désigne par H une application de Q dans [0,+œ].
Si H est Fx -mesurable, aH es£ mesurable de (Q , Ff ) dans
(Q, F l) , et Â € F£H4=>"A€ et a^(A) =A" (A C Q) . Si H
est -mesurable ocH est mesurable de (Q, F£ ) dans (Q, f£),

S et AG FxH<^=^>nAG et cT^A) = A' (A C Q) .

En effet, supposons, par exemple, que H soit F„-mesurable.
En vertu de la relation Xt 0 aH = XtAH = X” , aH est mesurable de
(Q, ) dans (Q, F*), donc aussi de (Q, f£H) dans (Q, Fœx)(n° 0.1). En vertu de la mesurabilité de X, Xt H est F„-
mesurable, (en effet XtAt1 est composée de oo —> (t ^ H( co) , w)
qui est mesurable de (Q, F*) dans (R+x Q, <BR ®. Fœx), et de
(u,ü)) >Xu(w) qui est (fiR+ ® Fœx-mesurable) ; donc, d'aprèsla relation Xt o aH = XtAfi , aH est mesurable de (Q , F<£) dans(l,t|), donc aussi (n° 0.1) de (S , F<£ ) dans lui-même.

Par ailleurs, a^A) = A pour tout A G Fx à cause de laH relation ocH 0 aH = aH .

[ (1) Voir le n° 0.6.
(2) Voir le n° 0.5.

2.1, 2.2.
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Ainsi, AGF* => o^A) = A et A 6 F„* , Fœx C Fx , et ,

a_1(A) = A et A G Fx => AG F f .

Il reste à montrer que A G Pj => a*1 (A) = A .

Pour cela soient AGF
00

w G A , et P = -
2

(mesure discrète sur Q ) . Il existe deux ensembles A' et A"
de F*" tels que A' C A C A" et P(A" - A') = 0 ; c'est-à-dire
lA,(w) = lA„(u)) et lA,(aH(w)) = 1 A^aH(w)) . On a alors :

1» = 1A- (w) = V = lA(aH(co)) d'où le résultat,
Procédure analogue mais plus simple dans le cas où H est F*,
mesurable.

2.3 - Ft -aesurabilité de l’application aT -

LEMME - Si la-fonction aléatoire X est mesurable (D et si T est
un temps d'arrêt de la famille (Fx) (resp. F*t)), alors aT est mu.
rablede (Q, FTX) dans (Q, F^ ) [resp. de (Q, FTX) dans (Q , F*)),

En effet, T étant un temps d'arrêt de la famille (Fx) , T est

Fœ-mesurable ; donc, d'après la mesurabilité de X et le lemme
2.2., aT est mesurable de (Q, F^) dans lui-même.

Il suffit donc d'établir que, si A G F^ et u GR+ , a^A) 0{T< u}
est Rx-saturé. Soient donc u) G a”1(A) fl {T < u} et co'~u) (Rx) ;
d'après le corollaire 1 du théorème 1.3, w ' ~ co (Rx) ; et, d'après
le corollaire 3 du même théorème, aT(to') ~aT(w) (Rxœ) ; d'où le ré-

sultat, puisque AG f£ est saturé pour Rx d'après le lemme 1.2,
On peut alors énoncer :

2.4 - THEOREME - On suppose que la fonction aléatoire X est nesu.

rable^J. Alors, si T est un temps d'arrêt de la famille

(1) Voir le n° 0.5.

(2) Voir les n° 0.5 et 0.6.

2.3, 2.4.
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(Fxt) (resp. F*)), FTX = FœxT (resp. F* = F*')0-)
COROLLAIRE - Fx = oÇ^fJ) {resp. Fx = )) .

En effet, supposons, par exemple, que T soit un temps
d'arrêt de la famille (Fx) ; T est Fx-mesurable, donc A6 F*
entraîne A = a^HA) , d'après le lemme 2.2, et donc aussi A G Fx,
d'après le lemme 2.3.

Inversement, A 6 F} entraîne que A G Fœ et que A est
saturé pour (théorème 1.4), donc que af^A) = A (corollaire 2

XT
du théorème 1.3) ; donc finalement que AG F® d'après le lemme
2.2. ; d'où le théorème. Le corollaire en résulte, compte-tenu du
lemme 2.2.

2.5-Progressive aesurabilité forte - Le théorème suivant sera utile
dans la suite (2).

THEOREME - On suppose que la fonction aléatoire X est proires-
sivemnt mesurable C‘3)t et que (Gt)teR est une famille croissante de
tribus sur Q à laquelle X est adaptée (F* C Gt pour tout
t G R+) . Alors, pour tout temps d'arrêt S de la famille (Gt),
l'application (u , co ) >XuAS(u)) est mesurable pour les tribus
(8r+ ® Gs et Oi .

En effet, soit u G R+ ; l'application (t, w ) >at(w) de
[0,u]xQ dans Q est mesurable pour les tribus (0rO(IJ]®F* et
K, d'après la progressive mesurabilité de X, donc aussi, puisqueF* C Gu , pour les tribus fà[0fU] ® Gu et Fx . L'application
W-—>(S(w)* u , u) ) de Q dans [0 , u] x S2 est mesurable pour
les tribus Gu et (B[0>u] ® Gu ; donc, en composant, l'application
u—>aSA(w) de Q dans Q est mesurable pour les tribus Gu
et Fi. “

(1) En particulier, la tribu Fx est identique à sa complétée universelle .

(2) Ce résultat est du à Chung (voir [2]), nous l'établissons ici, en supposant
l'existence d'une famille d'opérateurs d'arrêt.

(3) Voir les n° 0.5 et 0.6.

2.5.
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Autrement dit, si AG F® ,

aj^A) H {S < u} = aj^A) fl {S < u} G Gu .

u étant arbitraire, a.s est mesurable de (Q , Gs) dans (Q, Fœx).
On peut alors considérer l'application (u , co) >XuaS(w)comme composée de (u , co ) > (u , as(co)) qui est mesurable pourles tribus üiR a Gs et fôR+a Fœ , et de (u , (o) >Xü((o) qui est<BR+a Fx-mesurable d'après la (progressive) mesurabilité de X ;d'où le théorème.

3. Tribu Fî* et relation d'équivalence Rî. ^

On pose, comme d'habitude,

K * Q, pü et K = Q, lî (2) (t sr.) •u>t u>t3.1-Relation d’équivalence R„ + . - Soit H une application de Q
dans [0 , +œ] . On définit la relation d'équivalence Rr+ sur 2
en posant :

co ~ (o'(Rx+)<=> H(co) = H(u)') et il existe e > 0 tel que

Xs((o) = Xs((o') pour tout s < H(co) + e .

Autrement dit, (n° 1.1), (o ~ co' (Rh+)<ï=—> il existe e> 0 tel que
co ~ co' (Rj+e) .3.2-Tribu Fj+ et équivalence Rx+ -

LEMME - Pour tout t E R+ , la tribu Ftx+ (resp. Ftx+) est égale
à l'ensemble des événements de Fx (resp. F* ) qui sont saturés
pour R*+ .

(1) Voir le n° 0.6.

(2) On a : Fx+ = F*+ pour tout t E R+ .

3.1, 3.2.
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Démontration immédiate à partir du lemme 1.2 et des
définitions.

3.3-Caractérisation des tenps d'arrêt de la famille (Pt*+) :d

THEOREME - Pour qu'une application T de Q dans [0 , +œ]
soif un temps d'arrêt de la famille (Ftx+) (resp. Ftx+)) , il faut et
il suffit que T soit F^-mesurable (resp. F£ -mesurable) et que,
pour tous t G R+ , co G Q , a)1 G Q ,

T(u)) < t et u)' ~ w(R{) =>T(o)') = T(ü>) .

En effet, supposons que T soit un temps d'arrêt de la fa-
mille (Fx+) : T est F^-mesurable, et la relation annoncée résulte
du lemme 1.2 et de ce que {T < t} G Fx (2) . Inversement, si T
est Fx-mesurable, et si cette relation est satisfaite, {T < t} G F®
et {T < t} est Rj saturé, d'où {T < t} G Fx (lemme 1.2) et le
résultat.

3.4-THEOREME - Si T est un temps d'arrêt de la famille (Fx+)
(resp. (Fx+)) , la tribu Fx+ (resp. Fx+) est identique à l'ensemble
des événements de Fx (resp. Fx) saturés pour Rx+ .

Démonstration tout à fait analogue à celle du théorème 1.4 en
remplaçant {T ^ t} par {T < t } .

3.5-THEOREME - On suppose que la fonction aléatoire X est mesu-
rable (3). Alors, si T est un temps d'arrêt de la famille (Fx+)
(resp. FXJ) ,

n
e>0

F
xT+e

(resp. Fx n
e>0

F xT+€ (4)

(1) Cette caractérisation des temps d'arrêt (pour la famille (F*^) a déjàété établie par A. R. Galmarino ; voir à ce sujet Ito et Mc Kean [8]
page 85 et Mc Kean et Tanaka [9] page 483.

(2) Pour que T soit un temps d'arrêt de la famille (Ft+ ) il faut et ilsuffit que {T < t) E Ft pour tout t .

(3) Voir le n° 0. 5.
(4) Voir à ce sujet Ito et Mc Kean [8], page 86.

3.3, 3.4, 3.5.
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En effet, supposons que T soit un temps d'arrêt de lafamille (F*+) . Remarquons d'abord que, pour chaque e > oaf+e(w) ~ go (RÏ+e) : soient u>' = aT+6(w), t = T(u>) + e (1) et e' <£;onâT(w) + e' < t , et Xs(w') = Xs(oo) pour tous s < t ; donc

T(oj') + e' = T(u>) + e'

d'après le théorème 3.3, puisque T + e' est un temps d'arrêt dela famille (F*+) en même temps que T (d'après ce même théo-
rème, entre autre) ; on a donc aussi T(u)') + e = T(co) + e , et lerésultat annoncé.

Soient maintenant A G F*+ , u) G A , e > 0 et cow (RxT+e);
par définition de R*+ (n° 3.1), oo' ~ io (RXT+) ; donc, d'après lethéorème 3.4, U)'G A , et A est saturé pour R*+e ; on a donc
af+e(A) = A d'après la remarque préliminaire, et, comme A€F£,
AG F^+e d'après le lemme 2.2. Ainsi, F* C fl f£,T+c !

6>0

Inversement, supposons que AG O F*T+e , et soient coGA ! i
e>0

1et w'~o) (R*+) ; il existe e > 0 tel que to' ~ u) (Rx+e ) ; on a alors, I 1
d'une part, aT+€(w') ~ aT+e(co) (R„) ; d'autre part, puisque A6Ff,
aT+e(A) - A (lemme 2.2) ; on en déduit, A étant dans F„ , donc
Rîo saturé, (lemme 1.2), que lA(u)') =; lA(aT+e(co')) = 1A(aT+e(w)) = 1a(uj) = 1 ;
d'où le résultat cherché.

3.6 - REMARQUE. - Si T est un temps d'arrêt de la famille (F*t),
en général, la tribu Fx+ est différente de la tribu Fx . Il suffit
pour s'en convaincre de considérer la fonction aléatoire continue à (droite typique (App. 1 n° 3) à valeurs dans la droite réelle R, et
de prendre pour T le temps de sortie (2) d'un intervalle fermé. |
T est un temps d'arrêt de la famille Fx+ , mais il existe des |
trajectoires pour lesquelles T(oo) < + œ et T(aT(co)) = + œ ; au-
trement dit T / To aT ; ce qui montre, en vertu du lemme 2.2, !

(1) Si T(wj = +oo,ü)' = oj; on peut donc supposer T(u)) < + oo, et alors
t G R+ .

(2) Voir l'appendice 2 ci-dessous.

3.3, 3.4, 3.5.
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que T n'est pas F^-mesurable ; donc que F*T / f*, , puisque
T est FTX+-mesurable.

Far contre, si on prend pour X la fonction aléatoire continue
à droite typique (App. 1, n° 3) à valeurs dans un espace LCD E,
et si on considère sur (Q, F*) une famille (Px )xeEs de mesures
de probabilités qui font de (X , (FJ )) un processus fortement mar-
kovien, on peut montrer (voir Blumenthal et Getoor [1]) que la
relation F„ = FTX+ est vérifiée à condition de remplacer la com-
plétion universelle par celle qui consiste à adjoindre tous les sous-
ensembles des événements de F* -négligeables pour toute ré-
partition initiale p .

4. Décomposition de la tribu F L
relativement à un temps d'arrêt

Dans ce paragraphe, on suppose que la fonction aléatoire X
possède, en plus de la famille (at)teR d'opérateurs d'arrêt (n° 0.6),
une famille (9t )teR d'opérateurs de translation(1 ).

4.1-LE MME -Si la fonction aléatoire X est mesurable^^,,et si H5
est une application de Q dans [0, + co], F ^-mesurable (resp. F^,-
mesurable), alors 0H est mesurable de (Q , F* ) (resp. (Q, F^))
dans lui-même.

En effet, en vertu de la mesurabilité de H , de celle de X
et de la relation Xs o 0H = Xs+H , 0H est mesurable de (Q, F*)
(resp. (Q , F*)) dans (Q , F^,) ; donc aussi (n° 0.1) de (Q , F* )
dans ( Q, fT) .

4.2 - LEMME - On suppose que T est un temps d'arrêt de la famille
(F*), et que S et U sont des applications de Q dans [0 , +oo].
Alors, pour tout w G Q tel que U(o>) = T(w) + S(0T(w)) , on a

(1) Les fonctions aléatoires courantes à valeurs dans un espace LCD sa-
tisfont à ces hypothèses (voir l'appendice 1).

(2) Voir n° 0.5.

U, 4.2.
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as(0T(oo)) ~ 0T (a») (Ri)(D.
En effet, si s G R+ ,

XIIf3Œ>O
s A S(0T(<u) |(®T (w)) - X-

s ASC 0T(<U> ) + T(û>» (co)

= X [s+Tt <y|] ÀUIal (co) — V r
- A [s + TC Oytû)! )] f\ U( w, (w)

= Xs+T(a„(u)) ) = X O CD

puisque T(co) = T(au(u))) en vertu du théorème 1.3 et des relationsT(co) ^ U(co) et Xs(au(w)) = Xs(co) pour tout s < U(co) .

4.3- Teaps d’arrêt U = T + S09t-

LEMME - On suppose que la fonction aléatoire X est mesurable.
Alors, si T et S sont des temps d'arrêt de la famille (Ftx) (resp. F*)),
et si on pose U = T + S 0 9T , U est aussi un temps d'arrêt de la
famille (Fx) {resp. (Fx)) .

En effet, d'après le lemme 4.1, U est Fx-mesurable (resp,F„-mesurable) ; il suffit donc de montrer (lemme 1.2), que, pour
chaque u G R+ , {U < u } est Rx saturé : soit donc co G Q tel queU(co) ^ u , et oj' ~ co (Rx) ; comme T < U , on a T(co') = T(to) (théo-
rème 1.3). Posons T(to) = t . On a

9t (co')~ 9t (co) (Rx_t) , et S(0t(co)i) = U(co) - T(co) < u - t,

donc (théorème 1.3), S(9t(co)) = S(9t(oo')) ; et finalement

U(co') = U(co) £ u .

(1) En particulier, as(0t(co))~ 9t(at+s(co)) (Rx) (s , t G R+) .

4.3.
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)(
4.4 - Décomposition de Fœ -

THEOREME (1 ) - Si la fonction aléatoire X est mesurable, et si T
est un temps d'arrêt de la famille (F*) , alors

F„> c Ü V e;li(F.*) .

COROLLAIRE 1 - La famille, stable par intersections finies, dessous-

ensembles de Q delà forme oTj (A) fl ^(B) où A6 F* et B E Fœ
entendre une tribu sur Q contenant F„ .

COROLLAIRE 2 - Pour toute application h de Q dans

[a , b] C [- œ , + œ ], F* V Fl,-mesurable,
il existe une application h de QxQ dans [a , b] telle que

(a) h est F* ® F*-mesurable.

(b) h(w) = h(w , 0T (co)) = h (aT(uj) , 0T(co)) pour tout ij6Q .

(c) h a une valeur constante (arbitraire) sur l 'ensemble

{(0 , co1 | (o , co1 E Q x Q et XT(co) ^ X0(w')} (2)
Pour établir le théorème, il suffit de vérifier que si f est

une fonction (numérique) -mesurable sur Es , et si t E R+ ,f o Xt est V 0“1(Fo^)-mesurable. Or

foXt = f o Xt l{K<T}+foXt l{T<t}.
Le premier terme est F*-mesurable ; étudions le deuxième : on a,

fo Xt(co) 1 {T<t}(co) = f(X(t_T(üJ))+ (0T(co))) l{T<t}(co) (co E S2 ) ;
^'où le résultat en remarquant que l'application

(1) Voir le début de ce paragraphe.
(2) Voir le n° 5.2.

4.4.
2
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W M(t-T(w))+, 9>))
est mesurable pour les tribus Fx V et (B. ® Fx

, et quel'application (s , w) ^X^oo) est (/3R+® F^-mesurable d'après lamesurabilité de X . .

Le corollaire 1 résulte directement du théorème ainsi quel'existence d'une fonction h ayant les propriétés (a) et (b) (corol.laire 2) ; on en déduit une fonction h ayant aussi la propriété (c)puisque XT(w) =Xo(0T(w)) et que

{w,ü)'| XT(w) / Xo(co')} 6 f; ®Fx .

4.5- Décomposition de Fu -

THEOREME - On suppose que la fonction aléatoire X est pro. I
iressivement mesurable (2), et que S et T sont des temps d'arrêt de lu
famille (Ftx) (resp. (Fx )) . Alors, si on désiine par U le temps
d'arrêt T + S0 0T * on a

Fux = f; V (resp, Fxy = Fj v 9^(FX )) . | j
En effet, en vertu du théorème 2.4, il suffit de montrer que ,

,F^ C Ftx V ©^(Fj) , ou encore que si t E R + et si f est une
fonction (numérique) ûis-mesurable sur Eg , f 0 X“ est Fx v 9?®*
mesurable. Or :

f o Xj = f o Xt l{t^T} + f ^Xt s
Le premier terme est F.-mesurable ; quant au deuxième, remar-

quons que, si t > T(w) :

X [t-T(cül] ^<0Tt<y)) = X[U-Tt<u)) +T(û>» )
J

= X,»„.,W =xtu(M) .

Ainsi,

(1) Voir le début de ce paragraphe.

(2) Voir le n° 0.5.

( 3 ) Voir le n° 0.1.

4.5.
5
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f o Xt(w) ~ S(0T(<u)> (®T(W))) •

ie Or, l'application io > X[t_T((U,]+AS<gT(û)n (0T (<o)) est cojnposée de
la I io—>((t-T(ü)))+ , 0T(«o)) qui est mesurable de (Q , Fx V O^fFg) )

dans (R+x Q , fôR+ ® Fg), et de l'application (u , co ) >XuAS(û)| (w)
qui est mesurable de (R+x Q, (fôR+ ® Fj) dans (E , (ft ) , d'après

ie le théorème 2.5 et la progressive mesurabilité de X ; d'où le ré-
1- sultat dans le cas de la famille (F*) , et par une procédure ana-

c) logue dans celui de la famille (F*) .

*

S. Décomposition d'un temps d'arrêt
par rapport à un autre temps d'arrêt

On suppose, dans ce paragraphe, comme dans le précédent
que la fonction aléatoire X admet une famille (oct) d'opérateurs^
d'arrêt et une famille (0t) d'opérateurs de translation(1).

5.1- On dit que la fonction aléatoire X possède la propriété de
raccordement si pour tout t E R+ , w E Q et co' E Q tels queU6 I X>') = Xt(o>) , il existe co" E Q tel que :ne

P*
00"~ io (R{) et 0t (u>")~ co' (R^) .5.2-Sous les hypothèses du théorème 4.4, la propriété de raccor-

dement entraîne que la fonction h introduite dans le corollaire 2■r'
de ce théorème est déterminée de façon unique par les condi-tions (a), (b), (c) : en effet, pour tout (to , u')GQ x Q, tel queX#((i)') = XT(to) , il existe, d'après la propriété de raccordement etlethéorème 1.3, une trajectoire co" G Q telle que (o"~ (o (R^) et8t((jo") ~w' (Rj>) ; il en résulte, en vertu de la F* ® F„-mesurabilitéde h

, que h(<o , (o') = h(io" , 0T (to")) = h((o" ) ; d'où l'unicité annoncée,
compte-tenu de la propriété (c).

(1) Les fonctions aléatoires courantes à valeurs dans un espace LCD satis-
font à ces hypothèses (voir l'appendice 1).

U, 5.2.
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5.3 - Décomposition d'un tenps d'arrêt-

THEOREME -On suppose que la fonction aléatoire X est mesurableet possède la propriété de raccordement « **. Alors, si T estuntenpsd'arrêt de la famille (F*) (resp. (Ft )) , et V un temps d'arrêt dela famille (Ftx+)(2), il existe une application V de QxQ dans[0 , +œ] et une seule ayant les propriétés suivantes :

a) V est F* ® F*-mesurable (resp. F* ® F^-mesurable).

b) T(<o) V V(u>) = T(<o) + V(to , 0T(<o)) pour tout w G Q .

c) V(co,(o') = 0 si T(ü>) = + oo et X0((o')=Xt(ü)) ; et V( w, w') = + œsi Xo(0ï*) 35^(0») O).
En outre, pour chaque co G Q , Vapplication œ' > V(u , u')

est un temps d'arrêt de la famille (F* + ) (2).

En effet, posons V'((o) = T((o) vV(co)-T(to) si T(w)<+a>,et V'(<o) = 0 si T(oü) = + œ . V' est F* v F^-mesurable ; donc,d'après le corollaire 2 du théorème 4.4, et le n° 5.2 ci-dessus, il
existe une application V de Q x Q dans [0 , + œ] et une seule,F* ® F^-mesurable et telle que V'(oo) = V(oo , 0T(oo)) pour tout w 6 Q
et V( io , oo ' ) = +oo (3) si X0(to')^XT( (o) . On en déduit d'abord que

T(u>) v V(to) = T(co) + V(u) , 0T((o))

pour tout ooe Q , et que V(u) , 0T(co)) = 0 si T(to) = +a> ; mais,
si X0((o') = XT(w) , et T(w) = + œ , on a Xt(oo) = ô , donc

0T (co) = (os , X0(u)') = ô , et co'~ w 8 (R^) ;

d'où V( co , (O1) = V(io , 0T((o)) = 0 d'après la F^-mesurabilité de
V(u) ,. ) et le lemme 1.2.

Ainsi V possède les propriétés (a), (b), (c), et il reste

(1) En plus des hypothèses faites au début du paragraphe.

(2) Sans chapeau (voir la remarque 5.6 ci-dessous). Le théorème subsiste
si on remplace la famille (F*) par la famille (Fj) .

(3) On peut ici remplacer +co par O.

5.3.
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seulement à établir que V(Co , . ) est un temps d’arrêt de la famille
(F*t) V ou encore, d’après le théorème 3.3, que, pour oo G Q et
t 6R+ ,

(1) V(co , cox) < t et oo2 ~ (jOx (Rx) ■ ?> V(co , co2) = V( co , 0^ ).

Supposons donc que V(co, <t et co2~ u)x (R*) . Si T(co) = + œ ,
la conclusion est immédiate car u>2~ co1 (R*) entraîne Xo(co2) = X0(co1).
Supposons donc que T(co) < + œ et
priété de raccordement, il existe

soit u

üT-l et
= T(co) . D’après la pro-

ü)2 dans Q tels qüe :

(2) Wi ~ co (R* )

(i I 1,
|
2) .

(3) 9UK) - CO; (RJ

De la relation (2) résulte que T (w*) = T(co) = u (théorème 1.8)
et que V(u){,.) = V(U),. ) (théorème 1.4) ; et il résulte alors de
la relation (3) que :

0 (âôi) ~ coi (R^) , donc que, pour i = 1, 2,
(4) V(co , cot ) = Vôïï; , eT ( û4)) = V(W;) - TK ) .

Par ailleurs, les relations (2) et (3), jointes à l’hypothèse
w2''-w1 (R*t ) entraînent que :

(5) cô2 ~ ôÔjl (R*+u ) .

Comme V^co-J <t + u d’après l’hypothèse PpRjft; ) <t , le théo-
rème3.3 entraîne que V(lo2) = V(oo^J ; d’où le résultat, d’après (4).

5.4-Sous les hypothèses du théorème 5.3 sur X et T, l’appli-
cation V >V a la propriété suivante qui résulte immédiatementde l’unicité :

COROLLAIRE - Si (Vn)
la famille (Ftx+) , et si

est une suite croissante de
V = sup Vn , on a aussi

temps d'arrêt de
V = sup Vn .

5.4.
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5.5 - Signalons enfin l'extension suivante
étudier le temps d'arrêt V entre deux
U = T + S o 9t :

qui est utile ( 1 )
^temps d'arrêt T

(Êtx) et U le temps d’arrêt T + s o 0 T (n° 4. 3) .

Posons v'*(oo) = V(oo) si co E {T V < U} ,

et V *(00) = + 00 si 00 {T V < U} ;

VV , co') = V(oo,oo ' ) si 00 E {T V} et V(oo, 00') < S((Ai
et V '*(0),,00') = + 00 si 00 É {T V} ou V( oo, w') S(oo').

Alors V* est un temps d’arrêt de la fam i l\le (Fj+) ,, et on a les
propriétés suivantes :

(a* ) V* est F* ® F^-mesurable.

(b* ) V*(oo) = T(oo) + V*(oo ,©T (oo)) pour tout u€Q ,

(c*) {T < V} GF/, et {T V*<U} = {V* < + co}

= {T ^ V} n {co | V(oo , 0T (oo)) < S(0T (oo))}

= {T ^ V} fl {w \~V*{ co , 0T (co)) < + oo} .

(d*) Pour chaque oo E Q , V*(oo , .) est un temps d'arrêt de lofa,
mille (F *+) .

(e*) Soit h une fonction numérique sur Q , F*+-mesurable, et h
l'unique fonction numérique sur Q xQ réalisant la déçoit-
position de h par rapport au temps d'arrêt T (corollaire J
du théorème A. A) et nulle sur {oo , oo' |XT(co) ^X0(oo')}. Alors,
pour tout co E £2 , la fonction numérique

wi » i^.Ks} K) 1) est F ^-mesurable.
Que V* soit un temps d'arrêt de la famille (F*+) est un

résultat classique puisque {T 4 V < U} E F*+ ; on peut aussi le dé-

(1) Voir à ce sujet Courrège et Priouret [6], n° 1.3.5.

(2) Voir le n° 5.2.

5.5.
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duire du théorème 3.3. Que {T < V} appartienne à F* est une
conséquence de ce même théorème et du théorème 3.4 en considé-
rant l'ensemble {V < T} . On en déduit que V* est F* ® F*-
mesurable, puisque V l'est ainsi que

M = ({T < V} x Q) 0 {(u , u)' | V(u> , w') < S((jo*)} .

La relation_ V*(w) = T(u>) + V*(u)J 0T (w)) résulte de la pro-
priété (b) de V (théorème 5.3) si u> E {T,< V< U} ; elle est
aussi vérifiée si to^{T^V <U} et T(w) = + œ ou si oo ^{T 4 V}.
Enfin, si V(oj) > U(co) et T(w) < + oo , on a V(co , 0T (w)) >S(0T(u))),
d'où la propriété (b*) par définition de V*. La propriété (c*) peut
être établie de façon analogue, et la propriété (d*) est classique
(elle peut aussi être déduite du théorème 3.3).

Enfin, la propriété (e*) réclame une simple vérification à
partir du théorème 3.4, en utilisant la propriété de raccordement
comme au n? 5.3

5.6 - REMARQUE - Le corollaire 5.5 tire son intérêt du fait que le
théorème 5.3 ne permet d'associer une fonction V, F* ® F*-mesurable,
qu'à un temps d'arrêt V de la famille (Ftx+) (sans chapeau). SiT et S sont des temps d'arrêt de la famille (F*), cette diffi-
culté disparaît, et il suffit d'appliquer le théorème 5.3 au temps
d'arrêt V*

.

APPENDICE I

Fonction aléatoires typiques

Al.l - Le présent appendice a pour but de situer dans le cadre
employé ici, les fonctions aléatoires pour lesquelles les élémentsde l'ensemble £2 sont exactement des applications de R+ dans E .Ce sont ces fonctions aléatoires qui seront appelées typiques (voirle n° Al.3 ci-dessous).

A1.2-La fonction aléatoire canonique a cimetière - (E , (fè) étant unespace mesurable, et (Eg , <fês) étant défini comme au n° 0.3, onconsidère l'espace Eg+ de toutes les applications de R+ dans E8 ,et on désigne, pour chaque t E R+ ,. par X‘t la projectionip—> cp (t) de Eg+ sur Eg , et par 0*tE 1 et altEI les opérateurs

5.6, Al.2.
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de translation et d'arrêt sur Eg entièrement définis par

X = X et x; = X' :s g RJ

on désigne enfin par co gE* la trajectoire constante en ô, et parQ,Et le sous-ensemble de Eg+ formé des trajectoires <p tellesque {t 11 G R+ et 9 (t) = 0} est un intervalle de la forme

[ a , +00 [ (où a G [0 , + 00 ] ) .

Pour chaque t c Rtl (j
même ; il en résulte que le terme :

et alE* appliquent Q* 1 dans lui.

X*E’ =(Q' «E» r E »

U)s , (Xt , E , di , Ô

est une fonction aléatoire (à cimetière) à valeurs dans (E,®)admettant comme familles d'opérateurs de translation et d'arrêt les
restrictions à Qm des familles (8^E>) et (cc^E*) . En outre,
possède la propriété de raccordement (n° 5.1).

Conformément à la terminologie de Dynkin, X<EI est la fonc-
tion aléatoire canonique (à cimetière) à valeurs dans (E , (B).

Al.3 - Fonctions aléatoires typiques - Une fonction aléatoire (à cime-
tière) X = (£2,F,wg,(Xt)) à valeurs dans (E , fô) est dite
typique si elle possède la propriété de raccordement et si elle est in-
duite par X e au sens suivant : Q est un sous-ensemble de QIEI
invariant par 0*E et a(tE * pour chaque t G R+ ; Xt est, pour
chaque t G R+, la restriction de X*EI à £2 , et cog = U)(gEl.

Les restrictions à Q des familles (9^’) et (cq) consti-
tuent alors des familles d'opérateurs de translation et d'arrêt de X
(les seules possibles d'ailleurs).

Al.4 - Exemples - On suppose que E est un espace localement com-

pact à base dénombrable, que ûi = fôE est sa tribu borélienne et
que Eg est le compactifié d'Aléxandrov de E .

1er exemple. Fonction aléatoire de Bunt -

Qm formé des trajectoires w
d'une limite à gauche en tout point

Q est le sous-ensemble de
continues à droite pourvues
t G R+ tel que x!e,(ü))^ô.

Al.3, Al.4.
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2è«e exemple. Fonction aléatoire continue - Q est le sous-ensemble
de Q(E> formé des trajectoires oo continues en tout point
t € R+ tel que X*tE> (w) / 6 .

Jeie exemple. Fonction aléatoire en gradins (1 ) - Q est le sous-ensemble
de Q(EI formé des trajectoires w pour lesquelles il existe
une suite croissante (tn)n>0 de nombres 0 et une suite
(aJn»o d'éléments de Eg tels que :

- t0 = 0 , Sup tn = oxE(u)) (2) ;

- X^u) = an pour tout n 0 et tG [tn , tn+1[ .

(de telles trajectoires sont continues à droite).

41.5 - Transformation canonique d'une fonction aléatoire ; type d'nne
fonction aléatoire - X = ( Q , U)s, (Xt)) désignant une fonction aléa-
toire à valeur dans (E , fà) , on définit une application yx de Qdans Q<e* au moyen des relations : X* o yx = Xt (tGR+): yx est
la transformation canonique de la fonction aléatoire X .

Si X admet des familles d'opérateurs de translation et d'arrêtI (9t ) et (at) , et possède la propriété de raccordement, on a

9<E’o yx = yxo 9t , a(tE,o yx = yx o at. (t G R) ,

et la fonction aléatoire induite sur yx (Q) par XtEI est typiqueI (n0 Al.3 ci-dessus).

Plus généralement, soient X =(Q, wg, (Xt)) une fonctionI aléatoire à cimetière (a priori quelconque) et X° = (£2°, wgE 1 , (X°))I une fonction aléatoire typique à valeurs toutes deux dans (E , (B).| On peut exprimer la relation yx(Q)CS2° (autrement dit, pour toutI uG Q
, la trajectoire t >Xt((jo) de u) appartient à Q°) en di-I sant que X est de type X° . (Par exemple si Xe est la fonctionI aléatoire typique continue (n° Al. 4, ex. 2), les assertions "X estJ continue" et "X est de type Xe" sont équivalentes).

(1) Voir Dynkin [7], parag. 3.13.
(2) oE désigne la durée de vie de X (autrement dit, le temps de sortiede E pour X , voir l'appendice 2).
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Notons enfin que, la fonction aléatoire X étant donné, ilexiste une fonction aléatoire typique Xm = (Qm, (X™)) à valeursdans (E , (8) , et une seule, telle que pour toute fonction aléatoiretypique X° = ( Q° , u)gE), (X°)) à valeurs dans (E , (R) , on ait :

X est du type X°; Qm C Q°.

(En effet, il est facile de vérifier que si (Xt)i j est une famillede fonctions aléatoires typiques à valeurs dans (E , (B)

(X{ = ( Q4, co§E*, (X*)) , i G I) et si on pose,
Q= D Qi , Xt (oo) = X*E ' (w) (tG R+, oo G Q),

X = (Q , Wg 1, (Xt)) est aussi une fonction aléatoire typique à va-leurs dans (E , û&j).

On pourrait appeler Xm Ze type de X .

APPENDICE II

Exemples de temps d arrêt des familles (F * ), (F ï )
A

et (F t- ) : temps de sortie (i)

Pour chaque sous-ensemble r de E , on désigne par oj,le temps de sortie de T pour X :

Op(w) = inf {t | t G [ 0 , + oo] et Xt(w) ^ T) ( co G Q) .

A2.1 - THEOREME - On suppose que la fonction aléatoire X est
mesurable (2).^Alors, pour tout T G (B , a* est un temps d'arrêt de
la famille (F*+) .

En effet, pour chaque tGR+, soit At l'ensemble {(u, w)| u<t
et Xu(oo ) GD ; en vertu de la mesurabilité de X , At G >

(1) Voir à ce sujet, Dynkin 7 , chap. 4, Meyer 10 et Courrège 3 .

(2) Voir les n° 0.5 et 0.6.

A2.1
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il si T 6 (B. Mais {<jp < t} est la projection de At sur Q ; donc,
•s d'après le théorème de projection des ensembles mesurables (voir

■e Meyer [10] , ou Courrège [3]), {a* <t}£ F,J ; autrement dit, Op est
Fj-mesurable ; le résultat annoncé est alors une conséquence im-

I médiate du théorème 3.3.

le A2.2 - On suppose que E est un espace topoloiique métrisable, que
(0 = (Be est sa tribu borélienne, et que la fonction aléatoire X à
valeurs dans (E , (SE)(1) est continue à droite (2) (elle est alors

.se( mesurable). Alors :

(oc) si T est un fermé de E , Op est un temps d'arrêt de la fa-I mille (F*+) (sans chapeau).
a-

(P) si r est un ouvert de E , Op est un temps d'arrêt de la
| [mille (FÏ) ; si, de plus, X est continue (App. 1, n° Al.4 ex. 2,

et n° Al.5) Op est un temps d'arrêt de la famille (Ftx) .

(y) si X est une fonction aléatoire à êradins (App. 1, n° Al. 4,
ex. 3 et n° Al. 5) pour chaque entier n , le temps du n-ième saut de
X est un temps d'arrêt de la famille (F*) .

En effet, si T est fermé, on a

{ap< t> = U (Xr<£ D (3) ,
r e0+
r <t

, d'où la propriété (a) .°r

Supposons que T soit ouvert ; Op est F*-mesurable d'aprèsI le théorème A2.1. Utilisons le théorème 1.3 : soient t , 00,00' ,

tels que Cp(oo) <t et 00 ' ~ 00 (R*) ; si Op(oo) < t , on a Op(oo') = Cp(oo)I d'après les théorèmes A2.1 et 3.3 ; si Op(oo) = t , on a Xt(oo)(£ T ,

^ puisque Es \ T est fermé ; donc Xt(oo')^ r ; et Op(oo') ^t . D'oùI le résultat, puisque Op(oo') <t et 00'~ 00 (Rj) contredirait l'hypo-I thèse Cp(oo) = t d'après le théorème 3.3. Si, de plus, X est conti-

<t

• <! |

Ü) Voir le n° 0. 6.
(2) Autrement dit, que, pour chaque oo G Q , l'application t >Xt(co) de

l'intervalle [0 , oEx(oo) [ dans E est continue à droite.(2) Qt désigne l'ensemble des nombres rationnels > 0 .

A2.1, A2.2.
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nue, on a Op = sup , où (Kn) est une suite croissante de fer-
més dont la réunion est T. ai est ainsi F^-mesurable, d'après(a) , donc un temps d'arrêt de (F*) d'après le raisonnementprécédent.

Supposons enfin que X soit à gradins, et soit Tn le tempsdu n-ième saut (n^.1) : par définition

T^u) ) = inf {u| u£ [0 , + oo] et Xu(u)) ^ X0(to) }

et si X0(oj) / ô et Tx(w) = + oo si X0(oo) = ô . Donc, si

t G R+ , {Tl4 t}= ( U {Xr f X0}) U{Xt f X0} ;
re 0+
r<t

Tx est donc un temps d'arrêt de la famille (Fj) ; il en est demême de Tn d'après le lemme 4.3, puisque Tn+1 = Tn +Tl0 0Tn (n > 1).

APPENDICE III

Evènements postérieurs à T
et relation d'équivalence ô;1 (R i ) (>)

A3.1 - Relation d'équivalence S„ - Soit H une application de S!
dans [0 , + œ ] ; on définit la relation d'équivalence S* sur Q en
posant :

(S„)<*=*> 0H(u>) ~ 0H(w') (R^) .

Ainsi la relation w ~ w ' (S*) , équivaut à XH4,t(io) = XH+t(w') pour tout
t G R + (ceci sans que l'on ait nécessairement H(oo) = H(u)') ; voir
le n° 3 ci-dessous à ce sujet).

A3.2 - LEMME - Supposons que la fonction aléatoire X est mesu-
rable(2J et possède la propriété de raccordement J, et soit T m

(1) Les hypothèses sur X sont les mêmes qu'au paragraphe 4.
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temps d'arrêt de la famille (Ftx) ; alors la tribu 9ÿ1(Fx) est iden -

tique a l'ensemble des événements de F^ qui sont saturés pour S*.

En effet, d'après le lemme 4.1, ÉNlg| C F* , d'une part ;
et d'autre part tout événement A de la forme 9^(B) est saturé
pour S y. Inversement, supposons que AGF* et que A soit
saturé pour S* . D'après le corollaire 2 du théorème 4.4, il existe
une fonction numérique <I>. sur Q xQ , F* ® F*-mesurable et telle
que 1» =<£>((jJ , 0T(oo)) pour tout oo EQ .

Pour chaque u G Q, posons 9(00) =3>(ao(co) ,00), et montrons
que l'on a 1A = 9 o 0T ; le lemme en résultera puisque 9 est F„-
mesurable. Il suffit d'établir que si 0)3. , U)£ et 00' sont tels
que = XT(u)2) =Xo(co'), alors , co ' ) = O ( co2, 00 ' ) (prendre
^1 = <x0(9T(u))) , (jl)2 = (jü , et 00' =9t((jo)) . Or, la propriété de raccor-
dement et le théorème 1.3 entraînent qu'il existe w' et 00 ' tels
que :

co| ~ ü){ (R*) et 0T ~ w' (Ri) (i = 1, 2,).
On a donc

$(ü){, w') = #fe| , 9t(w-)) = lA(a)I) (i = 1 , 2, ) ;
d'où le résultat, puisque oo.[ ~ (ST) .

A3.3 - REMARQUE
miüe (Fx) et U

1
et, en particulier

(2) itlUO C 0J1 ( F^ ) ,

ce qui peut s'exprimer en disant qu'un événement postérieur à Uest aussi postérieur à T . Cette propriété ne subsiste pas pourun temps d'arrêt quelconque U £.T(1) . Le théorème 5.3 permetdémontrer que la relation (2) n'est vérifiée pour un temps d'arrêtU»T que si U est de la forme T + S 0 0T .

(1) "Un événement postérieur à U peut dépendre du passé avant T" .

- Soient T et S deux temps d'arrêt de la fa-
= T + S o 0T . On a : ©u = 9S 0 0T , donc :

ff/fî’»') = S^O’s^P»)) .
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Ce résultat ne contredit pas le lemme A3.2 : un événementsaturé pour S„ n'est pas nécessairement saturé pour ST .
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(1) Dans le même ordre d'idée, on sait que

0^( )-mesurable.
T n'est pas, en général,


