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SUR LES PLANS PARTIELLEMENT EQUILIBRES
G. HEUZE

INTRODUCTION.

Cet article constitue un prolongement de [1] relatif aux Plans
Partiellement Equilibrés.

Le théoréme 1 montre que sur tout schéma d'association a deux
classes on peut construire au moins deux P B D.

Le théoréme 2 fournit un critére permettant, aprés examen de leurs
paramétres, de réduire éventuellement le nombre de classes associées de
certains P B D . Ce critére peut &tre employé avec succés pour certains

PBDde [2] et [3].

Les théorémes 3 et 4 enfin - dont les réciproques surtout sont
utiles - permettent de déceler la structure intime de certains P B D (ils
sont applicables par exemple a certains P B D de [2]).

Les notations sont celles de [1] .
DEFINITION 1 - Soit E un ensemble fini. Un schéma d'association @ m
classes associées sur E est constitué par la donnée de (m + 1) rela-
tions binaires Sc ’Si""’Sm définies dans K et vérifiant

(A1) S,est la relation d'égalité

(A 2) pour i=0,1,...,m S, est symétrique (deux éléments vérifiant S,
sont dits i-Ad5S0cCiés).

(A 3) les ensembles représentatifs de Sy 51"“’ Sm forment une partition
EXE

(A 4) x et y étant i-associés, Card (Sj (x) ﬂSk(y)} ne dépend que de

hick 2 Tpezey i

DEFINITION 2 - Un Plan Partiellement Fquilibré (en abrégée P B D
"Partially Balanced Design") 3 m classes associées sur un ensemble E
fini est constitué par la donnée d'une famille de parties Bl, Bfsoinstd

2 b
(appelées blocs) vérifiant :

(B1) Card (By) est indépendant de {,
et déterminant un schéma d'association a m classes sur K de telle
Sorte que :
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b
(B2) x ety étant i-associés, E'E Card (3(x,y)z N BY)ne dépend que de
=]

i =0,1,...,m (on le note ?\i)

THEOREME | - Etant donné un schéma d'association a deux classes sy
E il existe aumoins deux P B D sur F. admettant pour schéma d'associg.
tion le schéma donné.

2} définissons i* par {i,it} = 1.2},

DEMONSTRATION - Si e ;1
xg U Si (x) . La famille (Bx) constitue un des

Posons, pour xt E , Bx ::
P B D annoncés. En effet ¢

(B 1) se vérifie immédiatement car Card (Bx) =3 1

(B 2) résulte de trois évaluations qui donnent :

Ao =n, + i (immédiat)
A*=0 (immédiat)
A = p‘_} 49 (en effet on cherche a dénombrer tous les z

vérifiant x ¢ Bz et y € Bz , xetyétanti-associés ; or cette condition

est équivalente & ze (Si(x) 0 Si(y)) V) 3X % U 3y§ d'on le résultat).

REMARQUE Les blocs sont deux a deux distincts sauf dans le cas ou le
schéma est un GD 3 2 classes dont SOUS]. est l'équivalence ([1],1.2

application). En effet B_= By (avec x # y) impose x ety i-associés et

n, = p:i + 1.0 5 =14 ptl + pii,k (1] théoréme 1.1.4). Done p:i* =0)Gec

qui implique ([1] théoréme 1.2.2.) notre assertion.

THEOREME 2 - Pour que, dans un P B D @ m classes associées, les h

classes d'indices i, i » 1, puissent se confondre en une seule, il [aut

g
et il suffit que :
(23 K= B soveia =it
1 ) i
(2.9) Les h matrices carrées d'ordre (m-h) obtenues comme restrictions
C R “"P1 aux lignes et colonnes d'indices différents de
= g h

B il iai. zorent dpales.
beow Mooy 8
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DEMONSTRATION - Posant J = i, i .o.siy} . lesrelations S, S, (od

T o | AR U ] S, doivent constituer un nouveau schéma sur E . Pour
ie

qu'il en soit ainsi il faut et il suffit que (2.2) soit vérifié ([1] théoréme
1i5323):

(B 1) reste vrai

Et pour que (B 2) soit vrai avec le nouveau schéma il faut et il suffit que
(2.1) soit vérifiée.

Remarquons qu'on peut aussi énoncer un théoréme de portée plus générale
mais d'utilisation plus difficile :

THEOREME 2' - Pour que, dans un P B D, les classes associées se con-

fondent en R, =S R = 1\5)1 S, (la famille (1) formant une partition
n

w de 1) il faut et ilsuffit que N\ et E_ (P) restent constants quand

i décrit chaque 1_ .

(Les définitions de I et F. sont dans illLa

THEOREME 3 - Soit un P BD am classes sur K dont le schéma est

*
déterminé par So’ S],..., Sm . Pour tout entier p » 2 posons E =
E x kl,?.,...,pi . Alors les parties B*=B xg kg , ou B estunblocde
E , sont les blocs dun P BD a (m + 1) classes sur E* dont le schéma
est déterminé par :

Sl* (x,)) = 3(y,j) e E'| y eSi(x)g pour i=0,1...,m
(3.1)
5.5, () =§( eE |y ¢E, j# k|

Ce P B D est en outre tel que :

*

* I —
(3.2) ?\l = 7\1 pour i =0,1...,m et 7\m+1 =1
E Réciproquement siun P B D a (m+1) classes :surun ensemble
E est tel qu'il existe i ¢ 31,2,...,m+l vérifiant (3.3) et l'une des deux

conditions équivalentes (3.4a) et 3.4b) avec

(3.3) 7\“1 =10

[
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(3.4a) pour tout i ¥ 1, et tout j i, pii 1 =0
0

(3.4b) pour tout i # in et tout j # i0 p,lo PN

alors il existe un entier p 3 2, un ensemble E et un PBD a m clgs-
ses sur E tels que :

E puisse étre identifié a K x {1,2,...,])}

Les schémas de E et E soient liés par les relations (3.1) (en sup-
posant i = m+1)

Tout bloc de E' soit de la forme B x {k} oi B estun bloc de | |

DEMONSTRATION - On sait ([1] théoréme 3.1.2) que So*’ g ] g

T

A ; - m+ ]
déterminent un schéma sur E . La vérification de (B1) est immédiate car

Card (B" = Card (B)

Sl et (y,k) sont i-associés (avec i=0,1... m) alors j=ketles
blocs B® contenant (x,k) et (y,k) proviennent de blocs B contenant

x ety . D'ou alors ?\*i =k

Si (x,j) et (y,k) sont (mtl)associés alors j# k et il n'existe aucun

bloc contenant (x,j) et (y,k) . D'od R*m+1 =0 . Ce qui acheve la vérifi-
cation de (B 2).

Réciproquement supposons i, = m + 1 pour la commodité des

0
écritures. Alors (3.4a) (ou (3.4b)) entraine les deux premiéres assertions

([1] théoréme 3.1.2.).

* .
Comme lmH =0 les blocs de E* sont nécessairement de la

forme B x {k} ou B estune partie de E . Il est alors immédiat de véri-
fier que les parties (B) sont les blocs dun P BD 3 m classes sur E.

THEOREME 4 - Soit un P BD & m classes sur E dont le schéma est
déterminé par SU, Sl,..., S_ . Pour tout entier p 2 2 posons

E =Ex {1,2,...1)} .

Alors les parties B'=Bx {1 Pl p} , oi B est un bloc de E , sont
les blocs d'un P B D a (m+1) classes sur E" dont le schéma est déterminé

par :
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* ’ . -
S o égalité

(4D 8, o) = k) E°| k#
S’:Jrl (x,j) = 3(y,k) eE | y eS(, ke 31,...,1)“

pour i =1,2,....m

Ce PBD est en outre tel que
*

(4" ot Tl S s oty 1= 19,000

Réciproqguement si un PBD @ (m+1) classes sur un ensemble

: .
E est tel qu'on puisse ordonner ses classes de telle sorte que :
*

1 ¥ —_—
(4.2" A=Ay

(4.3) Les matrices d'association s'écrivent comme en [1] théoréme 3.1.3,
alors il existe un entier p 22, un ensemble E etun PBD @ m classes
sur E tels que :

E* puisse étre identifié¢ a E x 31,2,...,})2
Les schémas de E et E soient liés par les relations (4.1)

Tout Plasds B watedets forme B x 11,2,___, p: ot B estun bloc
de B

DEMONSTRATION - On sait ([1] théoréme 3.1.3) que S',S" ... S"

' - ” *
déterminent un schéma sur E .

m+41

(B 1) est vrai avec Card (B) = p Card (B).

Les deux éléments (x,j) et (x,k) (avec j et k distincts ou non)

® *
apparaissent simultanément dans A, blocs. D'ou A = A =A.

Les deux éléments (x,j) et (y,k) ou x et y sont i-associés
(i=1,2,... m) apparaissent simultanément dans A blocs. D'ou d =1 .

Ce qui achéve la vérification de (B 2).

Réciproauement (4.3) entraine les deux premiéres assertions ([1],
théoréme 3.1.3) .

Comme ?\*0 = }'\*1 les blocs de E‘= sont de la forme

B"=Bx 21,2,...,13 ou B est une partie de E . Il est alors immédiat
de vérifier que les parties (B) sont les blocs d'un P B D amclasses surE
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