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IV

ESTIMATION DE LA DENSITÉ CONDITIONNELLE

ET DES FONCTIONS DE RÉGRESSION

I • GÉNÉRALITÉS ET NOTATIONS

Dans ce chapitre nous montrons qu’à partir de toute suite d’estima¬
teurs de la densité possédant certaines propriétés asymptotiques, on peut
construire une suite d’estimateurs de la régression qui converge uniformé¬
ment presque sûrement. Pour cela, nous passons par l'intermédiaire d'un
estimateur de la densité conditionnelle.

Nous connaissons uiu seul article sur çette question 'l*: celui de
BHATTACHARYA et PARTHASARATHY f36l (1961). Ces deux auteurs

utilisent la méthode de l'analyse graphique fractile.

Les résultats que nous donnons sont ceux de notre note aux C.R.
du 13 Octobre 1969.

Les notations que nous emploierons sont les suivantes :

- F(x,y) est la fonction de répartition du couple de variables aléa¬
toires (X, Y). Nous supposons que F est absolument continue, que sa
densité f(x,y) est bornée et qu’elle est définie partout par la relation

d2 F

dx dy
(x,y) f(x,y).

- g(x) désigne la densité marginale de X.
■ tx a (y) est la densité de Y conditionnée par

X € £x-a, x+a£ , x € R , a > 0.
- hx (y) est la densité de Y conditionnée par X = x, x € R .

- B(x,a) = ,{(x', y’) Ç R2 | x-a ^ x' x + a, y' € R }

(1) A part celui de NÀDARAYA f 18) qui traite un cas particulier.
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- p(x,a) = Prob T (X, Y) € B(x,a) ]
* (x-, y*) ^ ^ est un échantillon de taille n tiré suivant F.

- 1 (x,a) est le nombre de points de l’échantillon appartenant à

B(x,a); 1 (x,a) est la réalisation d'une variable aléatoire L (x,a).
n

, n

Enfin, y. , y. sont les ordonnées des points de l'échantillon
i, H

*
n

appartenant à B(x,a)

Nous supposerons que a est une fonction positive de
n(a = a(n) >0, V n € N ) et telle que

îm a

n «s

(n) (1)

Il • ESTIMATION DE LA DENSITÉ CONDITIONNELLE

1. Définition d’une classe d’estimateurs.

Pour définir un estimateur de hx(y), il semble naturel de partir d'un
estimateur de la densité univariée.

Comme nous n'aurons besoin, dans la suite, que de certaines pro¬
priétés d'un estimateur de la densité, il est inutile de préciser la méthode
utilisée pour construire cet estimateur.

A A

Nous désignons donc par f — (f )n _ , une suite d'estima¬
teurs de la densité univariée Pour des raisons qui apparaîtront ci*des*
sous, nous posons arbitrairement :

fQ(y) =0 , Vy € K (2)

Soit alors ?(f) l'ensemble des densités univariées telles que :

1°) F (y) = E r(f (y))] *n J qnJ ’V’ÿÀy? g^^**g(yn)dyiy-dyn

( 1) Pour abréger, nous écrirons 1 au lieu de ln(x,a) quand il n'y aura pas ambigüité.
(2) Nous supposons, une fois pour toutes, que f (y. (•••,ynîy) es* une application mesurable

de Rn+1 dans E, V n £ N .
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existe V y £ E , V n£ N , V g£ T(f).
1 A

2°) sup | P (y) - g (y) | -» 0 avec —, V g£ J (f) .

y € R "

3°) Il existe deux constantes positives C et C et une fonction de n,

a , non décroissante, tendant vers + °o avec n et vérifiant la condition
n

n

lim = + oo , telles que
n oo an

Prob £ sup | My) - f^ (y) | > el ^ Cj exp C2 —— 6 2j
V e > 0, ¥ a € N , V g € ? ( f) .

REMARQUE :

Les conditions précédentes impliquent que
A

sup | f (y) “ g (y) | % 0 quand n -> + °°
y €R p

Vg€? (f) .

A

f étant donnée et x étant fixé, nous prendrons comme estimateur
de la fonction aléatoire définie par :

hn.,(y) = fi *•••> yt.: ; y*
n 1 1

n

V y € R , V n € N .

(3)

2. Convergence de l’estimateur.

Dans ce paragraphe, x est fixé une fois pour toutes.

LEMME 17 :

Si g (x) >0 et s'il existe 6 > 0 tel que, pour a ^ 6, f est
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lipchitzienne d'ordre y dans B(x,a) et g est lipchitzienne d’ordre y^
dans px-a, x+âl, alors, il existe 8^ £l 0, 6] tel que a < 8^ entraine

siip | hx a(y) - hx (y) | ^ A(x) . a^ (4)
y € R

où A(x) est indépendante de y et de a et où l'on a posé
y = max ( yt, y2) .

DEMONSTRATION.

Si g (x) >0, on a F (x+a, + <» ) - F (x-a, + <») > 0, Va>0 et
Ton peut écrire :

ü (x+a,y) - Ü (x-a-y)
hx>a (y) = Il Il

F (x+a, + oo) - F (x-a, + <*>)

Or, pour a^ 8, £ est Lipchitzienne donc continue et, a fortiori, continue
par rapport à x; il en est de même pour g et l'on peut écrire :

(y)
f (x-a + 2 0 a, y)
g (x-a + 2 0'a)

0 < 0 < 1 , 0 < 0' < 1

D'autre part, h (y)

a g (x-a + 2 0’ a) >

f(x,y)
g (x)

g (x)
2

et comme, pour

il vient :

a assez petit (a < Bj) on

2
|h (y) - h (y) | ^ ——-| f (x-a + 20 a,y) - f (x,y) |

g (x)

2f(x,y)
+ I g (x) - g (x-a + 2 0' a) |

g(xr

Or, il existe deux constantes kj et k2 telles que, V a 4: 8

| f (x-a + 20 a,y) - f(x,y) f << kj a 1-20 j^1 <: kJ a
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» %g(x) - g(x-a + 2 ©' a) | k. a 2 | 1 - 2 0f j 2 ^ k

d1 où :

ÿM k . i
|<U g(x)2 2

Or, on sait que M = sup i IpfeilMf jr; oo , on a donc immédiatement
• (x,y) e R2

l'inégalité (4) avec

A (‘x)
2 2M

L + lf
g(x) f . g(x)2 fi

Pour simplifier l'énoncé du lemme suivant, nous allons poser

(5)

VI <y) = ïyT V n € N , V y <t R (6)

Autrement dit, VyCR et Vn€N, hn x.(y) est une variable aléatoire
liée à L (x,a) par la relation fonctionnelle suivante :

n r

L (x,a) = l =è.h (y>l= Eh r fj (y) 1 (7)
Xj d

Vf = 0, 1, n .

Nous avons alors le

LEMME 18 :

Sous les hypothèses du lemme 17 et en supposant, de plus, que
hxa€ î(f) au moins pour a assez petit et que

lim
n oo

n an
on a

SUP I •>„,* (y' • hn,x U) I - 0
y€R p

quand n -» oo . (8)
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DÉMONSTRATION.

Désignons par d la distance de la convergence uniforme. En appü*
quant la formule des probabilités totales, on obtient :

Prob r d<hn>x; hnx) > el = Z C£ p(x,a)£ fl - p’(x,a) ] n ' £ *1=0

Prob rd(in,x;Vx)>e/Ln_£1
Or, d’après (7), on a

Prob rd(hn>x;hn>x) >jt/Lfl=£] = Prob [dl^ ; >6 ]
cette dernière probabilité étant calculée par rapport à la loi conditionnelle
de densité hx .

Comme on a supposé que, pour a assez petit, hx a € 3" ( f), on

peut, pour n assez grand, appliquer 3°) et écrire :

Prob rd(hr>x; !k C£ p^x,a)f t[l-p(x;a)l ^

exp 1 * C 2 —j- e 2 1
• a£

et comme a été supposée non décroissante :

1
6 2 ]exp[ - C2

n

f Ci f 1-Px,a f l~e*$ (rC2 -1 ln

Or, pour a assez petit
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p(x,a) = F(x+a, + «>) - F(x-a, +
= 2a g (jl V : , ? € ^Jx-a, X+a £

g(x)
>. 2a .

= a.g(x)

il vient alors ;

* 62
Probf d(hn!X;hn!X) > e] «SC, [l-ang(x) [1-exp <G> ——) ]” (9)

n

Le deuxième membre de cette inégalité tend vers 0 si et seulement si :

n Log [l“ a g(x) [l-exp(-C ——)] - oc
cr

n

donc, compté tenu du fait que lim an = 0 si

ffan [L-exp (- C2 —7-)] ->-*

or a *é -lt.oc donc 1 - exp (-C —-—)
. a2

tion s'écrit finalement

n a„
lim

et la condi-

(10)

C.Q.F.D.

LE.M.ME 18 bis :

Sous les hypothèses du lemme 18 et l'hypothèse supplémentaire

I exp r-A^-1 '< + 00 , V À > 0 )
r. = 0 a 2

n 1
On a d<hn,*M - 0

p.s.
avec

n
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DEMONSTRATION.

On sait, puisque Log(l-u) - u, Vu < 1, que

2

n Log [l-an g(x)J 2
<x 2

n

pour n assez grand.

D'autre part, on a, pour n assez grand :

1 - exp ( -
c2 e2 o C2 e2
— ) < 2 —2

a a

1"exp (-C, —)1 ^-nang(x) |"l- exp (-C -i~)
L a 2

(12)

(13)

(12) et (13) entraînent alors :

n Log £l-an g(x) f 1- exp ( - —L- ) j ^ - 2 C2 e 2 g(x).
C '2

a 2
n

] n a

D'où, d'après (0) et toujours pour n assez grand :

(14)

La condition (11) permet alors de conclure.

Pour le lemme suivant, nous aurons besoin d'une nouvelle propriété
de la classe d'estimateurs utilisée: nous dirons que i est uniformément

f A A

asymptotiquement sans biais sur J ( f) C J(f) si la condition 2°) est
çJl A

valable uniformément pour g € J ( f), autrement dit si

lim sup A à ( fj ; g) = 0
n~ g€ S" (f)

A .A

Nous dirons, pour abréger, que f est u.a.b. sur T ( f)

(15)

LEMME 19 :

Si g(x) > 0, si g est Lipchitzienne dans un voisinage de
h__ € T ( f), VnCN, si f est u.a.b. sur {hv a }

x, si



Contribution à la théorie de l'estimation fonctionne!!

107

et si n an ■♦ + (o

alors

d(h h*,a> 0 .

DÉMONSTRATION.

D'après (6), on peut écrire :

Prob r d(h„ ; k. J > « 1 » X p (x,a)1 r l-p(x,a)l“-£n>x x,a £ jsQ n r r

Prob rd(f ; hv J > é/L = £ 1 (16)^ xsa n

Les probabilités qui figurent au 2ème membre de (16) valant 0 ou 1

puisque d(f|j *'a ; hx fl) est une variable certaine quand Ln = £. Com¬
me f est u.a.b. sur {hx>a ç N ’ ■ existe un entier £q indépendant
H pfl * / hde afi (donc de n) tel que £ > £0 entraîne d(fg x,a ; hx a) V an
donc V n € N.

Dans ces conditions, pour n > £Q, on peut écrire :

£
ProbTd(h ;h .) > e ] ^ Z Cj; p(x,a)^ |T-p(x,a) 1n*x x,a £*o ■ n

(17)

Or, pour n assez grapd, on aura

£Q < n p(x,a) - T l-p(x,a) 1 (18)
En effet, on a vu dans la démonstration du lemme 18 que, à partir

d'un certain rang, on a l'inégalité p(x,a) > a g (x) ; et comme, par hypo¬
thèse, n an -» + <*, on aura toujours £Q < n an g(x), à partir d'un certain
rang , ce qui entraîne (18).

Donc, pour n<fe> v , Cj- p(x,a)^ fl-p(x,a) ln*^ sera fonction non
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décroissante de £ pour £ ^ £q (propriété connue de la loi binominale).
Dans ces conditions, (17) implique :

£ £ o
Prob P d(hnx; hx>a) > el ^ £q Cn° p(x,a) ° Il - p (x,a)ln* o Qg)

et en choisissant n assez grand pour que

a g(x) < p(x,a) < 3a g(x) (19 bis)

on obtient facilement :

£
Prob fd(hn x; hx a) > e 1 <£Q . yj- [3a g(x)] ° exp Mn-£Q) a g(x) 1 (20)

o‘

A partir de (20), on obtient donc une inégalité de la forme :

Prob [d(h ; h ) > e ] ^ A(n a ) ° e
II)a Xj d 11 (21)

et, à partir d'un certain rang

Prob (d(hn x; hXj&) > e ] ^ A e

où A et B sont indépendants de n.

(22)

L'hypothèse n a -* + <*> permet de conclure.

LEMME 19 bis

Si les conditions du lemme 19 sont vérifiées et si, de plus,
+ oo

2 exp (- y n a < + » , V y > 0
n = 0

(23)

alors : d(h ; hY ) f 0n,x x,a

DEMONSTRATION.

C'est une conséquence immédiate de l'inégalité (22).
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THEOREME 19 :

Sous les conditions sy iuant.es .

Pain a assez petit, ,f est Lipfhitzienne.dans B(x,a) et g esJ^Lip-
xwiizïenne dans Ex-a, x+aj .

H hx, Q € 5 ( f) , V n C N et i est u.a.b, sur {hv a }
x,an * n ;£ N *

+ 00

3°) n?c exp t* À ] <+<*>, V À > 0

0

DEMONSTRATION.

On écrit :

+ +*q>...i hx) _<24)

et il suffit d'appliquer les lemmes 17, 18 bis et 19 bis pour conclure.

3. Etude de la vitesse de convergence.

Les inégalités l4)ft„ (14) , et (22) montrent que, pour n assez
grand, on a l'inégalité :

Prob[d(h„>x;hx)>£].<Kl: exp[-^- Kj (25)
En examinant les démonstrations des lemmes précédents, on cons¬

tate que (25) reste valàble/uniformément sur un intervalle compactai les
hypothèses faites sont uniformes sur cet intervalle (cf. les hypothèses du
lemme 17, la formule (5), les inégalités (19 bis), la formule (15), l'i¬
négalité (14) et les valeurs de A et B dans l'inégalité (22). On peut
donc énoncer le
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THÉORÈME 20 :

, Soit [u,v] un intervalle compact tel que :

1°) Il existe un voisinage V de [u.vj dans R tel que f soit LipcbiV
zienne sur V x R et g Lipchitziênne sur V.

2°) g(x) >0, V x € |u,vl .

3°) h € ? (f), V xC ru,vl , V n € N .
x,an

4°) f est u.a.b. sur {hv „ } ^ ^ ,X, a u •$. x ? n ^ v (v t w )

n an
Alors si -—r— -* oo et si g > 0 est donné, il existe deux nombres po‘

a 1
n

sitifs Kj (g) et K2 (gt) et un entier N (g) tels que

(26)

V n V N (ef .

Pour préciser un peu plus la vitesse de convergence, supposons que
l’on ait :

sup
U^ X 4$ V

d(f
n

(27)

k >v

a = C'
: MV; 4

. nç
1

, 0 < c <■—
2

(28)

pvshKi 1 m I - W].n;d; , 0 < d < 1 *3Hf (29)

On peut énoncer alors le

COROLLAIRE ÉÉ ;
1-d

SV y = y. » IL * et si 0 < 6 < inf (d, b(l-d), c)p ju, £ . „ ■ 2
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Alors, sous les hypothèses du théorème 20 :

n^ . d(h ; h ) -* 0 , Y x € [u,v] .
Il) A A. _ _

p.s.

DÉMONSTRATION.
Tout d'abord, compte tenu de (4), (29) et du fait que 6 < d, on a

V x € fu,v] :

n° . d(h ; h ) -» 0
X,d X

(30)

D'autre part, si l'on reprend les démonstrations des lemmes 18 et
18 bis, on arrive à l'inégalité :

Probfd(hn>x; l^jX) > e . n”^] Cj exp f-C2 e2n‘20 g(x) —) (14 bis)2_-2Ô
n a.

et le deuxième membre de l'inégalité (14 bis) est le terme général d'une
série convergente puisque

■26
n a p»

n v>

M 2
a 2 C'

n 2

3
n 1 -d-2 6-2 c

i-d
et que 6 <* - c. On a donc, V x € lu,vl :

»6 • d
p.s.

(31)

Enfin, si l'on reprend la démonstration du lemme 19, on constate
que l'inégalité :

d <feh‘'a i hx,a' <£ • -'5
est vérifiée pour t>ZQ avec £ tel que

C’£ . lQ-b <e . n’5 (32)
A C'£ 1

En prenant — £ Q (n,e) — K n b avec K > ( ) b , on a (32) et comme
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8 < b, on a aussi £Q < n, au moins pour n assez grand: les inégalités
£

(18), (19) et (20) restent donc valables si l'on remplace e par £ n .

Il en est de même pour (21) puisque :

exp f a„ £ o g ( x) ] -♦ Z
D'autre part, comme

quand n -* +

Log (n a ) ° = K n b (1-d) Log C' ^ *d . n

On a, V u > 0

i f + “
(n afl) ° < e n

au moins pour n assez grand. En choisissant u < 1-d— , il vient :b

Prob rd(h ; h ) > e n-^ ] < A' e n
n ^ x Xj d

où A' et B’ sont positifs et indépendants de n. Donc :

n* d(hn,X; hx,a^ (33)
p.s.

ce qui, joint à (30) et (31), permet de conclure.

4. Exemples.

Examinons comment on peut appliquer les résultats obtenus aux
deux classes usuelles d'estimateurs de la densité.

a) Méthode du noyau.

L'estimateur utilisé est de la forme :

fn(y)=-2- \ K(an(y-yi)l (34)
n i= 1

où les y- sont les points de l'échantillon et où K est une densité à va¬

riation bornée. Alors d'après un théorème de NADARAYA (181 on sait que



Contribution à la théorie de l'estimation fonctionnelle

113

si g est une densité uniformément continue, g € ? (f) / 1 .

A

De plus, V g £ î (f), on a l'inégalité : (2)

d (E (f ), g) C supë
y € Iî

sup I, g (y-z) - g (y)
| z |^5

+ 2 sup g (y)
v € R i U &>.6 a

K (u) du

Y 6 > 0, V n £ N .

On en déduit immédiatement que si (gj)j ç j est une famille de den-
sités uniformément continues, uniformément bornées et uniformément équi-

A

continues, alors f est u.a.b. sur (g-)j ^ j .

CONSEQUENCE.
A

Pour f , si les hypothèses 1°) et 2°) du théorème 20 sont vé¬
rifiées, les hypothèses 3°) et 4°) le sont aussi.

f(x-a + 2 0 a, y)Car la relation h (y) =x,a J g(x-a +2 0’a)
o < e < i , o < eT < i

(35)

montre que la famille |h„ „ 1
dessus.

x,a„ n € Nn

vérifie les conditions indiquées ci-

Enfin, d'après les résultats de SCHUSTER ' , on voit que, sous
les hypothèses 1°) et 2°) du théorème 20, et en supposant, de plus.

SUP .!h’x,a„
n £ N n

1 11
| — D < + oo , si l'on choisit 8 £ 1 0,— 1

J 4 |
on aura

n° . d(h ; h ) -» 0, Y x£ fu,v] .
n,x x p.s.

(1) La réciproque estvraie moyennantdes hypothèses supplémentaires sur K (cf SCHUSTER
ï ul ).

(2) cf fiel p.

(3) Lemrfie 2.3 et Corollaire 2.6.
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1>) Méthode des fonctions orthogonales.

On utilise l'estimateur défini au chapitre II en prenant, par exem¬

ple, les fonctions d'Hermite comme système orthonormal et q(n) tel que

co n
Z exp (-y jl <'+oo, V y> -0.

; n«l q(n)4

D'après l'inégalité (23 bis) (Chapitre IR et les lemmes 11 et 15

(Chapitre III), on voit que ocn = q(n)2 et que si g est une densité telle
que

J7 gty)l-
existe et soit de carré intégrable, alors g € 3” (f),

D'autre part, si (gj)j ç t est une famille de densités telles que

A = sup :tle'V£.2 -—7- | e*y / 2 gj (y) 1 || <.+ ~
anï ci r ' dy - 1 1 ■ ■ " ■ L

alors f est u.a.b. sur (gj)j £ t. On aura, en effet, une majoration de la
forme (.

sup . d (E
m [ V h*? *

A.

23/ 2
2

j > <Xin)

1

;3/ 2

CONSÉQUENCE.
Si

existe

f(x,y) admet une dérivée partielle troisième f™’ 3 (x,y) ets'il
> 0 tel que

. Æ à3' ,

sup H/e7- "^7-r e $ / 2 f(x,y) ] || 2dy
.
., ! a L

< + 00

On en déduit, d'apres (35), que f est u.a.b. sur

v étant convenablement choisi.

(J) cfS.C. SCHWARTZ [271 lemme 3 p. 1262.

{h
o’ n

*n>V
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III - ESTIMATION DES FONCTIONS DE RÉGRESSION.

1. Cas ou Y est bornée.

Soit ru,vl un intervalle compact pour lequel les hypothèses du théo¬
rème 20 sont vérifiées. On suppose que | Y | ^ M où M est un nombre
positif connu.

. v-u
Choisissons an tel que k = soit entier, V n € N et po-2 a_

sons : n

ui = u + an , u2 - u + 3an, ..., u^ - u .+ (2kn - 1) .

Soit alors E (x) = / ya h (y) dy, a > 0, une fonction de
/-M X

régression de Y en X. On définira un estimateur de E (x) en posant :

En „(x)n,oc

M ~ A

y hR u (y) dy pour x£ Tu+(2i-2)an, u+2i anl
M 1

= 1, k -1

et

A
-,

En,a(x) = /.M y hn,uk W dX Pour ^ € fu+(2kn-2)an, u+2kn an 1

THEOREME 21 :

Sous les hypothèses du théorème 20 et Thypothèse supplémentaire

oo n a

2 a ’ exp T- À —< + oo, VA >0n
a 2

(36)
n

on a lim p.s. sup |E (x) - E (x) | = 0, Y a > 0 .n, oc ex
n oo x € I u,vl

DEMONSTRATION.

Tout d'abord, compte tenu des hypothèses 1°) et 2°) du théorème
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20, on voit immédiatement que hx(y) est Lipchitzienne sur lu.vl x R
d'où l’on déduit que Ea(x) est Lipchitzienne sur !u,vl, Y a > 0. Il exis*
te donc deux constantes positives 6 et y telles que

| Ea(x) - Ea(uj) | < 6 | x - uj | Y, V x € ru,v] , V i € I 1,..., kR }

d'où, pour x C Tuj - aR, uj + anl

|Ea(x)-Ea(ui) U6. anr, Vie {1, ..., knl

Compte tenu du fait que lim aR — 0 et de l'inégalité
n oo

| Êna (x) - Ea U) U |En>a«| - £„(«;) 1 + | Ea (uj) -E0(xl:
Y x e [uj - an, uj + an] , ¥ i € {1, ..., kQ } , il vient pour n assez grand

Prob [ sup 4{Ên a (x) - E0(x> | > e U Prob \ sup
x€ [u,v] lCi^k

E

1
2

(37)

où £ est un nombre positif donné.

Or, V i € {1, ..., kn } , on a l'inégalité :

I Ën,a(ui> - Eo<“i' I * /g- I (y) - h,. (y) J

d'où

ProbT sup IÊ _(x) - E (x) | > e 1 ^ 2° Prob[ sup f b (y)-hu.(y)
x e [u,vl ’ - U**- 1 1

a+1 ; € ■

T“"’ M*77
a+1 b£ h

’

Ma+i
= I Ien appliquant (26), on obtient, en posant 4
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Prob 1 sup I Ên a (x^ " Ea(x) | >6 Kj (Jfj) exp f-K2(^) ^4
x € lu.vl ’ 2an “n

Vn > N (|))
et (36) permet de conclure.

2. Cas où Y n’est pas nécessairement borné.

Moyennant de légères modifications, la méthode précédente s'appli-
que au cas où Y n'est pas nécessairement borné: on suppose que les hypo¬
thèses du théorème 20 et du corollaire 15 sont vérifiées et que :

Ea (x) = J ya hx (y) dy a > 0

existe, Y x C,fu,vl,- On définira alors un estimateur de Ea (x) en posant

rr* /+T_ * a *
n,a ^ ~ J n Y Ki,u. £f* dy P°ur xe fu+(2i-2)an, u+2i an I

n

M
et '/

En,a^= /„ I dtt ^n,ui , .4yV dy pour x e Ui+2k -2)a ,vl
. i . n

on aura alors

THÉORÈME 21 bis :

1*) Les hypothèses du théorème 20 et du corollaire u15 sont vérifiées.

2°) lim
T + oo

sup
x€lu,vl

hx (y) dy = 0

3°) T = nM avec 0 < p —L_ . inf (d,b(l-d), — - c)
. a-K'i 2

l
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alors

lim p.s. sup I ^n,a *** " = ® •
n» x€[u,v]

DÉMONSTRATION.

Posons En>a (x) = " ya hx (y) dy .
* t*

D'après le 2°), il suffit de montrer que

lim p.s. sup | E* a (x) - En>a (x) |=0.
n oo x € [u,v]

La démonstration est alors analogue à celle du théorème 21 : EQ a(x) est

Lipchitzienne d'ordre 1 et il existe une constante 8 telle que :

I En,o (x) ' En,o <ui' I • 8 • O1 • an

V x € [u| - an , Uj + an] , Vi€ {1, ..., knl .

Comme on a u <* , il vient lim Ta+l . a_ = 0
n oo

On a donc, pour n assez grand et e positif donné, une inégalité analogue
à (37), c'est-à-dire que :

Prob [ sup | E*>a (x) - En a (y) | > e ]
x €[u,v]

£ Prob [ sup ,| E*>oc (uj) - En>(X (Uj) ]
2

Or, V i € {1, ..., k l » on a l'inégalité

I En,a ‘«P ’ En,a(ui) I £ 1x1“ I Vu; ' hu; (X> I
n

n
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d'où :

Prob [ sup | E* a (x) - En a (x) | > e ]
x e [u,v] * s .

v , . (38)kn * 6 (a+l)
C Z Prob [ sup | h (y) - h (y) | > — -j]i=i yeR n’ui ui 4.Tna+l

Or, l'examen de la démonstration du corollaire 15 montre que pour

0 < 6 < inf (d,b (l-d), - c), on a une inégalité de la forme
2

sup . Prob [n^ . d(h ; h ) > e ] ^ C exp [-C n^] (39)
x €Lu,vJ

où C , C2 et p sont positifs.
Alors (38) et (39) entraînent ,

Prob[ sup | E* (x) - E (x) | > £ ] ^ C exp [-C n^] (40)IljW. lljU. cy 1 a
x £[u,v] zan

l-d
car 0 < p (a+l) < inf (d,b(l-d), c) .

2

Or, on a ati = C' 3 • n"d M > 0), donc le deuxième membre de (40)
est le terme général d'une série convergente et la démonstration est termi¬
née.

REMARQUE.

Dans [36], où seul le cas a = 1 est traité, les conditions impo¬
sées à la fonction de régression sont un peu moins fortes que les nôtres
(continuité au lieu de conditions du type Lipchitz); en revanche, les condi¬
tions d'existence de moments conditionnels jusqu'à l'ordre 3 qui figurent
dans [36] ne sont pas exigées ici.

3. Un cas particulier important : le régressogramme.

TUKEY dans [8] a proposé d'estimer la courbe de régression sur
un intervalle compact [u,v] à l'aide du régressogramme. Cet estimateur est
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défini de la manière suivante: on fait une partition de [u,v] en intervalles
de meme longueur et on estime la fonction de régression par la fonction en
escalier qui, dans chaque intervalle de la partition, est constante et égale
à la moyenne des ordonnées des points de l'échantillon dont l'abscisse ap¬
partient à l'intervalle considéré ' . TUKEY pose alors le problème du
choix de la partition : le théorème 21 permet de répondre partiellement à
cette question; en effet, le régressogramme appartient à la famille d'estima¬
teurs de la régression que nous venons d'étudier.

Pour le voir, il suffit d'estimer hx(y) à l'aide d'un noyau K pos¬
sédant les propriétés suivantes : il existe un nombre positif A tel que
K(t) = 0 pour |t| et tel que :

K(t) dt = 1 (41) t.K(t)dt = 0 (42)

L'estimateur de Ej (x) sera alors défini par

En,l W = 0 • si = 0

= j3- i / ” yK[<x^ (y - yifc) ] iy,

D'où en faisant les changements de variables t^ — oc£ (y - y^)
k = l,

E*
, (x) = 0, si 2 = 0n, 1 n

1 21 n

«n *!, y'k / y 'Ï,;Vn 1 K t. dt,
Ifc l\r

a2
n k

1 £n /a2 (Tn^i >
„ 2 / n " 'k t- K(t. )dt-
^n ‘ a2n K= 1 a, — . k k k

si 2n > 2
l2 (Tn^lJn k

( 1) Si aucun point de l'échantillon n'est dans ce cas, on prend 0 comme valeur de l'estima¬
teur sur l'intervalle considéré.
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Comme lim oc = + oo on pourra toujours choisir oc 1, V n € N;
n oo

alors, si l'on suppose I M U< M et si l'on tient compte du fait que
lim T = + oo , il vient, pour n assez grand :
n 00

H <T„ - >i. > > T„ ’M > A
n k

et

a£ ^”Tn _ yij $ -Tn + M < An k

d'où, en tenant compte de (41) et (42) :

E*

n ,1
(x) = 0

£
n

2
k= 1

si £ = 0
n

si £n > !

On obtient donc le régressogramme associé à la partition de [u,v]
en intérvalles de longueur 2 an« Remarquons que l'estimateur obtenu ne
dépend pas de la suite oc . On aura donc le

COROLLAIRE 16 :

Sous les hypothèses du théorème 21 bis, le régressogramme asso¬
cié aux intervalles de longueur O (n'd), 0 < d < 1, converge presque
sûrement vers E (x), uniformément pour x € [u,v] .
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V

ESTIMATION DE LA FONCTION FRONTIÈRE

I • POSITION DU PROBLÈME.

1. Introduction.

Dans ce chapitre, ainsi que dans le chapitre VI, nous étudierons
des questions liées plus ou moins directement à l’estimation du support ' ^
d'une loi de probabilité.

RENYI et SULANKE [38] ont étudié le cas où le support est un
sous-ensemble convexe de R2; l'enveloppe convexe de l'échantillon est
alors un estimateur naturel de la frontière du support.

Le problème, beaucoup plus compliqué dans le cas non-convexe,
n'est pas résolu dans toute sa généralité. Cependant, M. GEFFROY [39] a

traité un cas particulier important: nous donnons ci-dessous quelques ex¬
tensions de certains de ses résultats, notamment celles que nous avions
indiquées dans [40] .

2. Fonction frontière.

Soit K un espace topologique compact, à base dénombrable,muni
de sa tribu Borélienne fB et soit À une mesure de probabilité sur (K,$)
qui charge tout ouvert de K. Soit, d'autre part, s une application de K
dans R, continue et positive. Alors l'ensemble

S = [(x,y) € K xR | s (x) 1

est compact et, si K est connu, S est complètement déterminé par s;
nous dirons que s est la fonction frontière associée à S.

Soit, enfin, 3) l'ensemble des mesures de probabilité sur (K x R,
% SR ) qui ont pour support S et qui chargent tout ouvert de S. On se

propose d'estimer s à partir d'un échantillon (x;, y-) ^ ^ tiré su i*

vant P € 3) .

(1) Ou de sa frontière, ce qui est équivalent dans les cas usuels.
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Il - CONSTRUCTION DrUN ESTIMATEUR CONVERGENT.

1. Construction d’un estimateur.

Généralisant la méthode employée dans [39], nous allons construire
une suite d'estimateurs de s à partir d'une suite de partitions de K.

LEMME 20 :

SI A est non-atomique, il existe une suite (P ) de partitions fi¬
nies de K formées de n ouverts quarrables Q?? •••> Qn et d'un ensemble' 1 1 n

de mesure nulle Nfi et telle que :

lim . Max | 1 - n À (Qj?) I = 0 (1)
n oo 1 <^ £ ■£ n

DÉMONSTRATION.

Tout d'abord, Ve >0, il existe une partition finie de K formée
d'ouverts quarrables de À - mesure ^ e et d'un ensemble de À - mesure
nulle O / ■.

Soit n C N ; il existe donc une partition de K formée d'ouverts
quarrables Q'", ..., Q'n et d'un emsemble de mesure nulle N et telle1 1 m n

n

que

A (Q'")i V i € {1, ..., mnl

On peut toujours supposer que

Soit alors h l'entier tel que

A (Q"? + ... + Q'" ,)1 h
j - 1

et A(Q"? + ... + Q'" )
1 hj

Posons Q" = Q"? + ... + Q'"
11 h.

A (Q'p > 0, V i€ {l, ..., mn}.

1
< —

n

1
> —

n

; on aura — A (Q•— +
n 1 n n

(1) cf. BOURBAKI [41] , § 5.
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Soit ensuite h2 l’entier tel que

E 3 ; r -v, 2 n

et

'*T
Posons de même = Q’p on aura

' il'A (Qïl C + SL .
n ■ n n

En continuant le processus, on définira des ensembles
Qp(l«^£^n-1) tels que J_ ^ À (Q!J) 4 — + — •

Enfin on peut poser
'■ lîï -, «Jiüj

Qn = î Q'p - 2 Qn
p

. n4= 1 1 £=1 •£

on aura alors

1 e‘h 1
^rr>r: (n-l)ir — < A (Qn) 4m^
n n ; . \ “ n

La partition { Qp , Q” \ ^K, } répond à la question. En effet;
les sont bien des ouverts quarrables disjoints tels que

2 À (Qj?) = 1 et l’inégalité
■t g|g|

Max jj| — - À (Qj?) | ^ e'n
n n

entraîne bien (1) . C.Q.F.D.
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DEFINITION DE L'ESTIMATEUR.

Soit k = k(n) € N ** et soit ’ Nï 1 une Partition de Nk
en ensembles mesurables. Posons :

hm » + m = 1, k

De meme que M. GEFFROY dans [39] on définira l’estimateur de
s par les relations :

sn (x) = sup yj , V x € QkJ> .Y J k I
i € J

nj

(3)

où J est l’ensemble des indices i € {1» •••» n ^ <îue xi ^
où l'on pose conventionnellement

y. * 0 si J = 0 •njsup
i € J

nj

REMARQUE :
o

Comme, d'après le lemme 20, les ensembles Qk^ forment, à un
ensemble de mesure nulle près, une partition de K, on en déduit que sn(x)
est À*presque partout continue.

NOTATIONS :

De même que dans le cas traité par M. GEFFROY, on peut poser :

Mj* = Max s (x) = sup s (x); j = 1, ..., k .

xCQt) x£Qk)

Wy = Min s (xV = inf s (x), %j = ïï ...» k .
€Qkj x€Qtl

Sn = (Mkj - U„j>
Kl & K

lim k (n) — + <x> .

n oo

( 1) On suppose que
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avec U n; = sup yj
i € $ .

nj

et on peut considérer les ensembles :

Dj- — { (x,y) € K x R | x € Qkj, 0 ^ y ^ s (x) \

Dkj (z) * i (x,y) € K x R | x €Qkj» s (x) >Mkj-z i
j = 1, k.

Enfin, si l'on désigne par

n

E • (z) l’évènement
nJ

et par

Prob

r^\ È <xi> 7$ € Dkj (z) *
i = 1

(z) l'évènement contraire on aura encore

le

[Zn < z] = Prob [ r\ E^j (z)] .
J = 1

2. Convergence de l’estimateur.

Le théorème 2 de [39] se généralise de la façon suivante :

THÉORÈME 22 :

Si P£® est absolument continue par rapport à À $ £ (£ dési¬
gnant la mesure de Lebesgue sur RJ, et s'il existe une version de sa dé¬
rivée de Radon-Nikodym, soit 9 (x,y) telle que l'on ait :

A ^ 9 (x,y) ^ B , Y (x,y) € S (4)
A

OÙ A et B sont deux constantes positives, alors, pour que s tende vers

s uniformément presque sûrement, il est nécessaire que k (n) = 0 (--2—).
Log n

Si de plus, le maximum des diamètres des ensembles
à une distance compatible avec la topologie de KJ tend vers
tion est aussi suffisante.

Qkj (relatif
0, la condi-
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DEMONSTRATION.

Soit d la distance de la convergence.uniforme.
On a successivement

k

d (s ,s) - =$Z à * 0 =^Prob |\J Ê -.(a) ] -» D .
p.s. p.s.

D'autre part

Proï [Dkj fzy] = ff

JÜ i.
nJ

Wmé ^'(x) dî mp

f f (x,yj d À (x) d£()4*

M B f d À (x) fU d£ (y)

Bz
d'où Prob [D^j (z) ] ^ Bz A (Q^j) ^ -■■■ fl + k e )
la dernière inégalité étant une conséquence de (2).
On aura donc, pour k assez grand

Prob y< (*1 + ia|f ( gfe> s®, donné)
KJ k

et l'qn.termine^comme dans [39] (p. 197-98).

RECIPROQUE :

1 ; / ' in
Soit — [ inf s (x) ] m • On aura alors

M, XCK 2

Prob mmm ff ' 9 (x,y) d À (») d£ (y)% A*-r À (Qu;)J JJokiU) 2 J
donc, d'après (2), on aura

k Am , | Am .

Prob [Di - (z)] fr-ke-k) >— (1-e )
KJ 2k 2k

pour k assez grand.
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Alors, de même que. dans [39] (p. 198-99), on en déduit que
Z_ -» 0 puis que Z_ -* 0

P P-s.

Enfin, compte tenu de l'inégalité

i (sn,s) ÿ Zn + sup (Mkj - mkj)
U< j«k J J

et de l'hypothèse faite sur les diamètres des on en déduit que

lim p. s. d (sn,s) * .0 .
n oo

C.Q.F.D.

REMARQUE:

La convergence est même presque complètement sûre.

III - CAS D'UN ESPACE LOCALEMENT COMPACT.

Les résultats précédents s'étendent facilement au cas ou K est
localement compact à base dénombrable On reprend les mêmes hypothè¬
ses que dans 1.2 et on suppose, en outre, que s admet, suivant lefiltre
des voisinages de l'infini, une limite cr positive.

Soit alors K* le compactifié d'Alexandroff de K: K' = K + {col, co

désignant le point à l'infini de K. On peut se ramener au problème précé¬
dent en posant :

s' (?) = s (x)
s' (cd = cr

V (A) = A (A)

A’ ({toi) =0

et, V P € 3),
( 1) D' après la démonstration du corollaire rÿ> dé |_39j $F.;199).
12) K est supposé non compact.

pour x € K

si A est un Borélien de K
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P' (A) = P (A) si A est un Borélien de K

P’ U col) = 0

Le lemme 20 s'applique alors à À' donc, par projection sur K, à
A

À et, s^ désignant l'estimateur de s’ défini par (3), on voit donc que
le théorème 22 s'applique à s^ donc à sa restriction à K, s . Finale¬
ment, on peut énoncer le

COROLLAIRE 17 f
Si K est localement compact à base dénombrable, le lemme 20 et

le théorème 22 restent valables.

REMARQUE.

Dans l'énoncé du théorème 22 appliqué au cas localement com¬
pact, la distance considérée doit être compatible avec la topologie de K’.

APPLICATION :

Le corollaire 17 s'applique au cas particulier important ou K = R.

Commençons par exhiber une famille de suites de partitions de R
qui satisfont aux conditions du lemme 20 et du théorème 22. Nous nous
appuierons sur le lemme suivant :

LEMME 21 :

Soit E un espace métrique compact et soit p une mesure sur E
qui charge tout ouvert, alors si à tout n € N on associe des Boules
Bl» — Bh(n) de telle façon que

lim . sup P (Bj) = 0 (5)
nœ l^i^h(n)

on a aussi

lim . sup D (B-) =
1 i ^ h ( n)n oo

0 (6)
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D(Bj) désignant le diamètre de B- ; i — 1, ..., h(n).

DEMONSTRATION.

On notera B (a,r) la boule ouverte de centre a et de rayon r.
Soit B (y , rn) une suite de Boules telle que n [B (yn, rQ)] -> 0. Si
r / 0, il existe e>0 et une suite extraite (rn ) telle que r ^e,^ k k
V k € N .

On a alors

M [ B (y , r ) ] ^ n [ B (y , e ) ] , Y k € N .
K. K.

donc
lim n [B (yn , e ) ] = 0 .
noo k

Or, de (y ) on peut extraire une suite (y ) qui converge versnk kg
un élément de y de E donc, pour £ assez grand on aura

ÿ. c B(yv6 ’
mais d'après l'hypothèse faite sur , n [ B (y ,—■) ] > 0 et l'on aboutit à

2
une contradiction. On a donc nécessairement rn -> 0.

Cela dit, la démonstration du lemme 21 s'achève de la façon sui¬
vante: Parmi les Boules B,, ..., Bu , ,, soit B celle qui a le plus petit1 h ( n) n *

indice parmi celles de plus grand diamètre; d’après (5), on a n (B^) -» 0
donc, d'après ce qui précède, le rayon de B tend vers 0, ce qui entraî¬
ne immédiatement (6). C.Q.F.D.

Soit alors À une mesure de probabilité sur R 1 ^ dont la fonction
(1) On posera ici R = R + {- °o, + oo } : il est clair que le corollaire 17 s'applique encore

moyennant les hypothèses

lim s (x) = (7 > 0 ; lim s (x) — CT* > 0 .

X - oo X + °°
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de répartition F^ est continue et strictement croissante; on peut lui asso¬
cier la suite de partitions :

[-00, ax [ ; a2[ ; ... [ak_2, ak-1 [ ; [akM, + °° ] (7)
avec aj = F^1 (“A \; i? 1 , ...» k-1 ; k = 1, 2, ... (8)k

Il est clair que la condition (5) est vérifiée donc, d'après le lem-
me 21, la condition (6) est également vérifiée.

REMARQUE :

Dans (6), D désigne le diamètre relatif à une distance d compa¬
tible avec la topologie de R et pour laquelle les ensembles de la partition
précédente ont pour intérieur des Boules ouvertes. Il est facile de cons¬
truire une telle distance. On pourra prendre, par exemple

d (x,y) = | Arc tg x - Arc tg y4 ia$ x, y - € R .

CONCLUSION.

Si P est une mesure de probabilité sur R2 dont le support est li¬
mité par la droite y = 0 et le graphe d'une fonction s(x) continue, stric¬
tement positive et admettant des limites positives pour x -» + 00; si, de
plus, P est absolument continue par rapport à À® £ et si sa densité vé¬
rifie (4), alors le corollaire 17 s'applique* c'est-à-dire que, pour

k (n) = 0 (- ) on a :

Log n
A

lin. p.s. d (»„,*) = 0
n 00

sQ étant l'estimateur défini par (3) associé à la partition définie par (7)
et (8).

IV- CAS OU LA FONCTION FRONTIÈRE EST DE SIGNE QUELCONQUE.

1. Préliminaires.

Dans ce paragraphe, nous nous proposons de montrer que les résul-
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tats précédents subsistent quand s(x) peut s'annuler ou changer de signe
un nombre fini de fois sur R .

LEMME 22 :

Soit (X ) une suite de variables aléatoires telle que :

lim p. X = 0r n

n oo

Soit (Ni ) une suite de variables aléatoires à valeurs entières telle que :

lim p. = oo
n oo

Alors, si les suites (X ) et (Nj^) sont indépendantes, on a aussi

lim p. X =0
nlr

n oo

DEMONSTRATION.

Soit x> 0 ; on peut écrire Y k € N

Prob[|X|\T | > x] = 2 Prob[Nk = n] Prob[|Xj^ |>x|Nk = n]k n € A, kk

avec = { n € N | Prob [ N^ = n] > 0 f

Compte tenu de l'hypothèse d'indépendance, il vient :

Prob [ j Xpj | > x ] = 2 Prob [ N^ = n] . Prob [ | XR | > x]
k

n = 0
Prob [ N^ = n ] . Prob [ | Xfl | > x]

Alors, V e > 0, N(e,x) tel que n ^.N (e ,x) =^Prob [|Xn| > x] <—

d'où :
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N(é,x)
Ê

Prob[|XN |>x] < 2 Prob[Nk = n] +k n=0 2

mais 3[K [N(e,x)] tel que

k^K [N(e, x)] =4 Prob[Nk <: N (e , x)] < ~
<u

d'où finalement

Prob [|Xjyj | > x] < e dès que k :> K [N(ê,x)3k
¥ x > 0, V s > 0 . C.Q.F.D.

NOTATIONS
A

s désignant l'estimateur défini par (3), nous dirons dorénavant
A

que sn est l'estimateur de Geffroy associé à la partition ^ Qkj > •

D'autre part, nous supposerons que K est un intervalle de O. Soit
alors J un sous-intervalle de K qui est réunion d'ensembles Qj,;.kj‘

Posons S- = |(x,y) € J x R | O^y^s(x)

et désignons par sj et sn j les restrictions respectives de s et de sn
àj .

Enfin P étant une mesure de probabilité sur R2, appelons Pt la
mesure de probabilité induite par P sur Sj .

On a alors le

LEMME 23 !

Si les points de l'échantillon sont tirés suivant la loi de probabili•
A

té P, sr j est l'estimateur de Geffroy de sj associé à la partition indui-
te par { Qkj } sur J, à la loi de probabilité Pj et à un échantillon dont
la taille est une variable aléatoire indépendante des variables de l’échan¬
tillon et qui suit une loi binominale de paramètres P (Sj) et n .
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DÉMONSTRATION.
v

. m HPosons J — S Q^j (ce que l'on peut faire au besoin en chan¬
geant les notations) et

D’kj (z) = | (x,y) € Qj^ x R \ z < y < f (x) } ,

V z € [0, f(x)] , V x € J , V j C { 1, kj } .

On aura successivement ét V j € {l, kj } :

la

Prob [ U nj z ] = Prob [ P\ (xj, yj) £ D’kj (z) ]
= [ X ” P (D’kj (z) ) ]n
= ‘ [1 - P (Sj) + P (Sj) - P (D'kj (z) ) )**
= t [P(SJ;,Dki(z)V

P(Sj)

= 2 Prob[Ln = e]Pj® f [P\ (xj.jr;) f. D'y (z)]
£= 0 - : 1= 1

où Ln désigne une variable aléatoire qui suit une loi binominale de para¬
mètres P(Sj) et n .

Cette dernière expression de Prob [ Unj < z ] correspond bien
aux conditions de l’énoncé du lemme 23 .

2. Cas ou s s’annule a l’infini.

COROLLAIRE 18 :

Si s est. continue, „ positiwfa définie V x € R tet telle que
lim s (x) = 0, si, d'autre part, P est absolument continue par rapport
lx|°o
à ta mesure de Lebesgue sur R2 et s'il existe une version de sa densité,
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soit cp(x,y), telle que, V I intervalle borné de R il existe deux constan¬
tes positives A(I) et BQ) telles que

Ad) <p(x,y) <: Bd) , V (x,y) € Sj (9)
alors, pour que V estimateur de Geffroy associé aux ensembles

[ P +
j-1

k ’
[ p € Z ,

j = 1, k, converge uniformément en probabilité, il suffit que

k(n) =0 <-î-~.) (l) .

Log n

DÉMONSTRATION.

Soit e > 0, il existe un entier A tel que | x| ^ A entraîne
s (x) < e .

A A

Soient s. et s , les restrictions de s et de s à [-A, +A1:
A An,A n

d'après le lemme 23, s est l'estimateur de Geffroy associé à la parti-
tion

p+r[ p€ 1-A, -A + 1 A-ll j€ll kl,

à la loi ^ , et à un échantillon dont la taille L est une va-
p (S )

[* A, +A]
riable aléatoire qui suit une loi binominale de paramètres P (S ) et
n .

[■A, +A]

On a donc lim p. L = +r n

n °o

Or, d' après le théorème 22
n

k = 0 (■ •)
Log n

4-2 A k = 0 (•
Log n

lim p. i (s ; s' ) = 0
n «vt ^ '

(D Remarquons que, dans ce corollaire, À n'est plus une mesure bornée mais est la mesure
de Lebesque sur R et que { Qv, J est formée d'une infinité d'intervalles.pu
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s* . désignant ici l'estimateur de Geffroy de s associé à la partition<?# ‘A

précédente et à un échantillon de taille q tiré suivant P[_A| +A] • "

D'où, en appliquant le lemme 22 aux suites

d<SA; a',:,A) et Ln 1

k = 0 I
Log n

lim p. d (s. ; s .) = 0■1 A Sia
n°o

Enfin, l'équivalence d (sA; s^ A) < g 4=} d (s, s^)^ e ^

V n € N permet de conclure.

3. Cas ou s s’annule a distance finie.

Dans cette partie, nous supposerons que K est un intervalle com¬

pact de R; on pourra prendre K =[0,1] sans restreindre la généralité.

LE-MME 24 :

Soit 1 ^ j-i h ?a partition induite par

[— , — [ i J Fil/•••, k-1 sur Vintervalle [0, rQ] où rQ estunrale le

tionnel appartenant à ] 0,1 [. Alors les longueurs des intervalles Qj^
sont des infiniment petits de meme ordre que -jL .

DEMONSTRATION.
P

Posons r =—-— en supposant cette fraction irréductible.* ;h dési-° 4°
^

gnant le nombre d'intervalles de la partition { Qj^j } , il est clair que
rQk ^ h ^ rQ k + 1; h est donc un infiniment grand du même ordre que
k .

Si rQ k est entier, donc si k = AqQ , À € N, on a h = rQk et la
partition est formée de h intervalles de longueur -JL .
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Si rQ k n'est pas entier, on peut écrire :

k = ÀqQ + p , À £ N , p £ N , avec 1 p qQ -1

et l'on a alors h = [ rQ k+1] = [ rQ k] +1 : dans ce cas, les h-1 premiers
r \ 1intervalles de la partition { Qk- 1 sont de longueur — ; montrons que

h-1 ,1 k
[——, rQ ] a une longueur de l'ordre de — . On peut écrire

h-1
r°' T 7 trok'trokl 1

Or rQ k - [ rQ k ] — ( À qQ + p ) - [—— ( À qQ + p ) ]
% ^o

=

rQP - [rQp]
Or rQp ne peut être entier puisque 1 p ^ qQ-l, donc rQp - [rQp ]^0
et comme cette quantité ne peut prendre qu'un nombre fini de valeurs, la
démonstration est terminée.

COROLLAIRE 19 :

Si s est continue sur [0,1] et positive sauf au point c£]0,l[ où
elle s'annule, Vestimateur de Geffroy associé à la partition

, r 1 1 2 r r k-1
Gi — { [0,-—[ , [ —• , -— [ [ ——, 1 ] 1K k k k k

converge uniformément en probabilité si k (n) = 0 ( ) et si la condi-Log n
tion (9) est vérifiée pour I = [0,1].

DÉMONSTRATION.
Soit 6 > 0 ; on peut trouver deux rationnels rQ et r £]0,1[

tels que c £ ]rQ, r^ et 0 s(x) 7-, V x £ [rQ, r^ .

r a
Soit G^5 la partition induite par G^ sur [0, rQ] et soit tn r
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l'estimateur de Geffroy associé à l'échantillon induit sur S r j. Un rai¬
sonnement tout à fait analogue à celui qui a été fait dans la démonstration
du corollaire 18 montre, compte tenu du lemme 24, que tn f converge'

©

uniformément en probabilité vers s[0 r ] •' oJ

Or, t = s r 1 sauf peut-être sur le heme intervalle de
n,*° "À L ’r°J

Gy où l'on a tn r sn rQ . Mais on peut choisir n donc k et*
o 1 1 1 pJ

e

donc h assez grands pour que, sur cet intervalle, on ait s (x) < , ce qui
6 2

entraîne alors d(t ;s rn . 1 1 < “ô" •n,r n, IqrJ 2

On en déduit donc que 8n [0 r ] converge uniformément en prcba-
bilité vers s [0|f ] •

On montre de même que sn £r ^ converge uniformément en pro¬
babilité vers s i%, û-

Enfin, il est clair que d (sr r 1 ’ 8n [r r ]*■ o* iJ ' o* iJ
) <- .

Or, d(Wn,6) = sup[d(s[ ] , s r )); dfs^ ' i , ■ [,
i O O I O rl O ,i!

d(8trl, è Vtr,,!]'3
donc, pour n assez grand

Prob [d(sn, s) > e] e

C.Q.F.D.

4. Cas où s change de signe.

Si s n'est plus supposée positive, il faut généraliser l'estimateur
défini par (3). On posera :
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A

v (x) = sup )r- + inf n ’ Vx€Qkj- Ÿi
i £J+ i € J*.

nj n j

avec J+ - { i € {l, ..., ni
nj 1 xi € Qkj. y; 0 I

J- =
n j

{ i € {1, ..., ni 1 *i ^ Qkj , y; < 0 )

et les conventions sup
i € J+

nj

n = 0 pour =

et inf yr* — 0 pour j-, =n j 9 ■

ieJ*
nj

On a alors le

COROLLAIRE 20 ;

Sous les conditions du corollaire 18, excepté le fait que s peut
A

s'annuler ou changer de signe un nombre fini de fois sur R, v converge
uniformément en probabilité vers s .

DÉMONSTRATION.
Immédiate en appliquant les corollaires 18 et 19 à |s| .

5. Convergence presque sûre.
Nous avons énoncé les résultats de ce paragraphe ”en convergence

en probabilité”, mais ils restent valables "en convergence presque sure";
c'est une conséquence du

LEMME 22 bis

Soit (Xn) une suite de variables aléatoires telle que
lim p.s. X_ *
n oo n

0
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Soit (Njç) une suite de variables aléatoires à valeurs entières telle que

lim p.s. Ni. = oo
k~ K

Alors, on a aussi
lim p.s. X = 0

DEMONSTRATION.

D'après les hypothèses, il existe dans un ensemble E de

probabilité nu lie et tel que Xn (cù)0 et N^ (co) -* + Vco€Q^-E. Il
s'agit de montrer que l'on a aussi XN ^ ((S) -* 0, ¥ co € Q^- E.

Or, V co € - E, Y e > 0, il existe un entier À (e, co) tel que

|Xn (co) f < 6 ; il existe alors un entier K (e, co) tel que k > K (e, oo) en¬
traîne Njj. (o$^ À (é, co), ce qui entraîne finalement |XN ^(cù) | xe.
C.Q.F.D.

V - APPLICATION : DEFINITION D'UNE METHODE DE MONTE CARLO

Revenons au cas où s est une fonction continue et positive définie
sur [0,1]. Sous les hypothèses du théorème 2 de [39], il est clair que :

/ s (x) dx -» ( s (x) dx
/© n p.s. J O

(10)

On peut utiliser (10) pour définir une Méthode de Monte Carlo :

Soit à calculer / s (x) dx où s est une fonction continue
J O

et positive connue: on tire 2n nombres Xj, ..., xn; z^, ..., zn suivant
une loi uniforme sur [0,1] et indépendamment les uns des autres et on es¬
time

£ s (x) .dx
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par

sJ 11J O

(x) dx

sn étant construit à partir de l'échantillon

<xi’ zis(xi))i

La précision de cette Méthode dépend évidemmentdu choix de k(n)
et on peut montrer le résultat suivant :

oc\ 1 1Si s est Lipchitzienne et si k(n) — (n , < a <3 2

a
2

sn (x) dx ] (-
n

1
1 a

-)alors
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VI

ÉLÉMENTS EXTRÊMAUX D'UN ÉCHANTILLON VECTORIEL

I • GÉNÉRALITÉS

1. Introduction.

Le problème que nous étudions dans ce chapitre nous a été proposé
par M. GEFFROY: il s'agit d'étudier les éléments extrémaux d'un échantil¬
lon de variables aléatoires à valeurs dans un espace partiellement ordonné.

Cette étude semble intéressante car ces éléments sont analogues
aux valeurs extrêmes d'un échantillon de variables aléatoires réelles. De
plus, la répartition des éléments extrémaux donne des indications sur l'as¬
pect du support de la loi des variables de l'échantillon.

Dans la suite, nous étudions surtout le comportement asymptotique
du nombre d'éléments extrémaux: nous donnons les résultats qui figurent
dans [42] ainsi que certains résultats inédits que M. GEFFROY a eu l'o¬
bligeance de nous communiquer.

2. Eléments extrémaux d'une partie d'un espace ordonne.

a) Soit E un espace ordonné. Nous noterons ^ la relation d'ordre
de E, ^ la relation d'ordre inverse; enfin si x et y ne sont pas compa¬
rables, nous écrirons x A y .

DEFINITION 12 :

Soit A une partie de E. On dit que y € A est un élémentmaxi-
mal de A si, Y x € A, on a x ^ y ou x A y. On dit que y € A est un
élément minimal de A si, V x € A, on a x y ou x A y. On dit que

y £ A est un élément extrémal de A si y est un élément maximal ou mi¬
nimal de A.

L’existence d'éléments extrémaux est assurée par le

LEMME 25 :

Si A est une partie finie de E, alors A admet toujours au moins
un élément maximal (resp. minimal) .
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DÉMONSTRATION.
Immédiate par récurrence sur le nombre d'éléments de A .

b)

LEMME 26

Soit f une application ie E dans E. La relation Rf définie par
x Rfy 4=4 f(x) ^ f(ÿ) est une relation d'ordre si et seulement si f est
injective.

DÉMONSTRATION.

Elémentaire.

NOTATION :

x Rfy sera notée x«y (f) et appelée relation d'ordre induite par
f sur E.

DEFINITION 12 bis :

Soit A une partie de E. On dira que y € A est un élément extré-
mal de A, modulo f, si y estun élément extrémal de A pour laSrelation
d'ordre Rf.

Propriétés élémentaires.
On montre très facilement les propriétés suivantes :

1°) Rf coïncide avec ^ si et seulement si f est un automorphisme
de E.

2°) Soient f et g deux bijections de E. f et g induisent le mê¬
me ordre sur E si e't seulement si g o f*1 est un automorphisme de E.

3°) Si E est un treillis et si f est une bijection de E, alors E
est un treillis modulo f et l'on a les relations :

supf { x,y } f^r1 [sup { f (x), f (y) }] (1)
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inff { x,y } = f1 [inf { f(x), f(y) }] (2)

4°) Si E estun groupe ordonné les applications f et -f induisent
des relations d'ordre inverses l'une de l'autre.

3. Eléments extrémaux d’un échantillon de variables aléatoires a

valeurs dans un espace mesurable ordonne.

a) DÉFINITION 13 :

On dira que E estun espace mesurable ordonné (E.M.O.) si E
estun espace mesurable, un espace ordonné etsi les intervalles de E sont

mesurables.

Si E est un E.M.O., si f est une application injective et mesu¬
rable de E dans E et si P est une mesure de probabilité sur E l'appli¬
cation Fj définie par

F J (x) = P ( ] <— , X [ f) , V X £ E (3)

est la fonction de répartition de P, modulo f.

La définition de Rj montre que

Ff « = F'p [f«] , V x £ E (4)

fP désignant la mesure de probabilité image de P par f et u désignant
l'application identique de E.

b) Soit x.» •••? xn un échantillon de taille n à valeurs dans E, ondira
que x- est un élément maximal de l'échantillon si Xj est un élément ma¬
ximal de l'ensemble { Xi, ..., xn }. On définit de même les éléments mini¬
maux, extrémaux, extrémaux modulo f etc... de l'échantillon.

Remarquons qu'on ne peut pas définir les éléments maximaux com¬
me des variables aléatoires à valeurs dans E, leur nombre n'étantpasfi¬
xe.

(1)3 ^— * x L désigne l'ensemble des y£E tels que y^x(f) et y ^ x.
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Par contre, le nombre d'éléments maximaux de l'échantillon est une
variable aléatoire réelle parfaitement définie.

Il - LOI DU NOMBRE D'ELEMENTS MAXIMAUX ASSOCIÉS AUNE RO¬

TATION DE R2.

Nous commençons maintenant l'étude des propriétés du nombre d'é¬
léments maximaux d'un échantillon. Nous étudierons essentiellement le cas

où E = R2 muni de sa tribu Borélienne et de sa relation d'ordre habituelle.

NOTATIONS :

- X , ... désignent n vecteurs aléatoires à valeurs dans R2,
indépendants et équidistribués, de loi commune P.

- 8 désigne la rotation de centre 0 et d'angle 8 .

- (q) désigne le nombre d'éléments maximaux modulo 8 de
l'échantillon X,, ..., X .l’ ’ n

- On pose :

90P,k (x,. ...'x/4 P [U ]<— , x;[e ] (5)

V xt> .... Xk € R2 ; V k€ N ,

et

(8T = { (xl? ... Xj.) € R2k | ^ dj» •••

(1, ..., k) telle que x* ^ ... ^
l

LEMME 21 :

On a les relations suivantes :

t‘) 9P’k (x,.....*,) = q>o9p-k (9 9 xk) , ^ (7)
V xl? ..., xk € R2 ,

ifc) permutation de
n

xj (8 +—) } (6)xk 2

V k € N .
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2«) Ak(e) = e;1 (Ak(o)] , vkeN, vec [0,2tt] (8)

où 6k désigne Vapplication (xj, ..., xy) ( 0 xy 8xfc)

Vx,f!:;!xtll rz.1 k

DEMONSTRATION.

1°) D'après (5), on a

AS (x, xk) = P [J e-1]^, e X; t 18 1 1=1 r

= P [O*1 U ] ^— , 9 1,1]
1® I ,

= (8 P) [ U ] —, 8x;[ ]
• **=.1 , . .

V Xj, xk €B2; VkeN. C.Q.F.D.

2?) Ixy xk) € ek2 [Ak (0)]*=* îtx f ôxk) € Ak (0)

Cette dernière propriété équivaut à l'existence d'une permutation pL» i)
de (1, k) telle que

TT TT
0 x- 1 <4S> iVf 0 X; (-5—) donc telle que X; ^ ... ^ x; (0 -\ ) ,

if liiÜfnîiiiT k 2 , 1 S 2

THÉORÈME 0Ü
Avec les notations précédentes, on a :

[ ® k
Prob [yn(8) =k] = Ck J i9»p’V[8xl 8xt]”-kdP |L ...,xk)

•-n fk-[Ak (0)] (9)

¥ k = 1, ..., n .
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DÉMONSTRATION.

On peut d'abord remarquer que si k points de R2 sont maximaux
TT

modulo 0 ils forment une chaîne modulo ( 0 H ), ce qui permet d'écrire:

TT
Prob [y (0 ) = k], = Prob [3 i ,...ifc | Xi ,...Xik formentune chaîne modulo-—+0

Vj£ f{ i x..,ik î {il}...,ik} | Xj < Xj ]

On peut toujours supposer que X , ... X^ sont les k éléments maximaux
et écrire :

Prob [Y (0) = k] = Prob [ X ,...,Xk formentune chaîne modulo
(0 + ) ; Vj > k, 3 i< k | X; < X- (0) ]

2 'J 1

= Ci / Prob [¥• > k, 3 i ^ k | X-<x.(0) dP (x,,...11 JA (0) J ' J 1 1

Xt)]

d'où, en tenant compte du fait que les Xj sont indépendante :

f ki . • k
Prob[yn(e)=k]=Ü / P[ U ]—, X. [e]n*k- JP (x, On n 7a, (0) 1=1 10 1 k

k

et le lemme 27 permet d'écrire le résultat sous la forme annoncée.

LEMME 28 :

l°j V x xL € R2, on peut écrire :1 k

tk (x xv) = 2 2 (-1)1+1 Fp[inf (x- ,...,x-)+0] (10)e 1 k 1=1 i ij 0 o S xi
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TT

2°) Si Xj < ... < (0 -i ), on a :2

k k-1

<£’* (x ,...,x ) = Z F^Cxjl-Z F£ [infe (xi,xi+ ) + 0 ]H 1 J v i=l 4
(H)

DÉMONSTRATION.

1°) La première partie du lemme se déduit immédiatement du théo¬
rème de Poincaré relatif à la probabilité d'une réunion.

2°) Faisons 0 = 0. Il faut montrer que

TT
k-1

: .< ... < x (■—) =¥ qF,k (x ,...,x) = Z Fp(x-)-Z Fp (z; + 0)1 k £ T° 1 ., k , _ , o 1 , , o ,.l1= 1 1= 1

avec zi * inf (x-, Xj ) , ¥i€ {1,..., k-1 }

La démonstration se fait immédiatement par récurrence en remar-

quant que, si l'on pose x; = (x• , x: ), ¥ i = 1, k, on a :
i 2

TT

X < X < ... < V11-^ 21 ^ kl

: < ... < x (—) {
1 k 2

X12 ^ X22 ^ •*’ ^Xk 2

Pour 0 quelconque, on écrit :

TT

x < ... < x (0 H ) 4=^ 0 x < ... < 0x, (—)
1 k 2 1 k 2

et, compte tenu de (7), on est ramené au cas précédent en remplaçant
0x , ..., 0xfc par Xj, ..., xfc, donc :

fl'* U, x.) = 2 ïfp(6x.)- 2 F^Ünftex , 6x. ) + 0)0 1 i= 1 1= 1 1 1_r 1

et les relations (2) et (4) permettent de conclure.

k-1
P0P

COROLLAIRE 21 :

Si Fp est continue, on a, ¥ k€ { 1, ..., n } :
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Prob[Yn(6) = k] =A‘ f [2 F£ (xA -V F£ [z.»)]]"'". dP®"'6t (Bk} lSSl 1=1

'(xJ,...,xk) (12)

âvgc A* = nombre d'arrangements de n objets k à k.

^ J

Zj (0) = in^ {xj, Xj+1 1 , i = 1 , k-1 .

Bk J i (xj,.... eR2k-fjwlT (î' '
DÉMONSTRATION.

On peut écrire

0fl (Av(0)> = m 0'1 B. m § 0-1 A
11 * • • •1k

où le signe Z porte sur toutes les permutatioms de {1, k } et où l'on
a posé :

B- ? ’jm* { (x ,...,x ) € A (o)-4 x* -f < x- ( —) 1'h"-lk i k k ij ik 2

et Aq = { (x1}...,xk) € Ak (o) 4-i =£ j : xj = xj }
Or, si F0 est continue, F^ également donc j dF^=0.*j|èj

D’autre part, les évènements B- • sont équiprobables, d*où :

dp*k = ki • 2?
m, . & (ek,.

Le lemme 28 et le théorème 23 permettent alors de cpnclure.
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REMARQUE :

Si on fait 6=0 (resp. 6 = tt) dans (12), on obtient la loi du nom¬
bre d'éléments maximaux (resp. minimaux) pour la relation d'ordre usuelle
de R2.

III - COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DU NOMBRE D'ÉLÉMENTS MA¬
XIMAUX (RESP. MINIMAUX).

Dans ce paragraphe, nous étudierons le comportement asymptotique
du nombre d'éléments extrémaux d'un échantillon de variables aléatoires à
valeurs dans R2 muni de sa relation d'ordre usuelle.

NOTATIONS :

On désignera par Yn le nombre d'éléments maximaux, par ZQ le
nombre d'éléments minimaux et par WR le nombre d'éléments extrémaux.

1. Espérance Mathématique de Yn> Zn, Wn.

THÉORÈME 24 :

Si la loi des variables de Véchantillon est une loi uniforme sur le
[0,1]2, on a, quand n -* <*> :

1°) ï E ( Yn) = E (Z^) /\J Log n (13)

2®J E (Wn) ^ 2 Log n . (14)

DÉMONSTRATION.

lû) On peut écrire :

Pn = Prob [Xj est maximal] = Prob [ Xj < Xj ou Xj Â Xj, Vj =^= i]

=llu i 2 Prob [Xj < (x,y) ou Xj A (x,yU =#= i] dx dy
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// i (Prob[X- <(x,y) ou X- A (x,y)] )n‘l dx dy
JJ\.o,\\ J J

Ilr 12 t 1 - (Pp (1-y)]"’1 dx dyJJ [o,l]

en intégrant, on trouve :

(15)

Soit alors T- la variable indicatrice de l'évènement "X- est ma¬

ximal" (i = 1, n). Il est clair que

Y = T + ... +T
ni n

d'où, d'après (15V

1 1
E l Y J = 1 + -+... + —

n 2 n

Par raison de symétrie, on a aussi

Donc, quand n , on a bien

E( Yn) = E(Zn) ns Logn

2°) Commençons par calculer

Qn = Prob [X- est maximal et minimal]
On a :

Qn - Prob tX.AXj, Vj ^ i]
= (f. 12 [x (1-y) + y (l-x)]n*1 dx dyJJ [o.ir

(16)

( 16 bis)

Kÿyujrvyi
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en développant suivant la formule du binôme et en utilisant la fonction B
on trouve :

Soit alors V le nombre d'éléments à la fois maximaux et

(17)

mini¬

maux, on aura :

1 n_1
E (V ) =— 2 k! (n-l-k) !n n! ic=o

ou encore

(18)

En tenant compte du fait que, V k € {l,...,n-2 1, on a ^ n-1, il
vient :

1 n-2 3
E (V ) [2+ ] < —

n n-1 n

Or, W = Y + Z - V , d'où d'après (16), (16 bis) et (18) :’
n n n n r

(19)

(20)

et, d'après (13) et (19), on a bien, quand n -> 00 :

E (Wn) 2 Log n

C.Q.F.D.

2. Comportement asymptotique des lois de Yn et de Zn.
Posons :

’n,k = Prob[ Yn = kl >
V n € N , Y k € 11, ..., n } (21)
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On a le :

LEMME 29 :

Si la loi des variables de l'échantillon est une loi uniforme sur le
carré [0,1] , on a la relation de récurrence :

n-1

h=k-l

k > 1 (22)

DÉMONSTRATION.
Nous allons utiliser la formule de Crofton :

Soit D un domaine Rp (p € N) et soit D' un domaine contenant
D, la formule de Crofton s’écrit :

dP '
V = n (P, - P) (23)

dV 1

où V est le volume de D, P la probabilité d'un certain évènement asso¬
cié à la figure formée par n points tirés indépendamment et uniformément,
dans D et P la probabilité du même évènement quand on tire indépen¬
damment et uniformément (n-1) points dans D et 1 point dans D'-D
suivant une loi uniforme dans D' 0)#

Prenons D = [0, l]2 et D' = [0,1 + e ] x [0,1] , e > 0 . Il est
clair que la probabilité de tirer k maximaux en n expériences suivantune
loi uniforme est la même dans D et dans D* car l'évènement "il y a k
éléments maximaux” ne fait intervenir que 1’ "ordre” .

dP
On a donc = 0 et (23) s'écrit P = P,. Dans ces conditions,

dV 1
on a successivement :

Pn k = Prob [k maximaux | (n-1) points êD, 1
(l+e)n

— Prob [k maximaux; (n-1) points

point € D'-D]

D, 1 point € D'-D]
n e

(1) Pour la démonstration de (23), voir R. DELTHEIL [43] p. 35-37.

(2) Nous verrons plus loin une Justification plus précise.
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_ nJJ ^>r0^) ^ maximaux; (n-1) points € D|x,y] —^Lne i<x<i+e
1

1+e
. dy

Posons Ay = [0,1] x [y, 1] et A'y = [0,1] x [0,y] et désignons par ^
l'évènement "k-1 points sont maximaux parmi les h qui sont tombés sur

Ay".

La loi induite sur Ay par la loi uniforme sur D* étant encore uni*
forme, on peut écrire :

Pr°b
Ay [Eh’k-‘1 = Ph-k'1 P°Ur h>k'1

= 0 pour h < k-1

On en tire alors :

(1+e) n-1

n,k fjh = k-i Pro[* [b points € Ay; (n-l-h) points € A'y ;

Eh,k-i] dxdy
i^x<i + e
O^y^l

/
(l+e)11”1 /1+6 n_1

dx I
hsk-1 /

1 rhc;.t d-y) y
h

, n-1-h

(1+e) n- 1 ph,k-i dy

d'où
n-1

P . = 2 Ch
, P B (h+1, n-b)n,K , , , n-1 h-k-1

h = fc- l

ce qui entraîne

1 n_l
P , = 2 P , k>ln'k

n h=k-l h<k‘l

C.Q.F.D.
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APPLICATIONS :

Si l'on connaît P„ ,, la relation (22) permet de calculer P 1n, 1 n,it

pour k > 1. Or on a :

n // xnM yn”1 dx dy
[o,i]2

Pn?1 =nProb[Xj<X1, Y j>l] =

d’ ou

Des calculs faciles montrent alors que :

1

n’n n !
Y n € N

(24)

(25)

1

n’n_l 2(n-2) !
, Vn >,2

n, 2

11 1
— (1+—+ ... + ) , Vn X 2

n-1

(26)

(27)

Sous les mêmes hypothèses que celles du lemme 29, on a le

THÉORÈME 25 :

Quand n -» °o , Pn ^ est équivalent à

(Log n) k- 1

n.(k-i) !
Vk > 1 fixe.

DÉMONSTRATION.
1

Le résultat est vrai pour k = 1 car PR t ="~

sons-le vrai pour k et montrons qu'il l'est pour k+1.

(Log n)°
suppo-

n.o !

La relation (22) s'écrira :
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L a nM
Pn,k+i = 7 * Pi,kn 1=k

(Log. i)k_1
Or, P- i = 6 (i,k) avec lim 6 (i,k) = 1.

>• (k-i) ! i »

Donc, Y s >0, il existe N = N (s) tel que î>N entraîne

î 4*1 *'"» (i,k) | k <— •
2

On peut toujours choisir N > ek*1 et assez grand pour que N -

soit positif. Ecrivons alors, pour n > N+2 :

(Log N)k
k ! ""

i - j -B~1 .

5nk+1 = Pik + 2 Pik]

On en tire

Pn,k+1 <—+ (1^~ 2
a r n’1 (Log i)k*

n ê*k +i i . (k-1) !

(Log x)k*1 k_, .la fonction étant décroissante pour x > e , il vient :

N 1 +7 (Log (n-1) \k ' (Log-NV*
< — +—:—- [ ; —; ]n’k+:

n n. (k-i) !

d'où

La.n,k+i

(1+7^ (Log (n-1) )k 1 (Log N)k
n . k !

+ [ N - ■
n k !

soit

ftjf* (Log (n-1) )k
P , , < + —n’k+1

n . k ! n

où p. est, d'après l'hypothèse faite sur N une quantité positive.

(28)
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De manière analogue, on peut minorer Pn en
sivement :

?n,k+l Pi,k + Pi,kn wk . . i=n+ 1

(1-7) |§
2 Pi k H— (1 '****)'■' [ (Log (n-1) )
m ’ n 2 k ! ' c

d’ou,
(Log (n-1) )k

P LJ-, W**n,k+i n.k!

i e a

(1 ) + *-
2 n

a = -a-^ — (Log (N+l) )k = -pa

Finalement, (28) et (29) entraînent, V n ^ N :

£ P ■ k ! ^ D n . k ! ^ s*
T'(Log (n-1) )k < n’k+1 ‘ (Log (n-1) )k <1+“

où l’on a posé P = sup (^j , (â2 ).
On en tire, pour n assez grand ,

1-6 <P"’k+l' ' (Log (n-1) )k <*1 + S
ce qui permet de conclure facilement.

COROLLAIRE 22:

lim p. Y = + 00
n 00

157

écrivant succes-

K
- (Log($+l))k3

(29)

P • k! :

(Log (n-1) IPI



Denis BOSQ

158

DÉMONSTRATION.
Il suffit de montrer que, V k £ N ,

Prob [Y k ] -» 0L
n J

Or Prob [ Yn C k] = Pn?1 + ... +PnM

donc, d'après le théorème 25 :

Prob | Y ^ k ]L
n J

(Log n) k-1
n(k-l) !

(30)

quand n -» oo . C.Q.F.D.

Remarquons que (30) montre que la convergence de Yn vers l'in¬
fini n'est pas presque complètement sûre. On peut se demander si cette
convergence est presque sûre.

M. Geffroy a montré qu'il en est bien ainsi :

THÉORÈME 26 :

lim p.s.
n oo

(M. GEFFROY) :

Yn = + - •

DÉMONSTRATION.

Posons Ej = { Yj ^.k}, V k € N, Vj£N.
Il s'agit de montrer que

OO

lrfrv Prob [ E-] — 0 , Y k £ N .

n oo J = n J

Or \J ErEn + En+1 . En + En+2 . En+, . E„ +j = n ■ J

Donc {J Ej
j = n

En + En * En+1 +En+i * En+2 +...
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Or, d’après le corollaire 22, on sait que lim Prob (En) =0. Il
n °°

suffit donc de montrer que la série de terme général Prob [En . En+1] est
convergente.

Soit alors F TY l'évènement "X^j est maximal", on a l’appli¬
cation : En . En+1 =4 En+! • Fn+1 * D'où :

Prob [En . En+1] £ Prob[Yn+1 < k, XR+1 maximal]

k- 1

^ 2 Prob [ Yn+. - j] Prob [Xn+ maximal| Yn+1 - j]
J=l

k- 1

Z Prob [ Y
J= l

, =j]n’l’1 n+1

< — Prob [ Yn+ ^ k ]
n

Or (30) implique que la série de terme général

vergente, ce qui achève la démonstration.

Prob ( Yn+1 k) .est con-

REMARQUE :

Tous les résultats précédents restent valables quand on remplace
Y par Z .n r n

En ce qui concerne Wn, on a le

COROLLAIRE 23 :

lim p.s. Wn
n oo

-p oo

DÉMONSTRATION.

Wn= ,Y„ + Z„ - Vn = Yn + <Zn T V > Yn et l'on conclutà l'aide du théorème 26.
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3. Eléments maximaux et éléments saillants,

Résultats complémentaires.

Les résultats qui précèdent montrent qu'il y a une certaine analogie
entre les éléments maximaux d'un échantillon à deux dimensions et les élé¬
ments saillants d'une suite d'observations ^ . Cette analogie est mise en

évidence par le

LEMME 30 :

Dans les conditions du théorème 24, Ici loi de est celle du

nombre d'éléments saillants d’une suite d'observations.

DEMONSTRATION.
n

Soit fn (t) = 2 eltk k la fonction caractéristique de Y^.k= 1

D'après (22), il vient :

it n-l

n k=o
fk<t)

On en tire
n-1

n f (t) - (n-l) f . (t) =: eu [ 2
n n-1 k = 0

soit f (t) * f (t) . [- e11 +
n n-i

n

n 1
d'où f (t) = n [— elt + (1 ■

n
k= 1 k

Ce qui signifie que l'on peut écrire

n-2

[2 f,(t)- 2 fu(t>]
k = 0

Y = B, + ... + B
n 1 n

(31)

( 1) Pour la définition et les propriétés des éléments saillants d'une suite d*observations. cf

RENYI [44] .
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1
où Bi Q ^ k ^ n) désigne une variable de Bernoulli d'espérance — et oùk k
l'on suppose les variables B , Br indépendantes.

On voit donc que (31) est analogue à la relation (9) de [44] fp.
107). ce qui achève la démonstration.

Interprétation ( 1 ) :

Si l'on numérote les points de l'échantillon par abscisses décrois¬
santes. on constate qu'un point est maximal si et seulement si son ordonnée
est un élément saillant de la suite des ordonnées: il y a donc le même
nombre d'éléments maximaux dans l'échantillon que d'éléments saillants
dans la suite des ordonnées des points de l'échantillon.

Remarquons cependant que le processus est différent: le nombre
d'éléments saillants d'une suite d'observations est presque sûrement crois¬
sant par rapport à la taille de l'échantillon alors qu'il n'en est pas de mê¬
me pour le nombre d'éléments maximaux.

COPOLLAIPF. 24 :

( Yn ' LoS g n tend, en loi, vers une variable aléatoire
qui suit une loi normale de moyenne nulle et d'écart type 1 .

DÉMONSTRATION.

Analogue à celle du théorème 2' de [44] .

4. Extensions.

o) Cas où les variables de F échantillon sont à marges indépendantes.
On a alors le

COROLLAIRE 25 .;

Si les variables de Véchantillon sont à marges indépendantes et si
les lois marginales sont continues, les résultats précédents restent valables.

J_l)_Cette interprétation nous a été signalée par M. Geffroy.
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DÉMONSTRATION.

Posons Xj =s (Xlj ; X2) ; i = 1, n ; et désignons par
F- (i = 1, 2) la loi de X;.J J 1

On sait que Tj = [F1 (Xj), F2 (X?)]; i = 1, n; suit une loi
uniforme sur [0,1]2 : la transformation (X^.-.jX^ "0*(T 1 Tn' CM’
servant l’ordre, conserve aussi les éléments maximaux, ce qui achevé la
démonstration.

b) Cas où les marges ne sont pas nécessairement indépendantes.
Si l'on suppose les lois marginales continues on voit, en considé¬

rant la transformation définie ci-dessus, que l'on peut toujours se ramener
au cas où les variables de l'échantillon sont à valeurs dans [0,1]2 et sont

à lois marginales uniformes sur [0,1].

D'après un résultat de M. FRECHET [46], on sait alors que la loi
H des variables de l'échantillon est telle que :

H° (x,y) £ H (x,y) ^ H1 (x,y) V x,y €[0,l] (31)

avec H° (x,y) = Max [x+y-1, 0] V x,y € [0,1]

et H1 (x,yl = Min [x,y] V x,y € [0,1]

Pour H = H°, on a YQ = n p.s., pour H = H1, on a YQ = lp.s.

Lorsque H vérifie (31) et qu'elle est absolument continue et à
densité continue et positive, on pourrait penser que la loi de Y est la
même que dans le cas uniforme puisque le nombre d'éléments maximaux ne
dépend que de ''l'ordre". Le contre-exemple suivant montre qu'il n'en est
rien :

Considérons la famille de lois définie par GUMBEL [45] :

Ha (x,y) = xy [1 + a (1-x) (1-y)] , V x,y € [0,1] a € ] -1, +1[ ,, J

Supposons que les variables de l'échantillon ont pour loi Ha et
calculons P2,i = Prob [ Yg = 1] . On aura :
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p2 ,(a) = 2 / xy [ 1 + a ( 1-x) ( 1-y)] [ 1 + a (l-2x) (l-2y)] dx dy
^[o.i]2

d'où l'on tire P (a) = —— ( 1H ) P = — pour a =^= 0 .2,1 2 6 3 2,1 2

Dans ces conditions, il semble que l'on ne puisse donner que des
résultats partiels; on aura, par exemple le :

COROLLAIRE 26 :

Si la loi des variables de l'échantillon s'écrit

H(x,y) = xy + cp(x,y) ; V x,y € [0,1] et si, de plus

1°) <p(x,y) ^ 0 ; V x,y € [0,1]

2°) <p est deux fois dérivable et il existe A £ ]0,1[ tel que

| —-9 (x,y) | 4: A ; Vx,y€]0,l[
dx dy

alors E ( Y ) est un infiniment grand d’ordre supérieur ou égal à Log n.

DÉMONSTRATION.
On peut écrire V i £ 11» •••» n È :

Prob [X* maximal] = P (H) = ff [l”(l*x) (1-y) - <p(x,y)]n 1n yAo.i]2
d2 <p

[ 1 — (x,y) ] dx dy
dx dy

d'où Pn (H) > ( 1-A) P ce qui permet de conclure" en utilisant la relation
E ( Yn) = n Pn (H) et le théorème 24 .

EXEMPLE :

Les lois Ha vérifient les hypothèses du corollaire 26, V a £ [0,1t.
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Enfin, on peut énoncer le

COROLLAIRE 27 :

Si lim P i—0 et 2
n, Je .

_
n = 1

n oo

n,k < +

V k € N alors lim p.s. Y n — +
noo

DÉMONSTRATION.

Identique à celle du théorème 26 .

c) Cas d'un échantillon de variables aléatoires à valeurs dans Rm (m > 2).

THÉORÈME 27 :

Si la loi des variables de V échantillon est la loi uniforme sur

[0,1] m, 072 peut écrire

E ( E (Zn) nj
(Log n)m‘1

(m-1) !
(32)

DEMONSTRATION.

Posons PR (m) = Prob [X- maximal] = Prob [X- minimal]
V i € { 1, ..., n 1 . On aura

pnw = / [o.l]1
(l - x x (jv ... dxVi x1 ... xm; üXj ... uxm

~ / tu-*, -” [o,i]m* 1

„ l xm=1
xm=0 xl •” xm-i

1 >1*, - dxm.,

U ln - (1- X ... x )nU
I Vi- dx. ... dxm ■;

[o.i]m_1 xi *" xm-i
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P(m) = P-(n-1) + -+P".(--^ (33)

Or on sait que P (1) = —; on en tire donc

P Vm>ln n(m-l)!
(34)

La démonstration s'effectuant de manière toutà fait analogue à celle
du théorème 25 .

(34) entraîne immédiatement (32), C.Q.F.D.

mmtLAlRE 28 :

Sous les hypothèses du théorème $7* on a

lim p.s. Y n = + oo ,
n oo

DÉMONSTRATION.
On pose Xj = (Xj, X?1), Vi £ {1, n }. Soit alors Y 'n le

nombre de points de l'échantillon tels que (Xj, X?) soit maximal pour l’é¬
chantillon (X|, X^) ... (X^, XÿC On a évidemment Y'n < Y n, V n € N,
or, d'après le théorème 26, lim p.d. Y’n ** + 00 •

n oo

On a donc aussi lim p.s. Yn = +’ oo , C.Q.F.D.
n oo

REMARQUE :

Le corollaire 27 reste valable dans Rn et même dans un espace
ordonné quelconque puisque sa démonstration ne nécessite aucune hypothèse
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sur la dimension de l'espace dans lequel les variables de l'échantillon pren*
nent leurs valeurs.

IV - THÉORÈME DE M. GEFFROY - APPLICATION A L'ESTIMATION DE
LA COURBE MAXIMALE.

1. Théorème de M. Geffroy.

Outre le théorème 26, M. Geffroy a obtenu deux Résultats impor¬
tants sur le comportement asymptotique du nombre d'éléments maximaux.

Nous donnons seulement les énoncés de ces Résultats; les démons¬
trations paraîtront prochainement dans une note aux C.R. de M. Geffroy.

Hypothèses et Notations.
On suppose que les variables de l'échantillon sont à valeurs dans

[0,1]2 et que leur loi commune est continue et à marges uniformes. On dé¬
signe par S le support de la loi des variables de l'échantillon, par Sm
l'ensemble des éléments maximaux de S et par M l'ensemble des élé¬
ments maximaux d un échantillon de taille n.

THÉORÈME 28 (M. GEFFROY) :

V s € S , V V voisinage de s, on a

lim Prob [ P| { Mp H V } 0 ] = 1 .
n oo r_n

COROLLAIRE 29 (M. GEFFROY) :

Si S„ est infini, on a :
m ‘

lim p.s. Y n — + oo .
n oo
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DÉFINITION 14 :

Si s€S, on dit que s est non dominant si

1”) s€ Sm.

2o) üm Prob([s,-h, Sl]x[s2-k, s2]) =()
q Prob ( [sj-hjSj] x [0,s2-k] ) +Prob [OjSj-h] x [s2-k,s2] )

k -> 0

où l'on a posé s = (s , s2) .

THÉORÈME 29 (M. GEFFROY) :

Si Sm est fini, si s € Sm, si V désigne un voisinage de s tel
que V fi Sm = { s } et si Yn (V) désigne le nombre d'éléments maximaux
de Véchantillon appartenant à V, alors lim p. Yn (V) = + oo , si

n oo

et seulement si s est non dominant.

2. Estimation de la courbe maximale.

Nous allons voir comment on peut construire un estimateur conver¬
gent de l’ensemble des éléments maximaux de S en utilisant le théorème
28.

Les hypothèses et les notations sont les memes que dans le para¬
graphe précédent. Nous supposerons, en outre, que Sm est une courbe
continue d’équation y = gj (x) où gj est définie par un intervalle de la
forme [a, 1] , 0^: a^ 1, telle que gt (a) = 1.

Posons

!g (x) = 1 pour x € [0,a]g (x) = gj (x) pour x€[a,l]

et soit C le graphe de g : nous dirons que Cm
de S (1).

est la courbe maximale

(1) Remarquons que g est la fonction frontière de S.
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LEMME 31 :

La courbe maximale de S est au-dessus de la droite y + x-1 = 0
et la fonction g est strictement décroissante sur [a,l].

DÉMONSTRATION.

Soit F (x,y) la f.d.r. de la loi des variables de l'échantillon. On
a (x,y) € Sm =41 -x-y + F (x,y) = 0 d'où x + yl ^ 0. D'autre part

(x,y) € Sm et (x', y') € Sm avec x’ > x entraîne bien y' < y puisque
(x,y) et (x',y') sont non comparables.

Dans la suite, pour tout e > 0 et tout entier p, nous poserons:

Vg «* { (x,y) | x € [0,1] , g (x) - é < y < g (x) + e }
et

1 - a 1-a
A

e.p.j
= { (x,y) € Vg | a+j. ^ x^ a + (j+1).

P P

j = 0, 1, ..., p-1 ;

LEMME 32 :

V§3 0, V ÊfC]0,e[ ; po € N tel que Yp>po:

1°) VM = (x,y) , VM’ =(x’,y’) €A6,<pJ , V j € {0, ..., p-1 j
1%,segment MM* est inclus dans V£ .

Vj € {0, ..., p-2 } le sègment MM' est inclus dans Vg .

DÉMONSTRATION.

Pour p assez grand, on aura, d'après la continuité uniforme de g
sur [a,l] :

g (x + 2 .

1 - a
r 1 - a ,

- g (x) | - e ' , V x € [a, 1-2 - ]
PP

(35)
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Soient alors Mj = (x^y,) et ,-*(x2>X2) € Ae*,p<j VAe'.p,ï + l

et tels que y2 < yj. = (x,y) et appartenant au segment Mj M2 , on
aura y -,< y < 7j> or :

y2 > inf
x € Ae, .e'.p.J

1 - a

g (x) - e ' = g (a + (j+1) ) - e '
P

Le*,p,J + 1

mais g(a + (j-l) . ) - g (a + (j+1) ) < e - e»
P P

1 - a

d'où y. V g (a + (j-1) ) - e + e' - e’

et 7,> sup

x€Afl n V, U A
g (x) - e

On montrerait de même que y1 < inf
x € A U A

6 #P*J 6',p,J+ 1

g (x) + €

on a donc bien M2 C Vg , C.Q.F.D.

LEMME 33 :

Y e " € ] 0,e'[ on peut choisir p assez grand pour que
O

VP € S - Vg* , [ P, -* [ contienne au moins un ensemble Ag„ ^ •

DÉMONSTRATION.
1-a 6’ - 6"

Pour p assez grand, on a |g (x 3 ) - g (x) | < — »
P 2

1 - a .a
Vx€[a,l ]. Or, si P = (x0> 7<^ ^S-Vg* , on a

P

yQ < g (xQ) - e'; alors la droite y = yQ coupe le graphe de g (x) - e"
en un tel point que g (x) = yQ + e" donc tel que g (x) < g(xQ) - e' + e" î
(1) Si la droite y = y ne aoupe pas le graphe de g (x) - 6", la propriété cherchée est é*ri“

, dente.
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ce qui implique g (xQ) - g (x) > e' - e". Donc, d'après (35) et le fait que
g est décroissante, on a :

1- a
x > xQ + 2 .

Ce qui entraîne immédiatement la propriété cherchée.

LEMME 34 :

Soit Mn (a,p) l'ensemble des éléments maximaux de l'échantillon
1 - a

dont Vabscisse appartientà Vintervalle [a, a ]. Alors, les conditions
P

du lemme 33 étant supposées remplies, on a :

OO

Prob [ r*\ Mp (a,p) C Vgi ] -► 1 (36)
r= n

quand n -> °o .

DÉMONSTRATION.

D'après le théorème 28, on peut écrire :

oo p-1

Prob [O [O |M flA =^=0}]]-*l
r= n j = 0 F 6 ’P,J

mais d'après le lemme 33, l'évènement

[ ^ IM A A 0 M
j=o r E ,P,J

O

entraîne qu'un point de l'échantillon appartenant à S-V ne peut être
maximal, donc, avec une probabilité 1 que M (a,p) C V , d'où (36),
C.Q.F.D.

Soient maintenant n , ..., p k les éléments maximaux d'un échan¬
tillon de taille n rangés par abscisses croissantes. Désignons par la
ligne brisée p p .... p k complétée par des parallèles à x'ox.

Soit S la fonction affine par morceaux dont le graphe est L . On
a le résultat suivant :
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THÉORÈME 30 :
A

gn converge uniformément presque sûrement vers g sur tout inter¬
valle [a, p] tel que 0 < a < (3 < 1 .

DÉMONSTRATION.

Commençons par montrer la convergence sur un intervalle
[oc, [3] C ]a,l[ : Soit e >0 et soit e' € ]0, 6 ]; choisissons p assez
grand pour que les conditions du lemme 32 soient remplies et tel que l'on

1 - a a - a 1 - a 1 - |3
ait < et <

p 2 p 2

Alors, si Mn (a,(3) désigne l'ensemble des éléments maximaux dont l'abs¬
cisse appartient à [a,(3] ,

OO

l'évènement O Mr (oc,|3) C Ve* implique que
r= n

En 0 1 (x,y) | a^x^p , y € R } C V£

et le résultat découle immédiatement du lemme 34 .

Soit maintenant > 0 donné et soit a € ] a,l [
tel que g(a) = l- / 2 : l'évènement

E
n

OO l

r\ i sup i gr (x) - g (x) i < — i
r=n a^x^p 1

entraîne

OO

rOn { gr (a) > 1 - h }
A

ce qui, compte tenu du fait que g et gr sont non croissantes, entraîne
l'évènement

r\
t» n

sup
0^ x^ a

gr (x) - g (x) | < K 1
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Finalement E entraîne l'évènement

00

O I SUP I gr (x) - g (x) I < 1^ ir=n 0^x<:(3

et comme Prob (En) -* 1, la démonstration est terminée.

CONCLUSION.

Le théorème 30 donne un exemple d'utilisation des éléments maxi*
maux pour estimer une partie de la frontière du support. Nous pensons que,
dans des cas plus généraux, il doit être possible d'estimer la frontière du
support en utilisant les éléments maximaux associés à une famille de rela¬
tions d'ordre convenablement choisie.
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