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CONTRIBUTION A LA THEORIE DE

L'ESTIMATION FONCTIONNELLE
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Contribution a la théorie de 1'estimation fonctionnelle

v
ESTIMATION DE LA DENSITE CONDITIONNELLE

ET DES FONCTIONS DE REGRESSION

|- GENERALITES ET NOTATIONS

Dans ce chapitre nous montrons qu'a partir de toute suite d'estima-
teurs de la densité possédant certaines propriétés asymptotiques, on peut
construire une suite d'estimateurs de la régression qui converge uniformé-
ment presque siirement. Pour cela, nous passons par |'intermédiaire d'un
estimateur de la densité conditionnelle.

Nous connaissons un seul article sur cette question (1), celui de

BHATTACHARYA et PARTHASARATHY [361 (1961). Ces deux auteurs

utilisent la méthode de 1'analyse graphique fractile.

Les résultats que nous donnons sont ceux de notre note aux C.R.
du 13 Octobre 1969.

Les notations que nous emploierons sont les suivantes :

- F(x,y) est la fonction de répartition du couple de variables aléa-
toires (X, Y). Nous supposons que F est absolument continue, que sa
densité f(x,y) est bornée et qu'elle est définie partout par la relation

da.F
dx dy

(x,y) = f(x,y).
- g(x) désigne la densité marginale de X.
- hx o (y) estla densité de Y conditionnée par

XE[x-a,x+ﬂ[,x€R, gl
- hx (y) est la densité de Y conditionnée par X =x, x€ R .

= B(x.a) = {{x', y) € R? | x~a g x' <xta, YER]}

(1) A part celui de NADARAYA [ 18] qui traite un cas particulier.



Denis BOSQ
100

B p(x,a) = Prab [(X, Y) € Bixa) |

- (x4 ¥4), <ign ©stun échantillon de taille n tiré suivant F.

-1 (x,a) est le nombre de points de I'échantillon appartenant 3

B(x,a); ln(x,a) est la réalisation d'une variable aléatoire Ln(x,a).

Enfin, Yy oo yil sont les ordonnées des points de 1'échantillop
1

n

appartenant a B(x,a) ().

Nous supposerons que a .est une fonction positive de

n{a=aln) >0, ¥n € N) et telle que

lim a(n) = 0 (1)

n oo

Il - ESTIMATION CE LA DENSITE CONCITIONNELLE

1. Définition d’une classe d’estimateurs.
Pour définir un estimateur de h (y), il semble naturel de partir d'un

estimateur de la densité univariée.

Comme nous n'aurons besoin, dans la suite, que de certaines pro-
priétés d'un estimateur de la densité, il est inutile de préciser la méthode
utilisée pour construire cet estimateur.

Nous désignons donc par f= (fn)n —0,1,2,.., une suite d'estima-
(2)

teurs de la densité univariée Pour des raisons qui apparaitront ci-des-

sous, nous posons arbitrairement :

Pyn=0, Yy €R )

Soit alors F(f) I'ensemble des densités univariées telles que :

1°) f: (y] — Eg r(En(y))] = /R“ fn(yl,...,yn; y) g(yl)..-g(yn) dyl...dyn

(1) Pour abréger, nous écrirons ln au lieu de ln(x.u) quand il n'y qura pas ambiglité.

(2) Nous supposons, une fois pour toutes, que in(y

de Rn+l dans l!, vn €N,

1,....yn,‘y) est une application mesurable
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existe Yye R, ¥Y¥ne N, Vge F (D).

1 £
i mup | Py -gly) ] + 6 avee~—, Vg€ Fih .
‘€R n

3°) Il existe deux constantes positives C et C_ et une fonction de n,
«_, non décroissante, tendant vers + o avec n et vérifiant la condition

n
lime 55 o= ¥, delles que
n

(04

noe

pmb[sup \En(y’)-fq(y)|> E]\< C1 exp[-C2 -'"—-2 52]
n x
vyER

n

R 0,  ¥neN, Vp'e ?(E) 3

REMARQUE :

Les conditions précédentes impliquent que

sup ﬂfn(y)-g(y)l - 0 quand n -+ =
y<R P

‘f_gEf}-(E) :

;
f étant donnée et x étant fixé, nous prendrons comme estimateur
de h_ la fonction aléatoire définie par :

>

(y) = f (y, seenr y, i9y) (3)
1 1
v BE-R ., YneE N,

2. Convergence de I’ estimateur.

Dans ce paragraphe, x est fixé une fois pour toutes.

LEMME 17 :

St g(x) >0 et s'il existe 1 8> 0 tel que, pour a:<B, fyest
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lipchitzienne d'ordre y, dans B(x,a) et g est lipchitzienne d'ordre y
2
dans [x-a, x+aq, alors, il existe & €10, 8] tel que a < 8, entraine
sup |h,  (PN-h ()] < A . aY (4)
y €R 3
on A(x) estindépendante de y etde a et od l'on a posé
y = max(y,, v,).

2

DEMONSTRATION.

Si g(x)>0, ona F(x+a, +w)-F(xa, +e) >0, Ya>0 ¢
'on peut écrire :

g—E (xta,y) - g_F (x-a-y)
hx,a (y) = Y y
F (x+a, + =) - F (x-a, + oa)

Or, pour a <&, f est Lipchitzienne donc continue et, a fortiori, continue
p P
par rapport a x; il en est de méme pour g et l'on peut écrire :

f(x-a +26a,y)

h,  (y) = g Betil el ia w0t Ple de
x,a Y g(x-a+ 26'a)
¢ _fxy) :
D'autre part, h (y) = o @ et comme, pour a assez petit (a < 81) on
g (x)

a g(xa+26a > , il vient :

lhx,a(y} <h A9 | £ | fx-a + 28 a,y)-f(x,y) |

g (x)

2f(x,y)

T | g(x) - g(xa+ 26" a) |

Or, il existe deux constantes kl et k2 telles que, ¥V ag 8

| f(x-a +28a,y - fxy) | <k, aYll 1-26 1Y1\<k1 3 1
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- Y Y Y
| g(x) - glx-a +28" a) !\<k2 8 *ik-28 | zékz 8 e
dron :
Y 2f(x,y) y
th‘a(yﬁ -hx(_v\ |$g(x) , 8 b4 7 k2 gt
Or. on sait que M = sup f(x,y) <+ o, on adonc immédiatement
(x,y) € R?
'inégalité (4) avec
Lo et Dudad .y (5)
2 X = S ————
g(x) ! g (x)? 2
Pour simplifier 1'énoncé du lemme suivant, nous allons poser
())—f (xa) (y) Vi e SN TGy (6)

Autrement dit, Y y€R et YneN, hn a (y) est une variable aléatoire

lie a L_(x.,a) par larelation fonctionnelle suivante :
B (gl = Dol Gy Ehx,a [ (n? (7
=0, 1, ..., 10

Nous avons alors le

LEMME 18 :

Sous les hypothéses du lemme 17 et en supposant, de plus, que
h . F (1) au moins pour a assez petit et que

a
lim z 1 = +w on a
n oo ‘,’nz
sip by (b W] - 0 quand noe. (8)
y €R p
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DEMONSTRATION.

Désignons par d la distance de la convergence uniforme. Ep appli-
quant la formule des probabilités totales, on obtient :

Prob ld(h ;hnx)>e1 =g CE p(x,a)E fl-p(x,a””'?
. 1=0 =

n,x

Prob [d(h, h, ) >e/L =101

n,x;
Or, d'aprés (7), on a
Prob [d(h, +h, ) >e¢/L, =0 = Prob [d(f ; =) > ¢ ]

cette derniére probabilité étant calculée par rapport a la loi conditionnelle
de densité hx =

Comme on a supposé que, pour a assez petit, h. € F (), o

x,a
peut, pour n assez grand, appliquer 3°) et écrire :

Prob fd(fxr,x; hn,x} >elgCp s CE p(x,a)‘p' 1-p(x,a)l n-l

£=o
1
exp[-C, = e?]
%

et comme & a été supposée non décroissante :

Prob [d(h, s hy ) > ¢] ¢ G e%o ¢! pxa)lN-plxa) 1=t

e

expT-C2

£ 0 bbbl - oB0C, -l

Or, pour a assez petit
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plx.a) = FElxta, + o) - Flxa, + )
= Qag(i‘l i ;E]x-a,x+a[
(x)

= 2aik 53 - a.g(x)

il vient alors :
. 2

Prob [ d(hn,x; hn,x) > 5] <G, [l-an g(x) [l-exp (C, ) ]n (9)

(o
n

Le deuxieme membre de cette inégalité tend vers 0 si et seulement si :

2

el
ag ] 5 =00

n

n Log [l-an g(x) [l-exp(-C2

donc, compte tenu du fait que lim a =0 si

noo
2
na, [l-exp(-C2 = )] » + oo
n
g C2 £ 2
ort Vo =+ Hee.donosliexp (-C2 ) o~ et la condi-
n a? o
n n
tion s'écrit finalement
na
lim i = =0 (10)
ne a?
n

C.0.F.D.

LEMME 18 bis -

Sous les bypothéses du lemme 18 et l'hypothése supplémentaire

+ s
e T e g Py el BB (11)
=10 x
L. : 5 1
Ude Wdih. = h.. ) 5 0.F avee

n,x’ "n,x p.s.
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DEMONSTRATION.
On sait, puisque Log(l-u) < -u, ¥Yu < 1, que
€4 o3
n Log [l-an g(x)] 1-exp (-Cz 5 )] <-n a, g (x) [l-exp (-CQ._O:—E)
pour n assez grand. (19)

D'autre part, on a, pour n assez grand :

L4 & &
1-exp (- 2:) R e R (13

x (04
n . n

(12) et (13) entrainent alors :

C, e? 5 na
n Log [l-ang(x) [1-exp (- )| €-2C, e®glx). !
cxni ol
D'oli, d'aprés (9) et toujours pour n assez grand :
Probld(h sh )>el < C 2C,e% glx) L0
o B B g S G By SRIET S Mg BIX g (14)

La condition (11) permet alors de conclure.

Pourle lemme suivant, nous aurons besoin d'une nouvelle propriété
de la classe d'estimateurs utilisée: nous dirons que P est uniformément

asymptotiquement sans biais sur ¥ (%) C F(f) sila condition 2°) est

Tk
valable uniformément pour g € F (f), autrement dit si

lim sup

] d(f:;g) =0 (15)
n oo gQC'F (f)

Nous dirons, pour abréger, que f est w.a.b. sur F (f).

LEMME 19 :
Si g(x) >0, si g estLipchitzienne dans un voisinage de x, si

hx,a € .Cf(;), Yne€N, sifestu.ab. sur [hx,an!nEN
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et si n By +
alors
d(hn__\_ 3 hx,a) ; 0
DEMONSTRATION.
D'aprés (6), on peut écrire :
Peob [ dlhy i by ) >e 1= 2 c! pxal 11-peatnt
Prob [d(f, ™ 1 hy ) > ¢/Ly =] (16)

Les probabilités qui figurent au 2éme membre de (16) valant 0 ou 1

puisque d(f’?"'c : hx,a) est une variable certaine quand L_ = £. Com-

me f est u.a.b. sur zhx,an | ¢ N » ilexiste un entier ¢ indépendant

h
de B (donc de n) tel que (> [, entraine d(fex'a;hx,a) e a,

donc ¥n € N.

Dans ces conditions, pour n>{_, on peut écrire :

QO
Prob [ d(h, s hy, o) > €15 2 L pxal 11-pixa) 17 (17)
s 3 =0

x’

Or, pour n assez grand, on aura
€, <nplx,a)-l1-p(x,a)] (18)
En effet, on a vu dans la démonstration du lemme 18 que, a partir

d'un certain rang, on a l'inégalité p(x,a) > a g(x); et comme, par hypo-
thése, na - +ce, onauwa toujours £, <na g(x), apartirdun certain

rang , ce qui entraine (18).

Donc, pour n> v , C£ p(x,a)g f1-p(x,a) 17-€  sera fonction non
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décroissante de { pour f < EO (propriété connue de la loi binominale),

Dans ces conditions, (17) implique :
£ £ 4l
Prob [d(hn,x; hx,a) Sl < (20 Cno p(x,a) °[1-p(x,a)1" % (19)

et en choisissant n assez grand pour que

aaln)y £ splxa), <u8a glx) (19 bis)

on obtient facilement :

¢

o

Prob [d(h, 4 by ) > 1 <E, . === [3a g(0]° expl-(nd) agx)] (2
X

0, x’

A partir de (20), on obtient donc une inégalité de la forme :

=B 7 o
n

£
hx’a)>s1;\<A(nan)° e

Prob [d(h . (21)
et, a partir d'un certain rang
=Bn a

Prob [d(hn,x; hx,a) >l £ A e (22)
ot A et B sont indépendants de n.

L'hypothése n a, - +o permetde conclure.
LEMME 19 bis ;

Si les conditions du lemme 19 sont vérifiées et si, de plus,

+ oo

HEO exp (~yna <+e,Vy>D (23)

alors : d(h el Gl

p.S.

n,x’ hx,a

DEMONSTRATION.

C'est une conséquence immédiate de I'inégalité (22).
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THEOREME 19 :

Sous les conditions suivantes :

1°) Pour a assez petit, { est Lipchitzienne dans B(x,a) et g est Lip-
chitzienne dans [x-a. x+a] "

‘thx.an S (E] , Yn € N et £ est u,a.b, sur [hx,an |n€N'
o . exp [-A =] <4, ¥YA>H
2 i
on a
d(hn,x; hx] p._'s. 0.
DEMONSTRATION.
On écrit :
dlh i h) < dlhy i hy )+ dby s hy )+ d(h i h) (24)

et il suffit d'appliquer les lemmes 17, 18 bis et 19 bis pour conclure.

3. Etude de la vitesse de convergence.

Les inégalités (4), (14) et (22) montrent que, pour n assez
grand, on a l'inégalité :

a @
n

na

Prob [d(hn,x; hx) > ] & Kl exp [- - K2 52] (25)

En examinant les démonstrations des lemmes précédents, on cons-
tate que (25) reste valable,uniformément sur un intervalle compact,si les
hypothéses faites sont uniformes sur cet intervalle (cf. les hypotheses du
lemme 17, la formule (5), les inégalités (19 bis), la formule (15), I'i-
négalité (14) et les valeurs de A et B dans I'inégalité (22). On peut
donc énoncer le
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THEOREME 20

Soit Tu.vl un intervalle compact tel que :

1°) Il existe un voisinage V de [u,v] dans R tel que { soit Lipchs.
zienne sur YV x R et g Lipchitzienne sur V.

2Jginyes .Y x € {u, ] .

3%) b o QT(Aﬂ, Yx&luvl, ¥Yne N.
de 1)

(]
4°) f est u.a.b. sur Hlx,a fu\<x\<v;

- RS W (e SN

nan

Alors si » o et si €>0 estdonné il existe deux nombres po.

x

sitifs K, (¢) et K, (¢) etunentier N(e) tels que

3 na

sup  Prob [d(hmx; hx) >el& Kl (e) exp 'K2 (e) : ] (26)
uL XV ’ c‘n

¥ha Niey .

Pour préciserun peu plusla vitesse de convergence, supposons que

'on ait :
- d( hx'qk 1 -b v b
ﬁn— u:s:f;v f ’hx,ak)scln ’Cl>0’ >0 (27)
l(>,-\;
1
otn=(:'2.nC " 0<C<—2- (28)
am=C'3.n'Cl h 0<d <1 -2 ¢ (29)

On peut énoncer alors le

COROLLAIRE 15 : 1-d
Siy,=y,=1 etsi 0<8<inf (db(ld), — -
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Alors, sous les hypothéses du théoreme 20 :

ns.d(}; )b i Vxe luv].

H
Grd % p-s-

DEMONSTRATION.

Tout d'abord, compte tenu de (4), (29) et du fait que §<d, ona
Yx€ luvl:

2% . d(h ¥ = 0 (30)

xX,a’ hx

D'autre part, si l'on reprend les démonstrations des lemmes 18 et
18 bis, on arrive a l'inégalité :

na

n -
3 1 (14 bis)

Prob [d(ﬂn,x; b > 09 < C. exp -C, £2n°28 g(x)

- «

n

et le deuxiéme membre de l'inégalité (14 bis) est le terme général d'une
série convergente puisque

na Cr

-28 L 3 1-d-28-2¢
n o it e n
n 2
1-d
et que § <'-2— -c. Onadonc, Vx& (u,vl:
N T R (31)
X x5

Enfin, si 'on reprend la démonstration du lemme 19, on constate
que l'inégalité :

iy = b ) <t . pP

X, 8

.
st vérifiée pour f > t, avec EO tel que

e . (32)
Gy oF

Y P, ona (32) et comme

o

En prenant (=L, fn,e ) =K n % YT HE
€
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§ <b, onaaussi { < n, au moins pour n assez grand: les inégalités

(18), (19) et (20) restent donc valables si 1'on remplace ¢ par ¢ 30
Il en est de méme pour (21) puisque :

exp [a g(x)] - ¢ quand n > +oo.

D’autre part, comme
s NH I
Log(na)® = Kn® (1-d Log C', b-a 4

Ona, Nus>0
(nan)c' < e

au moins pour n assez grand. En choisissant u < 1-d-b— , il vient:

=B'n a
n

h )>£n‘8] i Alede

n,x’ x,a

Prob [d(h
ou A' et B' sont positifs et indépendants de n. Donc :

| Tl (33)
P-s.

n® d(h

I'I,X; hx,a

ce qui, joint a (30) et (31), permet de conclure.

4. Exemples.

Examinons comment on peut appliquer les résultats obtenus aux
deux classes usuelles d'estimateurs de la densité.

a) Méthode du noyau.

L'estimateur utilisé est de la forme :

P (= 3 Kla (yy) (34)

n i=1

ou les y; sont les points de I'échantillon et ot K est une densité a va-

riation bornée. Alors d'aprés un théoreme de NADARAYA (18] on sait que
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si g estune densité uniformément continue, g € F (F) 0,
De plus, YVge F (E), on a l'inégalité : (2
d(E, (i).9 <« sup . sup lglya-g(y]|
vER |z|<8
+ 2 sup. gy o / K (u) du
y & R IU‘ 26 an
Y5 > 0, Yn €N

On en déduitimmédiatement que si {g;); | est une famille de den-
sités uniformément continues, uniformément bornées et uniformément équi-

continues, alors f est u.a.b. sur (g, -

CONSEQUENCE.

Pour f , siles hypothéses 1°) et 2°) du théoréme 20 sont vé-
1 yP
rifiées, les hypothéses 3°) et 4°) le sont aussi.

f(x-a+26 a, y

Car la relation h, _(y) = (35)
xa Y g(x-a +286'a)

Mg 14 Dl gk

montre que la famille {h L enN vérifie les conditions indiquées ci-

ST
dessus.

Enfin, d'aprés les résultats de SCHUSTER (3), on voit que, sous
les hypothéses 1°) et 2°) du théoréme 20, et en supposant, de plus.

sup _ih'x a | = D<+ o, silon choisit 5€] 0,l[ on aura
n€N n 4
i dth, JEDS 0, ¥xefuvl.
p.S.
(1) La réciproque estvraie moyennantdes hypothéses supplémentaires sur K (cf SCHUSTER
l14]).
(2) cf [13) p.
(3) Lemme 2.3 et Corollaire 2.6.
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b) Méthode des fonctions orthogonales.
On utilise I'estimateur défini au chapitre Il en prenant, par exem-
ple, les fonctions d'Hermite comme systéme orthonormal et q(n) tel que

- n
& emy | e g | KBS, Wy AL
n=1 q(n)
D'aprés l'inégalité (23 bis) (Chapitre I) et les lemmes 11 et 15

(Chapitre III), on voit que o = q(n)? et que si g est une densité telle
que

Wire = 2
el & -(-i—; [leaY 42 g(y) ]
y

existe et soit de carré intégrable, alors g € ¥ (f) .

D'autre part, si (g;); ¢ | estune famille de densités telles que

3

dy

/2

2
A= sup || e’

2
fegryog 2 gi(y)]||2<+°°
iel o

alors f est u.a.b. sur (g): o - On awa, en effet, une majoration de la

forme ‘1) .
B s pora v & .
isgpl v g oo &h fegu e teln i3/7
CONSEQUENCE.

Si f(x,y) admet une dérivée partielle troisieme f" y? (x,y) ets'il
existe j > 0 tel que
B 7 Cad
sup [lse# 1
Ix=x | < Y

feeske i fop] I, <+ =

On en déduit, d'apres (35), que f .est u.ab. sur lhxo’an !n}v

v étant convenablement choisi.

(1) cf 8.C. SCHWARTZ [27] lemme 3 p. 1262.
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Il - ESTIMATION DES FONCTIONS DE REGRESSION.

1. Casou Y est bornée.

Soit lu,vl unintervalle compact pourlequel les hypothéses du théo-
reme 20 sont vérifiées. On suppose que |Y|<M oi M estun nombre
positif connu.

v-u ’ !
Choisissons a, tel que k = e soit entier, Y n& N et po-
sons : n
ul:u+an,u2=u+3an,..., ukn=u+(2kn-1)an.

+M
Soit alors E (x) = [M ycI hx(y} dy, >0, une fonction de

régression de Y en X. On définira un estimateur de E_(x) en posant :

A +M A
b ol [M y* hn,ui (y) dy pour x€ [uH(2i-2)a , u+2ia [

£ (x) = /+M yo:'i‘] (y) dy pour x € [u+(2k_-2)a , ut2k an]

THEOREME 21 -
Sous les hypothéses du théoréme 20 et l'bypothése supplémentaire

na

3 an'1 exp [+ A —f]<te, YA >0 (36)
n=0

ona lim p.s. sup |éna(X)'Ea =0 5 0
n e x € [u,vl i

DEMONSTRATION.

Tout d'abord, compte tenu des hypothéses 1°) et 2°) du théoreme
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20, on voit immédiatement que h (y) est Lipchitzienne sur [u,v] y R,

d'ou I'on déduit que E_(x) est Lipchitzienne sur fu,v!, ¥ a>0. Il exis-

te donc deux constantes positives & et y telles que

J

Ey () -E (u) | €8x~y | YopVem@fu vl ¥aieilds.io ky

e
d'ot, pour x € fu;-a,u; +al

|Eq (0 -B, () |<8. aY, Vicil, ...,k

Compte tenu du fait que lim a =0 etde I'inégalité
n ec
1B, o0 -Eg 0 || B, o) - Eglu) | +[Eg (u) - E, () |

n,x

¥x€lu-a, v+ &l N i {1, ..., kI, il vient pour n assez grand

Prob [ sup |E_ (0 -Eq()|>el<Probl sup |E

70E(ui)-}zo((ui)l
x€ [u,v] 1<igk,

n

£

B ) (37
p )
oi ¢ estun nombre positif donné.

O, M e 4ok sk

2 {, onalinégalité :

~ +M ey
E(-)-E(-)s] Sy h
|E ol - Eqlu) 1< = Iyl T dy Lysl“-lépM 1 mu; () < by ) |

d'ou
-~ kn L
Prob[ sup | En,a(x) - Ea(ﬂ | el 2 Probl sup |E_ = (yl-h il

x € [u,v] il lylg M e :
o] €
4 > oy, W]
a+tl 5

en appliquant (26), on obtient, en posant « Tt ="R
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Prob[ sup Ién.o: (x) - Ea(x) |>e 1« i Kl (h) exp ['Kz(h)l?—zr-l-l
x € [u.v] 2a &
o > N ('h)

et (36) permet de conclure.

2. Cas ol Y n’est pas nécessairement borné.

Moyennant de légéres modifications, la méthode précédente s'appli-
que au cas ol Y n'est pas nécessairement borné: on suppose que les hypo-
théses du théoréeme 20 et du corollaire 15 sont vérifiées et que :

E (x = / y* h, (y) dy a > 0
| = ;

existe. ¥ x € [u,vl. On définira alors un estimateur de E_ (x) en posant

o T .
R8edi{ ) = / = yE h o (y) dy - pour x e [uH(2i2a , ut2ia |
- i

n.ax 2 A
1 n.u
n

et
E:_a(ﬂ = [f!“ y* h . (M dy pour xe (ut+2k -2)a .v]

on aura alors

THEOREME 21 bis :
S1
1°) Les hypotheses du théoreme 20 et du corollaire 15 sont vérifiées.

ly|® h(y) dy = 0

/

20 lim i BUp
T+ x & [u,v] vl

1-d
3?) T_ =n" avec 0 <u inf (d,b(l_d),—z— - ¢)

a+1
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alors
lim p.s. sup |Epy W-E, (] = 0.
noo x €[u,v]
DEMONSTRATION.
.
Posons E . (x) = [-T ¥y b A Ay -
D'apreés le 2°), il suffit de montrer que
i pos o ospe - (B GPOE bl = 0.
noo x € [u,v]

L.a démonstration est alors analogue a celle du théoreme 21 : En o(X¥) est
]

Lipchitzienne d'ordre 1 et il existe une constante & telle que :

2 o+t 1
! En,cx (x) - En,o: (ui) Fag ey &b, VB -
VxE[ui-an, ui+an] = ¥ i il ‘..,kni .
Comme ona p < , il vient lim Tnu+1 . a =0
atl Pind g

On a donc, pour n assez grand et ¢ positif donné, une inégalité analogue
a (37), c'est-a-dire que :

Prob wp ' |ES  GV=E G| > =]

n,a
x €[u,v]
£
£ Prob [ sup |E: o (ui) - En,cx (ui) | >—1]
Teigk : 2

Or, ¥ie {1, ..,k i» onalinégalité

+P -
1E:.,G(“i) - En,a(“i) | < /T " |y|* dy. sup lhn,ui (y) - h“i (y) |
A W<T,
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d'ou :
Prob [ sup lE:,c: (x) - B i) {Tongr
x € [u,v]
: (38)
g oPralel o3l b acdritioy Shhoud
< S - R
=1 E yl;l:‘ oty £ L Y 4.Tn o+1

Or, 'examen de la démonstration du corollaire 15 montre que pour

0<58< inf (d,b(1-d), —;— - ¢), on a une inégalité de la forme

sup . Prob[n®. d(h, ih)>e1<C, expl-C, nP] (39)
x €[u,v]
on C,C,et B sont positifs.
Alors (38) et (39) entrainent ,
Prob[ sup LE: gl -E (x| elg — C,exp[-C, nP] (40)
x €[u,v] / - 2a,

1-d
car 0 <pu (a+1) <inf (d,b(1-d), -—2—- elis

Or, on a ay = C'3 .n°%(d>0), donc le deuxiéme membre de (40)

est le terme général d'une série convergente et la démonstration est termi-
née.

REMARQUE.

Dans [36], ou seul le cas a =1 est traité, les conditions impo-
sées a la fonction de régression sont un peu moins fortes que les notres
(continuité au lieu de conditions du type Lipchitz); en revanche, les condi-
tions d'existence de moments conditionnels jusqu'a I'ordre 3 qui figurent
dans [36] ne sont pas exigées ici.

3. Un cas particulier important : le régressogramme.

TUKEY dans [8] a proposé d'estimer la courbe de régression sur
unintervalle compact [u,v] & l'aide du régressogramme. Cet estimateur est
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défini de la maniére suivante: on fait une partition de [u,v] en intervalles
de méme longueur et on estime la fonction de régression par la fonctiop en
escalier qui, dans chaque intervalle de la partition, est constante et égale
ala moyenne des ordonnées des points de |'échantillon dont 1'abscisse ap-
partient a l'intervalle considéré ‘. TUKEY pose alors le probleme du
choix de la partition : le théoréme 21 permet de répondre partiellement 3
cette question; en effet, le régressogramme appartient ala famille d'estiya-
teurs de la régression que nous venons d'étudier.

Pour le voir, il suffit d'estimer h_(y) a l'aide d'un noyau K pos.

sédant les propriétés suivantes : il existe un nombre positif A tel que
K(t) =0 pour [t| 2 A ettel que:

/+A K(tdts=nil (41) /+A tK(dt = 0 (42)
-A -A

L'estimateur de E, (x) sera alors défini par

E; ®=0 , sil =0
ap En +T,

= 1 >3 [ K =y )] Ay, sicl. >0,
fn e "Tn Y [O:gﬂ y Y|k ] y &1 n -~

D'ou en faisant les changements de variables tik Fotgs oyl
n

k 1

g Sy
E iy =% mi =0

n,l

L g Toin? 2 1y
=— y n t- k7 2

£ x=1 "% / e god

n C(ﬂn (=% -Y"k}

1 En e L TR
n* Bl K=1 By (T -y, kL ki

sifs 2 1. i .

(1) Si aucun point de 1'échantillon n'est dans ce cas, on prend 0 comme valeur de I'estima-
teur sur l'intervalle considéré.
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Comme lim o, = + e on pourra toujours choisir o 3 1, ¥neN;

noo
alors, sil'on suppose |Y| & M et si l'on tient compte du fait que
lim Tn = + o, il vient, pour n assez grand :
neo
Gﬂ (Tn'yi);Tn'M>A
n k
et

ap (*Tn - yik) < -Tn +M<A

n

d'ol, en tenant compte de (41) et (42) :

* i . L
En’1 (at—s0 si En =l
[}
o o si f > 1
En k=] k

On obtient donc le régressogramme associé a la partition de [u,v]
en intervalles de longueur 2 a . Remarquons que I'estimateur obtenu ne

dépend pas de la suite o On aura donc le

COROLLAIRE 16 :

Sous les hypothéses du théoréme 21 bis, le régressogramme asso-
cié aux intervalles de longueur O (n"®, 0<d<1, converge presque

sirement vers E, (x), uniformément pour x € [u,v] .
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\
ESTIMATION DE LA FONCTION FRONTIERE

| - POSITION DU PROBL EME.

1. Introduction.

Dans ce chapitre, ainsi que dans le chapitre VI, nous étudierons
des questions liées plus ou moins directement al'estimation du support (1)
d'une loi de probabilité.

RENYI et SULANKE [38] ont étudié le cas ou le support est yp
sous-ensemble convexe de R?; 1'enveloppe convexe de I'échantillon est
alors un estimateur naturel de la frontiére du support.

Le probléeme, beaucoup plus compliqué dans le cas non-convexe,
n'est pasrésolu dans toute sa généralité. Cependant, M. GEFFROY [39] ,
traité un cas particulier important: nous donnons ci-dessous quelques ex-
tensions de certains de ses résultats, notamment celles que nous avions
indiquées dans [40] .

2. Fonction frontiére.

Soit K un espace topologique compact, & base dénombrable, munj
de sa tribu Borélienne $ et soit A une mesure de probabilité sur (K.
P ,
qui charge tout ouvert de K. Soit, d'autre part, s une application de K
dans R, continue et positive. Alors 1'ensemble

S=Hxy) €e KxR|0Lygs (%}

est compact et, si K est connu, S est complétement déterminé par s;
nous dirons que s est la fonction frontiére associée & S.

Soit, enfin, © 1'ensemble des mesures de probabilité sur (K xR,
B ‘LBR) qui ont pour support S et qui chargent tout ouvert de S. On se

Bl i e O : o
propose d'estimer s a partir d'un échantillon (xi, y;) | <1 n Urésuir
vant Pe€ D .

(1) Ou de sa frontiére, ce qui est équivalent dans les cas usuels.
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Il - CONSTRUCTION D'UN ESTIMATEUR CONYERGENT.

1. Construction d'un estimateur.

Généralisantlaméthode employée dans [39], nous allons construire
une suite d'estimateurs de s & partir d'une suite de partitions de K.

LEMME 20 :

SI A est non-atomique, il existe une suite (P ) de partitions fi-
nies de K formées de n ouverts quarrables Q’}‘, vy Q7 et d'un ensemble

de mesure nulle Nn et telle que :

lim . Max | 1-nA (QE‘) | = @ (1)
nee TE& P
DEMONSTRATION.

Tout d'abord, ¥ & > 0, il existe une partition finie de K formée

d'ouverts quarrables de A - mesure e et d'un ensemble de A - mesure
nulle (1),

Soit n € N; il existe donc une partition de K formée d'ouverts

quarrables Q”l‘, o2 Q'; et d'un emsemble de mesure nulle Nn et telle
que g
e-rl
)\(Q':’) = - Vile Vi, mnf
n

On peut toujours supposer que A(Q'™) >0, ¥i€ll, ..., m}.

: oM
Soit alors hl 'entier tel que

d
AU ¢ O ) e
1 hl'l n
il
et R . PMY ) G e
1 n
i 1 €
Posons Q" = Q' +... +Q'® ; onaura— < A Qg —+
1 1 by n 1 n n

(D) ct. Boursakr [41], § s.
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. . 1 .
Soit ensuite h2 'entier tel que

1
A(th+i+"'+Qh2-l) <'-n—
et
3 1 e ok o 1y R
n o tn 5 —
by il h, 5
Posons de méme Q; = Q': s Fiam +Q'; ; on aura
1 2
1 1 e
=l A AL L= 4
n n

En continuant le processus, on définira des ensembles

Q[r?l( 1<f€&n-1) tels que i\< A (QE) \(l peNer
: - < -

Enfin on peut poser

m n=1
Qn - z Q‘T St Qn
3 =1 =1 £
on aura alors
1 2o 1
—- @D — < A Q) <=
n n n

La partition } Q'; £y QE s N } répond a la question. En effet,

les Qf sont bien des ouverts quarrables disjoints tels que

S ey (Qé‘) = 1 et!l'inégalité

1
Max | == & (QF) | & €™
s iian =

entraine bien (1) . C.Q.F.D.
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DEFINITION DE L'ESTIMATEUR.

Soit k = k(n) € NV et soit {NE

k “ e
1+ NE 1 une partition de N

en ensembles mesurables. Posons :
= Ak k e
Qi B & ¥, = heuk

De méme que M. GEFFROY dans [39] on définira I'estimateur de

s par les relations :

Bl = an .,  Ves0 ., Vi Lkl (3)

1€l
on Jnj est 'ensemble des indices i€ {1, ..., n} tels que x; € Qk} et
ou 'on pose conventionnellement

sup ppu= e rgi Jnj = ¢

241

REMARQUE :
o

Comme, d'aprés le lemme 20, les ensembles ij forment, a un
ensemble de mesure nulle prés, une partition de K, on en déduit que s (x)

est A-presque partout continue.

NOTATIONS :

De méme que dans le cas traité par M. GEFFROY, on peut poser

Mkj = = Max &)= sup s (x); = Jervs
X € ij x€ij

my; = Min s (x) inf 3 b e e Wi ] o

x€ij )(CQkJ
S = Max (Mk - U )
Bt T3 11 : .

(1) On suppose que lim k (I'I) =+ o,

noe
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avec [J nj = .zugp ¥q
1 ;
nj

et on peut considérer les ensembles :

ij = {(x,y) €EKxR| x€ ij’ 0<yss(x) }

ij (z2) = {(x,y) €KxR| X€ij, s (%) }Mkj-z }
e K

Enfin, si I'on désigne par Enj (z) 1'événement

n

/M) 1 y) €Dy (@

i=1

'
et par Enj (z) l'événement contraire on aura encore

k
Prob [Z, < z] = Prob [/\ E,; (2] .
=
2. Convergence de |’ estimateur.

Le théoreme 2 de [39] se généralise de la fagon suivante :

THEOREME 22 :

Si P€ D est absolument continue par rapport @ A Rl (L dési-
gnant la mesure de Lebesgue sur R), et s'il existe une version de sa de-
rivée de Radon-Nikodym, soit ¢ (x,y) telle que I'on ait :

A g plxy) € B, ¥ xyae s (4)

oi A et B sont deux constantes positives, alors, pour que s tende vers
s uniformément presque sdrement, il est nécessaire que k (n) =0 (=2_).
Logn

Si de plus, le maximum des diamétres des ensembles qu (relatif

a une distance compatible avecla topologie de K) tend vers 0, la condi-
tion est aussi suffisante.
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UEMONSTRATION.

Soit d la distance de la convergence uniforme.
On a successivement
K

d(s,s) ~ 0=Z - 0=3Prob[{J E (2] 0.
J
p-s. p-s. g

D'autre part

Prob [ij (2)] = //D & e (x,y) d A (%) de(y)
i
sﬂ Sledse 4y
ijx[MkJ-s, Mkj]

2 B/ i3 ) f”’kf at (y)
ij Mkj-z

B
dod  Prob[Dy; ()] ngA(ij)st i+ kas

la derniére inégalité étant une conséquence de (2).
On aura donc, pour k assez grand

B
Prob[ij(z)] < TZ~ (1+¢) (e > 0, donné)

et I'on termine comme dans [39] (p. 197-98).

RECIPROQUE :

1
Soit tas el N Esuxr = -El— On aura alors
2 x €K 2

Prob [Dy; ()] = 9 (xy) d A (x) Al (y) 2 A=) (Q)
) D, (2) 2 )

donc, d'aprés (2), on aura

A A
Prob [Dy; (2)] 3 = (1-ke™ > T

pour k assez grand.
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Alors, de méme que dans [39] (p. 198-99), on en déduit que

Z. 5> 0 puis qoe. Zeds 0 L0
L sl s 5

Enfin, compte tenu de l'inégalité
p g

d(s,8)< Z, + sup (Mkj - mkj)
1<j<k

et de I'hypothese faite sur les diametres des ij, on en déduit que

lim p.s. d(s,8) =0 .

noo

C.Q.F.D.

REMARQUE :

La convergence est méme presque complétement siire.

Il - CAS D'UN ESPACE LOCALEMENT COMPACT.

Les résultats précédents s'étendent facilement au cas ou K est
localement compact & base dénombrable 2. On reprend les mémes hypoths-
ses que dans 1.2 et on suppose, en outre, que s admet, suivant le filtre

des voisinages de l'infini, une limite o positive.

Soit alors K' le compactifié d'Alexandroff de K: K' =K + {a}, o
désignant le point a I'infini de K. On peut se ramener au probléme précé-
dent en posant :

g! (x) = sdx) pour x € K

s'(=¢

A (A) = A (A) si A est un Borélien de K
Ao =0

et, YPe D,

(1) D'aprés la démonstration du corollaire 2 de [39] (p.199).

{2) K est supposé non compact.



Contribution a la théorie de I'estimation fonctionnelle

129

P! (AY =P (A) si A est un Borélien de K
Plsilesdis— 0

Le lemme 20 s'applique alors & A' donc, par projection sur K, a

A et, s désignant l'estimateur de s' défini par (3), on voit donc que
le théoreme 22 s'applique a s;, donc a sa restriction a K, L Finale-

ment, on peut énoncer le

COROLLAIRE 17 ;

Si K estlocalement compact a base dénombrable, le lemme 20 et
le théoréme 22 restent valables.

REMARQUE.

Dans 1'énoncé du théoréme 22 appliqué au cas localement com-
pact, la distance considérée doit étre compatible avec la topologie de K'.

APPLICATION :

Le corollaire 17 s'applique au cas particulier important ou K = R,

Commencons par exhiber une famille de suites de partitions de R
qui satisfont aux conditions du lemme 20 et du théoréme 22. Nous nous
appuierons sur le lemme suivant :

LEMME 21 :

Soit E un espace métrique compact et soit u une mesure sur E
qui charge toul ouvert, alors si a tout n € N on associe des Boules

Bl’ Bh(n) de telle facon que

ling: "5 sup u (Bi) =10 (5)
ne 1g£igh(n)

on a qussi
lim . sup D(Bi) = 10 (6)

n o T1<1 < hitn)
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D(Bi) désignant le diamétre de Bi s = 1 R Y

DEMONSTRATION.

On notera B (a.r) la boule ouverte de centre a et de rayon o,
Soit B (y_,r) une suite de Boules telle que u [B(y, r)] = 0. §

r. # 0, il existe ¢ >0 et une suite extraite (rnk) telle que rnk i

n ’

Yk € N.
On a alors
u[B(ynk, rnk)] = [B(ynk, Bl e ¥ Ytk NE
dOnC

lim p [B(ynk, RS =T

noeo
Or, de (ynk) on peut extraire une suite (ynk) qui converge vers

un élément de y de E donc, pour { assez grand on aura

£
B( s '_') = B( Ed )
¥ 2 Ynkg E

£
mais d'aprés 1'hypothése faite sur p, u [ B (y ,E-) ]>0 et!]'on aboutit 3

une contradiction. On a donc nécessairement TR 0.

Cela dit, la démonstration du lemme 21 s'acheve de la fagon sui-
vante: Parmiles Boules B], oy B, (my? SOit B_ celle qui a le plus petit
indice parmi celles de plus grand diamétre; d'aprés (5), ona u (B) »0
donc, d'aprés ce qui préceéde, le rayon de Bn tend vers 0, ce qui entrai-

ne immédiatement (6). C.Q.F.D.

Soit alors A une mesure de probabilité sur R ‘') dont la fonction

(1) On posera ici R=R+ 1— 0, + o0 ;: il estclair que le corollaire 17 s'applique encore
movyennant les hypothéses

Um gixe= 10220 4 lim six)ii=] Ot} >1.0,

x=- 02 X -t
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de répartition F) est continue et strictement croissante; on peut lui asso-

cier la suite de partitions :

fetoe, oy L5 Layba U5l [ag v, [5Ta_, + 2] @

avec a; = F}\l (i) Pl M T N (R8s (8)
k

Il est clair que la condition (5) est vérifiée donc, d'apres le lem-
me 21, la condition (6) est également vérifiée.

REMARQUE :

Dans (6), D désigne le diamétre relatif a une distance d compa-

tible avec latopologie de R et pour laquelle les ensembles de la partition
précédente ont pour intérieur des Boules ouvertes. Il est facile de cons-
truire une telle distance. On pourra prendre, par exemple

d(x,y) =| Arctg x-Aretgy| ; x,y € R.

CONCLUSION.

Si P est une mesure de probabilité sur R? dont le support est li-
mité par la droite y =0 et le graphe d'une fonction s(x) continue, stric-
tement positive et admettant des limites positives pour x - + o0; si, de
plus, P est absolument continue par rapport 8 A@ [ et si sa densité vé-
rifie (4), alors le corollaire 17 s'applique, c'est-a-dire que, pour

B =" "

on a:
ogn

lim = pss: d(;n,s) =0
n oo

A

s, étant |'estimateur défini par (3) associé a la partition définie par (7)

et (8).
IV- CASOU LA FONCTION FRONTIERE ESTDE SIGNE QUELCONQUE.

1. Préliminaires.

Dans ce paragraphe, nous nous proposons de montrer que les résul-
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tats précédents subsistent quand s(x) peut s'annuler ou changer de signe
un nombre fini de fois sur R.

LEMME 22

Soit (Xn) une suite de variables aléatoires telle que :

lim p. Xn =0
neo

Soit (Nk) une suite de variables aléatoires & valeurs entiéres telle que .

lim p. Np = o

nec

Alors, si les suites (Xn) et (Nk) sont indépendantes, on a aussi

Lips ps Xnk =0

noee

DEMONSTRATION.

Soit x> 0; on peut écrire Vk € N

Prob [ EXNk \o xd =nEEA Prob [Ny =n] Prob[|XNk | > x| Ny =n]
k

avec Ak = 4{n'e N| Prob[Nk=n]>0f

Compte tenu de 1'hypothése d'indépendance, il vient :

Prob[|XNk SR apih = EEA Prob[Nk=n].Prob[|Xn|>x]
& K

=5 Prob[Ny =n].Prob[|X_|> x]
=

n

Alors, Y e >0, N(e,x) tel que n 3N (g,x) =>Prob [{Xn| > x| <£2-

d'ou :



Contribution a la théorie de 1'estimation fonctionnelle
188

N(E,x)

o AR R SR TS S
Nk n=0 k 2

mais E[K FNCe, %] el que

E

k>K [N, x] = Prob[Nk & N(e, ] <E

d'ou finalement
Prob [\XNk\>x] < e désque k>K [N(e, x]
b0, - ¥ > 0. C.OED:

NOTATIONS

A

s, désignant l'estimateur défini par (3), nous dirons dorénavant

que s est l'estimateur de Geffroy associé a la partition ‘Qk,l fs

D’ autre part, nous supposerons que K estun intervalle de R. Soit
alors ] un sous-intervalle de K qui est réunion d'ensembles Qk]

Posons Sj=1(x,}’) 2 TEW Uy s s (n)7]

a

et désignons par sy et s les restrictions respectives de s et de s
g P 3 n.J P

aile

n

Enfin P étant une mesure de probabilité sur R?, appelons P,] la

mesure de probabilité induite par P sur Sj ;

01’1 a alOl‘S le

LEMME 23 :

Si les points de I'échantillon sont tirés suivant la loi de probabili-
té P, sn,] est I"estimateur de Geffroy de S] associé a la partition indui-
te par { Qk] } sur J, ala loi de probabilité PJ et a un échantillon dont

la taille est une variable aléatoire indépendante des variables de I'échan-
tillon et qui suit une loi binominale de paramétres P(SJ) er it
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DEMONSTRATION.

k

Posons ] = El Qk'

i (ce que 1'on peut faire au besoin en chap-
j=1

geant les notations) et
D'k]-(z) = [ (x,y)€ Qk] xRil V% %y 2§ T

¥ I fal., ¥xel o ¥iflLieakd

1

On aura successivement et ¥ j € e k1 }.

1l

Prob [ U <z) = Prob[ N (x5, y) € D2 ]
=1

[1-P (D ()]

[1-P(S) +P(Sp-P D'y )]"

n P 1
B P 85T [M]f
A PS)

Il

n @ f R
= 3 Prob[L =l1Py " [N (xy) £ D' (2]
P=0o =1

ou Ln désigne une variable aléatoire quisuit une loi binominale de para-

meétres P(SJ) et n.

Cette derniére expression de Prob [ Unj < z] correspond bien

aux conditions de 1'énoncé du lemme 23 .

2. Casou s s'annule al'infini.

COROLLAIRE 18 :

Si s est continue, positive, définie ¥ x € R et telle que
lim s(x) = 0, si, dautre part, P est absolument continue par rapport
|x|o0
@ la mesure de Lebesgue sur R? et s'il existe une version de sa densité,
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soit @(x,y), telle que, V1 intervalle borné de R il existe deux constan-
tes positives A(I) et B(D telles que

A(D <€ plx,y) < B , ¥ (xy) € 5 (9)
alors, pour que I'estimateur de Geffroy associé aux ensembles

§ i ]
[ +_: +_[ ’ e 4 L]
B K P % v

j=1, ..., k, converge uniformément en probabilité, il suffit que

Vi 5 0 ey 83

ogn

DEMONSTRATION.

Soit & > 0, il existe un entier A tel que |x| > A entraine
i) < &

Soient s, et 5_ . les restrictions de s et de s_ a [-A, +A]:

~

d'aprés le lemme 23, s, est I'estimateur de Geffroy associé a la parti-

B
tion

-1 j ;

[p+T’ p+r[ } S iek il #1400 ADY L FE 1B wak )

alaloi —— 2 . etaun échantillon dont la taille Ln est une va-

b (S )
[-A, +4]

riable aléatoire qui suit une loi binominale de paramétres P(S[ f et
“A, +A
n.

On a donc liti S, SH S =asfags

n oo

Or, d'aprés le théoréme 22 :
n n

) =»2Ak=0

k=0 (
Logn Logn

)..—_—')l;g p- d(sA; S.q,A):O

(1) Remarquons que, dans ce corollaire, A n'estplus une mesure bornée mais est la mesure

de Lebesgue sur R et que szj ! est formée d'une infinité d'intervalles.
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s' i1y désignant ici I'estimateur de Geffroy de s, associé a la partitio,
précédente et a un échantillon de taille q tiré suivant P[_A P

D'oi, en appliquant le lemme 22 aux suites

d(sA; s'q‘A) et Ln :

n

k=0 (

Logn) ==t }:2 p. d(s,; sn‘A] =0

Enfin, I'équivalence d (SA; ;n.A) <e & ds, ;n) < ¢

¥ n€ N permet de conclure.

3. Casou s s’annule a distance finie.

Dans cette partie, nous supposerons que K est un intervalle com-
pact de R; on pourra prendre K =[0,1] sans restreindre la généralité.

LEMME 24 :
Soit thk? } e la partition induite par
[-ﬂ l Ik: =y k-1 sur Uintervalle [0,r ] oa r. est
k ’ k E) _l 3 veey LT o un ra-

tionnel appartenant @ ]0,1[. Alors les longueurs des intervalles QL‘;

sont des infiniment petits de méme ordre que -l];_

DEMONSTRATION.
Posons r| :—qi— en supposant cette fraction irréductible. h dési-
gnant le nombre d'intervalles de la partition {er(‘]’ b, il est clair que

rk & h €ty k+1; h est donc un infiniment grand du méme ordre que

|2

Si ry k estentier, doncsi k=2Aq,, A €1N, ona h=rketla

partition est formée de h intervalles de longueur o
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Si r,k n'est pas entier, on peut écrire :

k=XAq,tu, A€N, peN, avecs b goigy #

et 'on a alors h = [1"0 k+1] = [ro k] +1 : dans ce cas, les h-1 premiers

intervalles de la partition {Q]r:]‘ } sont de longueur Tc-; montrons que

h-1

[—k”, ro] a une longueur de 1'ordre de I‘ . On peut écrire

h-1 1
rO-T =I [rck-[rok]]
Po Po
Or rok-[rok] = 2 (/\q0+u)-[-a—()\qo+u)]
) o

=y ~le. 8l

Or r,4 ne peut gtre entier puisque 1< u & g1, donc rop -[r u 1#£0

et comme cette quantité ne peut prendre qu'un nombre fini de valeurs, la
démonstration est terminée.

COROLLAIRE 19 :

Si s est continue sur [0,1] et positive sauf au point ¢ €10,10 oz
elle s'annule, l'estimateur de Geffroy associé a la partition

1 1 2 k-1
Gk—%[o-_k[ 3 ['k_s F[ 3 eery [T’ ]-] ]

n
ogn

converge uniformément en probabilité si k (n) =0 ( ) et si la condi-

tion (9) est vérifiée pour 1 =1[0,1].

DEMONSTRATION.

Soit € > 0; on peut trouver deux rationnels r, et r, €]0,11

tels que c € ]ro, rl[ et 0 s(x) S-E—, ¥ %€ ey rll ¢

Soit G;:’ la partition induite par Gk sur [0, ro] et soit t .
o
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I'estimateur de Geffroy associé a 1'échantillon induit sur S {obe I° Un raj-
’ (s}

sonnement tout a fait analogue a celui qui a été fait dans la démonstratiog

du corollaire 18 montre, compte tenu du lemme 24, que tn'rQ converge
uniformément en probabilité vers Bl r 1*
e

eéme
% h intervalle de

Bp. = . . [O'ro] sauf peut-étre sur le

r ot ’ . ]
Glo oul'ona tn’rc> < 5. o, Al » Mais on peut choisir n donc k

€
donc h assez grands pour que, sur cetintervalle, on ait s (x) <—, ce qu
2

~ " £
~ P—
entraine alors d (tn'ro ; 8, [0"0] < <X

P
On en déduit donc que s . ] converge uniformément en probe-
o]

n, [0 ]
bilité vers s >
[O.ro]

On montre de méme que s_ [r., 1] converge uniformément en pro-
e

babilité vers s T L
o

A

Enfin, il est clair que d (s[r = ] i i :
o' "1 1

Sn, [l‘c, T 4

Or, d(s,,8) = sup [dls;, 1,5, [o.0 5 dls, SE o teagy
4f- Beh'"Ye o' Bacl )

L R e A i
donc, pour n assez grand
Prob [d(s,, s) > €] < ¢

C.Q.F.D.

4. Casoil 's change de signe.

Si s n'est plus supposée positive, il faut généraliser ' estimateur
défini par (3). On posera :
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vn(x}= sup y; + inf ¥ Vx€ij,Vj

ielt el
nj nj
avec -]':J =& Bl e X & ij’ yi>’02
3, = tiell,.onl | x € Q5 3 < 01
et les conventions  sup y; = 0 pour th =¥
ie)r
et inf y; =0 pour JI =
e

On a alors le

EBROLLAIRE 20 .

Sous les conditions du corollaire 18, excepté le fait que s peut

s'annuler ou changer de signe un nombre fini de fois sur R, v = converge
uniformément en probabilité vers s .

DEMONSTRATION.

Immédiate en appliquant les corollaires 18 et 19 a [s| .

5. Convergence presque sire.

Nous avons énoncé les résultats de ce paragraphe "en convergence
en probabilité”, mais ils restent valables "en convergence presque sire”;
1 ’
¢'est une conséquence du

LEMME 22 bis :
Soit (X)) une suite de variables aléatoires telle que

miS poe X =0

I oo 5
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Soit (Nk) une suite de variables aléatoires a valeurs entiéres telle que

iiz p-s. Nk = o0

Alors, on a aussi
i pasiic X =0
k oo £

DEMONSTRATION.

D'aprés les hypotheses, il existe dans QN un ensemble E de
probabilité nulle et tel que X ()0 et Np (@)~ + o, ¥V wcON.E Il

s'agit de montrer que 1'on a aussi X @ > 0, Yu€e oM E.
: a v, (@

Or, Yoc oN. E, V¢ >0, il existe un entier A (g, ) tel que
D(n ()| <e; il existe alors un entier K (¢, @) tel que k> K (¢, «) en-

trafne Ny (@) > A (e, @), ce qui entraine finalement |X () (@ e
x

C.Q.F.D.

V - APPLICATION : DEFINITION D'UNE METHODE DE MONTE CARLO

Revenons au cas on s estune fonction continue et positive définie
sur [0,1]. Sous les hypothéses du théoreme 2 de [39], il est clair que:

JEERCET A AL (10

On peut utiliser (10) pour définir une Méthode de Monte Carlo :

Soit a calculer [ s(x) dx ol s estune fonction continue
[»]

et positive connue: on tire 2n nombres Xys o 12 e 2 suivant

une loi uniforme sur [0, 1] et indépendamment les uns des autres et on es-

/1 s (x) Jdx

o X5 2

time

¢
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par
i -~
[ 5 (x) dx

s, étant construit a partir de 1'échantillon

(x;5 2; s(x)) )1<< 1<n

La précision de cette Méthode dépend évidemmentdu choix de k(n)
et on peut montrer le résultat suivant

1 1
Si s est Lipchitzienne et si k(n) = O %) -;< o <;

1

alors ol [/o:L ;n(x) dx] = O (nl_a)
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Vi

ELEMENTS EXTREMAUX D'UN ECHANTILLON VECTORIEL

| - GENERALITES

1. Introduction.

Le probléme que nous étudions dans ce chapitre nous a été propos¢
par M. GEFFROY: il s'agit d'étudier les éléments extrémaux d'un échantj]-
lon de variables aléatoires avaleurs dans un espace partiellement ordonyg,

Cette étude semble intéressante car ces éléments sont analogues
aux valeurs extréemes d'un échantillon de variables aléatoires réelles. De
plus, la répartition des éléments extrémaux donne des indications sur |'as-
pect du support de la loi des variables de 1'échantillon.

Dans la suite, nous étudions surtout le comportement asymptotique
du nombre d'éléments extrémaux: nous donnons les résultats qui figurent
dans [42] ainsi que certains résultats inédits que M. GEFFROY a eu I'o-

bligeance de nous communiquer.

25 Eléments extrémaux d’une partie d’un espace ordonne.

a) Soit E un espace ordonné. Nous noterons < la relation d'ordre
de E, > larelation d'ordre inverse; enfin si x et y ne sont pas compa-
rables, nous écrirons x A y.

DEFINITION 12 :

Soit A une partie de E. On dit que y € A est un élémentmaxi-
mal de A si, Yx€A, ona x<y ou xANy. Onditque y€A estun
élément minimal de A si, Yx€A, ona x2y ou xA\y. On dit que
y € A est un élément extrémal de A si y est un élément maximal ou mi-
nimal de A.

L'existence d'éléments extrémaux est assurée par le

LEMME 25 :

Si A estune partie finie de E, alors A admet toujours au moins
un élément maximal (resp. minimal) .
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DEMONSTRATION.

Immédiate par récurrence sur le nombre d'éléments de A .
b)

LEMME 26 :

Soit f une application de E dans E. La relation Ry définie par
xRy & f(x) & f(y) est une relation d'ordre si et seulement si f est

injective.

DEMONSTR ATION.

Elémentaire.

NOTATION :
x Rgy sera notée x <y (f) et appelée relation d'ordre induite par

f sur E.

DEFINITION 12 bis :

Soit A une partie de E. On dira que y € A est un élément extré-
mal de A, modulo f, si y estun élément extrémal de A pour la relation

d'ordre Hf.

Propriétés élémentaires.

On montre trés facilement les propriétés suivantes :

1°) Ry coincide avec < sietseulement si f est unautomorphisme

de E.

2°) Soient f et g deux bijections de E. f et g induisent le me-
me ordre sur E si ¢t seulement si g o f°! est un automorphisme de E.

3°) Si E est un treillis et si f est une bijection de E, alors E
est un treillis modulo f et1'on a les relations :

sup ¢ f sy 3,508 [eap” J 140 1(y) }] (1)
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inf; {x,y} = f! [inf { (0, {(y) }] (2)

4°) Si E estun groupe ordonné les applications f et -f induisep
des relations d'ordre inverses l'une de I'autre.

3. Eléments extrémaux d’un échantillon de variables aléatoires a
valeurs dans un espace mesurable ordonne.

a) DEFINITION 13 :
On dira que E est un espace mesurable ordonné (E.M.0.) si E
estun espace mesurable, un espace ordonné etsi les intervalles de E sopy

mesurables.
Si E estun E.M.O., si f estune application injective et mesy-

rable de E dans E et si P est une mesure de probabilité sur E I'appli-

cation F;.: définie par

Fi @ =P (1, x[p) ., ¥xcE 3

est la fonction de répartition de P, modulo f. !

La définition de Rf montre que

Ff ® = F® [f(x], VYxcE @

fP désignant la mesure de probabilité image de P par f et u désignant
'application identique de E.

b) Soit X,

que X; estun élément maximal de 1'échantillon si X; estun élément ma-

seey X UD échantillon de taille n & valeurs dans E, ondira

ximal de 1'ensemble | oy ol B, }. On définit de méme les éléments mini-

maux, extrémaux, extrémaux modulo f etc... de I'échantillon.
Remarquons qu'on ne peut pas définir les éléments maximaux com-

me des variables aléatoires a valeurs dans E, leur nombre n'étantpasfi-
xe.

(1)](—. x[f désigne l'ensemble des y € E tels que y<x(f) et y # x.
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Par contre, le nombre d'éléments maximaux de I'échantillonestune
variable aléatoire réelle parfaitement définie.

Il - LOI DU NOMBRE D'ELEMENTS MAXIMAUX ASSOCIES A UNE RO-
TATION DE R%.

Nous commengons maintenant 1'étude des propriétés du nombre d'é-
léments maximaux d'un échantillon. Nous étudierons essentiellement le cas
ot E = R? muni de satribu Borélienne etde sarelation d'ordre habituelle.

NOTATIONS :
-X,, ... X désignent n vecteurs aléatoires a valeurs dans RZ,
indépendants et équidistribués, de loi commune P.

- 0 désigne la rotation de centre 0 et d'angle 6 .

- Yn (8) désigne le nombre d'éléments maximaux modulo 6 de

I'échantillon X, ..., X

1 n’
- On pose :
k
q)ep'k (Xl, ces Xk) = P [U ]"'_ ’ xl[e ] (5)
i=1
Vxl, e X, € B o= ¥ kE N,
Bl
A (8) = {(x; .o x)€ R2E | (i, ... i) permutation de
- m
1, ..., k) telle que x; £...8 x (8 +?) } (6)
1 k
LEMME 27 .

On a les relations suivantes :

1) QJGP'k (xl,...,xk) = qagp'k (@ X5 oo 8 %) a

Vx],...,xk€R2, YkeEN.
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2°) A (0) =rel! “[A (o)), “¥keEN, ¥ e [0,2mn] (8)
ot Gk désigne l'application (xl, ok xk) (Bxl, B exk)

Y X s eees X, € It*,

DEMONSTRATION.
1°) D'aprés (5), ona

K
q)é;'k (xl, sk xk) Feab ok b B Y cdes imibikodiad

k
Balt.idod ssettinesifumplial

i=1

k
LY et i

i=1

¥ Xpy oeey X, € R?; YkeN. C.0.E.D.

2FPoleniting &) g afh A (0) 14 (Bx., .., 0% )£ A @)

Cette derniere propriété équivaut a l'existence d'une permutation i, .. i)

de (1, ..., k) telle que

m ™
bx & .. €8x () donctelleque x <...<x; (8+—).
1 B TR 1 Y 2

THEOREME 23

Avec les notations précédentes, on a :
ek
Prob [\/ - (e k= C; ]e-lqaeop'k [Bxl, Sy Bxk]"'de (xl, ""xt)
ela, @] ©)

Nl =
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DEMONSTRATION.

On peut d'abord remarquer que si k points de R? sont maximaux

™
modulo 8 ils forment une chaine modulo (8 +—2—), ce qui permet d'écrire:

Prob (Y, (6) = k] = Prob [3i ,...i, | Xi,...Xi

4 ™
- formentune chaine modulo E+ 6 ;

A e et T {il,...,ik}IXj«:Xi]

On peut toujours supposer que X , ... X ~sontles k éléments maximaux

£
el ecrire ¢

forment une chaine modulo

Prob[yn(ﬁ) g C; Pmb[Xl,...,Xk

™
(e+2); ¥j>k, ai\gklxjd(i(e)]

k
®
=C; /Prob[V->k,§iSkiX-<x-(9)dP b epyes
AL (8) J a1 1
x )]

k

d'oil, en tenant compte du fait que les X; sont indépendants :

k @k
Prob [ Yn (8) = k] =3 C; [ P[ U ]--—, x; [e]n-k. dP (xl,...,xk)

Ak(e] {=1

et le lemme 27 permet d'écrire le résultat sous la forme annoncee.

LEMME 28 :
1°) ¥ X5 ees X, €R?, on peut écrire :
5 n
B L x V=3 = I FP Ll (% ez Y +0] (100
6 e f=1 4 R B[ 5% &
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m
290 53 X, <o <X (8 +E], ona:
g k k-1
qJ;'K (xl’ 5y & E1 Fﬁp (xi) ‘El Fﬂp[infﬁ (x; xl+l) +0] (11)
DEMONSTRATION.

1°) La premiére partie du lemme se déduit immédiatement du théo-
réme de Poincaré relatif a la probabilité d'une réunion.

2°) Faisons 8 = 0. Il faut montrer que

Tk k=1

X <o <%, Q) DEE () = T FLx) -3 FE (3;40)
i=1

avec z; = inf (xi, xi+1) 4 ¥Yie {1,....k-11}
La démonstration se fait immédiatement par récurrence en remar
quant que, si l'on pose x; = (xil, xiz), Yie 1, ank, ond:

X, L S

21"' kl

1 k

{
e A -11)=) i
sk

X D eee X

12 7 %22 k2

Pour 8 quelconque, on écrit :

™ ™
i S8 (B +—) = fix <..<0x (—)
) b % =g

1

et, compte tenu de (7), on est ramené au cas précédent en remplagant

Bxl, sk 9%, Jpar X donc :

K {7 vhan i

9 * (x; ,x)-z FBP(Bx)-Z FOF (inf (8x,, 8%;, ) +0)

i=1 i=1

et les relations (2) et (4) permettent de conclure.

COROLLAIRE 21 :

Si FBP est continue, ona, Yke€ {1, ..,n}:
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k k-1

Prob [Y () =k =A“I S FP(x)-3 FE (211" &P
TO n ] n eil(Bk)[1=: 8 Xl b 8[21 ]]

ak

(x.l,...,xk) (12)
avec A: = nombre d'arrangements de n objets k a k.
zi(a) = infe {xi, xi+1t ; = 10T T M1,
I E T S oot £ %, ) ]
I = Xys wees X € X) S <X P
DEMONSTRATION.
On peut écrire
87l (A (0)) = = 64 'h Bylman of 61 &
k ik i i 11"']k o

"

ou le signe = porte sur toutes les permutatioms de {1, ..., k § et o l'on
a posé :

o
l

v
iy {(xppex,) €A (o | Xy ety <xik (-5) }

et A = {(xl,...,xk) GApio) =i TR S

Xj !
Or, si Fg est continue, Fs également donc / dFS=O.
A
=]

D'autre part, les événements Bi ; sont équiprobables, d'out :
preeesiy
n-k ® n-k @«
f[@ep"‘l P et g f[cpg'k] . &P
-] -1
ek[Ak 0] 8, (B,)

Le lemme 28 et le théoréme 23 permettent alors de conclure.
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REMARQUE :

Si on fait =0 (resp. 8 = w) dans (12), on obtient la loi du nop-
bre d'éléments maximaux (resp. minimaux) pour la relation d'ordre usyelle
de RZ,

Il - COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DU NOMBRE D' ELEMENTS MA.
XIMAUX (RESP. MINIMAUX).

Dans ce paragraphe, nous étudierons le comportement asymptotique
du nombre d'éléments extrémaux d'un échantillon de variables aléatoires 3
valeurs dans R? muni de sa relation d'ordre usuelle.

NOTATIONS :

On désignera par Yn le nombre d'éléments maximaux, par Zn le

nombre d’'éléments minimaux et par W le nombre d'éléments extrémaux.

w

1. Esperance Mathématique de Yo L. W,

THEOREME 24 :

Si la loi des variables de I'échantillon est une loi uniforme sur le

[0,112, on a, quand n - :

1o E ( Yn) = E (Zn) ~ Logn (13)
29) EW) ~ 2Logn. (14)
DEMONSTRATION.

1°) On peut écrire :

Pn = Prob [X; est maximal] = Prob[Xj <X; ou Xj A X, Vj ==

://[ ]ZProb[Xj <(x,y) ou Xj/\ (xy), ¥j 5 i] dxdy
0,1
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://[0 Iz (Prob[xj<(x,y) ou Xj/\(x,y)])"'] dx dy
o1

://[ 2 (1 (0 ()7 dx by
0

en intégrant, on trouve :

1 1 1
Posmmplld ¥ ot =3
n 2 n

Soit alors Ti la variable indicatrice de 1'événement

ximal” (i = 1, ..., n). Il est clair que

Yon Sogdlyiat | B 57

n 1 n

d'on, d' apres (15w

i 1
PUYV = bt v
2 n
Par raison de symétrie, on a aussi
il 1
| el el e gt
n 2 n

Donc, quand n » e , on a bien
ol Yn):E(Zn) ~/ Logn .

2°) Commengons par calculer

Qn = Prob [Xi est maximal et minimal]
On a:

Qn:Prob [Xj/\Xi, Vi #+ il

=]/[ o (1) +y Q010 dedy
0,1

"X'

2 est ma-

151

(15)

(16)

(16 bis)
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en développant suivant la formule du bindme et en utilisant la fonctiop B
£
on trouve :

1 n=1
Qn = z k! (n-1-k) ! (17)

] k=0

Soit alors V= le nombre d'éléments a la fois maximaux et mini-

maux, on aura :

il n=]
E(V)=— = k! (#l-k!
n! x=o
ou encore
BV 3 = L :
L T :-1 (18

En tenant compte du fait que, ¥k € {1,...,n-2}, on a Ci-: > nl, il

vient :
1 -2 3
EilV D e [2+—n—] < — (19)
n n-1 n
Or, Wn alh o kg Zn - Vn , d'ou d'aprés (16), (16 bis) et (18):
1 ant 1
EW)=21+..+9-— = e (20)
n n k=0 G,

et, d'apres (13) et (19), on a bien, quand n - o :
E(W)~ 2Logn

C.Q.E.D.

2. Comportement asymptotique des lois de Yn et de Zn.

Posons :

P,y = Prob[ Y =k], Y e N, Yke [1 . ....n} (21)
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Onale:

WEMME - 29 :

Si la loi des variables de l'échantillon est une loi uniforme sur le
carré (0,112, on a la relation de récurrence :
n+l

1
Pl‘l,k =“"n_ Ph,k‘l 3 k o 1 (22)

h=k-1

DEMONSTRATION.

Nous allons utiliser la formule de Crofton

Soit D un domaine RP (p € N) etsoit D' un domaine contenant
D, la formule de Crofton s'écrit :
dP

¥ === gl «F) (23)
dVv :

ot V est le volume de D, P la probabilité d'un certain événement asso-
cié & la figure formée par n points tirés indépendamment et uniformément,
dans D et P1 la probabilité du méme événement quand on tire indépen-

damment et uniformément (n-1) points dans D et 1 point dans D'-D
suivant une loi uniforme dans D' (1),

Prenona D =10, 112 ot D' =[0;14¢] x[0,1], ¢ > 0. I est
clair que la probabilité de tirer k maximaux en n expériences suivantune

loi uniforme est la méme dans D et dans D' car 1'événement "ilya k

éléments maximaux" ne fait intervenir que 1' "ordre” (2),

On a donc %: 0 et (23) s'écrit P = Pl. Dans ces conditions,

on a successivement :

Pn,k = Prob [k maximaux | (n-1) points € D, 1 point € D'-D]

(1+e)"”
=— Prob [k maximaux; (n-1) points D, 1 point € D'-D]
ne
B bondis aimorsnanodlde (abiomds m DELTHEIL [4s) p. 85-97.

{2) Nous verrons plus loin une justification plus précise.
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% (1+¢)" : n// Prob [k maximaux; (n-1) points € D|x,y] — L
€

1€ 1 +E Lte
0LyK 1

n

Posons Ay = [0,1] x [y,1] et A'y =[0,1] x[0,y] etdésignons par Ehk
1K=

I'événement "k-1 points sont maximaux parmi les h qui sont tombés gy

Ay".

La loi induite sur Ay par la loi uniforme sur D' étant encore upj.
forme, on peut écrire :

Prob Ay [Eh,k-1] = Ph,k-l pour h > k-1

0 pour h <k-1

On en tire alors :
=l

(14e)n-! = :
P y=—— ney-,; Prob[h points € Ay; (n-1-h) points € A'y ;
» (- =

méxgwe
kit Eh,k—1] dx dy

(1+£)n-1 1+E€ n-1 1 Ch- (l_y‘)h yn-l—h
:—-—————/ dx 2-1 / ; 'Ph,k-l dy

€ - h=k . (1+e)7-!
d'on
=1
i h
Pn,k = h_Zk_l Cn-1 F'h_k_1 B (h+1, n-h)
ce qui entraine
1 n=1
P =0 5 P o SRR
n-k N h, k-1

C.Q.F.D.
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APPLICATIONS :
Si 'on connait Pn,i’ la relation (22) permet de calculer Pn,k

pour k>1. Orona :

Pn,l=nprob[xj<X1,Vj>l] = n//[ 2 TR yn-“I dx dy
0,1

1 (24)
d'ou 2 = —

Des calculs faciles montrent alors que :

i
Pn,n = % ; Yn€N (25)
S A 2 (26)
motl T o(p-g) 1 ugs
1 1 1
Iz =— (1+—+...+—) , Vn > 2 (27)
n,2 n 2 n-1

Sous les mémes hypothéses que celles du lemme 29, onale

THEOREME 25 -

Quand n -» o , Pnk est équivalent a
]

(Log n)*"!

; Yok =l o fize.
n.(k-1)!
DEMONSTRATION.
1 (Logn)®
Le résultat est vrai pour k=1 car P, =—=——— suppo-
? n n.o !

sons-le vrai pour k et montrons qu'il 'est pour k+1.

La relation (22) s'écrira :
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n=1]
Phkt olintel g
0 p {5 2l k) T 5 iR 1
T. e Y T e ———— K av 3 ’ = &
].k i' (k_l) I' 1 avec ll: 1

Donc, ¥ e > 0, il existe N =N (¢) tel que izN entraine

el 6 Gl do Soin
2

Log N)x
et assez grand pour que N _i_o‘g_N__)_.

k!

On peut toujours choisir N > e*”!

soit positif. Ecrivons alors, pour n > N+2:

n-1
Pi,k S

k i=N+1

1
P ==
n

[ s

1

u sy Pyl

On en tire
g Aqme ol (Log i)%°!

N
<—4+(l+9)— =
n 2 n i=N+1 i.(k=a)l

Pn,k+'.

TR TS | T . ~Ag
la fonction —————— étant décroissante pour x> e
X

k=1 1] vient :

B

E
2 X 1+3 (Log (n-1))*  (Log N)¥
n

; =+
nk+: Ty k k
Tol

£
(1+‘2‘) (Log (n-1) ) 1 (Lo NY*
& + — [N- i e

Pk 5k . k!

soit £
(145 (Log {n-1) ) ¥ B

< +

Pnkety n.k !

(28)

n

on ,‘31 est, d'aprés I'hypothése faite sur N_ une quantité positive.
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De maniére analogue, on peut minorer P, .~ en écrivant succes-
;

sivement :
1f H -
P -G - RS . R -
l'l,k‘l'] n =k 17'( TR lrk
€
(].'—2"') n 1 € 1
> E Py =0 —{Log (p-1) 3 (Loglti+1] 11
n e n 2 k!
i (Log (n-1) )*
Dg n= 2 (06
= s—— ———  (1-=) + — (29)
nk+ okl 2 n

il
avec cx-——-(l-ez}‘k—! (Log(N+1))k < i

=

Finalement, (28) et (29) entrainent, ¥ n > N:

BE k! g Bl
1-8. 222 <P L. o——— <l E
¢ (Log (n-1) )* e (Loglaii)® 2 (Log (n-1))*

ou I'on a posé P = sup ([31 &Pk

2
On en tire, pour n assez grand ,

f: . kel

]I e 2 G Eeiael s e iy
mkti T T og (n-1) )

ce qui permet de conclure facilement.

COROLLAIRE 22 :

lim 7 pe Vi = -F 08

noo
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DEMONSTRATION.
Il suffit de montrer que, Y k€N ,

Prob[Ynék] 10

Or Prob[\'nék] =Pnl +...+Pnk

donc. d'apres le théoréme 25 :

(Log n) k-1

Probe b ¥ . L]
# n(k-1) !

(30)

quand n-oe . C.Q.F.D.

Remarquons que (30) montre que la convergence de Y vers I'ip-

fini n'est pas presque complétement sire. On peut se demander si cette
convergence est presque sure.

M. Geffroy a montré qu'il en est bien ainsi :

THEOREME 26 : (M. GEFFROY) :

lim p-s. Yn =+ 60 .
n oo
DEMONSTRATION.
Posons Ej = Y]- > kT Ve, ey

Il s'agit de montrer que

B Pich 1 W/ E'j] = 0!,  YkéNg
j=n

noc

E +E

Orj\;)n E=E+E. . E4E - JB . 4

J

Donc J\:JP Ej% En+En ; En+1+En+1 2 EnJrz + e
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Or, d'aprés le corollaire 22, on sait que lim Prob (En) =011

noc
suffit donc de montrer que la série de terme général Prob [En : Em“i] est
convergente.

3 . m) 0, Al " ] " A =
Soit alors F | & I'événement "X, ., est maximal", on a I'appli

cation: E .E  =E . . F_ . Dou:

Prob [En 4 En+1] & Prob [ Lo k, Xn+1 maximal ]

k=1
& = Prob[ Y, =j] Prob[X . maximal| Y =j]
=1

k=1

& i
2 gl Prob[Yn_H =il . e

k
e Prob[Yn_*_l < ki

n
Prob ( Yn+1\< k)

n

est con-

Or (30) implique que la série de terme généra

vergente, ce qui achéve la démonstration.

REMARQUE :

Tous les résultats précédents restent valables quand on remplace
Yn par Z .

En ce qui concerne Wn, on a le

COROLLAIRE 23:

lim ps. W =+

noo

DEMONSTRATION.
o=y +7 .Y

a l'aide du théoréeme 26.

st (Zn-Vn) > Y, et "on conclut
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3. Eléments maximaux et élements saillants,

Résultats complémentaires.

Les résultats quiprécédentmontrent qu'il y a une certaine analogie

entre les éléments maximaux d'un échantillon a deux dimensions etles éj¢-
s élé

ments saillants d'une suite d'observations !).

évidence par le

LEMME 30 :

Cette analogie est mise ep

Dans les conditions du théoréeme 24, la loi de Yn est celle dy

nombre d' éléments saillants d une suite d'observations.

DEMONSTRATION.

n
- -, itk : P .
Soit f. (1) = E:l e Pn,k la fonction caractéristique de \n‘

D'aprés (22), il vient:

it n=1

e
flf e 5 jsrindy)

n k=0
On en tire
n=1 n=2
L
n fn (t) - (n-1) fn_: (ty = » [k{O fk(t] - kE:O

1 1
0 s e & Qe)d
n

soit £ () =1_ P

1

dlof (1) =l
ou n e

1 5 1
s F+ (] =-—)
[k e v ]

Ce qui signifie que I'on peut écrire

Y =Bas3 .. % 8
n 1

(31)

(1) Pour la définition et les propriétés des éléments saillants d'une suite d'observations, cf

RENYI [44] .



Contribution a la théorie de I'estimation fonctionnelle

161

on Bk (1<kgn) désigne une variable de Bernoulli d'espérance —k— et o
I'on suppose les variables B, .... B indépendantes.

On voit donc que (31) est analogue a la relation (9) de [44] (p.
107). ce qui achéve la démonstration.

Interprétation (1)

Si 1'on numérote les points de 1'échantillon par abscisses décrois-
santes. on constate qu'un point est maximal si et seulement si son ordonnée
est un élément saillant de la suite des ordonnées: il y a donc le méme
nombre d'éléments maximaux dans 1'échantillon que d'éléments saillants
dans la suite des ordonnées des points de |'échantillon.

Remarquons cependant que le processus est différent: le nombre
d'éléments saillants d'une suite d'observations est presque surement crois-
sant par rapport a la taille de 1'échantillon alors qu'il n'en est pas de me-
me pour le nombre d'éléments maximaux.

COPOLLAIPE 24 ;

(Y, -Log n) / yLogn tend en loi, vers une variable aléatoire

qui suit une loi normale de moyenne nulle et d'écart type 1.

DEMONSTRATION.

Analogue a celle du théoreme 2' de [44] .

4. Extensions.
a) Cas oo les variables de I'échantillon sont @ marges indépendantes.

On a alors le

CUROLT AIRE® 25°:
Si les variables de ['échantillon sont a marges indépendantes et si

les lois marginales sont continues, les résultats précédents restent valables.

tl) Cotte interprétation nous a été signalée par M. Geffroy.
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DEMONSTRATION.

G — 1 ] BY y5d = - 5
Posons Xi = (XiJ ] Xi) ;1i=1,...,n; et désignons par

Fj (j=1,2) laloide X;.
On sait que T, = [F (XD, F, (X))i=1, ..., n; suit une loj
uniforme sur [0,1]% : la transformation (Xl""’xn) @(Tl’ iy Tn) con-

servant 1'ordre, conserve aussi les éléments maximaux, ce qui achéve |5
démonstration.

b) Cas ob les marges ne sont pas nécessairement indépendantes.

Si 1'on suppose les lois marginales continues on voit, en considé-
rant la transformation définie ci-dessus, que 1'on peut toujours se ramener
au cas ou les variables de 1'échantillon sont a valeurs dans [0,1]% et sont
a lois marginales uniformes sur [0,1].

D'aprés un résultat de M. FRECHET [46], on sait alors quela loj
H des variables de 1'échantillon est telle que :

H® (x,y) € H(x,y) g H! (x,y) ¥ x,y €[0,1] (31)
avec H° (x,y) = Max [x+y-1, 0] Y x,y €[0,1]
et H! (x,y) = Min [x,y] ¥ x,y €[0,1]

Pour H=H°, ona Yn=np.s., pour H=H!, ona Y, =1ps

Lorsque H vérifie (31) et qu'elle est absolument continue et a
densité continue et positive, on pourrait penser que la loi de Y = estla

méme que dans le cas uniforme puisque le nombre d'éléments maximaux ne
dépend que de "l'ordre". Le contre-exemple suivant montre qu'il n'en est
rien :

Considérons la famille de lois définie par GUMBEL [45] :
H, (xy) =xy[1+a(1-x) (1-y], ¥ xye[0,1] ae]-1, +1[ .

Supposons que les variables de 1'échantillon ont pour loi H_ et

calculons P2 ’ (o) = Probl Y2 =1]. On aura :
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S ) =2 // xy [ 1+ a(1-x) (1-9)] [1+a (1-2x%) (1-2y)] dx dy
3 lo.1]?

e o e B g
d'ou 1'on tire PZ,l(Q)_z-g-(1+?) #+ le]

1
="2—poura$&0.

Dans ces conditions, il semble que I'on ne puisse donner que des
résultats partiels; on aura, par exemple le :

COROLLAIRE 26 :
Si la loi des variables de I'échantillon s'écrit
Hix,y) = xy + ¢(x,9) 5 ¥ x,y € [0,1) et si, de plus
19 ol G 0n Xoxives 0,11
2°) o est deux fois dérivable et il existe A€ ]0,1[ tel que

EE
dax dy

| G v al e V x,y € 10,1[

alors E ( Yn) est un infiniment grand d'ordre supérieur ou égal @ Log n.

DEMONSTRATION.

On peut écrire YhielisEmsy

Prob (X; maximall = P_ (m=// (E (10 (b = T
lo.11?

‘e

ax dy

1+ (x,y) ] dx dy

d'on P (H) »>(1-A) P, ce qui permet de conclur€ en utilisant la relation
E( Y,) = nP_ (H) etle théoreme 24 .

EXEMPLE .
Les lois Hoc vérifient les hypothéses du corollaire 26, Y x€[0,1[.
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Enfin, on peut énoncer le

COROLBAIRER 7.

i S lim Pn L= B b3 Bk et )
oo 2 m=k n
YkeEN alors lim:y ypusii 1% P e

noo

DEMONSTRATION.

Identique a celle du théoréme 26 .
c) Cas d'un échantillon de variables aléatoires G valeurs dans R™ (m > 2),

THEOREME 27 :

$Si la loi des variables de I'échantillon est la loi uniforme sur
[0,11™, on peut écrire

(Log n)™"!
ot Mniesin (2.) i (32

DEMONSTRATION.

Posons Pn {(m) = Prob [Xi maximal] = Prob [Xi minimal]
Vit BT Sy 100N aurd

/ (1- X eee xm)“'] dx1 dxm
[o,1)™

P_ (m)

1 x_=] 1

= = [(I=% ... x.)° | 220 1 dx dx__
Beickhin dis = Xy =0 i el L
1 ek Gl S s

= _F/ 4 mat c]xi dxm_l

[O,I]m-l X‘,I )(m_l
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1 n=1
. - k
Pk /[Ull]m‘l (1-x, ... xm_l) i, oo 2
P (m-1+..+P_ (m1
d'oi B isaiten i (33)
n
1,
Or on sait que P_(1) = —; on en tire donc
n
il )m‘]
Pup (e =—eibect—1, o i (34)
B n (m-1)}

La démonstration s'effectuant de maniére touta fait analogue a celle
du théoréme 25 .

(34) entraine immédiatement (32), C.Q.F.D.

GOROLLAIRE .28 «

Sous les hypothéses du théoréme 27, on a

hm p.S. &?n = <4+ oo .
noo
DEMONSTRATION.

On pose X; = (Xli, R ViE {1,....n} Soitalors Y' le
nombre de points de1'échantillon tels que (X', X¥) soit maximal pour I'é-
chantillon (Xi, X%) (X:], Xg). On a évidemment Y'n =iy w YREN,
or, d'aprés le théoréme 26, lim p.d. Y' =+ .

noe

On a donc aussi  lim Pass 1 = sV AP 10

n
nes

REMARQUE :

Le corollaire 27 reste valable dans R" et méme dans un espace
ordonné quelconque puisque sa démonstration ne nécessite aucune hypothése
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surla dimension de l'espace danslequel les variables de 1'échantillon prep.
nent leurs valeurs.

IV - THEOREME DE M. GEFFROY - APPLICATION A L'ESTIMATION DE
LA COURBE MAXIMALE.

1. Theoréme de M. Geffroy.

Outre le théoréme 26, M. Geffroy a obtenu deux Résultats impor
tants sur le comportement asymptotique du nombre d'éléments maximaux.

Nous donnons seulement les énoncés de ces Résultats; les démons-
trations paraitront prochainement dans une note aux C.R. de M. Geffroy.

Fypothéses et Notations.

On suppose que les variables de 1'échantillon sont & valeurs dans
[0,11? et que leur loi commune est continue et & marges uniformes. On dé-
signe par S le support de la loi des variables de I'échantillon, par Sm

I'ensemble des éléments maximaux de S et par Mn I'ensemble des élé-

ments maximaux d'un échantillon de taille n.

TFEOREME 28 (M. GEFFROY):

Ys € 8 , VV voisinagede s, ona

lim Prob [ () {M.NV}=g]=1.

noe

COROLLAIRE 29 (M. GEFFROY) :

Si S estinfini, ona:

lim p-s. Yn = sl one
noo
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DEFINITION 14 :
Si s€S, onditque s est non dominant si

Nae b

20 i Prob([s =h, S]X[S -k, s])
im

3 o Prob([s-hs]x[OS-k])-i—prob[{)s -h} x (s, ks])
| s

oi l'onaposé s= (s ,s).

THEOREME 29 (M. GEFFROY) :
Si S estfini, si €S, si V désigne un voisinage de s tel

que VN S, =1l etst W (V) désigne le nombre d'éléments maximaux

de I'échantillon appartenant @ V, alors lim  p. Yn(V) = 4w, &7
noe
et seulement si s est non dominant.

2. Fstimation de l1a courbe maximale.

Nous allons voir comment on peut construire un estimateur conver-
gent de l'ensemble des éléments maximaux de S en utilisant le théoréme
28.

Les hypothéses et les notations sont les mémes que dans le para-
graphe précédent. Nous supposerons, en outre, que S, est une courbe

continue d'équation y = g, (x) ou g, estdéfinie parun intervalle de la

forme [a, 1], 0 < ag 1, telle que 8, (a) = 1.

Posons
glx) =1 pour x € [0,a]
g(x) =g, pour x € [a,1]

et soit Cm le graphe de g: nous dirons que Cm est la courbe maximale
de S (1)_

(1) Remarquons que g est la fonction frontiére de S,
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LEMME 31 :

La courbe maximale de S est au-dessus de la droite y + x-1=
et la fonction g est strictement décroissante sur [a,l].

DEMONSTRATION.

Soit F (x,y) la f.d.r. de la loi des variables de 1'échantillon, 0y
a (x,y) €8 M lx-y & F(xy =0 dou x+y-1 3 0. D'autre par

(x,y) €S_ et (x',y") €85 avec x' >x entraine bien y' <y puisque

(x,y) et (x',y') sont non comparables.
Dans la suite, pour tout ¢ >0 et tout entier p, nous poserons:

Vot xel0l]; g~ <ycgl)+ed

et

s ; l-a

AE,p,j =iz, ) g Wy | ati. T b ) }

A R et o b
LEMME 32 :
YEO® Yera 10E[S p TN tel que  Ypp_:

1) YM=tx,y), ¥YM =(,9") €A, ., Y€ 10, il
le segment MM' est inclus dans ¥ _ .

2°) VM = (x,y) €AE. e YM' = (x', ye€ AE, e Sl

Vi €10,...,p21} lesegment MM' est inclus dans V, .

DEMONSTRATION.

Pour p assez grand, on aura, d'apres la continuité uniforme de g
sur [a,l1] :
1-a

p

] (35)

T
|g(x+2.-—a~)-g(x) | <e - €', Yx¢€ [a, 1-2
p
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Soient alors M, =(x,,y)) et M, = k) €Ay UAE',p,j+Z

et tels que y. <y,. ¥YM=(x,y) et appartenant au segment M. M_, on
que y, <y, y p gm M,

aura y, <y <Y, or:
; 1=a
y, > inf gx)-¢' =gla+(j+tD) . —) - ¢’
P

X€AL L Aeipit

= 1-
mais g (a + (j-1) . — g (a+ (j+1) ) e - @
P P

' 1t=a
dot 'y, > gl Ll ) TR
p

et ¥, > sup g (x) -«
2 Aslaplh U AE",p,jﬁ-l
On montrerait de méme que y < inf gl dne
x€Ac oy YA

on a donc bien M] M2 @ Ve SR T

BEMME 39 |

Ve"e]10,e'[ onpeut choisir p assez grand pour que

= o
YPeS - Vot 3 [P, » [ contienne au moins un ensemble A, oy

DEMONSTRATION.

] "

1-a Ei=%
Pour p assez grand, ona |g (x +— - g (x| <—2—a
p

) iz
¥Yx¢€[a, 1-—3]. Or, si P =(xg, y,) Eg-VE' , ona
p

Yo <8 (x,) - ¢'; alors la droite y =y, coupe le graphe de g (x) - ¢" !

en un tel point que g(x) =y +¢" donc tel que g fodo< glagdl e's 0t
(1) Si 1a droite y = Y, ne coupe pas le grcphe de g (x) - €, la propriété cherchée est évi-

dente.
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"

ce qui implique g(x)) - g(x)>¢'-¢". Donc, d'aprés (35) et le fait que

g cst décroissante, on a :

l-a

St g vl )
: P

Ce qui entraine immédiatement la propriété cherchée.

LEMME 34 :

Soit Mn (a,p) ["ensemble des éléments maximaux de I'échantillon

-a
dont I'abscisse appartienta l'intervalle (a, a - ——]. Alors, les conditions

P
du lemme 33 étant supposées remplies, on a :
Prob [ m M. (ap) C V] =1 (36)
I=n
guand n - oo.
DEMONSTRATION.

D'aprés le théoréme 28, on peut écrire :

p=1

Prob [ Y [N M NA,. #= 91111
I=n =0 s
mais d'aprés le lemme 33, 1'événement

p=1
[ﬂo (M. N A #+ #1]
j=

EVipy]

entraine qu'un point de 1'échantillon appartenant a s V., ne peut étre

maximal, donc, avec une probabilité 1 que M, (a,p) C V... dou (36),
Ce@Fibe

Soient maintenant u e Wy les éléments maximaux d'un échan-
tillon de taille n rangés par abscisses croissantes. Désignons par L la

ligne brisée p #igeiaal complétée par des paralléles a x'ox.

Soit Sn la fonction affine par morceaux dont le graphe est I“n' On
a le résultat suivant :
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THEOREME 30 :
g, converge uniformément presque sirement vers g sur tout inter-

valle (o,p] tel gue 0<a<PB<1.

DEMONSTRATION.

Commengons par montrer la convergence sur un intervalle
[a,pl C Ja,ll: Soit e >0 etsoit €' € 10, € ]; choisissons p assez
grand pour que les conditions du lemme 32 soient remplies et tel que 1'on

e L-a a-a l-a 1-8
ait —— < et —_—
p 2 p 2

Alors, si M (a,p) désigne 1'ensemble des éléments maximaux dont !"abs-

cisse appartient a [o,p] ,

I"événement m Mr (o,p) C Veu implique que
Enn{(x,y)]ugxsﬁ, y&MiCN,

et le résultat découle immédiatement du lemme 34 .

Soit maintenant h > 0 donné etsoit a« € ]a,ll

tel que gla) = 1- /2: l'événement
B,= () [ mp |gW-g| <]
entraine

2 fg @>1-h

a

ce qui, compte tenu du fait que g et g  sont non croissantes, entraine
tre
I'événement

)a

{ sup lg;(x)-g(x)]<hi
D xda

El
1]
a
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Finalement En entraine |'événement
=%  mup | g (0 -gld | < ['\ §

et comme Prob (En) » 1, la démonstration est terminée.

CONCLUSION.

Le théoréme 30 donne un exemple d'utilisation des éléments mayi-
maux pour estimer une partie de la frontiére du support. Nous pensons que,
dans des cas plus généraux, il doit étre possible d'estimer la frontiére dy
support en utilisant les éléments maximaux associés a une famille de rela-
tions d'ordre convenablement choisie.
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