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INTRODUCTION

L’objet de ce travail est l’étude de certains Problèmes d'estima¬
tion statistique dans lesquels le paramètre est à valeurs dans un espace
fonctionnel.

Le premier chapitre est consacré à des généralités sur l’estimation
fonctionnelle : nous étudions notamment les conditions d’existence d’esti¬
mateurs sans biais. Dans le cas où de tels estimateurs existent, et où l’es¬
pace des paramètres est un espace de Hilbert réel, nous montrons l’exis¬
tence d’un estimateur sans biais uniformément optimal.

Cependant on constate que, dans de nombreux Problèmes d’estima¬
tion fonctionnelle, il n’est pas possible d’obtenir un estimateur sans biais
(notamment dans le cas où le paramètre est « local » en un sens que nous
précisons. On doit alors se limiter aune étude asymptotique du Problème :
ceci nous amène à donner le principe d’une construction d’un estimateur
convergent, dans le cas où le paramètre est à valeurs dans un espace mé¬
trique.

Les chapitres II et III sont consacrés à l’estimation de la densité
et de ses dérivées ; la méthode employée est celle des fonctions orthogo¬
nales. Cette méthode nous semble, en effet, plus simple et plus lisse que
la méthode du noyau. Nous étudions essentiellement les propriétés asymp¬
totiques de l’estimateur, puis nous appliquons les résultats obtenus aux
estimateurs construits à partir de deux systèmes orthogonaux importants :
les fonctions trigonométriques et les fonctions d’Hermite.

Dans le chapitre IV, nous montrons comment, à partir d’un estima¬
teur de la densité, on peut construire des estimateurs pour la densité con¬
ditionnelle et les fonctions de régression.

Enfin, les deux derniers chapitres sont consacrés à des questionsliées plus ou moins directement à l’estimation du support d’une loi de pro¬babilité :

Dans le chapitre V, on généralise des résultats de M. GEFFROY
sur l’estimation de la fonction frontière et, dans le chapitre VI, on étudieles éléments extrémaux d’un échantillon bivarié et on construit, à l’aide
des éléments maximaux de l’échantillon, un estimateur de l’ensemble des
éléments maximaux du support.
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I

GÉNÉRALITÉS SUR L’ESTIMATION FONCTIONNELLE

I - GÉNÉRALITÉS SUR L'ESTIMATION STATISTIQUE.

1. Schéma d’un problème d'estimation.

Si l'on se limite au cas d'observations indépendantes et équidis-
tribuées, on peut schématiser un problème d'estimation statistique de la
façon suivante :

Soit (î une tribu sur un en semble Q et soit = fP (Q, (2) l'es¬
pace des mesures de probabilité sur l'espace mesurable (Q, u) .

Soit 3) un sous-espace de 3* , soit © un ensemble, a priori quel¬
conque, appelé espace des paramètres. Soit, enfin, 9 une application de
$ dans © .

Le problème est d'estimer 0 = 9(P) à partir d'observations qui
proviennent d'une loi de probabilité inconnue P € 3) . L'application qui
associe à ces observations la valeur estimée du paramètre s'appellera un
estimateur. Plys précisément :

DÉFINITION 1 :

Un estimateur d'ordre n est une application de Qn dans © .

NOTATIONS :

Dans ce chapitre, sauf avis contraire, on désignera par T un es¬

timateur d'ordre n et par T = (T^,...,T ,...) une suite d'estimateurs.

2. Définitions.

Pour évaluer 0 , on cherchera, évidemment, à obtenir des estima¬
teurs possédant certaines propriétés de régularité et pour lesquels l'erreur
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commise dans l'estimation (cette notion étant à préciser) est aussi petite
que possible.

Nous donnons, ci-dessous, les définitions d'un certain nombre de
propriétés que l'on peut exiger d'un estimateur.

DÉFINITION 2 :

Si © est muni d'une tribu m , on dira que Tr est mesurable s'il
est dn - $ mesurable.

DÉFINITION 3 :

On dira que T est strict si Tr (Qn) est inclus dans cp(2)) .

DÉFINITION 4 :

Si 0 est un espace topologique muni de sa tribu Borélienne, on
dira que T converge en probabilité si vpc2), vu voisinage ouvert
de 9 (P) , on a :

lim Pn [ Tn £ U] =0 (1)
n ©o

_ îfc
Pn désignant la mesure extérieure associée à la mesure de probabilité
Pn définie sur la tribu produit Un .

DÉFINITION 5 :

Avec les mêmes hypothèses sur 0 , on dira que T converge pres¬
que sûrement si

P”°* [Tn =0 VP£ S (2)
poo* désignant la mesure extérieure associée à la mesure de probabilité
produit P°° définie sur la tribu produit (î w = â°° .

DÉFINITION 6 :

On suppose que Q est un espace topologique localement compact
et que 0 est un espace vectoriel topologique localement convexe séparé.
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On dira que Tn est un estimateur sans biais de 9(P) si, V P € 3) :

1) T est scalairement essentiellement Pn- intégrable et admet
une intégrale par rapport à Pn .

2) E [T l = f Tn (co) dPn (co) = 9(P) (3)
jQn

DÉFINITION 7 :

Soit 5" une famille d'estimateurs d'ordre n et soit R (T , P)
une fonction de risque.

On dira que T ° est uniformément optimal (dans la famille et pour
la fonction de risque R) si, V P c3) , V C 5^n

R (Tn° , P) < R (Tn , P) (4)

Il n'est pas possible, en général, de construire un estimateur vérifiant
toutes les propriétés précédentes.

Nous verrons que, sous des conditions assez larges, on peut obte¬
nir un estimateur strict, mesurableetconvergent(§IV). Au contraire, "exis¬
tence d'un estimateur sans biais n'est vérifiée que dans des cas particu¬
liers (cf §III) ; il en est de meme pour l'existence d'un estimateur unifor¬
mément optimal (cf §V).

Il • ESTIMATION DE PARAMÈTRES FONCTIONNELS.

1. Exemples.

Dans la plupart des problèmes classiques d'estimation, l'espace
0 est un sous-ensemble de R ou de R^ . Dans ce travail, nous étudie¬
rons principalement des problèmes d'estimation où l'espace © est soit
un espace vectoriel topologique (en général normé), soit un espace métri¬
que (ou pseudo-métrique).

Indiquons quelques exemples de problèmes de ce type.
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Exemple 1 :

Q = Rk, (î = (tribu Borélienne de Rk),

î) = ? ( R^ ■ ®i)y® = B (Rk, R) (espace des applications bornées
de Rk dans R muni de la topologie de la convergence uniforme).

<p(P) = F fonction de répartition de P :

F(xi5...,xk) =P [(-~,x! [,(-oo,X2[,...,(-oo,Xk[]
V (xj xk ) € Rk .

Exemple 2 :

p mesure sur (Q , â) quelconque.

5) = Ensemble des lois de probabilités sur (Q, (î) admettant, par
rapport à p , une densité de Radon-Nikodym de carré p - intégrable.

® = espace de Hilbert L2 (p)
dP

9 (P) = .
dp

Exemple 3 *

Q = R , (2 = S (tribu Borélienne de R)(1) ,

2) = ensem ble des lois de probabilité P absolument continues par
rapport à la mesure de Lebesgue X sur R et possédant une version con¬
tinue de la densité : f .

© = C (R) (Espace des fonctions continues bornées sur R muni
de la topologie de la convergence uniforme).

<p(P) = fp-

(1) Dans la suite, nous supposerons, sauf avis contraire, que les espaces topologiques sont
munis de leur tribu Borélienne.
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Exemple 4 :

Q = R2,2) .= Ensemble des mesures de probabilité absolument con¬
tinues, à densité f (x, y) continue, telles que

y f (x,y) dy

existe et soit continue V x € R et telles que

f (x,y) dy

soit continue et positive V xf R .

0 = espace des fonctions continues sur R , muni de la topologie de la
convergence uniforme sur tout compact.

q>(P) = Fonction de régression de y en x =

Exemple 5 ■

Q = R2 , 2) = Ensemble des mesures de probabilité absolument con¬
tinues, dont le support S est de la forme :

S = { (x,y) € R2 | x € [ 0, 1 ] , 0 < y ^ sp (x) \

où sp est une fonction définie et continue sur [ 0,1J .

0 = C [0,1] (espace des fonctions continues sur [0,1] muni de la topo¬
logie de la convergence uniforme),
<p(P) = s (on dira que s est la fonction frontière de P).P P

Exemple 6 :

Q= R2
, 2) = ensemble des lois de probabilité absolument continues, à
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support compact.

0 = Ensemble des compacts de R2 muni de la topologie induite par la
pseudo-métrique :

d(A,B) = A2 (A A B) V A, B € ©

où A2 désigne la mesure de Lebesgue sur R2 et A l'opération diffé¬
rence symétrique.

qj(P) = Support de P.

Nous reviendrons sur ces exemples dans la suite de ce travail.

2. Choix d'une fonction de coût.

Pour comparer l'efficacité des diverses méthodes d'estimation, il
est nécessaire de choisir une fonction de coût.

Si 0 est un espace normé, il semble naturel de choisir la fonc¬
tion

1 [Tn (cOj,..., con) ; <p(P)] = || Tn («^...,eûn)-ç(F9
(5)

V (go ,..., co ) € ÇP , V P € 3)
1 n

La fonction de risque correspondante s'écrit alors :

R(Tn, <p(P)) = Ep|| Tn(col5...,con) -q>(P) ||2 VP€$ (6)

Elle généralise leMISE(Mean integrated square error) introduit par
PARZEN [1] ; en effet, le MISE est défini par :

J„ = E /[fn(x)-f(x)]2 dx f € L2, fn€ L2 (7)
R

ouù f est le paramètre (© = L2 ) et f l'estimation de f.

Propriétés de £

Si © vérifie les hypothèses convenables, la fonction £(q)=||ql|2
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a les propriétés usuelles d'une fonction de coût :

1) q = 0 £ (q) = 0 (8)

2) £ (-q)'= £ (q) (9)

3) Dans un treillis vectoriel normé :

I q2 I > I 8i I q2 |) ^ £ (| q! I ) fl0^

4) Dans un espace de Hilbert :

£(aqj+(l-oc) q2)ocECqj )+(l-a) ) V oc € [0,1] (11)

REMARQUES.

a) La définition de £ s'étend sans difficulté au cas où © est un

espace pseudo-métrique.

b) La fonction £ a l'avantage d'être maniable (surtout dans un

espace de Hilbert), mais elle ne donne pas une idée entièrement satisfai¬
sante de la précision d'une estimation. Dans L2 (par exemple), £ ne
tient pas compte de la corrélation entre f (x) et f (x') (x ^ x'). Toute-x n

fois, il semble difficile de définir une fonction de coût plus satisfaisante
que £ , et qui reste facilement utilisable dans la pratique.

III • ESTIMATION SANS BIAIS.

Dans ce paragraphe, nous donnons quelques propriétés des estima¬
teurs sans biais et étudions des conditions d'existence pour de tels esti¬
mateurs.

1. Propriétés d'un estimateur sans biais.

a) Rappelons que si TR est scalairement essentiellement Pn-
intégrable et admet une intégrale par rapport à Pn , cette intégrale est
caractérisées par la relation :
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< (û$dPn(co), o' >* <Tn(co),e,,>.dP^(co) (12)

Y 0' € 0' dual topologique de 0 . Compte tenu de la définition 6 (I - 2),
le fait que T est sans biais s'écrira donc ;

/<Tn(co)’e,> dPn(co) =<<p(P),e’> v e' V Pe3) (13)JQn n

b) Donnons, maintenant, une généralisation d'une propriété bien
connue de la variance d'un estimateur sans biais.

THÉORÈME 1 P*

Si 0 est un espace de Hilbert réel, si TR est essentiellement ^^inté¬
grable et si Ep (Tn) €<p(î)), V P . alors, pour que TR soit sans biais,
il faut et il suffit que :

Ep!1ÏT,-»'(P)li«;>fep|(T1,-HiJ ve €* <®>, y p cr (14)

DÉMONSTRATION.

Si Tn est essentiellement Pn-intégrable? on sait (cf, COUEREGE
[2] p, 227 th. IA) que TR est scalairement essentiellement Pn-intégra-
ble et qu'il admet une intégrale par rapport à Pn .

D'autre part, il est facile de voir que || Tn -0 ||2 est Pn-mesu-
rable, V 0 €9 (3/) (cf, COURREGE [2] p. 227 prop. 4) donc que les deux
membres de (14) ont un sens (leurs valeurs étant finies ou infinies).

Ceci dit, on peut écrire, V 0 € 9(3))-: '

II Tn - 0 11* =%V'Epm II2 ¥11 Ëp(Tn)-0llV2<Tn-Ep(Tn), ...

... EP(Tn) -B $ (15)
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En écrivant (15) pour 0 - <p(P) et en faisant la différence, il vient :

J|Tn-e|p- ||Tn-9(P)||2 = ||Ep(Tn)-e II2- !IEp)Tn)-cp(P)112

+ 2 < Tn~Ep (Tn), 9 (P) -0 > (16)

D'où, en passant aux espérances et en tenant compte de (12) :

EpllV 0 ||2-Epl|Tn-cp(P)j|2= ||Ep(Tn)-0|p-||Ep(Tn)-...

...-9 (P) ||2 (17)

Donc (14)<#^ 11 Ep(Tn)-0 112 > 11 Ep(Tn)-9(P) 112

V 0€ 9(3)) , VPc5) (18)

Si T est sans biais, on a (18) donc (14) ; réciproquement, si (14)
est vérifié, on a (18) et en prenant 0 = Ep(TR) dans (18), on en déduit
que Tn est sans biais.

REMARQUES :

a) si 9(5)) est un cône convexe complet, si Tn est strict et si
l'application co-»T (co) est continue à support compact, alors Tr est
Pn-intégrable et Ep(Tn) €9(5)), V P € 5) . (cf. COURREGE [2] p.216,
cor. 1).

b) LEHMANN [3] a proposé une définition de la notion d'estima¬
teur sans biais (1 ) valable pour un 0 quelconque : R désignantune
fonction de risque, on dit que T est sans biais si :

R(Tn, 9(P) ) R (Tn, 0) V 0 € 9(5)) (19)
Le théorème 1 montre que si R désigne la fonction de risque dé¬

finie par (6) et si 0 est un espace de Hilbert, la définition 6 coïncide
avec celle de Lehmann.

(1) et plus généralement de la notion de procédure statistique sans biais.
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2. Cas d'un paramètre fonctionnel.

Les paramètres que nous voulons estimer étant en général des fonc¬
tions, il est intéressant de savoir dans quelle mesure un estimateur sans
biais « point par point » est sans biais au sens de la définition 6.

Plus précisément, si (** est un espace de fonctions x -» f(x) dé¬
finies sur un ensemble E quelconque et à valeurs réelles, et si l’on note
T (co, x) un estimateur de <p(P), est-ce que l'on a l'équivalence

Tn sans biais4=^Ep (Tn (co,x) ) = <p(P)(x), V x € E ? (20)

Nous allons voir que la réponse est positive pour les espaces L2
et C [0,1] , des hypothèses convenables étant faites sur T .

LEA1AIE 1 :

si Q = R , © = L2 et si Tr (co,x) est de carré Pn x \~intégrable alors,
T est sans biais si et seulement si

n

Ep [Tn*(co,x] = q>(P)* (x) p.p. 111 (21)

DÉMONSTRATION :

T étant toujours supposé scalairement essentiellement Pn inté¬
grable et intégrable dans L2 , on a, d'après (12) :

f T (P) (x) g (x)dx = f ndPn(co) J Tn (co,x) g*(x) dx (22)JE •'R

vgeL2

où l'on a posé T (P) = / T (co) dPn (co)

( 1) si désigne une version de f .
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en appli<îuan*' théorème de Fubini, il vient, en supposant (21) vérifié :

/y(P)*(x).g (x) dx: éb fg (x)dx f T *(co,x) dPn (co) (23)L 'p vpn

f. 9(P) (x) g (x)dx V g CL2

on en tire f (P) (x) — ç(P) (x) p.p. donc Tn est sans biais.

Réciproquement : si TR est sans biais, on peut écrire :

/ dPn(co) / T*(co,x)g(x)dx = / <|(P)*(x) g*(x)dx V gCL2pt R

d’après le théorème de Fubini :

f g*(x)dx f Tn(co,x)d Pn(co) = fy(P) (x) g i
•'R JQn Jr

donc / Tn (co,x)d Pn (co) = cp(P) (x) p.p.
JO

C.Q.F.D.

(24)

(25)

(x) dx V g€L2 , (26)

(27)

LEMME 2 f.

Si Q = R, ® = C [0,11 , si Tn (co,x) est Pnx|a -intégrable, V|i mesure
sur [0,1] et si f^n Tn(co,x) d Pn (ci) existe Y x €[0,1] , V P € 3) ;
alors, Tn est sans biais Si et seulement si :

Ep[Tn (co,x) 1 = 9 (P) (x) Vx€ [0,1] [28)

DEMONSTRATION : Tn étant encore supposé scalairement essentielle¬
ment Pn-intégrable et intégrable dans C [0,1] , V P € 5) ; la
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démonstration est analogue a celle du lemme 1 (utilisation de (12) et du
théorème de Fubini).

Ces deux lemmes ramènent, dans les espaces de fonctions usuels,
la recherche d'estimateurs sans biais à la recherche d'estimateurs sans

biais « point par point ».

REMARQUE :

La situation est plus compliquée dans C (R) car ®' est alors l'espace
vectoriel des fonctions d'ensembles additives, régulières et bornées, dé¬
finies sur l'Algèbre engendrée par les fermés de R^ .

La démonstration du lemme 2 permet seulement de montrer que (28) est une
condition nécessaire pour que T soit sans biais.

3. Existence d'un estimateur sans biais.

Les conditions d'existence d'un estimateur sans biais ont été étu¬
diées principalement par HALMOS [5] et par BICKEL et LEHMANN [6].
Nous complétons leurs résultats en étudiant l'estimation sans biais de pa¬
ramètres que nous appellerons « paramètres locaux ».

a) LE THÉORÈME DE BICKEL-LEHMANN.

DÉFINITION 8 :

On dit que y est estimable s’il existe un entier n pour lequel 9 admet un
estimateur sans biais d’ordre n .

Si 9 est estimable, le degré de 9 est le plus petit entier n pour lequel
9 est estimable.

EXEMPLES :

a) Q = R , 3) = ensemble des mesures de probabilité sur (R, $ )
à variance finie, 9(P) = variance de P : 9 est estimable de degré 2.

(1) cf. DUNFORD-SCHWARTZ (Y] I p. 261-62.
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b) Mêmes hypothèses, 9(P) = écart type de P : 9 n'est pas esti¬
mable.

c) Exemple 1 du § II : la fonction de répartition est estimable de
degré 1, point par point.

d) Q = R, 3) = ? (R) , @ = C (R, C) (espacedes applications con¬

tinues bornées de R dans C) , 9 (P) = I e^ * d P(x) t € R : lafonc-
'R

tion caractéristique est estimable de degré 1, point par point.

THÉORÈME 2 (BICKEL-LEHMANNj.

Pour 0 = R(l) , si 3) est convexe et si 9 est estimable, pour que 9 soit
dç degré n;i I il •faut -et'il:$u.ffït-que •:<

1°) V P , Q £ 3) 9 [ a P + il - a) Q ] est un polynôme de degré^ n. en
a ( a €t 0,1]) fi
2°) V P € 3) , 3 Q € 3) tel que 9[aP + (l-a)Q] est un polynôme de
degré n en a(a€[0,l]).

DÉMONSTRATION.

Voir BICKEL-LEHMÀNN [6] p, 1525-26.

APPLICATION :

Il est clair que, si 9 [ o P + ( 1 - a) Q 1 n'est pas un polynôme, le
théorème 2 permet d'affirmer que 9 n'est pas estimable.

EXEMPLES :

e) Si on reprend l'exemple 4 (II - 1), on voit immédiatement que3) est convexe et que 9 n'est pas un polynôme : la fonction de régres -
si on n'est pas estimable point par point.

(1) Ce théorème se généralise Immédiatement au cas où 0 est un espace de Banach.
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f) En reprenant les hypothèses de l'exemple 4 (Il - 1) et en po¬

sant 9 (P) = f(x,y) / / f(x,y)dy (densité de y conditionnée par x),
^R

on en déduit que la densité conditionnelle n'est pas estimable point par

point.

g) Si on reprend l'exemple 5 (II - 1), on vérifie de même que 3)
est convexe et que 9 n'est pas un polynôme d'où, en appliquant le lemme
2 (III - 2)'1} :

la fonction frontière n'est pas estimable.

h) Q = R,5) = 5>(R),® = Ens embledes applications bornées de
R+ dans R muni de la topologie de la convergence uniforme, 9(P) = q
avec

q(£) = sup P ( [ x, x + £]), Y £ >0 : la fonction de concentration n'est pas
z € R

estimable point par point. (On vérifie facilement que 9(0 8& + (1 - a) 8^) ,

où SQ et 8^ sont les mesures de Dirac aux points a et b (a É b) ,

n'est pas un polynôme en a.) .

(ô) CAS D'UN PARAMETRE LOCAL.

Dans ce paragraphe, on suppose que Q est un espace topologique
localement compact métrisable et que p est une mesure o-finie sur Q .

DÉFINITION 9 :

Soit F un fermé de Q, on dira que 9 est localisé par F si,
V U voisinage ouvert de F ; V P , Q € X ,

P y U = Q A U => 9 (P) = 9(Q)

P f U et Q T U désignant les restrictions de Y* et Q à U .

On dira que 9 est local s'il est localisé par un point.
On dira que 9 est p-local s'il est localisé par un fermé de p -mesure
nulle.

(1) Ou directement le théorème 2 .



Contribution a la théorie de l'estimation fonctionnelle

17

Enfin, on dira que 9 est global s'il n'est localisé que par F-Q.

EXEMPLES :

i) Q = 0 = R, X = ensemble des mesures de probabilité à. fonc¬
tion de répartition strictement croissante, 9 (P) m médiane de P, 9
est un paramètre global.

j) Q = 0 — R,®^? ,9 (P) = P (- oc, a ] ) , a donné € R . 9 est
localisé par (- °° , a] . En revanche, la fonction de répartition (cf, exem¬
ple 1 (II - 1) ) est évidemment un paramètre global.

le) & =;0 = R,£ = , 9 (P) = P U a }), a donné € E . 9 est lo¬
cal, Si p est la mesure de Lebesgue sur R, 9 est aussi p-local.

DÉFINITION 10 :

0 étant un espace vectoriel, on dira que 9 est un paramètre ho¬
mogène sur F (fermé de Q) si, V U voisinage ouvert de F et VP € 2) :

1°) P(U) > 0=4 P|j € 2)( 15 et 9(Pu)=^£L (30)
P (U)

2°) P(U) = 0 => 9(P) * 0

EXEMPLES :

l) Q = RP, 0 = R, 3) = ensemble des mesures de probabilité P
absolument continues par rapport à W et à densité fp continue dans un
voisinage du point a , a donné € R .

9(P) = fp(a). 9 est un paramètre homogène sur { a } .

m) Q = 0 = R, 2) = ensemble des mesures de probabilité P ab¬
solument continues, à densité fp k fois continuement différentiable dans
un voisinage du point a € R .

9(P) = fp(k) (a). 9 est un paramètre homogène sur { a | .

(1) P
y désigne la mesure de probabilité induite par P sur U
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- Remarquons qu'un paramètre homogène sur F est localisé par F. En
effet :

P 1“ U = Q l' U => P (U) = Q (U)

si P(U) > 0 , on a aussi Ptj = Qjj , donc <p(Pjj) = <p(Q(j)
d'où ç(P) = <p(Q) • Si P(U) = 0 , on a immédiatement ç(P) = <p(Q) = 0 ;

La réciproque n'est pas vraie : la fonction frontière au pointa
(a €] 0,1 [) est localisée par la droite x = a mais n'est pas homogène
sur cette droite.

Donnons maintenant deux résultats relatifs à l'estimation sans

biais des paramètres locaux.

THÉORÈME 3 :

Si 9 est un paramètre à valeurs réelles, non constant, homogène
sur un fermé F et tel que, Y P £ 3) , F soit de P-mesure nulle, alors q>
est de degré supérieur à 2'D .

DÉMONSTRATION.

Nous allons raisonner par l'absurde.

Soit T un estimateur de 9, sans biais d’ordre 1, on a :

/ T («) d P (co) = <p(P) VPe® (32)
JQ

Soit (Ui )jc £ une suite décroissante de voisinages ouverts de F , telle
que Ui 4 F quand

Si P (U^) > 0 , on peut écrire, compte tenu de (30) :

ç(P,i)= f TfcoHPu (co) = / T(co)-dP fo> =■—-LUk /Q Uk jUk P(ük) P(ük)
(1) Si 9 n'est pas estimable( nous posons par convention degré de 9= + 00 •

(33)
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On en tire :

/ T (oo) d P (co) = 9(P)

si P(Uk) — 0 , on a, d’après (31)

4 T (co) d P (co) = <p(P) = 0

Donc, en tenant compte de (32), on peut écrire dans tous les cas :

4 T (co) d P (co) — 0

On peut donc construire une suite (Tk) d'estimateurs de
biais d'ordre 1 en posant :

Tk (co) = T (co) % (co)<1}le
V co € Q

V k€N

Quand k -» oo . Tk (co) —> T (co) Ip(co) — TQ(co) V co€ Q

d'autre part. | Tk (co) | ^ | T (co) | , Y co€ Q

on peut donc appliquer le théorème de Lebesgue et écrire :

/ Tk (co) d P (co) —- / T0 (co) d P (co)
Q Q

or

/ Tk(co)dP(co) = <p(P) VPeiD
Q

'9 hr ( W) désigne l'indicateur de U, .

19

(34)

(35)

(36)

9 sans

(37)
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et

Tq (co) d P (co) = / T (co) d P (co) = 0JF
vpc®

d'où :

<p(P) = 0 VPeî

ce qui est contradictoire. 9 est donc bien de degré supérieur à 1 .

COROLLAIRE 1 :

Si 9 vérifie les hypothèses du théorème 3, si X est convexe et
si 9 [ a P + (1 - oc) Q] est un polynôme de degré 1 en et , alors 9 n'est
pas estimable.

C'est une conséquence des théorèmes 2 et 3 .

APPLICATION :

On peut appliquer le corollaire 1 aux paramètres des exemples 1)
et m) , on obtient donc les résultats suivants :

1) La densité multivariée n'est pas estimable point par point.

2) Les dérivées de la densité ne sont .pas estimables point par point.

REMARQUE :

Le fait que la densité univariée n'admet pas d'estimateur sans
biais a déjà été démontré par ROSENBLATT [71 et par BICKEL et
LEHMANN [6] .Les résultats ci-dessus sont plus généraux et, nous sem¬
ble-t-il, ont été obtenus d'une manière plus naturelle.

Démontrons, pour terminer, le

THÉORÈME 4 :

Soit 9 un paramètre à valeurs réelles, non constant, \x-local et tel que
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1°) P € est absolument continue par rapport à p

2°) Si F est un fermé qui localise cp , si U est un voisinage
ouvert de F et si P est tel que 0 < P (U) < 1 alors, la famille 3) (U,P)
de mesures de probabilité Q £ 3) telles que Qu=pu est p *complète (1 ).

3°) P (U) = 0 =>tp(P) = 0 quel que soit U voisinage ouvert de F.

Dans ces conditions, 9 est de degré supérieur à 1 .

DEMONSTRATION :

Comme pour le théorème 3, nous allons procéder par l'absurde :

Soit (Ui) une suite d'ouverts de Q , décroissante et tendant vers

F et soit P € 3) . On aura toujours, au moins pour k assez grand,
P(Uk) < 1 . En effet, si l'on avait P (U^) = 1 , Y k € N , on en déduirait
P (F) = 1 , ce qui est contradictoire avec le fait que P est absolument
continue par rapport à p et que p (F) = 0 ;

D'autre part, on sait que si P (U^) = 0, çfP) = 0 ; il suffit donc
de montrer qu'il en est de même si 0 < P (IL) < 1 pour obtenir la contra¬
diction cherchée.

Soit T un estimateur de 9, sans biais, d'ordre 1 ; soit
Q € 3) (Uk, P) . On a les deux égalités :

et

T (00) d P (00) +

T (co) d P (co) +

T (co) d P (co) — 9 (P)

T (co) d Q (co) = 9(Q)

(38)

(39)

(1) Autrement dit : f T ( CO) d Q ( CO) = 0 , V Q € 3) (U ,P) =4 T ( CO) = 0
P .P-P.
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Comme <p est p-local, on en tire

/ T te) d Q (co) = f T te) dP te) = a (P) VQeî) (Uk,P) (40)

Posons T^(co) = T (co) Ijjc (co), il vient :le

/[Tî(«)-a(F)l dQ(co) = 0 VQ€S(Uk,P) (41)

d'où, comme 3? (Uk,P) est p-complète :

Tj (co) - a(P) =0 p p,p.

Or, comme P(Uk)>0 , on a aussi p (U^) > 0 , d'où

T-^(co) - a (P) = 0 p p.p. sur

c'est-à-dire que a (P) = 0 .

On en conclut que, Y P € 3) tel que 0 < P (U^) < 1

on a

T (co) d P (co) = 0

-omme u§* Q - F , on en tire

T (co) dP (co) = T (co) d P (co) = 0 CQFD

COROLLAIRE 2 :

Si 9 vérifie les hypothèses du théorème 4 , si 3) est convexe et si
ç[ a P + (J - a) g 1 est un polynôme de degré 1 en a , 9 n'est pas es¬
timable.



Contribution à la théorie de l'estimation fonctionnelle

23

C'est une conséquence des théorèmes 2 et 4 .

y) CONCLUSION

On voit que, dans de nombreux problèmes d'estimation de fonc¬
tions, il n'est pas possible d'obtenir un estimateur sans biais, On peut
alors essayer de remplacer la condition (3) par une condition moins forte.
Généralisant et modifiant légèrement la notion de « unbiased touch esti-
mate » proposée par TUKEY [8l, on peut donner la définition suivante :

DEFINITION 6 bis :

Soit f (x) une fonction continue et soit Tn(co,x) un estimateur de f(x) .

On dira que T est £ -sans biais si

Y x € R , 3 x' € [ x- e , x + £ 1 tel que E [ Tn (co,x') ] = f (x') .

De nombreux paramètres fonctionnels sont e-sans biais estima¬
bles. Par exemple

Fn + 6 ^ ” ^n " 6 15
E

est un estimateur e-sans biais de la densité si celle-ci est continue.

IV - ESTIMATION CONVERGENTE.

Ce paragraphe est consacré à l'étude de l'existence et de la cons¬
truction d'un estimateur convergent.

Nous procéderons par étapes en commençant par construire un esti¬
mateur de P (P € 2) ) , puis en en déduisant un estimateur de <p(P) .

(1) F désigne ici la fonction de’répartition empirique.
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1. Estimation de P.

a) Préliminaires.

Nous supposerons dans la suite, sauf avis contraire, que Q est
un espace topologique localement compact à base dénombrable.

Soit 5K l'espace des mesures de Radon sur Q , muni de la topo¬
logie vague. On sait qu'on peut identifier l'espace 9 des mesures de pro¬
babilité sur Q à un sous-espace topologique de 3lOl* . De plus, 9 est
métrisable et séparable pour la topologie induite par la topologievague2̂'.

Commençons par donner un résultat préliminaire connu mais qui
nous sera utile dans la suite.

LEMME 3

Soit P =— 2 5 (co,)(3) la mesure empirique associée à un échantillonn
n i= 1 1

de taille n tiré suivant P €. 9 . Soit VQ un voisinage fondamental de
l'origine dans JR muni de la topologie vague. On a l'inégalité :

c
P°°[Pn-P€Vo,Vn}N]^l-~ V P € ? (43)

où C est une constante positive qui ne dépend que de V .

DÉMONSTRATION.

On sait que VQ est de la forme :

VQ — { p eîlî I I p (<Pj) 1^6 , 1 <: i ^ k }
où 9^,...,<n € K (Q) (espace des fonctions continues à support compact
défin ies sur Q) et où 6 est un nombre réel positif.

(1) cf. COU R RE GE [2I théorème 4 p, 119.

(2) cf. COURREGE [2I exercice 3 p, 129.

(3) S(Cûj) désigne la mesure de Dirac au point CO^ .



Contribution à la théorie de l'estimation fonctionnelle

25

L'application cû-*6(co) étant continue, on en déduit que l'événement
{P -P€V . V n > N i est mesurable. YPcfP, V N £ N,

n o

Soit alors M un majorant commun aux | 9. |. D'après l'inégalité
de Kolmogoroff, on peut écrire1:

Max

u2hCn<2h+1
Pn(9i)-P(9i) l>*

2h+i m2

22h . e2
i = !»•••» k

d’où

Max | Pn (9^ - P (9^ | > e I ^

_n> 2* ]
M2

2h’2 . £2
i = 1,..., k

le résultat s'en déduit aisément en posant C — ■
8 k M2

et en choisissant h tel que 2^ N <2

REMARQUE :

L'inégalité (43) implique la convergence presque sûre de Pn vers
P , uniformément sur S , c'est-à-dire que

su p Pc
Pe?

U p„-p ( v.
n > N

avec

N

V Vo voisinage fondamental de l'origine.

b) Construction d’un estimateur strict.

Soit d une distance sur 5lï compatible avec la topologie vague.? étant séparable, on peut se donner une suite de recouvrements de

(D cf. DUGUE [gl p, 85.
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Pn (Qn) par un nombre dénombrable de boules ouvertes de meme rayon rn
tel que lim r = 0 .

n oo

Désignons par (B* ) une telle suite et posons
i€N

d(Bin 0 Pn (Qn) , $) = din V i , n £ N (44)

Soit alors (y ) une suite de nombres positifs telle que lim yn = 0 et
n «3

soit (P- ) une suite double d'éléments de 2) telle que :

..*BtanPn(Q,,).Pill)<dill + y11 Vi,„.€N (45)
$

On définira l'estimateur Pn de la façon suivante :

Soit ( coj^co ) € Qn , il existe i € N tel que

1 n

P = — 2 5 (co-) € B.
n

„ . , in i= i
in

Parmi tous les Bjn contenant PR soit Bjn celui qui a le plus petit in¬
dice, on posera :

Pn (co} con) = Pjn V (co^,..., con) € Qn , V n € N (46)

c) Convergence de Pn .

THEOREME 5 >

9|e
P est un estimateur de P strict, mesurable, et qui converge presque sû¬
rement, uniformément sur jl> .

DEMONSTRATION.

1°) Pn est strict puisque Pjn £ 3) . V i , n £ N .
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$

2°) Montrons que PR est mesurable : pour cela il suffit de montrer que
lçs ensembles

Ajn = *1 »» - pj„i .. . .

sont mesurables V j , n € N .

Or, si l’on pose

I)j„= i *>€Q" I Pn « Ujn ! v j , n « N
on a, en tenant compte de (46) :

Ajn = Dïn’ D2n- Dj-1„ Dj„ <«>
et Dja étant mesurable (V j , n € N) . Ajn l'est aussi. CQFD.

S0) Montrons enfin la convergence de P .

D'après (45), il existe Qjn € Bjn Pn (Qn) telle que :

d(Qjn-Pjn)*djn+1'n V i ’ “ CN (48)
d'autre part

djn^d(pn»p) V j , n € N * (49)
Or

,1: . d(Pjn, P) 4 d(Pjn, Qjn) f d(Qjn, P„) t d(Pn ,P) (50)
V j , n € N

Donc

d(pjn>p) « yn + 2 rn + 2d(Pn,P) V j ,n € N (51)

c est-à-dire que, V a > 0 , V co€ Qn , et pour n assez grand :
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d(Pn («), P) < “ => d(P* (co), P) < a (52)

compte tenu de (43), on en tire aisément

sup Pc
PCÜ)

U
n > N

d(P ,F)>« £
C (a)

N
(53)

V a>0 et pour N ^ nQ entier ne dépendant que de a(1).

(53) entrafne évidemment la convergence presque sûre de P vers
P , uniformément sur $ . CQFD .

Le théorème 5 peut se généraliser de la façon suivante :

COROLLAIRE 3 :

Si ? est muni d’une topologie métrisable et séparable, si Q est

un estimateur de P , mesurable et qui converge presque sûrement, unifor¬
mément sur J , alors, il existe un estimateur de P , strict, mesurable, et

qui converge presque sûrement, uniformément sur 5) .

DÉMONSTRATION.

Analogue à celle du théorème 5 .

Remarques.

1 . Le corollaire 3 reste valable pour un paramètre à valeurs dans un es¬

pace métrique séparable quelconque ; il reste encore valable dans un es¬
pace métrique non séparable à condition de supposer que Q (Qn) est sé¬
parable (démonstrations analogues)^ .

(1) Dans (53), C (00 est la constante associée, dans (43), à un voisinage fondamental de
l'origine contenu dans la boule de centre 0 et de rayon OC/ 3 .

(2) JILOVEC [ 10J p, 436 a énoncé un résultat très voisin.
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2 . Tous les résultats de ce paragraphe restent valables pour Q non lo¬
calement compact s’il est possible de munir 5* d'une topologie métrisa-
ble telle que :

a) l’application co-»S^ est mesurable ;
; b) Pn (Qn) est séparables ;

c) V P € JL Pn tend vers P presque sûrement et cette convergence
est uniforme sur 2)

Exemple : Les conditions précédentes sont vérifiées si Q étant un espace
Polonais on munit 3* de la topologie faible.

2. Estimation de 9 (P) .

a) Préliminaires.

Commençons par indiquer deux lemmes très simples qui sont sou¬
vent utiles dans les problèmes d’estimation fonctionnelle.

LÉME 4 :

■ Soit (unk) une suite double de nombres réels telle que :

lim unk = Ô V k € N .
n 00

Alors il existe une suite d‘entiers k(n) tèlle que

lim k(n) = + 00 et lim unk(n) = 0
n 00 n' 00

DÉMONSTRATION.

Elémentaire.

LEMME 5 ;

Si @ est un espace topologique quelconque et j$i 9 est continue
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tp(P est un estimateur de ç(P) strict, mesurable et qui converge

presque sûrement, uniformément, sur 2) .

DÉMONSTRATION :

Il est clair que 9(P ) est strict et mesurable. La deuxieme par¬

tie est une conséquence de l'implication

O l P* e <p"1 (U) I =$• (l I ç(Pn) € U I
n ^ N n ^ N

Y U voisinage ouvert de cp(P), Y P £ 3) ; et de (53) .

Donnons quelques exemples d'application du lemme 5 .

Exemples :

1. Q = RP, 3) .= ? , © = C (K , C) (K compact de RP) muni de la topo¬
logie de la convergence uniforme.

<p(P) = restriction à K de la fonction caractéristique de P . On voit,
d'après le théorème de Paul Lévy, que le lemme 5 s applique :

sup
t € K

— î. e‘ < t, X, > - <p(P) (t)
n j= 1 J

-» 0 (54)
p.s.

uniformément sur j .

2. Q = R,3) = 5),@ = espace des fonctions de répartition à une varia¬
ble, muni de la distance 8 de Paul Lévy. 9 (P) = F fonction de répar¬
tition de P . Alors, F- désignant la fonction de répartition empirique:

6 (F. F) - > 0 uniformément sur (55)
p.s.

(1) ou 9(P ) si Jb contient les mesures de probabilités discrètes.
n

UP
(2) (X ) /— »] désianeune suite de variables aléatoires à valeurs dans K , indépendantesnnV.lt

et de même loi P .

(3) C'est aussi une conséquence du lemme 3 .
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3. Exemple h du §III. En prenant 3) = J (espace des lois de proba¬
bilité sur R à f.d.r. continue), on voit, à partir d'un théorème de
Polya*1', que 9 est continue : le lemme 5 s'applique à la fonction de
con centration.

b) Construction d'un estimateur.'

Nous supposons maintenant que 9 (P) prend ses valeurs dans un
espace métrique et nous faisons sur 9 l'hypothèse suivante : 9 est une
limite simple d'une suite (9O d'applications uniformément continues de
2) dans P) .

Soit (k(n)) une suite d'entiers telle que lim k(n) — + 00
n 00

finira une suite (T ) d'estimateurs de 9(P)
en posant :

Tn = 9Mn) (Pn' ’ V n € N

on dé-

(56)

Nous obtenons un estimateur très général qui est couramment uti¬
lisé dans les Problèmes d'estimation fonctionnelle.

REMARQUE :

Dans la pratique, on effectuera souvent un « lissage » préalable de
P pour améliorer la précision de l'estimation.

c) Convergence de Tn .

THEOREME 6 :

Si @ est un espace métrique et si 9 est limite simple d'une suite (9^)
d'applications uniformémeût continues de 2) dans 0 ; alors, T est me¬

surable, et l'on peut choisir la suite k(n) de telle sorte que T converge
en probabilité vers 9(P) ; de plus, si la convergence de (91 ) est unifor¬
me sur 3)’C2), il en est de même pour la convergence de T .

(1) cf, DUGUE r9l p, 3 2.
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DEMONSTRATION.

Tout d'abord, T est évidemment mesurable comme composée de
deux applications mesurables.

Montrons maintenant la convergence :

Comme cp^ est uniformément continue, on peut écrire :

¥ £ >0 , a (k, 8 ) > 0 tel que

d(P,Q) < a (k, e ) =^d’ [cpk (P), q>k(Q)l <6 ¥ P,Q € ®
V k € N

où d' est la distance définie sur 0 .

De (57) , on tire :

d(p* p) < «(kA =* d’rap*), <pk(P) 1 < *r
k k

VP£Î , V co€ Qn , V k € N

d'où, en tenant compte de (53) :

I * ■ vx 1 C’(k)
sup Prob I d' (<pi (P ) , Çi (P)) ^ — 4^
Pe£ L k- n

ouù l'on a posé C' (k) = C a (k,—)
k

C’
en appliquant le lemme 4 à la suite,
suite d'entiers k(n) telle que

lim k(n) = + oo et
n oo

(57)

(58)

(59)

, on en déduit qu'il existe une

lim . sup Prob
Pe2)n oo

d,<?k(„)<p„^k(n)<p»> k(n)
= 0 (60)
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L'inégalité

WtKW. <P?> <P<P» f d' <^k(n)<P^ -Pk(n) <P> \ +
d' (<Pk(n)(P) > 9 (P) ) (61)

et le fait que 9^ \ tend vers 9 permettent de conclure.

La dernière partie du théorème est une conséquence immédiate de
(60) et (61).

REMARQUE :

Si 0 est séparable ou si 9^ (2)) est séparable, V K € N on en
déduit, à partir d'un résultat de JILOVEC ([10] p, 366) Vexistence d’unes-
timateur mesurable presque sûrement convergent. De plus, compte tenu de
la remarque du §1, c), on peut imposer à cet estimateur d'être strict.

EXEMPLE :

Q = R , 2) = espace des mesures de probabilités sur R absolu¬
ment continues et à densité uniformément continue, 0 = C (R) muni de
la topologie de la convergence uniforme. çfP) = f densité de P

1
Soit F la f.d.r. de P et soit (hi) une suite qui tend vers 0 avec — ,K k
posons :

Ffx + h^) - F (x)
fk(x) = V x € R , V k € N

hk

On définit ainsi une suite çk d'applications de 2) dans C (R) ; ces ap¬
plications sont uniformément continues et 9*. tend vers 9 dans C (R)
quand k tend vers l'infini. Donc, le théorème 6 s'applique et l'on en dé¬
duit qu'il existe (k (n) ) telle que lim k(n) = + 00

n 00

et
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su p
x €0

f(x) -

F> + W-Fn(*>
hk(n)

Fn désignant la f.d.r. de .

(62)

DISCUSSION.

LE CAM-LORRAINE SCHWARTZ [11] et JILOVEC [101 ont obte¬
nu, pour Q quelconque, des théorèmes d’existence analogues au théorè¬
me 6. Les premiers ont traité le cas d’un espace métrique séparable, le
second a traité le cas d'un espace de Hilbert.

Pour Q localement compact, la structure uniforme définie dans ces
deux articles et la structure uniforme associée à la topologie vague ne sont

pas comparables en général.

La méthode que nous employons ici a l’avantage d'être simple et
de fournir, à la fois, une condition d'existence etuneméthode de construc¬

tion d'un estimateur convergent et mesurable.

3. Cas particulier important : Q = R .

Nous allons voir que, pour Q = R , on peut améliorer le théo¬
rème 6 .

Munissons 5* (R) de la distance de la convergence uniforme sur
les fonctions de répartition. Pour des raisons de commodité, nous noterons
encore d cette distance ( 1 *

Il est bien connu que PR est alors une application mesurable
de Rn dans ? (R) ; de plus, PR ( Rn) est séparable ^3-) .

Commençons par énoncer un lemme, analogue au lemme3, mais plus
précis :

(1) Bien qu'elle n'induise pas la topologie vague sur ? (R) .

(2) Mais non continue.

(3VOn peut recouvrir P (K) avec les boules ouvertes centrées sur les P (CO ,...,C0 )
n n 1 n

correspondant aux points de coordonnées rationnelles, et de rayon 2/n .
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LEMME 6 :

(DVORETZKY - KIEFER - WOLFOWITZ - SCHUSTER) :

On a l'inégalité

P00 [ d(Pn , P) > e 1 < C e" 2 n E 2 , V P € ? V e > 0 (63)
V n € N

où C est une constante universelle.'

DÉMONSTRATION.

Voir DVORETZKY - KIEFER - YOLFOWITZ [131 et SCHUSTER
[141.

On a alors le résultat suivant :

THEOREME 7 :

Si Q = R , si 0 est un espacg métrique et si <p est limite simple d'une
suite (9^) d'applications uniformément continues de 3) dans 0 , alors,
T est mesurable, et l'on peut choisir la suite k(n) de telle sorte que
T converge presque complètement sûrement^ vers q>(P) .

DÉMONSTRATION.

La construction de P est identique à celle du §1 b) ; l'implica¬
tion (52) reste valable, ce qui permet d'écrire, en tenant compte de (63) :

- -

n a2
sup. Prob [ d (P , P) > a] ^C e 3 , Vn £N, Va>0 (64)
Pcî)

alors, (58) et (64) entraînent

(1) Donc presque sûrement.
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. 1
sup, Prob [d’ (<pi,(Pn) , cp^CP) ) > ~T^ ^ C
Pcî k

2
n a k,

e 3 (65)

V k, n £ N .

D'après le lemme 4, on peut choisir (k (n) ) telle que
lim k(n) = + oo et
n oo

lim
n oo (Vn" a (k (n) , —— )

= 0

k (n)

On aura donc, pour n assez grand :

sup. Prob
P £Î

\AT

d’ (9k(„)(p;),fk(n)(P))>1^ S<C e (66)

( Ô > 0 donné) , on en déduit que

CXJ 3|c

Pr°b [d’(,fk(n)(Pn),%(n)(P))>e]< + (67)

VPCÎ.Ve>0 ; d'où le résultat compte tenu de (61) •

EXEMPLE :

Dans (62) on peut remplacer la convergence en probabilité par la
convergence presque complètement sûre, k(n) étant convenablement choi¬
si.

V- ESTIMATION SYMÉTRIQUE.

Nous terminons ce chapitre en généralisant les résultats de HAL-
MOS [5l sur les estimateurs symétriques sans biais.
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1. Unicité.

Soit T un estimateur d'ordre n de <p(P) ; on sait que l'estima¬
teur symétrisé de Tn est défini par :

TnW= Sn =7 2 Tn ( “ij "ij V (“p-£2" (68)

où la somme porte sur le nombre de permutations distinctes des co- et où
N est le nombre de ces permutations.

Il est clair que, si est sans biais, S est également sans
biais : on peut donc toujours, quand on connait un estimateur sans biais
de <p(P) construire un estimateur symétrique sans biais de ç(P) . Nous
allons voir que, sous des conditions assez générales, cet estimateur symé¬
trique sans biais est unique.

Donnons, tout d'abord, deux définitions et un résultat préliminaire
qui généralise des résultats de HALMOS et de FRASER :

DÉFINITION 11:

On dira que Tensemble 3) est de type F s'il contient les mesures de
probabilité à support fini.

DÉFINITION 11 bis :

Pour Q = R, on dira que l'ensemble Jb est de type C" s'il contient les
lois absolument continues à densité uniforme sur chaque intervalle d'une
famille finie d'intervalles disjoints.

FEMME 7 :

Q étant localement compact et ® étant un E. V. T. localement convexe

séparé soit t(co^,..., co ) une application symétrique, Pn-intégrable
V P € 3) de Qn dans ® , alors :

1° - Si 3) est de type F :



Denis BOSQ

38

Ep [t (cols...,con)] = 0 , V P € SM t (co-l con) = 0
V (co1}...,con) €Qn . (69)

2) - Si T est de type C , et si t est continue :

Ep[t(c*j,.,.,«„)] = 0, VP€3)a>t(co1,...,con) = 0
V 03n) € Rn .

(70)

DEMONSTRATION.

Remarquons que le lemme 1 de [5] reste valable pour un polynôme
à coefficients dans un espace vectoriel. La démonstration de la première
partie du lemme 7 est donc tout à fait analogue à celle du lemme 2 de [5].

Pour démontrer la deuxième partie, nous procéderons de la façon
suivante : Soit co° = (co^,..., ccP) un point de Rn à coordonnées deux à
deux distinctes et soit h > 0 assez petit pour que les intervalles

Ij = [où? - h , oo'j + h ] , j = 1n
soient deux à deux disjoints. Soient p ,..., pn n nombres positifstels
que :

! p. = 1 ;
j=l J

Enfin, soit Pi la mesure de probabilité à densité uniforme et égale à
Pi

2h Ij , j = 1,..., n .
Alors :

Ep> [ tfcoj,..., con)] Z
• •.J

n

I tfcoj,...,^)
M z...z I.

J1 Jn

Pil Pjn
(2b)n

dco. ... doo
1 r

est un polynôme homogène par rapport aux variables d’après
l’hypothèse faite sur t et le lemme 1 de [5] il est identiquement nul. D'au-
part, comme t est symétrique, le coefficient de P]/**Pn s’écrit:
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t (cûp...,con) dcù-p..., dcon
X. . . X I

n

donc :

I
1

t (co^,..., con) d ce^ ... d con
X ... x In

3(1) (71)

Ce qui, d'après (12) implique :

J < t (coj,..., con), 6’ > dPg = o , ve’e@' (72)
I

, X ... X I1 n

Ce qui s’écrit encore :

j (0' o t) (cùp..., 0^) d PJJ (cûp..., con) = 0
h x xIn V0'€0' (73)

t étant continue 0' o t l'est également; donc, il existe ccr (dépendant de
0') , £ Ij x ... x I et tel que (0' o t) (co^) = 0 . Le raisonnement précé¬
dent étant valable V h > 0 assez petit, on peut donc construire une suite
(^Mk)) k çn qUi tend vers co° et telle que (0' o t) (co^^)) = 0, V k£ N ,
on en déduit :

(0' o t) («P) = 0 V0’e®’

d'où l'on tire (2)

t (co°) = 0 .

(1) 0 désignant ici l'élément neutre de 0 .

(2) C'est une conséquence du théorème de Hahn-Banach. ci, BOURBAKI, [15] Chapitre IV,
p. 48.
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Donc t s’annule en tout point de Rn à coordonnées deux à deux
distinctes et comme t est continue, il vient :

CQFD<‘>.

Nous pouvons donner maintenant une généralisation du théorème 3
de [51 .

THÉORÈME 8 :

Si 0 est un E.V.T. localement convexe séparé, si 2) est de type F
(resp, de type C ) et si T est un estimateur de <p(P) sans biais (resp,
continu et sans biais) alors, le seul estimateur de q>(P) symétrique et

sans biais (resp, symétrique, continue et sans biais) est Tn'-n^ .

DÉMONSTRATION.

S désignant un estimateur symétrique, sans biais (resp, symétri-n
r 1

que, continu et sans biais) de cp(P) , on voit que Sn - T^11^ vérifie les
conditions du lemme 7, 1°) (resp, du lemme7, 2°), donc S = ÎT®,

CQFD.

2. Optimalité.

Nous allons voir, maintenant, qu'en symétrisant un estimateur, on
diminue le risque associé (la fonction de risque étant définie par la rela¬
tion (6) ), Le théorème ci-dessous estune généralisation du théorème 5 de
[5] .

THÉORÈME 9 :

Sous les conditions du théorème 8 et si 0 est un espace de Hil¬
bert réel, l'estimateur symétrique sans biais (resp. symétrique continu et
sans biais) est uniformément optimal dans la famille des estimateurs sans

(1) Pour 0= R, on peut s'affranchir de la condition de continuité. Cf, FRASER [lôl P,
28-30,
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sans biais (resp, continus et sans biais) pour la fonction de risque
R(Tn, <p(P> > = ep h xn - ti2.
DÉMONSTRATION.

Si 0 est un Hilbert réel, on peut écrire :

Ep II Tn-Ep(Tn) 112 = Ep < Tn ’ EP<Tÿ, Tn-Ep<T„) >
= Ep || Tn |!2 - || Ep(Tn) ||2 (74)

Comparer les risques associés à deux estimateurs sans biais re¬
vient donc à comparer les moments d’ordre 2 de leurs normes.

Or, si T désigne un estimateur sans biais (resp, continu et sans

biais) de <p(P) et si S désigne l'estimateur symétrique sans biais (resp,
symétrique continu et sans biais) de <p(P) , on peut écrire, d’après (78) :

1
.

1 N
(75)sq(^1,*»,co^ = -2T'-N V 2 T •

i= î nl

1 N
d’où H Sn 11

. i ^ S II T . Il
i=i " nl 11

(76)

1 N In «
soit II Sn H2^(n 2 l|Tni||)2.<

i= î

— 2 T . 2
n ii11 ni 11 (77)

d’où Ep||Sn||2.<-
1 N
— 2 E II T •
N i=i P 11 ni II2 = Ep II T„ ||* (78)

C.Q.F.D.

Exemple :

Q = [0,1] ; 0 = L2 [0,1] , la f.d.r. empirique Fn est un estimateur uni¬
formément optimal dans la famille des estimateurs sans biais de la f.d.r.
Un calcul facile montre que :
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R(Fn,F) = E / [ F U) - F(x) ]2 dx = - / F(x) [ 1 - F(x) ] dx (79)
n J

COROLLAIRE 4 :

Si @ est un espace de Hilbert réel et si T est un estimateur de <p(P),
Pn - intégrable, VP € 3), alors est Pn-intégrable, V P € 3) et

R[TnKç(P)] ÿ R [ Tn, 9<P) ] ,VP€Î (80)

DÉMONSTRATION :

Analogue à celle du théorème 9.

REMARQUES :

1. Le corollaire 4 justifie le choix d’estimateurs symétriques par
rapport aux observations ; il est clair que ce choix est naturel puisque le
numérotage des observations est complètement arbitraire. Il semble inté¬
ressant de poser le problème de l’estimation d’un paramètre (à partir d’un
échantillon de taille n ) d’une manière qui ne fasse pas intervenir le nu¬

mérotage des observations : on peut, par exemple, utiliser la notion de ré¬
partition ponctuelle aléatoire^ . Nous comptons revenir sur cette question.

2. On pourrait retrouver le théorème 9 à partir d’une généralisation
des théorèmes de RAO-BLACKWELL et LEHMANN-SCHEFFE. L’examen
des démonstrations de ces théorèmes (cf. FRASER [16] p. 57-58 et p. 61)
montre en effet qu’on pourrait les généraliser au cas où 0 est un E.V.T.
localement convexe séparé.

(1) cf. LANNUZEL [ 17] .
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ESTIMATION DE LA DENSITÉ DE PROBABILITÉ.

1 • GÉNÉRALITÉS.

1. La méthode du noyau.

Le problème de l'estimation de la densité de probabilité a été
l'objet de nombreux travaux au cours des dernières années.

Le premier article important sur cette question semble être celui
de ROSENBLATT [7] (1956) ; dans cet article, l'auteur propose une mé¬
thode d'estimation qui a été très étudiée par la suite : la méthode du noyau.
Cette méthode consiste-à prendre comme estimateur de la densité la fonc¬
tion aléatoire fn définie de la façon suivante :

^(co; co — S —K ( Î-), V (co,co1,.»M«n) € (1)
n i= 1 h h

où le noyau K est souvent une densité possédant certaines propriétés de
régularité et h un nombre positif qui dépend de n .

Cet estimateur a été étudié notamment par PARZEN [29] (1962),
NADARAYA [18] (1965) et WOODROOFE [19] (1967) pour Q = R ; par
CACOULLOS [201 (1966) et VAN RYZIN [21] (1969) pour Û = RP et par
CRASWELL [22] (1965) dans un groupe topologique.

LEADBE'lTER et WATSON [231 (1963) ont proposé une méthode un
peu plus générale ; ils considèrent un estimateur de la forme :

fn(co;«1,...,con)=- I K (co-coj), V(«f«lf...,<» >£Qn+* (2)
n 1= 1

leurs résultats ont été complétés récemment par PICKANDSIII [24] (1969).

La Méthode du noyau a certaines propriétés intéressantes (notam¬
ment la rapidité de convergence et le fait que l'estimateur est strict), mais
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elle a, pour un praticien, certains inconvénients (complication et manque
de robustesse des estimateurs optimaux).

2. La méthode des fonctions orthogonales.

La méthode des fonctions orthogonales, que nous étudierons dans
ce chapitre, a été introduite par CENCOV [25] (1962)^ . Le principe de
cette méthode est le suivant :

Soit p une mesure sur (Q, u) et soit 3) l’ensemble des me¬
sures de probabilité sur (Q , u) admettant par rapport à p , une densité
de Radon-Nikodym appartenant à L2 (p ) .

On sait que, muni de la norme L
1/ 2

fl2 d

L2 (p) est un espace de Hilbert ; soit alors (ej) ^

une base orthonormale de L2 (p) et soit (e? )
Mc’11 I ^ k < q(n)

un sous-ensemble fini de (ej ; une version fn de l’estimateur f de
dp

f — sera défini par la relation :
dp

4*(“;cV-’“n) = ’jf’ 7_e“l,u(“l)+-+eS>k,n(ffln)
V (co, co^,..., con) £ Qn+ 1 (3)

où les e- (k = 1,..., q(n) ) sont des versions des
Mc,n

e- ( k = 1,..., q(n) ) et les ef des versions fixées des e-

(1) Et, indépendamment, par TIAGO DE OLIVEIRA [26^ .
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dP
On voit que cette méthode consiste à estimer la projection de

dp
sur un sous-espace de L2(p) de dimension finie : elle ramène l'estima-

dP
tion de à celle d'un nombre fini de paramètres numériques.

dp

Remarquons, d'autre part, que le principe de cette méthode peut
s’appliquer à l'estimation de n'importe quel paramètre à valeurs dans un
espace de Hilbert.

Depuis 1962 l'estimateur défini par (3) a été peu étudié ; cepen¬
dant, deux cas particuliers importants ont été abordés : S, C. SCHWARTZ
[27] (1967) a pris, comme système orthorrormal dans L2 , les fonctions
d'Hermite alors que KRONMAL et TARTER [28] (1968) s’intéressaient au
cas des fonctions trigonométriques.

Dans la suite, nous généralisons leurs résultats et nous donnons,
dans le cas général, des résultats qui, à notre connaissance, sont nou¬
veaux (en particulier ceux de notre note aux CR du 10 mars 1969 [32] ) .

Il • CONVERGENCE EN MOYENNE QUADRATIQUE INTÉGRÉE.

Les conditions de convergence du MISE (défini au §II du chapitre I)
sont simples et connues^ , nous les énoncerons sous la forme suivante:

THÉORÈME 10 ?

Si les séquences (e- n)^ < ^ < / \ sont telles que là suite

m r f 22 I / e* (co) f (co) dp (co) converge vers
'=> Pc k

(1) Car on peut considérer qu'elles sont contenues, implici tement, dans les théorèmes la
et 1 b de Cencov 1^251 .
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h (D
f (co) 2 dp (co) , une condition nécessaire et suffisante pour

que f converge en moyenne quadratique intégrée vers f est que

d [lim . n

noo n

q( n)

2
k = 1 •Jj. n (co) f (CO) dp (co) =0 (4)

DEMONSTRATION

Pour simplifier les notations, nous poserons

/oeiaj = . y e- (co) f (co) dp (co) V i € I

aîk,m ,1, \,n <“j0 Vk - 1 Vn C N
et

q( n)
2
k= 1 Xk’n

e- = f
n

V n € N

alors puisque fn - f et f - f sont orthogonaux, le MISE peut s'écrire :

J„ = E / t fn- ‘ fn W 1 ^ (“) + Jçl fn (“) " f (“) 1 (“) (5)
soit

\ q(n)
/ e;2 r, (co) f (co) dp (co) - a? IJQ Mc’n V11!

+ 2 a2- (6)
j € I 1

où l’on a posé I„ » I - 1 i1( n iq(„)>n I

ou encore :

(1) Dans la suite, nous appellerons cette condition "condition S".
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f 1 q(n) o nH
Jn = J qT (2= e i.,n (“> 1 f

n+1 q(n)
2 a:2 n +

k = i 'k’*

2 a.

j €i J

Or l'hypothèse faite sur les séquences (e- R) implique que

lim n + 1
noo

q(n)

2
k = 1 Xk’n

= 2
€ I J

(7)

(8)

donc, d'après (7) et (8), J -> 0 si et seulement si on a (4). CQFD.

La condition (4) dépend étroitement de f, cependant nous allons
voir que, dans de nombreux cas particuliers importants, cette dépendance
n'est qu'apparente :

COROLLAIRE 5 :

1°) - Si l'une des conditions suivantes est remplie :

a) Il existe une version des ej uniformément bornée pour i € I
et co€ Q .

b) Il existe g £ L4 (n) qui majore | ej | pour tout i € I .

c) Il existe une version de f uniformément bornée pour co€ Q •

Alors, si la condition S est vérifiée,

lim = 0 entraîne lim J = 0 .

n oo n n oo

2°) -S'il existe une version de f uniformément minorée par un nom¬
bre positif m pour co€ Q et si la condition S est vérifiée, alors :

lim J = 0 entraîne lim
n oo n oo
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DEMONSTRATION.

Les résultats proviennent des implications suivantes :

1° ) a) =$> sup f è -2 (co) f (co) dp (co) = 0(1)
. c t J n
1 €l Q

/ A t 2 : en2, n ÉË ^ f il &Ê = O (‘V")/ q ' kk*..

b) =£-sup f (ço) 1 (p| dp (co) £ / g2{co) f (g$ dp (co)'

SU! ■'Q •'Q

L4 1 ./ ÉN P (“) 1
ÏT 2' ' , „ . ,1/ 2

-'q
f2(co) dp (co) 1

c)s=^sup £ ej ^ (co) f (co) dp (co) = O (1)
i €4 Q

2°) inf ^(co) »^- ,m-
GO € S ' ' fQ . «^,n (w) ] f (w) dp (co» m.~L

CGRÔLLÂI RE é :

i Qn suppose que. Q esî unintervqllei cpxnpact de R, que p est la
imespre Â&Hê be &güëy Sïir Q' êP^qttê'ïès 'é*(ï €N) sônt léi-^chiètions trigo^
:0ÉÊÊÊwques sur Q , alms, si

e^ n — e^, V k € N , V n V? N
PP sia lipi q (n) = + oo ; pour que lim Jn = 0,

i} il suffit quf'iXivs
q(n)

= 0 .

DÉMONSTRATION,
On peut, sans perte de généralité, supposer que Q = [0,2 tt] ; on

aura alors :
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C OS CO

“1*(M) =~JW' =7^“’ '3 (co) =
sxn co

xAtT

:(co) =
Cos 2co

V
etc

TT

Un calcul élémentaire montre que

q(n) - 1
2 TT

q(n)

ef (w)
k = 1

q(n) + 1 ff 1
2 TT L

V q(n) €N, V co£Q (9)

Or, comme lim q(n) = + °°, la condition S est vérifiée, donc (4) est une
n °°

condition nécessaire et suffisante de convergence, et comme, d'après (9),
(4) est équivalent à lim = 0, le corollaire est démontré.

n « n

REMARQUE :

Le corollaire 6 améliore la deuxième partie du théorème 3 de [28]
où l'on montre que lim

n oo

q(n)2 0 est une condition suffisante pour que

lim Jn - 0 .
nœ

Optimalité et vitesse de convergence.

La relation (7) montre que Jn dépend fortement des coefficients
a: ; il n'est donc pas possible, en général, d'obtenir un estimateur unifor¬
mément optimal (pour la fonction de risque J ) dans la famille des estima¬
teurs définis par (3); c'est çe que confirme le

LEMME 8 :

On suppose que la famille e* est dénombrable, que e; „ — ei* Ifc'*n k
V k € N ,

Vn£ N et qu'il existe deux constantes m et M telles que

0 < m ^ / ^Jq 1
(co) f (co) dp (co)^C M, V i € N (10)

Dans ces conditions et V ri € N il existe un entier qQ (n) qui minimise
J ; déplus, si \ a- | est fonction décroissante de i, qQ(n) est tel que,
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au moins pour n assez grand :

^r

%(*>1 > ^/Sf et T Vn)+lf (n)

DÉMONSTRATION.

Désignons par ^qJn l'accroissement de Jn quand q(n) passe
de q à q+1 ; (7) entraîne alors :

Vn n [ frq e q+1 (co) f (co) dp (co) - (n+1) a q+1
1 (12)

d'où, en tenant compte de (10) :

— [ m-(n+l) a2q+1] ^ Aq Jn -i- [M-(n+l) a2q+1 ] (13)

Donc, V n £ N , il existe un entier q^(n) tel que
\fm~

q»qi (n) =4 | aq+1 I <—Aq Jn ÿ 0 (14)

c'est-à-dire que, pour q assez grand, J est fonction croissante de q :

la première partie du lemme est démontrée. Remarquons que l'on a aussi
montré que qQ(n) q-i(n) .

Supposons maintenant que | a^ | soit fonction décroissante de q,
alors si q^(n) est le plus petit entier tel que l'on ait (14) , on en déduit

i i ^ • j
que | a t \ | — , au moins pour n assez grand.; Vn+1

Soit q2(n) le plus grand entier tel que I aa+l I ^ ' (qg^)^ yn+T
existe au moins pour n assez grand), d'après (13), on a l'implication:

q^ q2(“) Aq Jn < 0
On en déduit qQ(n) > q2(n)+l; d'où, d'après l'hypothèse faite sur q2(n),

n/M
I aq (n)+l I ^ ~^j +]~ * ce qui achève la démonstration.

sur
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Lelemme 8 montre qu'il faut connaftre l'ordre de grandeur dès coef¬
ficients a^ pour connaître celui de Jn»
On peut, cependant, obtenir des résultats partiels : par exemple si ,]

|a]J =Ç)( —”) > r>—, et si l'on prend q(n) = (n1^21) on voit

facilement que Jn = (
2r-l/2r

) ; si, de plus, 1^1 est de l'ordre

de ~ , on obtient ainsi un estimateur asymptotiquement optimal au sensle
suivant : JR est asymptotiquement du même'ètdre que le MISE associé à
l'estimateur optimal en f.

Remarquons enfin que l'on peut évaluer empiriquement q0(n) en

remplaçant Jn par une estimation Jn et en étudiant le signe de AqJn*
Cette méthode a été employée par KRONMAL et TARTER [28] .

III-CONVERGENCE UNIFORME EN MOYENNE QUADRATIQUE ET CON¬

VERGENCE UNIFORME PRESQUE SURE.

1. Introduction.

Dans les problèmes d'estimation de la densite, on cherche souvent
à estimer une version spécifiée de la densité; il s'agira, en général, d'une
version continue de la densité. On peut alors étudier des modes de conver¬
gence plus précis que celui du paragraphe précédent.

Rappelons d'abord à quelle condition une version continue de la den¬
sité est unique :

LEMME 9 :

Soit Q un espace topologique muni de sa tribu Borélienne, soit p une me¬
sure sur Q qui charge tout ouvert non vide et soit P une mesure de pro¬
babilité sur Q admettant, par rapport à p, une densité de Radon-Nikodym
dP dP
-— Alors, s'il existe une version continue de * > cette version est uni-d|i dp
que.
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DEMONSTRATION.
dP

Soient f et g deux versions continues de et soit
d4

que f(cûQ) ■ g(cûQ) > 0» alors, il existe un voisinage ouvert
tel que l'on ait simultanément :

co0€Q
U de

tel

wo

dP
(co) du (co) = f(co) du (co) =

d|a U

[ f (co) - g (co) ] d n (co) > 0

g(co) d n (co)

ce qui est évidemment contradictoire. CQFD.

EXEMPLE :

Les conditions du lemme 8 sont vérifiées si Q est un groupe to¬

pologique localement compact et si u est une mesure de Haar sur Q .

REMARQUES :1.- Si u s'annule sur un ouvert non vide de Q, s'il existe une ver-
dP

sion continue de et si Q est normal, il existe, en général, une infinité
dM jp

de versions continues de .

d42.- Dans la suite, si les conditions du lemme 9 sont vérifiées,
nous disons " P admet une densité continue " au lieu de ' il existe une

dP
version continue de " ; de même, nous dirons " e- est continue " au

du
lieu de " il existe une version continue de e- " *”.

2. Convergence uniforme en moyenne quadratique.

THÉORÈME 11 :

Sous les conditions suivantes :

2
( 1) Car le lemme 9 s'applique à e^ donc à e .
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1°) f est continue

2°) e- est continue et bornée, V i £ I

3°) La famille 2
i Ci

ai ei est uniformément sommable de somme f

4°) Les séquences (e- n) j < ^ < q(n) sont telles que la suite
q( n)

f = 2 a- e-
„ converge uniformément vers f

n
k | i \’n xk’n S '

Si lim I" sup sup | e- n (co) |14 . _ = 0 (15)
noo|_l^k^q(n) co £ Q J n

Alors Qn = sup E [ | fn (co) - f (co) | 2] -» 0 quand n -» + °° (16)
co£ Q

DÉMONSTRATION.

Posons pour simplifier sup sup | e- (co) | = M
l<k^q(n) co£Q ^

D'après la relation

E [ | fn (co) - f (co) | 2] = E [ | fn (co) - fn (co) | 2] + | fn (co) - f (co) |2
et la condition S' , il suffit de montrer que

lim sup E | ffl (co) - fn (co) |2 = 0 .
noo co£ Q

Or

D’ ou

A

fn («D " fn = 2
k = 1

E [| f (co) - fn (co) 12] =

(aik,n - aik,„> eik,„(“)
q( n)

Var (a-
k’

(co)

+ 2 Cov (a- : a- _) e- (co) e- (co) .

k# ^ xk’5 ’ 1k’n |k’nV Mc'’n
On en tire

Vars,n) 45^
U) Dans la suite, nous appellerons cette condition "condition S' " .
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d'où :

E [ Un (co) - fn(co) |2] < Mn [ ï°’ Var û. „)
k=t 'k’n

+ 1. y/Var (a: 3 ' Var (a-
k^k< Mr»n lV*

soitit, en posant a2 (e^) = Var ej , i € I :

q(n)

E[|fn(co)-fn(co)|2] £ Mn2 . [ I
= i \fn~

et la condition (10) permet de conclure.

REMARQUES :

1.- Si les e- sont bornés, uniformément pour

s'écrit simplement
.. q(n>2
hm — =

noo

i€l,

0

la condition (15)

(15 bis)

condition qui a été obtenue pour les fonctions d'Hermite dans [27] et pour
les fonctions trigonométriques dans [28] .

2.- Sous les mêmes hypothèses, et d'une manière tout à fait analogue, on

peut montrer que (15) entrafne

lim E [(sup | fR (co) - f (co) j )2] = 0 (17)
n~ coCQ

et l'on obtient une convergence plus forte que (16). Si f est bornée, (17)
peut s'écrire

lim R(f , f) =0
n

n °°

R étant la fonction de risque définie au chapitre I quand © est l'espace
des fonctions continues et bornées sur Q, muni de la norme de la conver¬

gence uniforme.
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Vitesse de convergence :

La vitesse de convergence de Q vers 0 dépend de celle de la
famille sommable 2 a* e- vers f .

i € I 11

Pourmettre en évidence cette dépendance, on peutdonner, par exem¬

ple, le résultat suivant :

COROLLAIRE 7 ;

On suppose que la famille
uniformément pour i €. N , et que

est dénombrable, que les e? sont bornés
e- _ e, , V k € N , V n € N .

lk K

Alors, si
a

avec r>l et a > 0, V k € N

et si q(n) = Q ( n1/f 2r), on a Q - 0( T
r-1

)

DEMONSTRATION.

C’est une conséquence immédiate de l’inégalité

q(n)2 + ( s ,)2Q„ < [ „ k > q(n) ]

où M = Max ( sup | e- (co)
co €! Q , i € N

1) .

3. Convergence uniforme presque sûre.

Nous allons maintenant donner des conditions pour que
A A

dn = su& | fn (oo) - f (oo) | tende presque sûrement vers 0 quand n
tend vers l’infini.

Bien que la définition 5 du chapitre I ne fasse pas intervenir
la mesurabilité de l’estimateur, il semble intéressant d indiquer une condi¬
tion suffisante pour que d soit une variable aléatoire.
(1) Extension de la deuxième partie du théorème 2 de S.C. SCHWARTZ [27] .
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LEMME 10 :

Soit Q un espace mesurable,
compact à base dénombrable,
dans R+ . Alors, si V co

soit X un espace topologique localement
et soit T(x, co) une application de X xQ
€ Q , T(x, coQ) est continue et V xQC X,

T(x , co) est mesurable, l'application h (co)

ble.

— sup T(x, co)
x € X

est mesura-

DÉMONSTRATION.

Soit K un compact de X et soit d une distance sur X compati¬
ble avec sa topologie.

V co € Q , T(x, co) est uniformément continue sur K, il existe
donc ocn (co) > 0 tel que

d(x,x') < oc (co) =^| T(x, co) - T(x' , co) | < Vx, x'£K;Vco€Q .
n

Soit { B(x-, cxn (co) ) | , i = 1, 2, ...» À un recouvrement de K
par un nombre fini de Boules ouvertes de rayon a (co) .

L'application (co) = SUP T(x-, co) est mesurable,
n l^i£Àn

Posons hv; (cq) = sup T(x, co) ; on aura
x € K

1
(co) ^ (co) ^ h ^ (co) H Y co € Q

donc lim (co) = hjç (co) , Y co £Q ce qui entraîne que hK est
n °°

mesurable.

Enfin, soit (Kp) p ç jy une suite croissante de compacts qui recou¬
vre X; on peut écrire :

h (co) - sup hiç (co) ,
p € N P

donc h (co) est mesurable.

V co € Q
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CONSEQUENCE :

Si Q est un espace topologique localement compact à base dénon-
brable, si f est continue et si e* est continue, V i € I , dn est mesura¬
ble.

Passons maintenant aux théorèmes de convergence. Nous suppose¬
rons que la famille e* est dénombrable, que

e- = ei > V k€N , ' V n € N , que e- est continue,
le

Y i € N , et que f est continue :

THEOREME 12 :

Sous les conditions suivante s :

1°) e- est bornée uniformément pour i £ N.

2°) La série 2 a- ej converge uniformément vers f .
i € N

3°) Il existe une constante positive m telle que

4 ei2 (“) f (co) dp (co) > m , Vi€N

4°) lim +II'7s OO

n f»

+ OO n

y) 2 q(n) exp [-A ] <4.00, V À > 0
n= 1 <N'B

On a lim p. s. sup | (“) - f (co) | = 0
n oo co€Q

DÉMONSTRATION.
C omme lim q(n) = + oo , la condition S' est vérifiée,

n oo

sup I fn(w)_1^ SUP I fn^"*n(“)I + SUP
co€ Q co€Q co€ Q

fn(“)-f(“)l (18)
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il suffit de montrer que

8 = sup | fn Çco) - ffl (où) | -> 0 quand n -» <» .
coCQ ' p.s.

Soit X une variable aléatoire à valeurs dans Q et dont la loi a

pour densité f ; on a la majoration :

CTi2 = Q «/(^fO^duC^M2 • co)=M2
(19)

Vi€N. où l'on a posé M= sup f éj (co) j‘.
i CN , co€Q

D'autre part, il existe iQ £ N tel que i > iQ entraîne
la- I2 < *** . D'où compte tenu de 3°) :1 1 2

■ Lll2(M)f(«)^(^‘ai2)“. Vi>i0
» Âk

o2[ ej (X)]

Pour n assez grand, on aura q(n) > iQ , donc

a a(n) ^ |
8n = sup I I (aj - aj) ej (co) | 4 M 2 | ain - aj }

(20)

co£Q

5(n)
+ M 2

1=1 +1

(21)

, { eit(côj) + ... + ej (con)
Comme a- = et a; = E (a* ) la loi

A

forte des grands nombres montre que a-

V i € N , donc :

a j ^ quand n
p.s.

lim p.s. [ M 2 ] ajn - aj | ] = 0
n 00

( I) Et même presque complètement sûrement.
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D'après (21), il suffit de montrer que

= 0
q(n)

lim p.s. 2
n °° i=1o+1

a- - a-
in î

(22)

Pour cela, nous allons appliquer une inégalité de Tchebychev ren¬
forcée ( 1) . Il vient :

Prob [ | ej (cùj )+... + ej (con) - n aj | > p (Tj \/n ]

^ 2 exp [ -

2(1+ ~)2
2 a-

a;

quel que soit p tel que 0 < p ^
i V*

M

\/m ; * e \/n
Donnons nous e tel que 0 < e ^ —zzr et choisissons p =4

y/2 M
cr* \/rï \/2

on a bien 0 < p puisque
M ^ 4

£ y/E y/ï
^0 < —== . —r7- O;

M \J2 M 1 M

Alors, compte tenu de (19) et (20), on peut écrire, V i > iQ

Prob [ | a-n - a- | > e ] ^ Prob [ a- - a
in jUM J 11 M

2 exp f- n e

2M2 (1 + )2
2 CT- ]

< 2 exp

légalité valable pour tout £ <■

9M2 J
\/rn
VT

( 1) cf. RENYI [30J théorème 1 p. 36 5, cette inégalité est due à Bernstein.
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On a donc
çrtn) . q(n)

Prob [ 2 I ain - aj | > 6 ] ^ 2 Prob [ | âjn - aj j >■ q(n)-ï0

^(q(n)-.50V'â'expf~.9M2 [q(n)-i0l!

4^ 2q(n) exp [ --
2 e1

-]
9 M2 q(n)2

d'où (22), d’après la condition 5°), ce qui achève la démonstration.

COROLLAIRE 8 :

, i Si les conditions 1°), 2°), A°) et 4°) du théorème 12 sont véri-

q(n)2
fiées et si lim Log n = 0 on a encorej.

lim p.s. dn — 0

DEMONSTRATION.

Il suffit de montrer que

/ \2 i y +oo ‘ ' xt
lim — Log n = 0 —^ 2 q(n) exp [-À———r] •< +
noo n f* n^u 1

q(n)2
Pour cela posons $oc (n) Log n , il vient

q (n) exp [ - À - J -
a(n)1/^B1/-fr. *1 _ . Log n

q(n)2
—— elxp [? A ]

(Log n) ■ a (n)

= (g(n))./i
Log n

cc(n)
“1/2

n i
Donc, pour n assez grand, q(n) exp [ - À——— ] <*—“

q (n) n

VA>0 .

Ç.Q.F.D.
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REMARQUES :

p On peut comparer la condition lim
q(n)

Log n = 0 à la condition

15 bis. Si q(n) = [ Ana] , A>0, a > 0 , les deux conditions sont équi¬
valentes.

2. Si Q est compact et si f est continue et positive sur Q ,

tion 3°) du théorème 12 est vérifiée. En effet, on a alors :

L ej2 (où) f (co) du (cù) ^ inf
cù£ Q

ej2 (co) dp (co) > 0

la condi-

Si les ej sont les fonctions trigonométriques, la condition est vérifiée
V f € L2 (Q). En effet, si i est pair (i = 2k), on a, en prenant par
exemple Q = [ 0,2 ir ] :

Jq ej2 (co) f (co) dp (co) J Cos2 k co f (cq) dco
_J_ /2TF

2 TT J °
f (o$ d CO +

2 TT

2 TT
Cos 2k co .

f(co) dco
1

— pour k assez grand.
4 TT

Le calcul est analogue pour i impair.

Nous ne savons pas si la condition 3°) est vérifiée pour n'importe
quel système orthonormal, V Q , V p , Y f € L2 (p)..

Nous allons maintenant donner un théorème de convergence uniforme
presque sûre, valable pour Q = R , et qui ne fait pas intervenir la condi¬
tion 3°). La méthode de démonstration est analogue à celle de NADARAYA
[18] .

THÉORÈME 13 :

On suppose que :

1°) Q est un intervalle de R , fini ou infini et p est la mesure de Le~
besgue sur R .

2°) ej est la variation bornéeK V i € N .



Denis BOSQ

62

3°) La série 2 aj converge uniformément vers f .
i€N

4°) iim q(n) — + «> .

n oo

Alors, pour que

lim p.s. sup J f (co) - f (co) |' 0
n oo co€ Q

il suffit que

2 exp [ - a -—r — P < + ~ , V a > 0 (23)
M,(n)'V%(n)

aven M / ) = sup . sup> |; (co) JJH n.'
1 < i ^ q(n) co C Q

DÉMONSTRATION.

Les conditions 3°) et 4°) entraînent la condition S* donc, d'après
(18), il suffit de montrer que

A* A

6
n = sup | f (co) - f (co) | -» 0 quand n -* oo .

co€ Q p.s.

Soit F la fonction de répartition associée à f et soit la fonc¬
tion de répartition empirique. On peut écrire :

= /Q éj (ta) dF (co) et ain = e{ (co) dFn (co) , V i € N

tq(n)

fn St? fn ^ ï 2 <ain 30 ei SI

L
q(n)

[ 2 e- (t) e. (co)] . [dFn(t) - dF(t)] , V «C Q
Q »i=i 1

( V) Çj. étant à variation bornée, V i £■ N on a M , ,^<C+ 00 .
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comme les e-

vient :

f„ (CO) - fn (co) =

d'où

6n = sup | fn (co) - fn (co) | < Dn . Mq(n) . Vq(n)
co€ Q

avec Dn = sup | Fn (t) - F (t) |
t € Q

alors, d'après le lemme 6 (Chapitre I) :

Pr°b [ I 5n | > 6 ] «. Prob [ Dn . Mq(n) . Vq(n) > e ]
ne2

C exp [ - 2 — - ] , V e > 0 (23 bis)
Mq (n) ' V q(n)

sont à variation bornée, on peut intégrer par parties et il

■L
q(n)

[Fn(t) - F (t)] . [ 2 ej (co) dej(t) ] , V co € Q
i= 1

et (23) permet de conclure.

EXEMPLES :

1. - Si Q = [0,2 tt] et si les e* sont les fonctions trigonométri-
ques, le théorème 12 s'applique pour f continue à variation bornée et

telle que f(o) — f(2îr) et q(n) = (n1), r<—.

2. - Nous verrons au Chapitre III l'application du théorème 13 dans
le cas où les ej sont les fonctions d'Hermite.

Donnons enfin, sous la forme d'une condition nécessaire et suffisan¬
te, un énoncé qui contient une réciproque du théorème 13 :

On suppose que la condition (23) etles hypothèses 1°), 2°) et 4°)
du théorème 13 sont vérifiées et on désigne par C l'ensemble des densi¬
tés définies sur (Q, p ) et admettant, par rapport aux e-, une série de
Fourier uniformément convergente. On a alors le résultat suivant :
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THÉORÈME 13 BIS :

Pour que :

A

lim p.s. sup | f (co) - f (co) | = 0
n °° co£Q

il faut et il suffit que f appartienne à C .

DÉMONSTRATION.

La condition suffisante n'est autre que le théorème 13 .

La condition nécessaire est une conséquence immédiate de l'inéga¬
lité :

sup | fn (co) “ f (co) | <: Ôn + sup | fn (co) - f (co) |
co£ Q co £ Q

et du fait que, d'après la démonstration du théorème 13 ,

A

lim p.s. 6 =0 quelle que soit f .

n °°

IV- LOI LIMITE DE L'ESTIMATEUR

Nous supposons, comme au paragraphe précédent, que l'on estime
A

une version de la densité et que f est défini à l'aide d'une version des
A

e-. Nous cherchons la loi limite de fn(co0), coQ étant un point donné de Q.

THEOREME 14 :

Si

1°) M = sup . sup | ej (co) | < + oo
i £ I co£Q

2°) il existe A > 0 tel que, pour n assez grand :

q(n)*1
q(n)

[ I
k= 1

(“<,>!2 f (co) d p (co) A
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3°) f (coG) -* f (coQ) quand n -» + oo
q(n) 1+ot

4°) II existe oc > 0 tel que lim 0
n oo n

5°j lim q(n) = + oo
n f»

’fn (“o> • fn (°o)
Alors a „ converge en loi vers une variable aléatoire

dont la loi est normale de moyenne nulle et d'écart type 1 .

DEMONSTRATION.
r*

On peut écrire fn (coQ) sous la forme d'une somme de variables a-
léatoires indépendantes et équidistribuées, en effet :
A q(n) 1

g 2
k = 1

- tf4n k

n

= 2
k = 1

^kn

1 q(n)

avec II

G
— 2
n j= 1

Donc K <“«) - £n (“<P

ei.,n("k) ei,.n<V (24)

avec yicn^W

= 2
k= 1

\n
CT [ykni

5kn

k = 1, n .

Nous allons montrer que l'on peut appliquer le theoreme central li~
mite (cfLOEVE [31] p. 316) aux variables zkn- Pour cela, il suffit de
montrer que :

a) Pq (Ê) = 2 Prob 11 zkû J > e I ■* 0 q11311^ n->+oo, Ve>0
k= 1

«) Il existe T > 0 tel que, quand n -» + 00

E [zkn (t) ] ^ 0
n

2‘ (zu (t) ) -» 1 et 2
k= 1k= i a kn v,zkn
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zkn (T) désignant la variable aléatoire zj^ tronquée à t

DEMONSTRATION DE a).

On peut écrire :

P (e) = n Prob ( | z, | ? e ) $il 'In' . 2+2 a 2 + 2 a
(25)

Or, d'après (24) et la condition 1°)

lyjJ ( M2 j£îL (26)

et d’après la condition 3°), il existe 6 > 0 tel que, pour n assez grand:

(27)
f_ («_ ) f (&0 + 6

|E(y£n)‘| = —0-L_2_ « -ii
Donc, d'après 5°), on aura, pour n assez grand :

ly£n ’^n* ' < 2M2 hr (28)

D'autre part, en tenant compte de 2°), on obtient

1 q(nK
E(yV=;j o[3, f(“)du <M

A ^ J
^ A——— pour n assez grand

n

(27) et (28) entraînent, pour n assez grand :

(29)

(30)

En reportant dans (25), on trouve :

1
■> rt *

n

q(n)1+a

1 , „ 2 + 20 q(n)
(2 llmi

2
2+2 à • ’ q(n)1+ a

soit Pn (e) ^ K (e) (31)
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avec K (e)
2

6 y/T

2 + 2 a

d'où a) d'après 4°) .

DÉMONSTRATION DE b).

D'après (28) et (30) , on peut écrire

u£ i «_d. ai* 3^.£n y/rTa (y£n) n V A

soit
. T; 2 \[2 M2

z o I ———1 £n 1 sJJT

Or 4°) entraîne 0 puisque

n

donc, V t > 0,

et comme ct (zg ) =
V®

_1_ q(n) 1+0C
n na

z g (t) = zgn pour n assez grand,
et E( zgn) — 0 b) est démontré.

67

CONCLUSION.

Le théorème limite central s'applique et

{n («p) ‘ fn (“p)
a [ fn (coQ) ] dU

C.Q.F.D.

EXEMPLE :

Si les e? sont les fonctions trigonométriques sur [0,2tt] , si f
est à variation bornée, telle que inf f (co) > 0 et continue au point
coQ , 0 co ^ 2 TT
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enfin si q(n) = (3 (n fy, 0 < (3 < 1 , le théorème 14 s'applique
V coQ C ] 0,2 tt [ -

V - APPLICATIONS

1. Estimation du mode .

COROLLAIRE 9 :

Pour Q = Rp et n = Àp (mesure de Lebesgue sur Rp), si e* est con¬

tinue et telle que lim e- (co) = 0, Yi € N ; si f est uniformément
Il 00 II = 00

continue et unimodale et si mfi est une solution de l'équation
AA A

fn (“n* = SUP fn ’
co€ Rp

alors m est un estimateur presque sûrement convergent du mode m de f

quand les hypothèses du théorème 12 ^ sont vérifiées.

DÉMONSTRATION.
La démonstration est tout à fait analogue à celle du théorème 3A

de Parzen [29] et du théorème 2 de Nadaraya [18] . On a, en effet,les
propriétés suivantes :

1°) Y g > 0, oc>0 tel que || m-co || > e =^| f(m) - f(co) | ^ oc

2°) | f(mn) - f(m) | 2 sup | fn (co) - f (co) |
co € Rp

donc, Y e > 0

Prob [ || mn - m || >e] < Prob [ | f(mn) - f(m) | ^ a ]

^ Prob [ sup | fn (co) - f (co) | ^. -— ]
co€ R 1

(2)

( 1) Resp. du théorème 13 si p = l ,

(2) ci PARZEN p. 1072 .
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d'où le résultat puisque
00

2
n= l

Prob [ sup
mi R

fn (co) - f (co) | > — ] < + 00 .

2. Estimation de la fonction de répartition.

Q étant un intervalle compact de R muni de la mesure de Lebes-
gue, on peutdéfinirun estimateur delà fonction de répartition F, analogue

A

à fn> en posant :

A l(n)
“l = L e:(t)F;

Q J n
(t ; cûj,..., con) dt] ej (co) (32)

V n € N , V (co; colf..., con)
répartition empirique et où les
(£2) I".

||g
€ Q n+1 , où Fn désigne la fonction de

forment une base orthonormale de

COROLLAIRE 10 :

1°) Si lim q(n) = + oo , Fn - converge vers F en moyenne quadrati-
noo

que intégrée.

2°) Si les ej sont bornés uniformément pouf j € N ,

2
jCN hi F ] e- converge uniformément vers F et

si T
n= 1

r
exp I. - y J < + oo ,

n

V y > 0,

alors lim p.s. suP 1 Fn («) " F (co) | = 0
n oo coC Q

DÉMONSTRATION.
1°) Posons Q = [ a,b] (a < b), Ajn —J ej F^ et
(1) Le cas des fonctions trigonométriques a été abordé dans [28] .
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A. =
j ~ /b ej F. Alors :

et

j- ■ e /; k -f>’=

£ : e2
,2 Ver Â.1= 1 jn

/r>

Fn ' FV = 2 VarÂ.J.! --Ajn+S A,*
D'où, en remarquant que E (A. ) m AJn ^in :

J^qCn) ^

~ Jn + ? t A-2 - Var A. ]
J>q(n) J Jtlj

A.2 - 2 E(Â- 2) + J*
J>q(n) J J>q(„, jn 1 Jn

Or, j! =- r F(l-F)

I A.2 = [h F2
J=1 J Ja

* X e(V) -;\ r
D'où le résultat puisque q(n) -i «» .

2°) La démonstration est analogue à celle du théorème 13 :

On pose E(Fn) = Fn et l'on écrit :

q(n)

F„(“)-Fn(») = V <Ajn-Ajn) ej(u)

= fit eAt) e.(co)] . [F*(t)-F(t>]
■* j= i J J "

dt

(33)

V ta € [a,b]
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où, d’après l'inégalité de Schwarz :
'

’

/b tel * * 2 1/2
sup I Ffl (co) - Fn (c^ I 4 [J ( 2 ej (t) ej (co) ) ]w£ [a,b] a j 1

[ /b [F* (t) - F(t)]2 *f£îJ a

< M q(n)^2 (b-a)172 sup | F* (co) - F (co) |
co€ £2

avec M = sup sup f e-(co) | .

co€[a,b] j €N

et l’on conclut en utilisant le lemme 6 (Chapitre I) et l'inégalité

sup | Fn (co) - F (co) | ^ sup | Fn (co) - Fn (co) !
coda,b] coC [a,b]

+ sup | Fn (co) - F (<o) |
coC[ a,b]

REMARQUE :

Si les ej sont les fonctions trigonométriques sur [a,b], Fn est
meilleur (au sens du MISE) que Ffl pour un choix convenable de q(n) (cf
[28] théorème 5, p.950). Ceci n'est pas en contradiction avec le théorè¬
me 9 (Chapitre I) car F n'est pas, en général, un estimateur sans biais
de F.

3
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III

ESTIMATION DES DÉRIVÉES DE LA DENSITÉ

I - GÉNÉRALITÉS

1. Introduction.

Le premier article sur l'estimation des dérivées de la densité sem¬
ble être celui de P.K. BHATTACHARYA [33] (1967), ses résultats ont

été complétés par SCHUSTER [14] (1969). Ces deux auteurs estiment la
keme dérivée de la densité à l'aide de la keme dérivée de l'estimateur de
la densité défini par la méthode du noyau. SCHUSTER a obtenu des con¬
ditions de convergence uniforme presque sûre.

Dans ce chapitre, nous étudierons des méthodes liées à celle des
fonctions orthogonales. Les démonstrations étant analogues à celles du
chapitre précédent, nous les exposerons brièvement; nous appliquerons en¬
suite les résultats obtenus à certains cas particuliers, notamment au cas
des fonctions d'Hermite

2. Méthodes d’estimation.

Dans toute la suite du chapitre, nous supposerons que Q est un
intervalle fini ou infini de R et que p est la mesure de Lebesgue sur Q.

Remarquons que, dans le problème qui nous intéresse ici, on peut
envisager deux points de vue :

- 1er point de vue: sachant que f est k fois dérivable, on cherche
à estimer directement f*k* (keme dérivée de f).

- 2èfne point de vue: sachant que f est k fois dérivable, on cher¬
che à obtenir un estimateur de f qui converge suivant une topologie plus
fine que celle de la convergence uniforme (en particulier la topologie de la
convergence uniforme des dérivées jusqu'à l'ordre k ).

Il est clair que . ü-estimateur choisi pourra dépendre du point de vue
adopté et du mode de convergence utilisé. Aussi allons-nous définir deux
méthodes pour l'estimation de f *kL
( 1) La plupart des résultats qui suivent sont dans notre note aux C.R. [34] du 24 novembre

1969, cf aussi I.48J •
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1ère méthode :

Posons Q = fa,b] , a < b, a € R , b € R et désignons

par <£2 (Q, k) l'espace des fonctions réelles définies sur Q , k fois
dérivables et de carré intégrable ainsi que leurs k dérivées.

Soit (e;) une base orthonormale de £2 (Q) telle que

e- £ £2 (Q, k) et telle que

lim ej(h) (x) f(k’h) (x) = lim ej(h) (x) f(k’h) (x) (1)
x -* a (+) ' x -> b (->

V i£N , Y h = 0, 1, k .

On peut alors estimer f'k^ par la méthode des fonctions orthogona¬
les, ce qui revient à estimer les coefficients

Or, en intégrant k fois par parties et en tenant compte de (1), il
vient

ajr. = (-l)k / ei(k) (x) f(x) dx , V i £ N1K J Q

Il semble donc naturel de choisir comme estimateur de a^i :

aik,n = <-l>k fQ 1,M« VieN <»
où Fn désigne la fonction de répartition empirique associée à un échantil¬
lon de taille n .

L'estimateur sera donc de la forme :

a q(n)

^^(x) = ^ aik n ©j (x) , V x £ Q , Y n £ N (3)

avec lim q(n) = + <» .

n oo
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2ème méthode :

Soit &k (Q) 1* espace des fonctions réelles, définies et bornées sur
Q et possédant k dérivées continues et bornées.

Soit (e-) j N une base orthonormale de ic2 (Q) telle que

e- € (Q) , V i £ N et soit f une densité appartenant à ë^fQ).

rivée
fn désignant l'estimateur de f étudié au chapitre précédent, sa dé*
■\ A '

keme, soit fn^ > est un estimateur de f' . L'estimateur est donc
de la forme :

q(n)

f(k) (x) = 2
i= 1

a• . e• ^k^ (x)
in ‘ ei ’

Y x € Q , V n £!

A /
avec a- — i

m Jo ,, Y i€N , V n €

(4)

(5)

et lim q(n)
n t»

+ oo .

Il - THÉORÈMES ASYMPTOTIQUES

1. Conve

THEOREME 15

rgence de k .

1 ) Pour que converge vers f^ en moyenne quadratique intégrée; il

faut et il suffit que

lim
n oo

L<r„ eiU|S(*)] f(x)dx = 0 (6)

2°) Si e? est bornée et cV ^ (k) „ ^ ,
i et si e- est a variation bornée, Y i € N ; si, de

plus la série 2 a., p
. ikci converge uniformément vers f' , alors, pour

que ,€N
lim p.s. sup I fnk(x)-fl«(x) I = o
noo x € Q
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il suffit que
+ 00

2 exp [ - a
n=1 ™'q(n) ’” vq(n),k

] < + oo , Y a > 0

avec MqU) = sup
1 ^ i ^ q(n)

sup | ej(x) |
x € Q

q(n)
" Vq(n),k = J,

(7)

DÉMONSTRATION.
La démonstration de la 1ère partie est tout à fait analogue à celle

du théorème 10 ; en effet, le MISE s'écrit

[ 1 q(n) 2 n+1 q(n)
J = / — [2 e:(k) (x) ] . f(x) dx 2 a?u + 2 a?un JQ n i=i 1 n i=i 1K i£N

ce qui permet de conclure facilement.

De même, la démonstration delà 2ème partie s'effectue comme celle
du théorème 13 : une intégration par parties permet d'écrire l'inégalité :

I fn,k(x) ' E *n,k(x) I * Dn-Mq(n)-Vq(n),kxCQ

et l'on conclut à l'aide du leinme 6 .

A /LJ
2. Convergence de f ' ' .

Munissons ëfc (Q) de la norme suivante :

|| 91| = sup . sup | 9^ (x) | , V 9 € ë (Q)
k 0 ^ k x £ Q

et désignons par l'ensemble des fonctions 9 € ë (Q) telles que

1 n /lim || 2 [ / e.9] e- - 91| = 0 .
_ i= 1 J Q k

On a alors les résultats suivants :
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THÉORÈME 16 :

On suppose qu'il existe une constante positive m telle que

1 e-2 (x) f(x) dx ^ m , V i € N
Q 1

qui M sup
i € N

sup j e* (x) | < +
x £ Q

et que
+ °°

2 q(n) exp [ - À
n= 1 Mq(n),k • *«>'

■ ] < + oo, Y A > 0

OM Mq(n),k = sup , N 11 6i 11 k
1 ^ i q(n)

Alors pour que

lim p.s. || fn - f || k = 0

il faut et il suffit que f appartienne à Ci .

DEMONSTRATION.

Nous allons procéder de la même façon que pour le théorème 12 .

Montrons d'abord que :

H*n-EfJk - 0 , Vfe ë (Q)
p.s.

Pour cela, il suffit de remarquer que les relations obtenues dans la
démonstration du théorème 12 restent valables, c'est-à-dire qu'il existe un
entier iQ tel que :

q(n)
-

, r 2ê2 n n

Prob [1 I ain " | > 6 1 2q(n) exp [--■ 1 ™
i=i +1 q(n):

quel qu1 que soit e £ ] 0,
\[m
7^ [ .
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Or,

VEÎnllks<[ sup J|ei||k]. 2
14UL lsil

+ M
q(n)

. 2'i=n +l,f ain-ai

et comme 2 J ajn - aj | -+ 0, il suffit de montrer que
1=1

p.s.

q(n)

Mq(n) k • 2 | ajn - aj | -» 0 . Mais, compte tenu de (9), on peut1=1o+l p.s.

q(n)
2

mm +i
Prob[ 2 I«in - 1 > Mq(n),k

-] < 2q(n) exp [-
2 6

9M‘ Mq(n),k •

Ve €] 0, q(n),k V^~~ j- a {ortiori ,

2

Ve €] 0, Ifljfc ^ [ .

y/T

La relation (8) permet alors de conclure.

La démonstration du théorème s'achève facilement en utilisant les
inégalités :

i C *ik « iiL -E Lik + «E ^ * iik

et II E f II k ^U-Ü||

THEOREME 17 :

Si est à variation bornée, V i € N ; si

U
j sup sùp | (x) | < + °o, V n € N

rf 5 l<:i^q(n) x€Q V£ = 0, 1, ..., k
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et si

+ o° n

exp [ - a —- — J < + oo , V a > 0
"+1 Hq(n), £'■ Vq(n)

V£ = 0, 1, .... k

OÙ

Alors,

Vq(n) ;

pour qu e

q(n)

2
i= 1

lim
n oo

Il faut et il suffit que

Jq Id ei I

P-*- = 0

f appartienne à Cj^. .

DÉMONSTRATION.

Ce théorème est une généralisation du théorème 13 bis et la métho¬
de de démonstration est analogue :

Il est clair que tout revient à montrer que

il fn - E fn || k -* 0, donc que sup | (x) - (x) | -* 0
p.s. x€Q p.s.

pour £ = 0, 1, k.

Or, on a :

sup I Lf (x) - E N* (x) I < Dn . M <,(„),£ • V (n)
x £Q

V£ * 0, 1, k

ce qui permet d'achever facilement en utilisant de nouveau le lemme 6.

3. Loi limite de f' n

THÉORÈME 18 :

Si

HjS Pq(n),k O (q(n)k)
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2°) Il existe A > 0 tel que, pour n assez grand :

maS /q(n)T s
é m ei(t) (x) f (t) dt £ A

3°) E fn(k) (x) -> f(k)(x) quand n- +

4°) Il existe a> 0 tel que lim
n oo

q(n)1
= 0

Alors

fn(k) (x) - E fn<k> (x)
a[fn<l> (*)] ^ vAP (0,1)

DEMONSTRATION.

Ce théorème, qui estune généralisation du théorème 14, se démon*
tre de la même façon que ce dernier :

On écrit fn(k'(x) sous la forme
1 q( n$?

fn(k) (x) P 2 yin(k) avec y.(k> =- 2 (x) e^x.) ,n
j= î J Ju n •»

j = 1, ..., n .

Les hypothèses faites entraînent :

Ina|k,-E<nau’>l - O

*2

l'inégalité

Lit». -«wn

- o * r)

V° a(yln(k))
*ï

q(n)2k+>‘

Enyln(k^E(y^)i|
e2 + 2 0 ni+a a(yin(k))

et le théorème limite central permet alors de conclure.

2 + 2 OC
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REMARQUE :

La condition imposée à q(n) est indépendante de k £ N . Pour
assurer cette condition, on peut choisir, par exemple, q(n) = n^, 0<y<l ;
la condition est alors vérifiée pour

a > .

1-Y

lit - ETUDE DE CAS PARTICULIERS

1. Fonctions trigonométriques.

On suppose que Q estun intervalle fini [a,b] et que les ej sont
les fonctions trigonométriques sur [a,b] .

En appliquant les théorèmes du § II, on obtient les résultats sui¬
vants :

COROLLAIRE 11 :

Si les ej Siont les, fonctions trigonométriques sur [a,b]
si f£ £ 2 ( [a,b] , k) et si ^

f(£) (a) = f(^ (b) ve*0,l, ..., k là
Â lors,

1°) fn^ tend vers |W en moyenne quadratique intégrée, si et seulement

si lim - o.
n oo

n

2°) Si f (k) est continue et à variation bornée, et

oo
, n

2
a— î

exp r — oc 1q(n)2k+2J
< + oo ? V a > 0

alors SUP f(w<x)|:i- 0
a £ x<; b p.s.

quand n 00 .
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3°) Si f € ly| ( [a,b] £gj si f(k+i)'(a) = f(k+i) (b) ;

i = 1; 2 si inf ftx)'^ 0 et 'à*Hl existe 0 tel que
a ^ b

lim
q(n)

g 0 alors
Lw(x)-Ef'k> (x)

ct [ f_ ( k (x)]
(0,1)

BPP!Wffpw ltflif(k^) tâî'.4' f(è+i^"(B).
i — 1, 2 et si

I +00 .

I
E§lr®

exp [ p 4b)21*2

alors lim mm II fn - f II

-] < + oo , Y P > 0 (11)

DÉMONSTRATION.
Des calculs trigonométriques élémentaires montrent que :

W /,x2
a) S

, eg (x) est de l'ordre de q(n) ?k|lt uniformément pour
flfryljc 1 IjL r%\ ** im [g p - » *v . Âï r\

M € [à,b] .

b) £ est de l'ordre de q(n) 1, V £ = 0, 1, k.

c) ^ est de l'ordre de q(n) k .

d) $ËjËk £ est de l'ordre de q(n)^ » V£ = 0, 1, k.
r b 2

e) / [2 e-(t) e- (k)(x) ] f(t) dt est au moins de l'ordre de
J a 1=1 / 1

q(n)2k+l si inf f(x) > 0.
a<^ x^ b

Dans ces conditions :
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DÉMONSTRATION DU 1°) :

C'est une conséquence immédiate de a) et de la première partie du
théorème 15 .

DÉMONSTRATION DU 2°) :

A

Comme Lk^ est continue à variation bornée, E fn ^(x) ** f k (x)
uniformément sur [a,b] et l'on peut, en tenant compte de b), appliquer la
deuxième partie du théorème 15 •

DÉMONSTRATIONS DU 3°) ET DU 4°) :

Des hypothèses faites sur f, on déduit que les coefficients de

Fourier de f sont, au plus, de l'ordre de —k+ 2 ce qui implique la conver-

gence uniforme de E f ^ vers f ^ pour £ = 0, 1, ..., k . Alors de d),
e) et du théorème 18, on tire 3°) . Enfin de b), d) et du théorème 17,
on tire 4°) .

REMARQUES :

1 - Les conditions (10) présentent des inconvénients pour les ap¬
plications. On pourrait éviter ces inconvénients en estimant f par son dé¬
veloppement en série par rapport à un système orthonormal sur [a,b] tel
que e^(a) = e-(b) = 0 , V i € N .

2 - On pourrait, pour obtenir une convergence uniforme presque sûre
de frf" utiliser le théorème 16 ; mais la condition imposée à q(n)
serait plus forte que (11) . En effet, d'après c), on aurait la condition:

> n

2 q(n) exp [ - (3 ~ , V (3 > 0 .
n=i q(n) +

COROLLAIRE 12 :

Si f est indéfiniment dérivable et telle que

f(k (a) = f(k)(b) , Y k € N ; si les ej sont les fonctions trigonomé•
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triques sur [a,b] et si q(n) = (Log n), alors

lim p.s. sup |fn(k) (x) -f<« (x) | =0, V k € N (Ï2)
n «> a ^ x £ b

DÉMONSTRATION.
Il est clair que l'on peut appliquer le 4°) du corollaire 11,

V k £ N , d'où le résultat.

REMARQUE :

v |\

On peut donner le même énoncé pour fn ^ .

2. Fonctions d’H ermite.

Sur L2 (R) le système orthonormal le plus utilisé est construit
avec les fonctions d'Hermite hj f§ = 0, 1, ...). Elles sont définies de lafaçon suivante :

2
- X

hj (x) | (2J j ! ïï ^)' 1 • Hj(x) e 2 j = 0, 1, ... ; x€ R

avec Hî(x) = ex ■——- (e”x) j = 0, 1, ... ; x£RJ dxJ

Les Hj sont les polynômes d'Hermite .

L'application des résultats du § II nécessite la démonstration de
quelques lemmes :

LEMME 11 (S.C. SCHWARTZ)

*2 SL -xv, tSi e jxk [e f(x) ] est de carré intégrable

alors I a; | = | / f(x)h*(x)dx|g 1 31 JR 3 1

DÉMONSTRATION.
Voir S.C. SCHWARTZ [27]

= O <i‘k/2)

p. 1262 .
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LEMME 12 :

Pçur j > 1 et k ^ 0 , . on a l'inégalité .

sup |h-(k) U) \ 4 c [2(j+k)]k/2
x € R J

où c est une constante indépendante de j et k .

(13)

DEMONSTRATION'.

Nous allons procéder parrécurrence sur k. On sait (cf. SANSONE
[35] p. 324) qu'il existe une constante. ,c telle que

sup. sup | h; (x) f 4 c
] € N x € R J

(14)

D'autre part, les relations suivantes entre polynômes d'Hermite sont
bien connues :

Hj+i Hj +*2j Hj.x = 0 , Vjfl
* Vj^l

Or |St m e'i8/* (2j j 1 ■ VI [ m - x H-]..

donc’ h'jîk)^ lr 2 (T j ! Uvt)hUA[-2\ +-^1±L+ j Ipg ]
H; ,

on en tire facilement la relation :.

hVhè'Æ b; , > (x) —- ha i (x)J J + 1 JT T4 yJT

V 1 , V X€ R

Compte tenu de (14), il vient

M0È [~L-1 + ,< P [2(j+q)]
: 3 iÇ/tm J2 ’\I2

1/2

V x € R Y i ^ 1 .

Æ

(16)
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Or, de (15), on tire

(15 bis)

V x€ R , Vj > 1 , Vk Vl

donc, si l'on suppose que

sup ^h.^-11 (x)| « e [2(j+k-l)] 2 , Vj*l
x € R J

on en tire (13) et, compte tenu de (14) et f( 16L on en déduit qu© (13)
est valable V j > 1 et Y k > ^0 I C.Q.F.D.

LEMME 13 : à

V oc > — , lim f | h- (x) | dx = 02 ; „ / .xl>i J

DÉMONSTRATION.

On sait (1) que le jeme polynôme d'Hermite peut s’écrire :

donc
x

|hj(x)r« (2>j! n^2)'^2 (2e | x| V e

d'où, pour j assez grand et compte tenu de la formule de Stirling :

(1) cf lSANSONE ,135] p, 306 .
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| h- (x) | K
2J/

J e J

où K est une constante indépendante de j .

Alors, pour j assez grand, il vient :

h; (x) | | x | J e 2 (17)

mais, pour | x | > j a > ■— , on a
2

j Log | x | ^ | x | — Log | x
a

Ce qui entraîne, pour j assez grand ,

j Log | x | ^ soit | x |j ^ e
4

et, en reportant dans (17), on trouve
jd

| h- (x) | < e 4

d'où l'on déduit immédiatement le résultat cherché .

LEMME 14

(18)

Y a >—, il existe une constante positive K telle que, pour j assez

grand

JR |hj(x)| . dx « Kj0/2 (19)

DEMONSTRATION.

D'après l'inégalité de Schwarz, on a

/ |hj(x)| dx « [ /, 0hi2(x)dx]1/2.(2ja)>/2<(2j«)i/!/|x|^j° J J 1*1 <1 J
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Donc, d'après le lemme 13 et l'égalité

/ I h: (x) I dx = / >a | hi (x) I dx + /•'R J J 1 |x| >

on a, pour j assez grand :

JB îij«l %
C.Q.F.D.

LEMME 15 :

1
Va > ” on a, pour j assez grand

— .jl/2 < / Ik’iWI dx < 2.j1/ 2 + 0/2
2c J ■'R J J

DÉMONSTRATION.

D'après (15), on peut écrire

/B|hj+lW| dx+^ /r"
et en tenant compte de (20) , on obtient facilement la
de (21) .

Toujours d'après (15), on peut écrire :

h'.(2)(x) =iii h?+1 (x) +i h?.! (x) - Vj (j+l)hj+i(x)
ce qui donne, en intégrant :

/R hf <x) dl‘i j +T

j +-î-= / h' .2(x)dx< sup | h' • (x) | . / | h'
2 /R J x€R J /R

87

.a IhjWI dx

(20)

(21)

(x) | dx

deuxième inégalité

hj-1 <x)

j (x) | dx
d'où :
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ce qui entraîne, d’après (13) :
1

i +2
. h’î(x)| dx > ——

R J c[2(j+l)]1/2/.
et la première inégalité de (21) s'en déduit immédiatement.

LEMME 16 :

V a et Vk^l, on a

k + a

O (j 2 ;> (22)

DÉMONSTRATION.

Nous allons procéder par récurrence.
Le 1 emme 15 montre que la propriété est vraie pour 1, supposons-

là vraie pour k-1 .

De (15 bis), on tire :

L1 hjlkl(x) 1 dx « /e 1$fi’ (x) 1 41

(»

Or, d'après l'hypothèse de récurrence :

k - 1 + «

(x) I dx = O ( j 2 )

k - 1 + a

(x) | dx = Q ( j ^ )

en reportant dans (23), on en tire (22). C.Q.F.D.
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Nous pouvons maintenant appliquer les théorèmes généraux aux
fonctions d'Hermite :

COROLLAIRE 13 : J
x2 - x2

Si f est k+3 fois dérivable si e 2 . [ e 2 f(x) ] (k + 3) £ £ 2
et s'il existe a>— tël que

2

I
n = 1

exp 1- y ]7
q(n)k+3+a

< + oo, V y > 0 (24)

alors

lim p-s- Il î„ - f 1! k
= 0

n °c

fR désignant l'estimateur associé aux fonctions d'H ermite.

DÉMONSTRATION.
Tout d'abord, d'après les lemmes 11 et 12, on a, V k :

k+3 JL
sup |a-.e. (£) (x) | = O <J 2 * j 2 )
x£R J J

Donc f £ .

D'autre part, d'après le lemme 12, on a pour tout £ < k .

wq(n), £ « „ “P , Kjfti0 4. {4k

Enfin, d'après le lemme 15 :

1 + a

Vq(n) = O (q(n).q(n) 2 )

Q (q(n)k/ 2)

3 + a

O <qM ~)
17 .

d où le résultat d'après le théorème
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REMARQUE :

Pour k = 0, si l'on suppose seulement f continue à variation bor¬
née, alors sa série de fonctions d'Hermite converge uniformément sur tout

compact (cf SANSONE [35] p. 436) et l'on en déduit que

A

lim p.s. sup | f (x) - f(x) | = 0
n oo x € K

V K compact de R, si la condition (24) est vérifiée, ce qui sera le cas,

par exemple, pour

q(n) = nP , (3 < —

A

Donnons maintenant les résultats relatifs à l'estimateur f i as¬

socié aux fonctions d'Hermite :

COROLLAIRE 14 :

Si l'on prend comme système orthonormal les fonctions d'Hermite et

si f € £2 (R, k) est telle que

lim j»|4 (x) f^”® (x) et lim hj^ (x) f^jj^) (x)
X-oo X+oo

existent et soient égales pour 2 = 0, k ; alors

q(n) k + 1 1a
1°) Si -» 0 avec — , f i

n n n’K

converge vers en moyenne quadratique intégrée.

2°) Si f est k+3 fois dérivable et telle que

eX2/2 :■ e.x2/a fU)(x)1 e £2
dx3

1
et s'il existe a > — tel que :

2

+ oo

exp
n = 1

Or
n

■q(n)k + CX + 2
.] < + oo , V y > 0 (25)
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alors

lim p.s. sup | (x) " f(x) | = 0
noo x€ K

DÉMONSTRATION.

1°) Le lemme

1 q(n)
Üfl [h:(k)
n j = 1 J

q(n)k+1 ndonc -* 0
n

le 1°) du théorème

12 montre que

(x) 32 1 f(x) dx <— c2 2
n

quand n -* °o entraîne

15 .

k
. [ q(n) + k]k . q(n)

(6) et l'on peut appliquer

2°) Le lemme 16 montre que

k+a k+a+2

Vq(n),k = O ^ 2 ^ = O (q(n) ~ )
et comme

Mq(n) < c’ Vn€ N
on voit que (25) entraîne (7) et, compte tenu du lemme 11, on peutap'
pliquer le 2°) du théorème 15 .

REMARQUE :

Si l'on suppose seulement f' * continue et à variation bornée, on
obtient, dans le 2°), une convergence uniforme presque sûre sur tout com¬
pact.

CONCLUSION.

Pour obtenir une convergence uniforme presque sûre, nous avons dû
faire des hypothèses légèrement plus fortes que celles de [14]. Nous pen¬
sons que l'on doit pouvoir alléger ces hypothèses mais, de toute façon,
elles sont presque toujours vérifiées dans la pratique.
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D'autre part, la méthode des fonctions orthogonales a des qualités
de simplicité et de robustesse que ne possède pas la méthode du noyau.

Par exemple, pour n — 1000, l'estimateur de la densité (ou de l'une
de ses dérivées) obtenu par la méthode du noyau se présentera sous la
forme d'une somme irréductible de mille termes ! En revanche, l'estima¬
teur construit à partir des fonctions d'Hermite se présentera sous la forme
du produit d'un polynôme de faible degré par une exponentielle: on obtien¬
dra donc un estimateur à la fois plus simple et plus lisse.
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