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INTRODUCTION

L'objet de ce travail est 1'étude de certains Problémes d'estima-
lion statistique dans lesquels le paramétre est a valeurs dans un espace
fonctionne .

Le premier chapitre est consacré a des généralités sur I'estimation
fonctionnelle : nous étudions notamment les conditions d'existence d'esti-
mateurs sans biais. Dans le cas ol de tels estimateurs existent, et ou 1'es-
pace des paramétres est un espace de Hilbert réel, nous montrons 1'exis-
tence d'un estimateur sans biais uniformément optimal.

Cependant on constate que, dans de nombreux Problémes d'estima-
tion fonctionnelle, il n'est pas possible d"obtenir un estimateur sans biais
(notamment dans le cas ob le paramétre est « local » en un sens que nous
précisons. On doit alors se limiter aune étude asymptotique du Probléme :
teci nous amene a donner le principe d'une construction d'un estimateur
convergent, dans le cas ou le paramétre est a valeurs dans un espace mé-
frique.

Les chapitres II et III sont consacrés a 1'estimation de la densité
et de ses dérivées ; la méthode employée est celle des fonctions orthogo-
nales. Cette méthode nous semble, en effet, plus simple et plus lisse que
la méthode du noyau. Nous étudions essentiellement les propriétés asymp-
totiques de 1'estimateur, puis nous appliquons les résultats obtenus aux
estimateurs construits a partir de deux systémes orthogonaux importants :
les fonctions trigonométriques et les fonctions d'Hermite.

Dans le chapitre IV, nous montrons comment, & partir d'un estima-
teur de la densité, on peut constrire des estimateurs pour la densité con-
ditionnelle et les fonctions de régression.

Enfin, les deux deriers chapitres sont consacrés a des questions

hiées plus ou moins directement a I'estimation du support d'une loi de pro-
ahilité ¢

Dans le chapitre V, on généralise des résultats de M. GEFFROY
Sur 'estimation de la fonction frontiére et, dans le chapitre VI, on étudie
les éléments extrémaux d'un échantillon bivarié et on construit, a l'aide
flef €léments maximaux de 1'échantillon, un estimateur de 1'ensemble des
Fiements maximaux du support.
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I
GENERALITES SUR L'ESTIMATION FONCTIONNELLE

| -GENERALITES SUR L'ESTIMATION STATISTIQUE.

1. Schéma d'un probléme d'estimation.

Si I'on se limite au cas d'observations indépendantes et équidis-
tribuées, on peut schématiser un probléme d'estimation statistique de la
fag:on suivante :

Soit (I une tribu sur un ensemble Q et soit ¥ = P (Q, @) I'es-
pace des mesures de probabilité sur |'espace mesurable (Q, () .

Soit D un sous-espace de ¥ , so0it ® un ensemble, a priori quel-
conque, appelé espace des paramétres. Soit, enfin, ¢ une application de

D dans @ .

Le probléme est d'estimer & = (P) a partir d'observations qui
proviennent d'une loi de probabilité inconnue P € D . L'application qui
dssocie a ces observations la valeur estimée du paramétre s'appellera un
éstimateur. Plys précisément :

DEFINITION | -

Un estimateur d'ordre n est une application de Q" dans © .

NOTATIONS :

Dans ce chapitre, sauf avis contraire, on désignera par T, unes-

limateur d'ordre n et par T = (Tl,...,Tn,...) une suite d'estimateurs.

2. Définitions.

; Pour évaluer # . on cherchera, évidemment, a obtenir des estima-
UIS possédant certaines propriétés de régularité et pour lesquels 1'erreur
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commise dans |'estimation (cette notion étant a préciser) est aussi petite
que possible.

Nous donnons, ci-dessous, les définitions d'un certain nombre de
propriétés que 1'on peut exiger d'un estimateur.

DEFINITION 2 :

Si @ est muni d'une tribu B, on dira que T, est mesurable s'i/

est A" = B mesurable.
DEFINITION 3 :

On dira que T est strict si o (Q™) est inclus dans ¢(T) .

DEFINITION 4 :
Si @ estun espace topologique muni de sa tribu Borélienne, on

dira que T converge en probabilité si VP C D, VU voisinage ouvert
de 9 (P), ona:

F
i P*LT £ U] 20 ()

4
n o=

*
PM" désignant la mesure extérieure associée a la mesure de probabilité

PM définie sur la tribu produit & .
DEFEINITION 5 :

Avec les mémes bypothéses sur ® , ondira que T converge pres-
que sirement si

P=" [T, #=¢(P)] =0 VPeD (2)

p~* designant la mesure extérieure associée a la mesure de probabilité

produit P définie sur la tribu produit v =0,
DEFINITION 6 :

On suppose que Q est un espace topologique localement compact
et que ® estun espace vectoriel topologique localement convexe séparé.
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On dira que Tn est un estimateur sans biais de ¢(P) si, VP € g

1) Tn est scalairement essentiellement P intégrable et admet

une intégrale par rapport a P™ .
2) Ep [Tn] :-/ Tn () dP™ (@) = o(P) (3)
Q]’l
DEFINITION 7 :

Soit ﬂ-n une famille d'estimateurs d'ordre n et soit R (Tn’ )

une fonction de risque.

On dira que Tno est uniformément optimal (dans la f[amille ﬂ-n et pour

la fonction de risque R) si, VPP,V g g-n

R ('l"n0 o DT TR EY (4)

Il n'est pas possible, en général, de construire un estimateur vérifiant
toutes les propriétés précédentes.

Nous verrons que, sous des conditions assez larges, on peut obte-
nir un estimateur strict, mesurable et convergent (§1V). Au contraire, 1'exis-
tence d'un estimateur sans biais n'est vérifiée que dans des cas particu-
liers (cf §1I1) ; il en est de méme pour I'existence d'un estimateur unifor-
mément optimal (cf §V).

Il - ESTIMATION DE PARAMETRES FONCTIONNELS.

1. Exemples.

Dans la plupart des problémes classiques d'estimation, I'espace
est un sous-ensemble de R ou de RX . Dans ce travail, nous étudie-
rons principalement des problémes d'estimation ou I'espace ® est soit

(=)

un espace vectoriel topologique (en général normé), soit un espace métri-
Qe (ou pseudo-métrique).

Indiquons quelques exemples de problemes de ce type.
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Exemple 1 :
o= Rk, @= ka (tribu Borélienne de Rk),

D=9 (rk, %k),@) = B (rK, R) (espace des applications bornées

de RK dans R muni de la topologie de la convergence uniforme).
¢(P) = F fonction de répartition de P :
F (x;sere%) =P [(=00, %, [, (=00, %, [0y (=00, %, []

B gn ) el

Exemple 2 :

u mesure sur (Q, @) quelconque.

D = Ensemble des lois de probabilités sur (Q, @) admettant, par
rapport & b , une densité de Radon-Nikodym de carré p —intégrable.

© = espace de Hilbert L% (pn)
(P) = 5
¢ = 3 :
Exemple 3 :

Q =R, @ =93 (tribu Borélienne de R) (1) |

P = ensemble deslois de probabilité P absolument continues par
rapport a la mesure de Lebesgue A sur R et possédant une version con-
tinue de la densité : fp

® = C (R) (Espace des fonctions continues bornées sur R muni
de la topologie de la convergence uniforme).

9P = 1, .

(1) Dans la suite, nous supposerons, sauf avis contraire, que les espaces topologiques sont
munis de leur tribu Borélienne.
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Exemple 4 :

Q = R?, 9 = Ensemble des mesures de probabilité absolument con-
tinues, a densité f (x, y) continue, telles que

_[ y f(xy) dy

R

existe et soit continue ¥ x € R et telles que

ff(x,y) dy

R
soit continue et positive ¥ x€ R .

0 = espace des fonctions continues sur R , muni de la topologie de la
convergence uniforme sur tout compact.

¢(P) = Fonction de régression de y en x =

fy'f (x,y) dy / ff(x,y) dy
R R

Exemple 5 :

Q = R?, P = Ensemble des mesures de probabilité absolument con-
tinues, dont le support S est de la forme :

S = { (x,y) €R? | XE[O,I],O-S_}JS_SP(X) §
ol s, estune fonction définie et continue sur [ [0 5 ]

8 =C [0,1] (espace des fonctions continues sur [0,1] muni de la topo-
logie de la convergence uniforme),
o(P) = Sp (on dira que Sp est lafonction frontiére de P).

Exemple ¢ -

Q=R?, D = ensemble des lois de probabilité absolument continues, a
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support compact.

® = Ensemble des compacts de R* muni de la topologie induite par la
pseudo-métrique :

d(A,B) = A* (A A B) YVA,Be @

o A* désigne la mesure de Lebesgue sur R? et A 1'opération diffé-
rence symétrique.

9(P) = Support de P.

Nous reviendrons sur ces exemples dans la suite de ce travail.

2. Choix d'une fonction de coiit.

Pour comparer 'efficacité des diverses méthodes d'estimation, il
est nécessaire de choisir une fonction de coit.

Si @ estun espace normé, il semble naturel de choisir la fonc-

tion
LT, (@p00) 5 oP)] = || T, (0500 ) =a(P) | |2
(5)
¥ (w,.n)e@,VPe D
La fonction de risque correspondante s'écrit alors :
R(T,, o)) =E_|| T, (w,..,0) =¢P) || VP €D (6)

Elle généralise le MISE (Mean integrated square error) introduit par

PARZEN [1] ; en effet, le MISE est défini par :

& HE f[fn(x) -f(0]* dx fel? felL? (@)
R
ou f estle paramétre (@ =17 ) et f I'estimationde f.
Propriétés de [

Si @ vérifie les hypothéses convenables, la fonction £(q) = || q||*
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a les propriétés usuelles d'une fonction de cofit :
1) q=0=30(q) =0 (8)
2) L(-q) = £(q (9)
3) Dans un treillis vectoriel normé :
g, 121 q, [=>t(|q, D> 0(q ) (10)
4) Dans un espace de Hilbert :
Caq, +(1-0) q,) < al(g )+(1-a) E(g,) Vo€ [0,1] (11)

REMARQUES.

a) La définition de f s'étend sans difficulté au cas on ® estun
espace pseudo-métrique.

b) La fonction ¢ a l'avantage d'étre maniable (surtout dans un
espace de Hilbert), mais elle ne donne pas une idée entierement satisfai-
sante de la précision d'une estimation. Dans L% (par exemple), ¢ ne
tient pas compte de la corrélation entre f_(x) et fn(x') (x # x"). Toute-

fois, il semble difficile de définir une fonction de codt plus satisfaisante
que [ , et qui reste facilement utilisable dans la pratique.

Il - ESTIMATION SANS BIAIS.

Dans ce paragraphe, nous donnons quelques propriétés des estima-
teurs sans biais et étudions des conditions d'existence pour de tels esti-
mateurs.

L. Propriétés d'un estimateur sans biais.

a) Rappelons que si T, est scalairement essentiellement ph.

intégrable et admet une intégrale par rapport a P"™ , cette intégrale est
Caractérisées par la relation :
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< f Ty (w)dP“(w).e'>=f <T, (@), 8'>dP" (cw) (12)
Qn Qn

¥8' €0 dual topologique de @ . Compte tenu de la définition 6 (I - 2),

le fait que Tn est sans biais s'écrira donc :

f < Tn(m), 8'> dPM(w) =<¢(P),8'> V6'€@,V Ped (13)
Ql’l

b) Donnons, maintenant, une généralisation d'une propriété bien
connue de la variance d'un estimateur sans biais.

THEOREME 1

Si © est un espace de Hilbert réel, si Tn est essentiellement PM-inte-
grable et si E_ (T)) €o(D), ¥ PeD . alors, pourque T, soit sans biais,

il faut et il suffit que :

E||T ~¢ (P[P <E_|[T,-6]|* Yoeq (D), VPel (14)

DEMONSTRATION.

Si Tn estessentiellement P™-intégrable, on sait (cf, COURREGE
[2] p, 227 th. 1A) que Tn est scalairement essentiellement P™intégra-
ble et qu'il admet une intégrale par rapport a P".

D'autre part, il est facile de voir que || T -6 ||? est PM-mesu-
rable, ¥V 8 €9 (T) (cf, COURREGE [2] p. 227 prop. 4) donc que les deux

membres de (14) ont un sens (leurs valeurs étant finies ou infinies).
Ceci dit, on peut écrire, ¥ 8 € o(?) :
[l el b= T -Ep (Tn) B+ 1|EP(Tn)-e H2+2<Tn-EP(Tn),

L EpT6S (15)
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En écrivant (15) pour 6 = o(P) et en faisant la différence, il vient :
EE=0P - || T <o dP) || % = || Ep(T ) -5 1|*~ }| Ep)T ) -¢ (P)}|”
+ 23 < T ~EplT ) g B} =8 > (16)
D'ou, en passant aux espérances et en tenant compte de (12) :
Ep||T,- & |F - Ep||T,~¢(P)|?= || Ep(T ) =8 |?~|| Ep(T ) - ...
=g (P) ||2 (17)
Donc (14)= || Ep(T )-8 ||> 3 || Ep(T ) -9 (P) ||?
Yoco@®, YPel (18)

Bi T, est sans biais, on a (18) donc (14) ; réciproquement, si(14)
est vérifié, on a (18) et en prenant 6 = Ep (Tn) dans (18), on en déduit

que T~ est sans biais.

REMARQUES :

a) si 9(?) est un cone convexe complet, si Tn est strict et si
1 . . . ~
I'application o - T, (@) est continue a support compact, alors T~ est

Plintégrable et Ep(T ) €o(?), Y Pl . (cf. COURREGE [2] p.216,

cor. - 1).

b) LEHMANN [3] a proposé une définition de la notion d'estima-
teur sans biais (!} valable pour un ©® quelconque : R désignantune
fonction de risque, on dit que Tn est sans biais si :

R(T,, o(P) )¢ R (T, 8) ¥6€ o (19)

\ Le théoréme 1 montre que si R désigne la fonction de risque dé-
finie par (6) et si @ est un espace de Hilbert, la définition 6 coincide
avec celle de Lehmann.

(n

et plus généralement de la notion de procédure statistique sans biais.
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2. Cas d'un parametre fonctionnel.

Les parametres que nous voulons estimer étant en général des fonc-
tions, il est intéressant de savoir dans quelle mesure un estimateur sans
biais « point par point » est sans biais au sens de la définition 6.

Plus précisément, si ® est un espace de fonctions x - f(x) dé-

finies sur un ensemble E quelconque et a valeurs réelles, et si I'on note
Tn (e, x) un estimateur de @(P), est-ce que 1'on a I"équivalence

T, sans biais{;‘?Ep(Tn (w,x)) = o(P)(x), Y x€E ? (20)

Nous allons voir que la réponse est positive pour les espaces [°
et C [0,1], des hypothéses convenables étant faites sur Tn 4

BEMME 1

si Q=R,0=L" etsi 12 (c0,x) est de carré P x Meintégrable alors,

Tn est sans biais si et seulement si

Ep(T "(@xl= o 0  pp. ! (21)

DEMONSTRATION :

T, étant toujours supposé scalairement essentiellement P™ inté-

grable et intégrable dans L%, on a, d'apres (12) :
j ¥ (P)(x) g (xdx= f P2 (@) [T (e, g (x) dx (22)
R R R
YgeLs

ou l'on a posé Y (P) = f T, (@) dP" (@)

2

(1) si f€ L%, f* désigne une version de f.
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en appliquant le théoréme de Fubini, il vient, en supposant (21) vérifié :

l‘i’(P)*(x).g*(x)dxz fg*(x)dxf’rn*(w,x)dpn () (23)
“R RD

< fq:(P)*(x) g (x)dx ¥ gel? (24)
R

on en tire Y (P)" (x) = q)(l:’)*(x) p.p. donc T est sans biais.

Réciproquement : si Tn est sans biais, on peut écrire :

f dP™ () fT:(co,x)g(x)dx =fq{P)*(x) g*(x)dx V gel? (25)
o R R

.

d'ou, d'aprés le théoréme de Fubini :

fg*(x)dxf T (w,x)d Pn(m):fq)(P)*(x) gdx Vgel? (2
R (G R

donc /9_ T " (0,x)d P" (@) = 9(P) (%) p.p. (27)

G0 F.D,

LEMME 2 .

S5i 0=R,®=C[0,11, si Tn (w,x) est PPxu-intégrable, Vp mesure
sur [0,11 et si rR“ Tn(co,x) d Pn (w) existe Vx€[0,1], YPed;

alors, Tn est sans biais si et seculement si :

Ep[T (w0, 1=¢(P)(x) V¥ xe€[0,1] (28)

DEMONSTRATION : Tn étant encore supposé scalairement essentielle-
ment P"-intégrable et intégrable dans C [0,1] , V P € PD: la
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démonstration est analogue a celle du lemme 1 (utilisation de (12) et dy
théoréme de Fubini).

Ces deux lemmes raménent, dans les espaces de fonctions usuels,
la recherche d'estimateurs sans biais a la recherche d'estimateurs sans
biais « point par point ».

REMARQUE :

La situation est plus compliquée dans C (R) car @' est alors I'espace
vectoriel des fonctions d'ensembles additives, réguliéres et bornées, dé-

finies sur 1'Algébre engendrée par les fermés de R(!) .

La démonstration du lemme 2 permetseulement de montrer que (28) est une
condition nécessaire pour que T = soit sans biais.

3. Existence d'un estimateur sans biais.

Les conditions d'existence d'un estimateur sans biais ont été étu-
diées principalement par HALMOS [5] et par BICKEL et LEHMANN [6].
Nous complétons leurs résultats en étudiant |'estimation sans biais de pa-
ramétres que nous appellerons « paramétres locaux ».

o) LE THEOREME DE BICKEL-LEHMANN.

DEFINITION 8 :

On dit que @ est estimable s’'il existe un entier n pour lequel ¢ admet un
estimateur sans biais d'ordre n .

Si ¢ est estimable, le degré de ¢ est le plus petit entier n pour lequel
9 est estimable.

EXEMPLES :

a) Q=R,D = ensemble des mesures de probabilité sur (R, R)
a variance finie, ¢(P) = variance de P : ¢ est estimable de degré 2.

(1) cf. DUNFORD-SCHWARTZ [4] 1 p. 261-62.
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b) Mémes hypothéses, ¢(P) = écart type de P : ¢ n'est pas esti-

mable.

c) Exemple 1 du §II : la fonction de répartition est estimable de
degré 1, point par point.

) Q=R, D=2 R),0=C(R, O (espace des applications con-
tinues bornées de R dans C), ¢(P) = / elt X g P(x) te€R :lafonc-

3

tion caractéristique est estimable de degré 1, point par point.

THEOREME 2 (BICKEL-LEHMANN).

Pour @ = RV | si D estconvexeetsi @ est estimable, pour que ¢ soit
de degré n , il faut et il suffit-que :

VP .09 el aP + (1= o) Q) est un polynéme de degré < n en
« (x€[0,1]1) .

ZITYPeY ,3Q€.lql tel que olaP + (1-a) Q] est un polyndme de
degré n en a(a€[0,1]).

DEMONSTRATION.

Voir BICKEL-LEHMANN [6] p, 1525-26.

APPLICATION :

Il est clair que, si ¢ [aP + (1-a) Q] n'est pas un polyndme, le
théoréme 2 permet d'affirmer que ¢ n'est pas estimable.

EXEMPLES -

e) Si on reprend I'exemple 4 (Il = 1), on voit immédiatement que
D est convexe et que ¢ n'est pas un polyndme : la fonction de régres -
sion n'est pas estimable point par point.

(1) Ce théoréme se généralise immédiatement au cas ou © est un espace de Banach.
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f) En reprenant les hypothéses de l'exemple 4 (Il = 1) et en po-
sant ¢ (P) = f(x,y) / / f(x.y)dy (densité de y conditionnée par x),
R

on en déduit que la densité conditionnelle n'est pas estimable point par
point.

g) Si on reprend l'exemple 5 (Il = 1), on vérifie de méme que
est convexe et que @ n'est pas un polynome d'ou, en appliquant le lemme

2 (Il = 2) (1) ¢

la fonction frontiére n'est pas estimable.

h Q=R,D=9%(R),® =Ensemble des applications bornées de
RT dans R muni de la topologie de la convergence uniforme, ¢(P) =q
avec

q® = sup P ([x, x+€]), ¥ £30: lafonctionde concentration n'est pas
z€ R
estimable point par point. (On vérifie facilement que ¢(a 8, + (1 -0a) &) ,

ou & et 5 sont les mesures de Dirac aux points a et b (a# b),

n'est pas un polyndome en «) .

B) CAS D'UN PARAMETRE LOCAL.

Dans ce paragraphe, on suppose que Q est un espace topologique
localement compact métrisable et que u est une mesure o-finie sur Q .

DEFINITION 9 :

Soit F un fermé de Q, on dira que ¢ est localisé par F si,

Y U voisinage ouvertde F ; Y P ,Q € P

Pru=0Q~"ru=» ¢ = ¢(Q

PIMrU et Qr U désignant les restrictions de Phigrefn go 15,
On dira que @ est local s'il est localisé par un point.

On dira que @ est p-local s'il est localisé par un fermé de p-mesure
nulle.

(1) Ou directement le théoréme 2 .
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Enfin, on dira que ¢ est global s'il n'est localisé que par F=Q.

EXEMPLES :

) Q=0 =R, T = ensemble des mesures de probabilité a fonc-
tion de répartition strictement croissante, ¢ (P) = médiane de P, ?
est un paramétre global.

DR=0=R, D=9 ,0(P)=P(=,al), adonné €R. q est
localisé par (= =, a] . En revanche, la fonction de répartition (cf, exem-
ple 1 (I - 1) ) est évidemment un paramétre global.

k)Q=®=R,$=?,<p(P)=P({a]), a donné € R, pestlo-

cal, Si u est la mesure de Lebesgue sur R, ¢ est aussi p-local.

DEFINITION 10

O étant un espace vectoriel, on dira que ¢ est un paramétre ho-
mogéne sur F (fermé de Q) si, ¥ U voisinage ouvertde F et VP €D .

1) P(U)>0:>PU€T»“’ et o(Pp) :.@_(Fl_

R

(30)

1
o

2) P(U) =0 => ¢(P)
EXEMPLES -

) Q=RP,®=R,D = ensemble des mesures de probabilité P

absolument continues par rapport a MW et a densité f, continue dans un
voisinage du point a, a donné € R .

o(P) = fp(a). ¢ est un paramétre homogene sur {al.

m) Q=0 =R, T = ensemble des mesures de probabilité P ab-
solument continues, a densité fP k fois continuement différentiable dans

un voisinage du point a€ R .

9(P) = fp(k) (a). ¢ estun paramétre homogéne sur fa}.

(n pU désigne la mesure de probabilité induite par P sur U .
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- Remarquons qu'un paramétre homogéne sur F est localisé par F. Ey
effet :

PR =0 U == () = ()
si P(U) >0, on a aussi PU = QU , done cp(PU) - quU)
d'ot ¢(P) = ¢(Q) . Si P(U) =0, on a immédiatement ¢(P) = (Q) =0;
La réciproque n'est pas vraie : la fonction frontiére au pointa
(a€10,1[) estlocalisée par la droite x = a mais n'est pas homogene

sur cette droite.

Donnons maintenant deux résultats relatifs a |'estimation sans
biais des paramétres locaux.

THEOREME 3 :
Si ¢ estun paramétre & valeurs réelles, non constant, homogéne

sur un fermé F et tel que, YP €D , F soit de P-mesure nulle, alors g
est de degré supérieur a 1(1) .

DEMONSTRATION.
Nous allons raisonner par 1'absurde.

Soit T un estimateur de @, sans biais d'ordre 1, on a :
/ T dP(w) =¢P) VP9 (32)
Q

Soit (Uk)k ¢ N une suite décroissante de voisinages ouverts de F, telle

que UpvF quand k-

Si P(Uy) >0, on peut écrire, compte tenu de (30) :

dP (@)  ¢(P)
Pi)= [ T@dPy () = [ T - 33
PRy [Q e /Uk P P 4

(1) Si @ n'est pas estimable, nous posons par convention degré de Q= + o0.
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On en tire :
/ T (w) d P (@) = ¢(P) (34)
Uy
si. P(U) =0, on a, d'aprés (31) :
/ T (0) dP (w) =¢(P) =0 . (35)
Uy
Done, en tenant compte de (32), on peut écrire dans tous les cas :
/C T(w)dP (w) =0 (36)

Uk

On peut donc construire une suite (T)) d'estimateurs de g sans
biais d'ordre 1 en posant :

Ty (@) =T (w) IUk (@) (1 Ywe Q (37)
Y keN

Quand k + o0 . Ty fco) =3 i) Ip(w) = To(w) Y we Q

d'autre part. | T) (@ || Tle) | , VoweQ

on peut donc appliquer le théoréme de Lebesgue et écrire :

/Tk(m)dp(m)—"‘/ T, (@) d P ()
Q Q

or

/Tk(c.o)dp(co)=q>(P) YPeD
Q

m IU (W) désigne I'indicateur de U, .
k k
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et

/ To(m)dp(w)= /To(w)dp(m)=0 YPe?D
Q F

d'ou :
e(P)=0 YPe?®

ce qui est contradictoire. @ est donc bien de degré supérieur a 1.

CORQLEATREST
Si @ vérifie les bypothéses du théoréme 3, si D est convexe et
si plaP + (1 - «a) Q] estun polynéme de degré 1 en «, alors ¢ n'est

pas estimable.

C'est une conséquence des théorémes 2 et 3 .

APPLICATION :

On peut appliquer le corollaire 1 aux paramétres des exemples )
et m), on obtient donc les résultats suivants :

1) La densité multivariée n'est pas estimable point par point.

2) Les dérivées de la densité ne sont.pas estimables point par point.

REMARQUE :

Le fait que la densité univariée n'admet pas d'estimateur sans |
biais a déja été démontré par ROSENBLATT [71 et par BICKEL et
LEHMANN [6].Les résultats ci-dessus sont plus généraux et, nous sem-
ble-t-il, ont été obtenus d'une maniére plus naturelle.

Démontrons, pour terminer, le

THEOREME 4 :

Soit © un paramétre a valeurs réelles, non constant, W-local et tel que
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1°) Pe D=P est absolument continue par rapport & u
2°) Si F estun fermé qui localise ¢ , si U estun wvoisinage

ouvert de F et si P esttel que 0<P(U) <1 alors, la famille P (U,P)
de mesures de probabilité Q€D telles que Qu =Py estu-complete (1.

3°) P(U) = 0=¢(P) = 0 quel que soit U voisinage ouvert de F.

Dans ces conditions, ¢ est de degré supérieur a 1 .

DEMONSTRATION -

Comme pour le théoréme 3, nous allons procéder par I'absurde :

Soit (Uk) une suite d'ouverts de @ , décroissante ettendant vers

F etsoit P€D. On aura toujours, au moins pour k assez grand,

P(Uk) <1 . En effet, si I'on avait P (Uk) =1, V k € N,onen déduirait

P(F) =1, ce qui est contradictoire avec le fait que P est absolument
continue par rapporta p et que p (F) =0;

D'autre part, on sait que si P(U}) =0, o(P) =0; il suffit donc

de montrer qu'il en est de méme si 0 < P(U}) <1 pour obtenir la contra-
diction cherchée.

Soit T un estimateur de ¢, sans biais, d'ordre 1 ; soit

Qe Uy, P) . On a les deux égalités :

Tles) AP L) + T{ew) d P () = o (P) (38)
Uy Ug
et
/ T(es) d P () + / T () 4 Q (@) = ¢(Q) (39)
Uy Uk

(1) Autrement dit - [‘ T @ (L= 0 TV Q€T(U,P)=‘) TiwYy=0

Q

K .p.p.
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Comme ¢ est p-local, on en tire :

/ T (w) d Q (w) = T(w) dP (w) = «(P) YQ € D (U},P)
Uﬁ Ul‘z

Posons Ty(w) =T (o) ]Ui:c (cd), il vient:
/[Tl(m)'-U(P)] dQ () =0 VQ€@(Uk,P)
Q

d'oli, comme T (Up,P) est p-compléte :
Ty (@) - a(P) =0 M Psp-
Or, comme P (U}) >0, onaaussi u (U) >0, d'ou
Tl(ca) -a(P) =0 w p.p. sur Up
c'est-a-dire que o(P)=0.
On en conclut que, VP €T tel que 0<P (U <1

on a

/ T{w)dP () =10
Uk

Comme UﬁT Q - F, on en tire

o(P) = / T () dP () = / T(w)dP (o) = 0. COFD
Q Q-F

COROLLAIRE 2 :

(40)

(41)

Si ¢ vérifie les hypothéses du théoréme 4, si D est convexe etsi
plaP +(1-a)Q1 estunpolyncme de degré 1 en «, ¢ n'est pas es-

timable.
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C'est une conséquence des théorémes 2 et 4 .

y) CONCLUSION

On voit que, dans de nombreux problémes d'estimation de fonc-
tions, il n'est pas possible d'obtenir un estimateur sans biais, On peut
alors essayer de remplacer la condition (3) par une condition moins forte.
Généralisant et modifiant légérement la notion de « unbiased touch esti-
mate » proposée par TUKEY [8], on peut donner la définition suivante :

DEFINITION 6 bis :

Soit f(x) une fonction continue et soit Tn (e,x) un estimateur de f(x) .

On dira que T, est e -sans biais si
Vx€R, 3x' € [x-¢,x+¢e] tel que Ep[Tn(co,x')] = f(x") .

De nombreux paramétres fonctionnels sont &-sans biais estima-
bles. Par exemple

Fn (x + €) -Fn (x - e)tV

est un estimateur e-sans biais de la densité si celle-ci est continue.

IV- ESTIMATION CONVERGENTE.

Ce paragraphe est consacré a I'étude de 'existence et de la cons-
truction d'un estimateur convergent.

Nous procéderons par étapes en commengant par construire un esti-
mateur de P(P € D) , puis en en déduisant un estimateur de o(P) .

(1) Fn désigne ici la fonction detrépartition empirique.
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1. Estimation de P.
a) Préliminaires.

Nous supposerons dans la suite, sauf avis contraire, que Q est
un espace topologique localement compact a base dénombrable.

Soit M I'espace des mesures de Radon sur Q, muni de la topo-
logie vague. On sait qu'on peut identifier I'espace ¥ des mesures de pro-
babilité sur Q@ a un sous-espace topologique de M . De plus, 7 est
métrisable et séparable pour la topologie induite par la topologie vague'?),

Commengons par donner un résultat préliminaire connu mais qui
nous sera utile dans la suite.

LEMME 3.

n
Soit Pn = 5 F (c.oi)(” la mesure empirique associée a un échantillon
n i=1

de taille n tiré suivant P € P . Soit V, un voisinage fondamental de

I'origine dans W muni de la topologie vague. On a l'inégalité :

K
P”[PH—PEVO,Vn>N]>,1-ﬁ YPe? (43)

o C estune constante positive qui ne dépend que de V.

DEMONSTRATION.
On sait que V ;. 08t de la forme :

Vo=1tn €ll| [plg) |€e, 1gi<k]}

ot ¢p,...,q €K (Q) (espace des fonctions continues a support compact

définies sur Q) et ol & estun npombre réel positif.

(1) cf. COURREGE [2] theoreme 4 p, 119.
(2) cf. COURREGE [2] exercice 3 p, 129.

(3) 5(031) désigne la mesure de Dirac aqu point 0.)1 4
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L'application w- & («) étant continue, on en déduit que 1'événement

{P.-P€V,.V¥ny»N| estmesurable. VP€?, ¥YNEN.

Soit alors M un majorant commun aux | ¢;[. D'apres l'inégalité

de Kolmogoroff, on peut écrire'!’ :

2h+1 Mz
P* | Max |Pn(q>i)-P(q>i) R et = 1 Rk
22h ¥ 52
d'on
M2
P | Max {Pn(q)i)-P(qai) >t g —— = e
ohe2 v2
h .
n> 2
y ) 8 k M2
le résultat s'en déduit aisément en posant C =2——

et en choisissant h tel que oh o N ohtl

REMARQUE :

e i ;
4 .L 1n(’iga11te (43) 1mpl'lque\la convergence presque sire de P_ vers
s uniformément sur ¥ , c'est-a-dire que

1
sup P~ U Pn -P¢ Vo] +0 aveec —
PE? no N N

¥ V, voisinage fondamental de 1'origine.

b) Construction d'un estimateur strict.

9 Soit d une distance sur M compatible avec la topologie vague.
etant séparable, on peut se donner une suite de recouvrements de

() et. DUGUE [9] p, 85.
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Pn (@™ par un nombre dénombrable de boules ouvertes de méme rayon r
tel que limr =0.

n oc

Désignons par (Bin)i€Nune telle suite et posons

oy — »
d(B;, NP (@M, D) =4, ¥4l N (44)
Soit alors (y,) une suite de nombres positifs telle que lim y =0 et

n oo
soit (P; ) une suite double d'éléments de D telle que :

d(B, N P (EOLP )< didtyy Xisnel (45)
On définira |'estimateur P: de la fagon suivante :

Soit (col,...,oon) € Q" , il existe i€ N tel que

===
PH:: 1315(009 EBin =

Parmi tous les B; ~contenant P soit Bjn celui qui a le plus petit in-

dice, on posera :

*
Pn (ml ,...,con) = Pjn

V(wl,...,mn)€.Qn,V neN (46)

c) Convergence de P:

THEOREME 5 :

*
Pn est un estimateur de P strict, mesurable, et qui converge presque si-

; ) q
rement, uniformément sur L .

DEMONSTRATION.

] P: est strict puisque P; € . ¥i, 0N,
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2°) Montrons que P: est mesurable : pour cela il suffit de montrer que

les ensembles
Ay = toeQ"| B, = g
sont mesurables YV j,neN.
Or, si 1'on pose
Dip = 1 weQ? |Pn€Bjn! Vj.neN
on a, en tenant compte de (46) :

A, =Df. D§n v E

jn D, (47)

j-1n jn

et Djn étant mesurable (V¥ j,n € N). Ajn I'est aussi. CQFD.

3°) Montrons enfin la convergence de B

D'aprés (45), il existe an € Bjn Pn (QM telle que :

d(an,Pjﬂ)<djn+yn ¥Vi,n €N (48)
d'autre part

djnéd(Pn,P) Yj.neN (49)
Or

AP, P) < (P, Q;p) + dQ;,, ) + d(P ,P) (50)

V j s I € N

DOI]C

d(Pjn,P)gyn+2rn+2d(Pn,P) Vi,neN (51)

] ~ i
“est-a-dire que, ¥ a>0, V 0€Q", et pour n assez grand :
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AP, (@), P) < = d(P} (), P) <a (52

compte tenu de (43). on en tire aisément :

e
ap P<[ U d@PLP ya| « =

(53)
Ped n3N N

Y a>0 etpour N3 n,  entier ne dépendant que de o1,

- iz " *
(53) entraine évidemment laconvergence presque sire de Pn Vers

P , uniformément sur I . CQFD .

Le théoréme 5 peut se généraliser de la fagon suivante :

COROBLAIRE.S -

Si P est muni d'une topologie métrisable et séparable, si Qn est

un estimateur de P, mesurable et qui converge presque sirement, unifor-
mément sur F , alors, il existe un estimateur de P , strict, mesurable, et
qui converge presque siurement, uniformément sur I

DEMONSTRATION,

Analogue a celle du théoréme 5 .

Remarques.

1. Le ‘corollaire 3 reste valable pour un paramétre a valeurs dans un es-
pace métrique séparable quelconque ; il reste encore valable dans un es-
pace métrique non séparable a condition de supposer que Q_ (QM) est sé-

parable (démonstrations analogues)(?’ .

{1) Dans (53), C (X) est la constante assoclée, dans (43), & un voisinage fondamental de
l'origine contenu dans la boule de centre 0 et de rayon O/ 3 .

tz) JILoVEC [10] p, 436 a énoncé un résultat trés voisin.




Contribution a la théorie de 1'estimation fonctionnelle

29

2 . Tous les résultats de ce paragraphe restent valables pour Q non lo-
calement compact s'il est possible de munir J d'une topologie métrisa-
ble telle que :

a) l'application w- 5(03) est mesurable ;
b) P_(Q") est séparable ;

o) YPeD, P_ tend vers P presque siirement et cette convergence

est uniforme sur 9 .
Exemple : Lies conditions précédentes sont vérifiées si Q étant un espace
Polonais on munit ¥ de la topologie faible.
2. Estimation de ¢ (P) .
a) Préliminaires.

Commencons par indiquer deux lemmes trés simples qui sont sou-
vent utiles dans les problémes d'estimation fonctionnelle.

LEMME 4 :
Soit (unk) une suite double de nombres réels telle que :

limunk=0 YkeEN.

n oo
Alors il existe une suite d’entiers k(n) telle que

limk(n) =+ = et lim By = 0

n oo n oo

DEMONSTRATION.

Elémentaire.

LEMME 5 .

Si O est un espace topo[ogr’qzze quelconque et si ¢ est continue

-
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*
q:(Pn)“) est un estimateur de o(P) strict, mesurable et qui converge

presque surement, uniformément, sur M.

DEMONSTRATION :

. *. " s
Il est clair que q)(Pn) est strict et mesurable. La deuxiéme par-

tie est une conséquence de l'implication

7

m {PZQCP'I (U)§=7'm {q>(Pn)€UE
n3N n3N

¥ U voisinage ouvert de ¢(P), VP € D . etde(53).
Donnons quelques exemples d'application du lemme 5 .
Exemples :

1. Q=RrP, £=9,®=C(K, C) (K compact de RP) muni de la topo-
logie de la convergence uniforme.

@(P) = restriction a K de la fonction caractéristique de P . On voit,
d'aprés le théoréme de Paul Lévy, que le lemme 5 s'applique :

| B :
sup = > gt <t K. s e (Pl 1) =0 (54)
pek | 0= ] p-s.

uniformément sur P (2) |

2. Q=R,P =79,0 = espace des fonctions de répartition a une varia-
ble, muni de la distance & de Paul Lévy. ¢(P) = F fonction de répar-
tition de P . Alors, F_ désignantla fonction de répartition empirique:

5 (Fn, F) —— 0 uniformément sur P‘%) (55)
p-s.

q
(1) en q)(Pn) si I contient les mesures de probabilités discrétes.
(2) (Xn)nC N désigneune suite de variables aléatoires G valeurs dans RP , indépendantes
et de méme loi P .

(3) C'est aussi une conséquence du lemme 3 .
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3. Exemple h du &III. En prenant T = ?c (espace des lois de proba-

bilité sur R a f.d.r. continue), on voit, & partir d'un théoréme de

Polya( 1)

» que ¢ est continue : le lemme 5 s'applique & la fonction de
concentration.

b) Construction d'un estimateur.

Nous supposons maintenant que ¢(P) prend ses valeurs dans un
espace métrique et nous faisons sur ¢ I'hypothése suivante : @ est une
limite simple d'une suite (p)) d'applications uniformément continues de

D dans O .

Soit (k(n)) une suite d'entiers telle que lim k(n) = + = ; ondé-

n oo
finira une suite (Tn) d'estimateurs de o(P)

en posant :

T, =9k P » ¥YneN (56)

Nous obtenons un estimateur trés général qui est couramment uti-
lisé dans les Problémes d'estimation fonctionnelle.

REMARQUE :

Dans la pratique, on effectuera souvent un « lissage » préalable de
Pn pour améliorer la précision de 1'estimation.

¢) Convergence de T

THEOREME 6 :

Si@ est un espace métrique et si ¢ est limite simple d'une suite (rpk)
d'applications uniformémett continues de T dans © : alors, Tn est me-

surable, et I'on peut choisir la suite k(n) de telle sorte que Tn converge
en probabilité vers o(P), de plus, si la convergence de (q)k) est unifor-

QN . a
me sur 'CYP , il en est de méme pour la convergence de e

() cf, bugue [9l p, 32.
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DEMONSTRATION.

Tout d'abord, T~ est évidemment mesurable comme composée de
deux applications mesurables.

Montrons maintenant la convergence :
Comme @) est uniformément continue, on peut €crire :
i T alk,g)> 0 tel que

dP,Q) < a(k,e) =>d" [g (P), g (Q1<e  ¥P,QeD (57)
VkeN

ou d' est la distance définie sur @ .

De (57), on tire :
% 1 e 1
d(Pn’ P)<c:(k,—k") =yid! [‘Pk(Pn),fpk(P)]<'k— (58)

VPl | Vvoa QR ook & N

d'oi, en tenant compte de (53) :

. * 1 C' (k)
sup Prob | d' (g (P ), P))>— < (59)
Pe? 5. ;
1
ou l'on a posé C'(k) =C [ct (k,?]
C' (k)

en appliquant le lemme 4 a la suite, ,on en déduit qu'il existe une

suite d'entiers kin) telle que

limk(n) =+ = et

n o

=0 (60)

. 1 *
lim . sup Prob l_d-(fpk(n) P, Pk(n) 547 ) k()

n o PE@
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L'inégalité
&' (op() (PD, o (P) < ¢ (Ppn) P> @) P+
d' (g P) » 9(P)) (61)

et le fait que @) () tend vers ¢ permettent de conclure.

La derniére partie du théoréme est une conséquence immédiate de

(60) et (61).

REMARQUE :

Si @ est séparable ou si g (D) est séparable, YK €N on en
déduit, a partir d'un résultat de JILOVEC ([10]p, 366) "existence d'un es-

timateur mesurable presque sirement convergent. De plus, compte tenu de
la remarque du &1, c), on peut imposer & cet estimateur d'é&tre strict.

EXEMPLE .

Q=R,T = espace des mesures de probabilités sur R absolu-
ment continues et a densité uniformément continue, ® = C (R) muni de
la topologie de la convergence uniforme. ¢(P) = f densité de P

1
Soit F la f.d.r. de P et soit (hy) une suite qui tend vers 0 avec — ,
posons :
Flx+h)) - F(x)
fi(x) = ¥Yxe€R' , YkeN

hy

On définit ainsi une suite ¢ d'applications de I dans C (R) ; ces ap-
Plications sont uniformément continues et tend vers dans C (R)
9 9

Quand k tend vers l'infini. Donc, le théoréme 6 s'applique et 1'on en dé-
duit qu'il existe (k (n)) telle que lim k(n) = +

n oo

et
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| F: (x+hk(n)) - F:(x)
sup | f(x) - » 0 (62)
x€R | B () P

F. désignant la f.dr. de P

DISCUSSION.

LE CAM-LORRAINE SCHWARTZ [11] et JILOVEC [10] ont obte-
nu, pour Q quelconque, des théorémes d'existence analogues au théore-
me 6. Les premiers ont traité le cas d'un espace métrique séparable, le
second a traité le cas d'un espace de Hilbert.

Pour @ localement compact, lastructure uniforme définie dans ces
deux articles et la structure uniforme associéealatopologie vague ne sont
pas comparables en général.

La méthode que nous employons ici a l'avantage d'étre simple et
de fournir, a la fois, une condition d'existence etune méthode de construc-
tion d'un estimateur convergent et mesurable.

3. Cas particulier important : Q@ = R .

Nous allons voir que, pour @ = R, on peut améliorer le théo-
réme 6 .

Munissons P (R) de la distance de la convergence uniforme sur
les fonctions de répartition. Pour desraisons de commodité, nous noterons

encore d cette distance (!’

Il est bien connu que P_  est alors une application mesurable (2)
de R™ dans P (R) ; de plus, Pn (R™) est séparable *) |

Commengons par énoncer un lemme, analogue au lemme 3, mais plus
précis :

(1) Bien qu'elle n'induise pas la topologie vague sur ? (R .
(2) Mais non continue.
(3) COn peut recouvrir PH(R“) avec les boules ouvertes centrées sur les Pn (DJ} ....,CDn)

correspondant qux points de coordonnées rationnelles, et de rayon 2/n .
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LEMME 6 :
(DVORETZKY - KIEFER - WOLFOWITZ - SCHUSTER) :
On a I'inéga lité
PP P)5:1<Ce? "t , “¥PeP Ve>o0 (63)

YneN

on C est une constante universelle.

DEMONSTRATION.

Voir DVORETZKY - KIEFER - YOLFOWITZ [13] et SCHUSTER
[14].

On a alors le résultat suivant :

THEOREME 7 :

Si Q=R, si @ estun espacg métrique et si @ est limite simple d'une
suite (@) d'applications uniformément continues de D dans @, alors,

T est mesurable, et I'on peut choisir la suite k(n) de telle sorte que

Tn converge presque Compléterr'lent sdrement'!) vers cp(P) .

DEMONSTRATION.

La construction de P: est identique a celle du §1 b) ; I'implica-
tion {52) reste valable, ce qui permet d'écrire, en tenant compte de (63) -

2
-_.nﬂz

sup. Prob [d(P;,P)‘)a]&Ce 7 g ¥en €N, " Ya0 (64)
Ped
alors, (58) et (64) entrafnent

{

1) Done presque sirement.



Denis BOSQ

36

* i ! --2-11 x (k, -1-)2
sup, Prob [d' (cpk(Pn) ] fpk(P) N 'E‘1 < Chels? % (65)
P&l

¥kt N

D'aprés le lemme 4, on peut choisir (k (n)) telle que
lim k(n) = + = et

n oo

: 1

lim =)

i ST 1

k (n)
On aura donc, pour n assez grand :
1 o, Kbs
. Prob |d'( 2 (P eate riagr pestiodd 6

;ugT ro [ q’k(n)( o’ 2 Pk(n) o) e (66)

(& >0 donné) , on en déduit que

_OEO Prob [d' (Cpk(n) (P

n=1

n), (y) (P)) > e 1<+ ee (67)

YVPeT,V¥e>0 ; doulerésultat compte tenu de (61) .

EXEMPLE :
Dans (62) on peut remplacer la convergence en probabilité par la

convergence presque complétement siire, k(n) étant convenablement choi-
si.

V - ESTIMATION SYMETRIQUE.

Nous terminons ce chapitre en généralisant les résultats de HAL-
MOS [5] sur les estimateurs symétriques sans biais.
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1. Unicite.

Soit T~ un estimateur d'ordre n de o(P) ; on sait quel'estima-
teur symétrisé de T est défini par :
[n] 1 4
T = S e P Z Tn( C\)il seeny C.Oln) V (0.31,..., O.)n) € Q (68)

n n N

oii la somme porte sur le nombre de permutations distinctes des w; et ou
N est le nombre de ces permutations.

Il est clair que, si T est sans biais, S~ est également sans

biais : on peut donc toujours, quand on connait un estimateur sans biais
de ¢(P) construire un estimateur symétrigue sans biais de ¢(P) . Nous
allons voir que, sous des conditions assez générales, cet estimateur symé-
trique sans biais est unique.

Donnons, tout d'abord, deux définitions et un résultat préliminaire

qui généralise des résultats de HALMOS et de FRASER :

DEFINITION 11:

On dira que I'ensemble T est de type F s'il contient les mesures de
probabilité a support fini.

DEFINITION 11 bis :
Pour Q = R, on dira que I'ensemble T est de type C-s'il contient les

lois absolument continues a densité uniforme sur chaque intervalle d'une
famille finie d'intervalles disjoints.

LEMME 7 .
Q étant localement compact et ® étant un E.V.T. localement convexe

séparé soit t(col,...,con) une application symeétrique, Pn—ir;!égra{:!e

YPeD de Q" dans @, alors :

1°- §i D estdetype F :
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Ep [t (col,...,con)] =ik, ¥ Pie D=y (col,...,con) =0

Y (ml,...,mn) eQn . (69)

2)-Si T estdetype C, et si t est continue :

Ep[t(wl,...,mn)] =0, YPeD=¢ (@150e0r ) = 0 (70)

Y (ml,...,mn) (T g

DEMONSTRATION.

Remarquons que le lemme 1 de [5] reste valable pour un polynéme
a coefficients dans un espace vectoriel. La démonstration de la premiére
partie du lemme 7 est donc tout & fait analogue a celle du lemme 2 de [5).

Pour démontrer la deuxiéme partie, nous procéderons de la fagon
suivante : Soit «° = (m‘l),..., m%) un point de R"™ a coordonnées deux &

deux distinctes et soit h >0 assez petit pour que les intervalles

= [wf - 2 £
I] [Cﬂ] h,co]‘i'hl,] 1,00 m

soient deux a deux disjoints. Soient p,,..., p, n nombres positifs tels

n
que :

Enfin, soit P} la mesure de probabilité & densité uniforme et égale a

Pj
_ZI sur Ij ] = Loy n s AloESe!
E, [ 1 s ( ) LE
t PrsT = Blcafhioes dw, ... d
pj 001 O}n 11""'jn /I cxo.l i C% (2h)l'l (,01 cDn
ol

i

1 n

est un polynome homogene par rapport aux variables py,...,p_ ; d'aprés
I'hypothese faite sur t etlelemme 1 de [5] il est identiquement nul. D'au-
part, comme t est symétrique, le coefficient de py...p ~s'écrit:
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w [ t(ml,...,mn) dml,...,dcon
I1 Tinw X In

donc :

[ t(ml,...,con)dcol...dmn‘—‘a”)

Il. x...xIn

Ce qui, d'aprés (12) implique :

/ <t(wpenl),0'>dPE=0, Vo c@'

]I x...xTn

Ce qui s"écrit encore :

[ (B'ot)(ml,...,c%) dPﬂ (ml,...,con) = ()
le... '.u:]n Ve|€®r

39

(71)

(72}

(73)

t étant continue 6' ot l'est également; donc, il existe u}](dépendant de

89,€l x...xI et tel que (8'0t) (oP) = 0 . Le raisonnement précé-

dent étant valable ¥ h >0 assez petit, on peut donc construire une suite

(mh(k)) k€N qui tend vers w? ettelle que (8' ot) (coh(k)) =0,VkeN,

on en déduit :
(8" ot) (@) =0 Vo' e@®
d'od I'on tire (2

t(m°)=§.

-+
(1) o désignant ici 1'élément neutre de a.

(2) Clest une conséquence du théoréme de Hahn-Banach. cf, BOURBAKI, [15] Chapitre IV,

P. 48.
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Donc t s'annule en tout point de R™ & coordonnées deux a deux
distinctes et comme t est continue, il vient :

tle) =08 COPD M

Nous pouvons donner maintenant une généralisation du théoréme 3

de [5].

THEOREME 8 :

Si ® estun E.V.T. localement convexe séparé, si D est de type F
(resp, de type C) et si Tn est un estimateur de ¢(P) sans biais (resp,

continu et sans biais) alors, le seul estimateur de ¢ (P) symétrigue et

sans biais (resp, symétrique, continue et sans biais) est Tn[“] {

DEMONSTRATION.

S, désignant un estimateur symétrique, sans biais (resp, symétri-
que, continu et sans biais) de @(P), on voit que Sn - Tn[lﬂ vérifie les

conditions du lemme 7, 1°) (resp, du lemme7, 2°), donc Sn = TrE“] ;

CQFD.

2. Optimalite.

Nous allons voir, maintenant, qu'en symétrisant un estimateur, on
diminue le risque associé (la fonction de risque étant définie par la rela-
: R f ; st LR Al
tion (6) ), Le théoréme ci-dessous estune généralisation du théoreme 5 de

(5] .
THEOREME 9 :
Sous les conditions du théoréme 8 et si @ est un espace de Hil-

bert réel, I'estimateur symétriqgue sans biais (resp. symétrique continu et
sans biais) est uniformément optimal dans la famille des estimateurs sans

(1) Pour @ =R , on peut s'afftanchir de la condition de continuité. Cf, FRASER [161 P
28-30,
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sans biais (resp, continus et sans biais) pour la fonction de risque

R(T,, o)) =E, || T, - o(P) | .

DEMONSTRATION.
Si ® estun Hilbert réel, on peut écrire :
E, || T,=Ey(T) |1 =E, < T, = E,(T), T, ~E (T >
=Ep1|Tn||2-||Ep(Tn)H2 (74)

Comparer les risques associés a deux estimateurs sans biais re-
vient donc a comparer les moments d'ordre 2 de leurs normes.

Or, si Tn désigne un estimateur sans biais (resp, continu et sans
biais) de ¢(P) et si S désignel'estimateur symétrique sans biais (resp,

symétrique continu et sans biais) de ¢(P), on peut écrire, d'aprés (78) :

1 TR
Sn(col,...,mn) :[\T Z Tn (coil,...,coin) :1_\1_ 1:21 Tni (75)
BT l, N
@ 15,1 <2 Tl (76)
1 n i 8%
soit Susdl 2 lna vy sl ol b Yoot = E 0kl Dgs JIA 77)
[ENTERTE SR TR (
P B (IS |2 e~ 5B TP =E T, |3 (78)
P n o NIy P ni P n
(S W Y
Exemple

Q=1[0,11; ®=L%[0,1],la f.d.r. empirique F_ est un estimateur uni-

formément optimal dans la famille des estimateurs sans biais de la f.d.r.
Un calcul facile montre que :
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1
/ F&) [1-F(x)1dx  (79)
(4]

B [=

1
B(FH,F) =15 / [Fn(x)-F(x)]2 dx=
o

COROLLAIRE 4 :

Si @ estun espace de Filbert réel et si T est un estimateur de o(P),
P™ - intégrable, ¥V P € T, alors Tn[n] est PP=intégrable, YP €D ¢

RIT, ", ¢(P)]1 <RI[T,,¢(P)],¥PeD (80)

DEMONSTRATION :

Analogue a celle du théoréme 9.

REMARQUES :

1. Le corollaire 4 justifie le choix d'estimateurs symétriques par
rapport aux observations ; il est clair que ce choix est naturel puisque le
numérotage des observations est complétement arbitraire. Il semble inté-
ressant de poser le probléme de |'estimation d'un paramétre (a partir d'un
échantillon de taille n) d'une maniére qui ne fasse pas intervenir le nu-
mérotage des observations : on peut, par exemple, utiliser la notion de ré-
partition ponctuelle aléatoire!!’ . Nous comptons revenir sur cette question.

2. On pourrait retrouver le théoréme 9 a partir d'une généralisation
des théorémes de RAO-BLACKWELL et LEHMANN-SCHEFFE. L'examen
des démonstrations de ces théorémes (cf. FRASER [16] p. 57-58 et p. 61)
montre en effet qu'on pourrait les généraliser au cas ob ® estun E.V.T.
localement convexe séparé.

(1) ef. LANNUZEL [17] .
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I
ESTIMATION DE LA DENSITE DE PROBABILITE.

1- GENERALITES.

1. La méthode du noyau.

Le probleme de 'estimation de la densité de probabilité a été
l'objet de nombreux travaux au cours des derniéres années.

Le premier article important sur cette question semble &tre celui
de ROSENBLATT [7] (1956) ; dans cet article, I'auteur propose une mé-
thode d'estimation qui a €té trés étudiée par la suite : la méthode du noyau .
Cette méthode consiste:a prendre comme estimateur de la densité la fonc-

A

tion aléatoire f, définie de la fagon suivante :

n CO‘CDi

h

A 1 1
fn(“;“’p""mn)z'_ : -}:K ( ) V(w,ml,...,mn)GQ“"'l (1)
n i=1

oi le noyau K est souvent une densité possédant certaines propriétés de
régularité et h un nombre positif qui dépend de n .

Cet estimateur a été étudié notamment par PARZEN [29] (1962),
NADARAYA [18] (1965) et WOODROOFE 1191 (1967) pour Q = R; par
CACOULLOS [201 (1966) et VAN RYZIN [21] (1969) pour Q@ = RP et par
CRASWELL [221 (1965) dans un groupe topologique.

LEADBETTER et WATSON [231(1963) ont proposé une méthode un

Peu plus générale ; ils considérent un estimateur de la forme :

A

1
fn(m;col,..., con) ::

I M=

Kn(co-mi),V(m,c.nl,...,o:nn)€Q“+’L (2)

i=1

leurs résultats ont été complétés récemment par PICKANDSIII [24] (1969).

La Méthode du noyau a certaines propriétés intéressantes (notam-
ment la rapidité de convergence et le fait que 1'estimateur est strict), mais
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elle a, pour un praticien, certains inconvénients (complication et manque
de robustesse des estimateurs optimaux).

2. La méthode des fonctions orthogonales.

La méthode des fonctions orthogonales, que nous €tudierons dans
ce chapitre, a été introduite par CENCOV [25] (1962)'") . Le principe de
cette méthode est le suivant :

Soit u une mesure sur (Q, @) et soit T 1'ensemble des me-
sures de probabilité sur (@, () admettant par rapport a u , une densité
de Radon-Nikodym appartenant & L2 (u) .

142
On sait que, muni de la norme / | £1% d p
Q
L2 (u) estun espace de Hilbert ; soit alors (e;), o1
1
une base orthonormale de L% (u) et soit (e; )

k™ Tk q(n)

A

%
R 5 * .
un sous-ensemble fini de (ei) : une version fn de |'estimateur fn de

f = — sera défini par la relation :
du
* 4 qgn ik 3 *
fn (e mq,...,wn) = = ;-' eik,n(wl) +...+ eik,n(wn) eik,n(w) .
Y (co,col,..., mn) S et (3)
ou les e,ikk,n (k = 1,..., g(n) ) sont des versions des
eik,n (k=1,..., q(n) ) etles e?k,n des versions fixées des eik,n g

(1) Et, indépendamment, par TIAGO DE OLIVEIRA [2(-31 %
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dP

On voit que cette méthode consiste a estimer la projection de E—-
K

sur un sous-espace de L?(u) de dimension finie : elle raméne 1'estima-

tion de a celle d'un nombre fini de paramétres numériques.

dp

Remarquons, d'autre part, que le principe de cette méthode peut
s'appliquer a I'estimation de n'importe quel paramétre a valeurs dans un
espace de Hilbert.

Depuis 1962 'estimateur défini par (3) a été peu étudié ; cepen-
dant, deux cas particuliers importants ont été abordés : S, C. SCHWARTZ
[27] (1967) a pris, comme systéme orthonormal dans L? , lesfonctions

d'Hermite alors que KRONMAL et TARTER [28] (1968) s'intéressaient au

cas des fonctions trigonométriques.

Dans la suite, nous généralisons leurs résultats et nous donnons,
dans le cas général, des résultats qui, a notre connaissance, sont nou-
veaux (en particulier ceux de notre note aux CR du 10 mars 1969 [32] ) .

Il - CONVERGENCE EN MOYENNE QUADRATIQUE INTEGREE.

Les conditions de convergence du MISE (défini au §IIdu chapitreI)
sont simples et connues!!), nous les énoncerons sous la forme suivante:

THEOREME 10 :

Siles séquences (eik 11)1 <k < qln) sont telles que la suite

) 2
o By 4 () f () dp () converge vers
1 0 k
(1) Car on peut considérer qu'elles sont contenues, implicitement, dans les théorémes la
et 1b de Cencov 251 i
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(1)
/Q f(w)? du (&) . une condition nécessaire et suffisante pouy

A

que [n converge en moyenne quadratique intégrée vers f est que

/ 1 g(n) 2
Y (2w, @] e du W) o=0
DEMONSTRATION

Pour simplifier les notations, nous poserons

a. = /Qei (@ f (@ dp (@ N dsenal

]. n (8]
a0 El eik,n (coj) ¥ izl asns gln)ep ¥neel N

a »
1k,m |

et

)

=1 YneN

q(n
= a. . e
= 1k,n 1k,n n

1

alors puisque En -f et f -f sont orthogonaux, le MISE peut s'écrire :

anE/Q[ f @ -t @1° du(+ /Q[fn(o:)-f(w)]zdu(co) ()

soit
1 aln) /
gt 2 2 2
== -kz: 1 H eik,n (@ f(w) dp () - aik,n] +j g . a’y (6)

ou I'onaposé I =1- “1, b iq(n},n }

ou encore :

(1) Dans la suite, nous appellerons cette condition "condition S".
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1§ =n) n+] an)
. = 2 e 2

= /Q ve [kE: : & (@11 (o) du (@) 5 kZ: : aik’“
SR (7
el

Or I'hypothese faite sur les séquences (eik,n} implique que

q(n)
lim n+1 z a:? = F T (8)
B s Y1 €1

Noo

donc, d'apres (7) et (8), J, -0 sietseulement si on a (4). CQFD.

La condition (4) dépend étroitement de f, cependant nous allons
voir que, dans de nombreux cas particuliers importants, cette dépendance
n'est qu'apparente :

COROLLAIRE 5 :

1°) - Si l'une des conditions suivantes est remplie :

a) Il existe une version des e; uniformément bornée pour i€ 1

i
et we€ Q.
b) 1l existe g€ L* (u) qui majore le;| pour tour i€ 1.

c) Il existe une version de f uniformément bornée pour w€ Q .

Alors, si la condition S est vérifide,

lim gln) — 0 entraine lim 3. =0,
n o n n oo

2°)-5'il existe une version de { uniformément minorée par un nom-
bre positif m pour w€ Q et si la condition S est vérifiée, alors :

q(n)

lim ']n =@ entraine lim g i 65

N oo n eo
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DEMONSTRATION.

Les résultats proviennent des implications suivantes :

17); &) =% sup / e:? (@) f(w) du (@)= O
T ) :

. q(n) s q(n)
:>/Q—a" L2 e S0 504 @ ki

=1

b) =5 sup / ei2 (@) f () du () / g4 f (&) du (®
1€ 1 Q Q

! /Q gh@du @1 E/szcc@ @1

¢)=>sup / e’ @f(@du (@ =0 (D
1 €1 Q

g ] g(n) q(n)
2) inf #() 3> me= [ L[S @] (@ du (@ym—o
weQ i n k=

2
e.
, Ijen

COROLLAIRE 6

On suppose que Q est unintervalle compact de R, que p estla
mesure de Lebesgue sur Q et que les e; (i €N) sont les fonctions trigo-
nométrigues sur Q , alors, si

eikn =Bk ¥hkeN, ¥ ne N

et si lim q(n) = + o ; pour que lim g = 0
n oo n oo

q(n) ®

il faut et il suffit que lim 1%

n oo
DEMONSTRATION.

On peut, sans perte de généralité, supposer que Q = [0,27]; on
aura alors :
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* ¢ 1 @ Cos * (@ sin
e S e e a W) = SRE G} 3
1 NI N 3 v
‘) Cos 2 .
= c
ey* (a3 = e
Un calcul élémentaire montre que :
(n) - 1 a(a) {n) +1
i < = ef? (@ & T [V o(n) €N, Y weQ (9)
2w E=1 25

Or, comme lim q(n) = + o, la condition S est vérifiée, donc (4) est une
n oo

condition nécessaire et suffisante de convergence, et comme, d'aprés (9),

(4) est équivalent a lim g\’ =0, le corollaire est démontré.
n o< n
REMARQUE :
Le corollaire 6 améliore la deuxiéme partie du théoréme 3 de [28]
2
ou I'on montre que lim 40 = 9 est une condition suffisante pour que
n oo i
lim ‘]n = 0.
N oo

Optimalité et vitesse de convergence.

La relation (7) montre que J = dépend fortement des coefficients
a;; il n'est donc pas possible, en général, d'obtenir un estimateur unifor-
mément optimal (pour la fonction de risque J,) dans la famille des estima-

teurs définis par (3); c'est ce que confirme le

LEMME 8 :

On suppose que la famille e; est dénombrable, que eik,n = ejpis Y¥keN,
¥neN o qu'il existe deux constantes m et M telles gue

0<mg /Q eiz (@D f(d)dy (D<M, VIieEN (10)

Dans ces conditions et ¥ n € N . il existe un entier qq (n) qui minimise

Jn§ de plus, si | a:

;| est fonction décroissante de i, q,(n) est tel que,
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au moins pour n assez grand :
aqo(n) - m et 1 aqo(n)+1 * ~ m (11)

DEMONSTRATION.

Désignons par Aq‘]n 'accroissement de J ~quand ql(n) passe
de q a q+1; (7) entraine alors:

1
Aq ']n = ( /Q e2q+1 (@ f (@) du (- (n+]) azq+l] (12)

d'ou, en tenant compte de (10) :

1 [ m-(n+1) a® +1] Al

> q q“n

% [M-(n+1) a q+1] (13)

Donc, ¥ n €N, il existe un entier qj(n) tel que

i

ql(n)—"-—-'-) laq+1| P z

=8> 0 (14)

X % ; 7
c'est-a-dire que, pour q assez grand, ‘]n est fonction croissante de q :

la premiére partie du lemme est démontrée. Remarquons que I'on a aussi
montré que q (n) < qp(n) .

Supposons maintenant que | a soit fonction décroissante de g,

l
q
alors si ql(n) est le plus petit entier tel que 'on ait (14), on en déduit

e
JarT

que |a | = , au moins pour n assez grand.
qo(n)

; . vm-
Soit qo(n) le plus grand entier tel que | a3+1 | >\/F___-—+-1-— (qgn)
existe au moins pour n assez grand), d'aprés (13), on a l'implication:
Cisng(n} — Aq.]n = 0
On en déduit q,(n) > go(n)+1; d'otu, d'apres I'hypothése faite sur qo(n),
M

, ce quiachéve la démonstration.

|ac[c,(n)+l1 $ NrTa



Contribution a la théorie de I'estimation fonctionnelle

51

Lelemme 8 montre qu'il faut connaitre!l'ordre de grandeur des coef-
ficients ag pour connaitre celui de .

On peut, cependant, obtenir des résultats partiels : par exemple si
1 1
ay | :O( ?) 3 r>2—, et si 1'on prend q(n) = O (n'/ 29 on wvoit
1

facilement que J = O ( (o= 6, i, de plus;) | oy cestde 1 ordre
o 2rl/ 9r

de -k—r , on obtient ainsi un estimateur asymptotiquement optimal au sens
suivant : J = est asymptotiquement du meéme ordre que le MISE associé a

I'estimateur optimal en f.

’ 3 2 2
Remarquons enfin que l'on pellt évaluer empiriquement q (n) en
remplagant J =~ par une estimation J eten étudiantle signe de Aq‘]n'

Cette méthode a été employée par KRONMAL et TARTER [28] .

[Il- CONVERGENCE UNIFORME EN MOYENNE QUADRATIQUE ET CON-
VERGENCE UNIFORME PRESQUE SURE.

1. Introduction.

Dans les problémes d'estimation de la densité, on cherche souvent
a estimer une version spécifiée de la densité; il s'agira, en général, d'une
version continue de la densité. On peut alors étudier des modes de conver-
gence plus précis que celui du paragraphe précédent.

Rappelons d'abord a quelle condition une version continue de la den-
Sité est unique :

LEMME o .

Soit Q un espace topologique muni de sa tribu Borélienne, soit u une me-
Sure sur Q qui charge tout ouvert non vide et soit P une mesure de pro-
babilité sur Q admettant, par rapport @ |, wune densité de Radon-Nikodym

dP dP

—_—

du Alors, s'il existe une version continue de cette version est uni-

que.
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DEMONSTRA TION.
dP

Soient f et g deux versions continues de — et soit w, €Q tel

que f(w) - g(w,) >0, alors, il existe un voisinage ouvert U de @,

tel que I'on ait simultanément :

dP
j; E; (@Wdu (@ = U fdu (@ = /; g du (@

et/U tf(co)- g(@] du (@ > 0
ce qui est évidemment contradictoire. CQFD.

EXEMPLE :

Les conditions du lemme 8 sont vérifiées si @ est un groupe to-
pologique localement compact et si u est une mesure de Haar sur Q.

REMARQUES :

1.- Si p s'annule sur un ouvert non vide de @, s'il existe une ver

sion continue de et si @ est normal, il existe, en général, une infinité

du 4P

de versions continues de —.

2.- Dans la suite, si les conditions du lemme 9 sont vérifiées,
nous disons " P admet une densité continue " au lieu de " il existe une

version continue de : " . de méme, nous dirons " e; est continue " au

L
lieu de " il existe une version continue de e

(),

2. Convergence uniforme en moyenne gquadratique.

THEOREME 11 :

Sous les conditions suivantes :

(1) Zar le lemme 9 s'applique & eiz donc a ei B
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1°) f est continue
2°) e; est continue et bornée, Y i €1
3°) La famille Z a; &4 est uniformément sommable de somme .
1 &1
4°) Les séquences (eik,n) 1 <k < q(n) sont telles que la suite
qln)
.4 =E_= : aik,n eik,n converge uniformément vers f 1.
2
Si lim sup eup | e . (d |:|‘1 C9? = g (15)
ne [ 1gkgqln) we Q k o
giors Q. =wswp B [ |1 @-f(|*1 » 0 quand n-+ (16)
we Q
DEMONSTRATION.
Posons pour simplifier  sup sup e (| =M

) keelidinn S5Q
D'aprés la relation

EQf (@ - f@|1 =E[f@ -+ |-
et la condition S', il suffit de montrer que

lim sup E | in (@ - f (@ R F
noo we QR
" al(n) .
Or fn () - fn (@ = kz: : (aik,n 5 aik,n) eik’n ©
) a(n) " 5
(s % (e
Doy E[ f@-f @|4= kE: 1 Var (aik,n) %0 o ()

~

> Cov (;i
k7% k! k

2N ; ai](‘, n) eik,n (CD) eik|,n (CD) i

On en tire
5 q(n) L "
E[| fn(co)- £ (@] SMHZ [ kzzl Var (a, ki 2 \ COV(aik,n; aik‘ i

k’“) 0 )1

(1) Dans la suite, nous appellerons cette condition "condition S' * .
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d'on :

EfIf @- 1|7 « M_? [ET Var (a; )

+k§: = v/ Var (aikm) . Var (aik!,n)

soit, en posant o (e;) = Vare,, i€l:

- q(n) U(eik,n) {n)?
Bl @- @10 «M?.[2 ?]241\4“4.“‘:

et la condition (10) permet de conclure.

REMARQUES :

1.- Si les e; sont bornés, uniformément pour i€, la condition (15)
s' écrit simplement

(n)?
TR e BERERE (@5 biel

n

noo

condition qui a été obtenue pourles fonctions d'Hermite dans [27] et pour
les fonctions trigonométriques dans [28] .

2.- Sous les mémes hypothéses, et d'une maniére tout a fait analogue, on
peut montrer que (15) entraine

lim E [(sup |f!1 (-1 )] =0 (17)
noo weQ

et |'on obtient une convergence plus forte que (16). Si { est bornée, (17)
peut s'écrire

lim R, =0

neo

R étantla fonction de risque définie au chapitre I quand ® est l'espace
des fonctions continues et bornées sur @, muni de la norme de la conver
gence uniforme.
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Vitesse de convergence :

La vitesse de convergence de Q  vers 0 dépend de celle de la

famille sommable = a. e. vers f.
1€ 1t

Pourme ttre en évidence cette dépendance, on peut donner, par exem-
ple, le résultat suivant (1) :

GOROLLAIRE 7 -

On suppose que la famille (e;) est dénombrable, que les e; sont bornés

uniformément pour 1€ N, et que eik: e, » YKEN, VneN.

a
Alors, si lak|(<F apee vyl et a0, N ke N

et si q(n)=o(ﬂl/2'), o e O( e )

DEMONSTRATION.

C'est une conséquence immédiate de I'inégalité

it [q(ln)2 sal of

oy n E > gln) lak

Q %)

ot M=Max ( sup le;@l| » 1).
w€ Q,ieN

3. Convergence uniforme presque sire.

Nous allons maintenant donner des conditions pour que

A

d = suig2 I f (@) - () | tende presque sirement vers 0 quand n
WE “
tend vers 1'infini.

Bien que la définition 5 du chapitre I ne fasse pas intervenir
la mesurabilité de 1'estimateur, il semble intéressant d'indiquer une condi-
tion suffisante pour que d soit une variable aléatoire.

(1) Extension de la deuxiéme partie du théoréme 2 de S.C. SCHWARTZ [27] i
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LEMME 10 :

Soit Q un espace mesurable, soit X un espace topologique localement
compact @ base dénombrable, et soit T(x, @) une application de X x0
dong - BT Alors, s ¥ o, €85 Tix ooo) est continue et V X, €x

T(xo ,w) est mesurable, l'application h (&) = sup T(x,w) est mesurg-
xeX

ble.

DEMONSTRATION.

Soit K un compact de X et soit d une distance sur X compati-
ble avec sa topologie.

WEter O ST est uniformément continue sur K, il existe
donc a (&) > O tel que

1
d(x,x") <0(n(co) =3 Tx, ) - T(x' , @) | <—¥x, x €K; Ve @ .
n

Soit { B(xi, o (&) R DR A, unrecouvrement de K
par un nombre fini de Boules ouvertes de rayon o (@) .
L'application h D T(x:, @) est mesurable.
PP )‘n() 1\<i\<i\n 3 sura
Posons hg (@) = sup T(x, @) ; on aura

x€ K

1

donc lim hAn (@ = hg (@ , Y@ €Q ce qui entraine que h, est
noe

mesurable.

Enfin, soit (Kp) p €N ume suite croissante de compacts qui recou-
vre X; on peut écrire :
h(w) = sup by (@ ; VoeQ
pPEN P

donc h () est mesurable.



Contribution a la théorie de I'estimation fonctionnelle

57

CONSEQUENCE :

Si Q estun espace topologique localement compact & base dénon-
brable, si f est continue et si e: est continue, Yieles dn est mesura-

ble.

Passons maintenant aux théorémes de convergence. Nous suppose-

rons que la famille e; est dénombrable, que

eik’n=ek » YkEN , '¥n&€N, que e; est continue,

Yi€N, et que f est continue :

THEOREME 12 :
Sous les conditions suivantes :

I°) e; est bornée uniformément pour i€ N.

22)ha série 2 a; e; converge uniformément vers f
1€EN
3°) 1l existe une constante positive m telle que

ei2 (. L e duslo] 2 ms s Vi e N

Q
4°) lim q(n) = + e
N oo
4+ o0 n
) e q(n)exp [-A ]<+w,VI\>O
i i q(n)?
Ona lim p.s. sup | f; (O)a-e T =0
noo we G

DEMONSTRATION.
Comme lim g(n) = + e , la condition S' est vérifiée, or
noe
sup lf;(m)-f(m)|\< sup | f;(m)- f (| +sup |f (D-F(DI (18)
WeEQ weQ we &

m‘bﬁ’ﬂ
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il suffit de montrer que

8§, = sup [f (@-f (@] » 0 quand n >e.
we pee;

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans @ et dont la loj 4

pour densité f ; on a la majoration :

o;2=0 [e,(X] g o e;” (@f@du (@< M? - [Qf(w)du(w)=M2
(19)
YieN, ou l'on a posé M= sup le; @1 .
i€EN, weQ

D'autre part, il existe i € N tel que i>ij entraine

m
lai | & —2 . D'ou compte tenu de 3°):

crz[ei(X)] = /Qeiz(m)f(co)du (w)-aizzﬂz-, Nihg

Pour n assez grand, on aura q(n) > Lk donc
A n) 10
5 = sup | ¥ @ -a)e (@M 2 | a5, - 2 |
CO€Q =1 n i=1
a(n) '
+M = | 85 - 8
i=1 41
o
- 2 e; (@) + ... +e (@) ufpe
omme a; = = et &; = (ain)
forte des grands nombres montre que gin > a; (1 quand
p-s.

Yie€ N, donc:

limp.s. [M X |ain-ai]] =0
B =1

{1) Et méme presque complétement sirement .

(20)

(21)
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D'aprés (21), il suffit de montrer que
g(n) g
limipis—>= At =i gl = 0 (22)
. ¥ =1 +1 | % - 25 |

Pour cela, nous allons appliquer une inégalité de Tchebychev ren-
forcée (1). Il vient:

Prob [Iei(col)+...+ei(oon)-nai|}u0i\/n]

u

CE A ianaey e
2(1+ i

O'i\/;
M

quel que soit pu tel que 0 <p g

\/'HT - \fn_

et choisissons p =

T i

Donnons nous & tel que 0<e g

M

onabien 0 <p <

0<

Alors, compte tenu de (19) et (20), on peut écrire, ¥ i> igu

= A o;
PTOb[|ain-ai|>s]¢.<Prob[|ain-ai}>,e N]]
ne
<2exp |-
2M? (1 + —)?

Zcri

3 ne?
LZexp| -

Pl ome
o m
negalité valable pour tout & <——

(1) ef. RENYI [30] théoréme 1 p. 365, cette inégalité est due a Bernstein.
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On a donc
q(n) % q(n) & £
Pmb[1510+1 la; -a;|>elg - 1 9 Prob [|a;, - a;| >m]
2:g2 n
S(q(n)-io) 2 exp[- . ]

OM?  [g(n)-i,)*

2
n

e
< 2q(n) exp( i 'an)-:f]

d'on (22), d'aprés la condition 5°), ce qui achéve la démonstration.

COROLLAIRE 8 :

Si les conditions 1°), 2°), 3°) et 4°) du théoréme 12 sont vérn-

: sy AT
fies et si lim Log n=0 ona encore:
ne O
lim p.s. 4 =0
Il oo
DEMONSTRATION.
I1 suffit de montrer que
q(n)2 + o0
lim logn=0"03 q(n) exp [-A ()2] <4+, YA>0.
n oo n n=1
(n)?
Pour cela posons a«(n) = 2 Log n, il vient
n a(n)¥/2 n'/? Logn
( EB N = - A
q(n) exp [ q(n)21 (Log M2 exp [ o ]
. (_ﬂ_)l/z i _1_.._
Logn B, 1/2
a(n)
1 C.Q.F.D.
Donc, pour n assez grand, q(n) expl - )\—(—)-2 B
n
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REMARQUES :
q(n)?

n

1. On peut comparer la condition lim Log n=0 ala condition

n o<

15 bis. Si q(n) = [An®], A>0, o>0, lesdeux conditions sontéqui-
valentes.

2. Si Q est compact et si f est continue et positive sur &, la condi-
tion 3°) du théoréme 12 est vérifiée. En effet, on a alors :

/ ei2 () f () dp (@) > inf f(a))./ eig () dp (@ >0
Q we Q =

Siles e; sont les fonctions trigonométriques, la condition est vérifiée

YiecL? (Q). Eneffet, si i estpair (i =2k), ona, en prenant par
exemple =0 2]

/eiz(m)f(co)du (<.O)=—1—/2Tr Cos’kw f(0)dw
Q e L&

i 2T /| 2T
=—--[ f()dw +——"/ Cos 2kw .
T 217 J o
f(wdw
>—— pour k assez grand.
4t

Le calcul est analogue pour i impair.

Nous ne savons pas si la condition 3°) est vérifiée pour n'importe
quel systéme orthonormal, ¥ Q, Vu, Vf€ L? ().

Nous allons maintenant donnerun théoréme de convergence uniforme
presque siire, valable pour Q@ = R, et qui ne fait pas intervenir la condi-
tion 3°). La méthode de démonstration est analogue a celle de NADARAYA
(18] .

THEOREME 13 :

On suppose que :

1°) Q estun intervalle de R, [ini ou infini et p est la mesure de Le-
bESgue sur R.

22) e, est la variation bornée, VieN.
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30) La série Z a; e; converge uniformément vers £
1EN
%)k q(n) = 4+ o0,
noo
Alors, pour que

lim p.s, mup | En (D-f¢)| = 0

nee we Q
il suffit que
+ o0 i
Z exp[-aﬁ—] < 4o OG>0 (23)
g8t Ma' V" gt
avec Mq(n) = sup \ sup | e; (@ | (1
1<ig€q(n) w€ Q
q(n)
et Vq(n) = 12:1 ldeil .
DEMONSTRATION.

Les conditions 3°) et 4°) entrainent la condition S' donc, d'apres
(18), il suffit de montrer que

5§, = sup |[f (@-f (D] > 0 quand n-e.
we 9 p.s.

Soit F la fonction de répartition associée a f et soit F_ la fonc-
tion de répartition empirique. On peut écrire :

ai — /Q ei (CO) dF (0.)) et ?’m = /Q ei (GD) an (00) ‘ ¥YieN

Done
2 a(n} i
B @ = 12 (a;, - 8;) e; (@

q(n)

= [Z e(Me (@] .[dF (D-dF(1)],V we€Q
Dby W i n

(B))] e, étant a variation Ioinge, ¥ 1 &N s a Mq(n) <400,
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comme les e; sont a variation bornée, on peut intégrer par parties et il
vient :
a(n)

'fn(m)—fn(m)=- [Q[Fn(t)-F(t)].[ Z e (de;()], YweQ

i=1

d'ou
'5“ = sup | fn (o) - fn (W] € Dn . Mq(n) 3 Vq(n)
we Q2

ayvee D = sup [F (1) -F(1) |
te€Q

alors, d'aprés le lemme 6 (Chapitre I) :
Prob [|3, | > ¢ 1g Prob (D, - My - V() > € ]

2

nieE
\<Cexp ['2~N—I-—2-——T] ,VE>0 (ngis)
q (n) " " qln)

et (23) permet de conclure.

EXEMPLES :

1.-Si Q =[0,27] etsiles e; sont les fonctions trigonométri-

ques, le théoréme 12 s'applique pour { continue & variation bornée et

telle que f(o) = f(2m) et q(n) = O(nr), r<'£—.

2. - Nous verrons au Chapitre IIl 1'application du théoréme 13 dans
le cas ol les e; sont les fonctions d'Hermite.

Donnons enfin, sous la forme d'une condition nécessaire et suffisan-
te, un énoncé qui contient une réciproque du théoréme 13 :

On suppose que la condition (23) etles hypothéses 1°), 2°) et 4°)
du théoréme 13 sont vérifiées et on désigne par € 1'ensemble des densi-
tes définies sur (Q, u) et admettant, par rapport aux e;, une série de

Fourier uniformément convergente. On a alors le résultat suivant :
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THEOREME 13 BIS :

Pour que :
lim p.s. sup 1.{11 (@-f@} =0
1 oo DJEQ

il faut et il suffit que f appartiennea C .

DEMONSTRATION.

La condition suffisante n'est autre que le théoréeme 13 .

La condition nécessaire estune conséquence immédiate de I'inéga-
lité :
sup |f (@-f(@|g8, + sup |f (-1 ]
we Q w€ Q
et du fait que, d'aprés la démonstration du théoréme 13,

lim p.s. gn = 0 quelle que soit f.
n oo

1V - LOI LIMITE DE L"ESTIMATEUR

Nous supposons, comme au paragraphe précédent, que 1'on estime
A
une version de la densité et que fn est défini a 1'aide d'une version des

e;- Nous cherchonslaloi limite de f (0,), @, étantun pointdonné de Q.

o

THEOREME 14 :

7
1°)M= sup . sup |e;(@]| <+
i€l «€Q

2°) il existe A>0 tel que, pour n assez grand :

q(n)

q(n)"!. p [ 5;1 eik’n(m) eik,n

(@H? f(Wdu (@3> A
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3°)f (@) » f(wy) quand n > +e
( ) 1+
4°) Il existe a>0 tel que lim C[_E__a__ =0
n oo L
5°) lim q(n) = +
noce A
i (- I (@)
Alors 7 5 converge en loi vers une variable aléatoire
ol fn (mo)]

dont la loi est normale de moyenne nulle et d'écart type 1 .

DEMONSTRATION.

~
On peut écrire f (@) sous la forme d'une somme de variables a-

léatoires indépendantes et équidistribuées, en effet :

A aln) 1
hog = 2 —le n@)+ot e @le @y
= LS
gt Ykn
1 d(n)
avec Yo T —n— !I:] eij’n (mk) eij,n (coo) (24)
Done fn (m?) % fn (@) = X Zhn
cr[fn (wo)] Emil
-E
ﬁc[ykn]

Nous allons montrer que 1'on peut appliquer le théoréme central li-
mite (cf LOEVE [31] p. 316) aux variables z, . Pour cela, il suffitde

montrer que :
a)Pn(E)=Z Prob [|z |>¢e| » 0 quand n » + e, V&> 0
k=1

b Il existe T >0 tel que, quand n > + o

kz:] Uzkn(an(T)) 1] bt :221 E[an ] 5 0
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2Ly (7) désignant la variable aléatoire Zkn tronquée a T.

DEMONSTRATION DE a).

On peut écrire :

n E[|yp, -Elyp, ) 12*2%]

P (¢) = n Prob ( v R :
o 60= akrobtz. | >2) & L2420 TS (o Tyg ) 170 (25)
Or, d'aprés (24) et la condition 1°)

lyp, | € M2 i(nﬂ)_ (26)

et d'aprés la condition 3°), il existe &> 0 tel que, pour n assez grand:

f f + 8
By, | o= adlind, agpuirlilpd ()

n n

Donc, d'aprés 5°), on aura, pour n assez grand :
3 qln)

| ¥ - Elyg) | < 2M (28)

n

D'autre part, en tenant compte de 2°), on obtient

1 q(n)
E(yze“) 5 -n_z- Q [kz= 1 eik’n (@ eik;n (@) 1 f() du (@
q(n)
nZ

Sy

pour n assez grand (29)

(27) et (28) entrainent, pour n assez grand :

A g
0% (ygy) = Elygy) - [Elygg) 12 5 —. =

n

(30)

En reportant dans (25), on trouve :

)2+2C( 2 1+& 242

2+2a gln n

Pn(E)S 'W— ('K -(;(—n)—l_:}

1
. ——(2 M?)
nC(

E2+ZG

()1 + @
aoit- . B (gl g K (e) Lna——

(31)
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2+2C

2 /T M?
s

d'on a) d'aprés 4°) .

avee » K(g) = (

)

DEMONSTRATION DE b).

D'aprés (28) et (30) , on peut écrire

'y 0, - E(yp,) | 1 2 q(n) '
i e L R R
ke 5 S\/}T 2 n ¥ A Vqn)

ﬂnl - \/FO‘ ()’En)

é\/?Mz /q(n)
soit ]zEnﬂ &
z\/ ;{ n

(n)
Or 4°) entraine - » 0 puisque
2+2a
q(n) 1 q(n) 1+ €
( W v
n n n

done, ¥ 7 >0, z, (1) = zp pour n assez grand,

et comme cr(zgn = == et E(zf })=0 b) est démontré.
iy “

CONCLUSION.

Le théoreme limite central s'applique et

T (wg) - £ (@) txp \ND s C.Q.F.D.
ol f; (@) ] :

EXEMPLE :

Siles e; sont les fonctions trigonométriques sur [0,2w], si f

est & variation bornée, telle que inf f(w) > 0 etcontinue au point
Qg s 0Lwg2m
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enfin si q(n) = O (n ﬁ), 0<p<1, lethéoréme 14 s'applique
Yo € 162ml,

(2]

VY - APPLICATIONS
1. Estimation du mode .

COROLEAIRE 9 :
Pour Q=RP et p = AP (mesure de Lebesgue sur R?), si e; est con-

tinue et telle que  lim e;(@=0, VieN; si { estuniformément
[l =o

. . 7 N i = 5
continue et unimodale et si m estune solution de I'équation

f,(m) = sup f, (@,
we RP

%
alors m_ estun estimateur presque sirement convergent du mode m de f

quand les bypothéses du théoréme 12 (V) sont vérifiées.

DEMONSTRATION.

La démonstration est tout a fait analogue a celle du théoréme 3A
de Parzen [29] et du théoréme 2 de Nadaraya [18] . On a, en effet,les
propriétés suivantes :

19 Mie =0, a>0 tel que || m-w| »e=3fm)-{(W| >« 2

22) If(rl;ln)-f(m)I < 2 sup |,fn(co)-f(m)1 -
w& RP

doniCae ¥ & 440

Prob [ |[m, -m| >¢] < Prob [|f(m)-f(m)| > a]

£ Prob [sup |}n(m)—f(m)|>,-q—]
we R 2

(1) Resp. du théoréme 13 si p=1.
(2) et PARZEN p. 1072.
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d'ou le résultat puisque
00 . o
2 Prob [sup [f (@-f(@|2 -] <+
S we R 2

2. Estimation de la fonction de répartition.

Q étant un intervalle compact de R muni de la mesure de Lebes-
gue, on peut définirun estimateur de la fonction de répartition F, analogue
~

a f, en posant:

n

~ q(n) i

Fn(m; @ geeer @) = 151 [ «[Q ej(t)Fn (t; O yeeer @) dt] e (@) (32)
Yoe€N, V(o;aw,.., o A on F: désigne la fonction de

répartition empirique et ol les e forment une base orthonormale de £*

(Q) (1)

COROLLAIRE 10 :

~

1°) Si lim g(n) = + e, F_ converge vers F en moyenne quadrati-
noo
que intégrée.

2°) Siles e. sont bornés uniformément pour j € N,

]
SER > [ /ej Fos] e; converge uniformément vers F et

JEN

|t (n)

SrRl exp[—yq———] <+, Yy> 0,
n=1 n

alors lim p.s. sup | %n @-F@| =0

n oo we Q
DEMONSTRATION.
1°) Posons Q@ =[a,b] (a<bh), Ajn = [cb € F: et

(1) Le cas des fonctions trigonométriques a été abordé dans rZS] .



Denis BOSQ

70
Ag = [b F. Al
j 3 3 Ej . ors :
e it B AR alg O
Jn ¥ b ( n PPN i ar A
A W= ok 5 q(n) - g
et b = EL LR =J=E1 VarAjn+ > Aj
1> q(n)
D'oli, en remarquant que E(Rjn) = Ajn ;
* ~
r g, A.2-VarA.
Jn ‘]n 2} [ j ar jn]
wigegt ol anglash 31 o g By
12qtm) 1 3> Jn Ja (33)
* 1l b
O!‘, J = — / F(I'F)
n
n a
e b
2 A 2 = [ FZ
[ ] =
= b

D'on le résultat puisque q(n) - & .

2°) La démonstration est analogue a celle du théoréme 13 :
On pose E(i&‘n) = F_ et l'onéait:
% alfnls o
F (@-F (o = jgl (Ajn - Ajn) e; (@)
a(n)

= 12 e®e(.[F.()-F®]d
j=iyd ) "

Y o € [a,b]
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d'ou, d'aprés l'inégalité de Schwarz :

A 5 q(n) 2 /2
sup  |F (@-F (]l (= ej(t)ej(co)) ]
we [a,b] a j=1
[/b [F:‘1 (v-F(n)* BT
<M q(n)¥? (b-a)? sup |F: (- F (@) |
w€Q
avec M = sup sup |ej @] -

w€la,b] jEN

et I'on conclut en utilisant le lemme 6 (Chapitre I) et 1l'inégalité

sip |F @-F@|g sp |[F (@-F (@]
€ [a,b] w€ [a,b]

+ sup |F (@-F(@|
wela,b]

REMARQUE :

Si les & sont les fonctions trigonométriques sur [a,b], Fn est

meilleur (au sens du MISE) que F: pour un choix convenable de q(n) (cf
(28] théoréme 5, p.950). Ceci n'est pas en contradiction avec le théore-

me 9 (Chapitre I) car Fn'est pas, en général, un estimateursans biais

de F.
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1l
ESTIMATION DES DERIVEES DE LA DENSITE

| - GENERALITES

1. Introduction.

Le premier article sur |'estimation des dérivées de la densité sem-
ble etre celui de P.K. BHATTACHARYA [33] (1967), ses résultats ont
été complétés par SCHUSTER [14] (1969). Ces deux auteurs estiment la
k®™M€ dérivée de la densité a 1'aide de la k®™€ dérivée de |'estimateurde
la densité défini par la méthode du noyau. SCHUSTER a obtenu des con-
ditions de convergence uniforme presque sure.

Dans ce chapitre, nous étudierons des méthodes liées a celle des
fonctions orthogonales. lLies démonstrations étant analogues a celles du
chapitre précédent, nous les exposerons briévement; nous appliquerons en-
suite les résultats obtenus a certains cas particuliers, notamment au cas

des fonctions d'Hermite ‘'),

2. Methodes d estimation.

Dans toute la suite du chapitre, nous supposerons que @ estun
intervalle finiouinfini de R et que p est la mesure de Lebesgue sur Q.

Remarquons que, dans le probléme qui nous intéresse ici, on peut
envisager deux points de vue :

- ler point de wue: sachant que f est k fois dérivable, on cherche
a estimer directement (¥ (k™€ dérivée de .

- 2éme point de vue: sachant que f est k fois dérivable, on cher
che & obtenir un estimateur de f qui converge suivant une topologie plus
fine que celle de la convergence uniforme (en particulier la topologie de la
convergence uniforme des dérivées jusqu'a I'ordre k).

I1 est clair que 1'estimateur choisi pourra dépendre du point de vue
adopté et du mode de convergence utilisé. Aussi allons-nous définir deux
méthodes pour 1'estimation de f(¥),

(1) La plupart des résuﬁtclls qui suivent sont dans notre note aux C.R. [34] du 24 novembre
1969, cf aussi [48
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lére méthode :
Posone ©=labl, a <b ach, beR et désignons

par £2(Q, k) l'espace des fonctions réelles définies sur @, k fois
dérivables et de carré intégrable ainsi que leurs k dérivées.

Soit (ei)_ " une base orthonormale de £2% (Q) telle que
i

e; € £2(Q, k) et telle que

lim ei(m () =0 Gal = Him ei”‘) (x) £50) (%) (1

x > al+) x » b(-)
YiceN | i ] s )OS S

On peutalors estimer f'¥) par la méthode des fonctions orthogona-
les, ce qui revient a estimer les coefficients

a;) = /Q £05) (%) e; (x)dx, i€ N

Or, en intégrant k fois par parties et en tenant compte de (1), il

vient

i L /Q ei™ () f(x)dx, Vi €N

Il semble donc naturel de choisir comme estimateur de a;) :
LoEsc i /Q g dF (), YiEN (2)

oi F_ désigne lafonction de répartition empirique associée a un échantil-

lon de taille n .

L'estimateur sera donc de la forme :

q(n)

En’k(x) = 151 ;ik,n ei (K) s VXE Q ) ¥YneEN (3)

avec lim q(n) =4+ o,

I oo
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2éme méthode :

Soit ék (Q) l'espace des fonctions réelles, définies et bornées sy;

Q et possédant k dérivées continues et bornées.

Soit (ei) i€ N une base orthonormale de £2 (Q) telle que

e; & @k (Q), Yi€ N et soit [ une densité appartenant a 61;(9) "

fn désignant!'estimateur de f étudié au chapitre précédent, sa dé-
~ A
rivée k®M€  soit fn(”, est un estimateur de f¥). L'estimateurest donc

de la forme :

] = 2 (X)
fn“”(x)—z ain.eik(x), Vx€eQ, ¥neEN (4)

avec ;in: /Qei(x)an(x) L YieEN ., YneN (5)

et lim q(n) = + e

In oo

Il - THEOREMES ASYMPTOTIQUES

A

1. Convergence de [, .

THEOREME 15 :

(k)

~
1°) Pour que fn | converge vers f en moyenne quadratique intégrée; il
3

faut et il suffit que

1 aln) 2
lim [— Z &% (D1 flxldx=0 (6)
S Qiwe g% U o5
29) 5% e; est bornée et si ei(k) est a variation bornée, Vi€ N si, de
plus la série Z a;1€; converge uniformément vers £'%), alors, pour
i€EN
que
lim p.s. sup | ok K=-1¥ (| =0

n oo x€ Q
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il suffit que
+00 5
2 exp [-a0p——] <+w, Va>0 (7
A Mq(n) : Vq(n),k
avec Mq(n) = sup . sup | e;(x |
1£i< gln) x€Q

q(n)
= )
et Vq(n),k = Zz /Q | d ei(k |

i=1

DEMONSTRATION.

La démonstration de la lére partie est tout a fait analogue a celle

du théoréme 10 ; en effet, le MISE s'écrit

1 aln) 2 +1 4(n)

et = ] —[ = ei“‘) (x1. f(x)dx-n— = aizk B aizk
CShen ' = M i€EN

ce qui permet de conclure facilement.

De méme, la démonstration de la 2&8me partie s'effectue comme celle
du théoréme 13 : une intégration par parties permet d'écrire I'inégalité :

sup [? (0-Ef (0] £ DM .V
o n,k n,k n""q(n)* " q{n),k

et I'on conclut & 1'aide du lemme 6 .

2. Convergence de [:‘ (k)
Munissons Sk (Q) de la norme suivante :
lell = sup . swp 9@, Vec &, @
vl 2% x€Q

et désignons par C,_ 1'ensemble des fonctions ¢ € 61: (Q) telles que
lim ; / ' p=d &I ;
. I = R LTI

On a alors les résultats suivants :
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THEOREME 16 :

On suppose qu'il existe une constante positive m telle que

/ afyfilx)de > m , Y1 EN
Q 1

qgue M = sup ¢ woisup ol e x| <t
i€ N xeQ
et que
+ 00 e
% tdisl ; axp - A SH s, YA SO (8)
n=1 Mq(n),k . q(n)
oa Mq(n),k = sup I e; Il

1<ig qln)

Alors pour que

lim ps. [f-£], =0

noo

il faut et il suffit que f appartienne a C, .

DEMONSTRATION.

Nous allons procéder de la méme fagon que pour le théoréme 12.
Montrons d'abord que :

1i-EE I iorien obE &, @

Pour cela, il suffit de remarquer que les relations obtenues dans la

démonstration du théoréme 12 restent valables, c'est-a-dire qu'il existe un
entier i_ tel que :

0

aln) ~ 2E2 n
Prob [ Z il g Tl —_— L — (9)
ro [1=:o+1 la;, - a;|>el <2q(n) exp [ L q(n]2]

N

.
VT

quel que soit ¢ € 10,
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Or,
A A~ 5.0 A
=l |y /s Tovenp hetpd o & Jay -9
lgigi, 15
q(n) %
Mg 2 ey
o

R
et comme 13:[ | a;,-a;1 = 0, il suffit de montrer que

= p-s

q(n) =
Mq(n),k ] 1_2"; ) |a;, -a;| - 0. Mais, compte tenu de (9), on peut

. 10 p-s-
écrire :

g} A 2 e 2 n
Prob[ = la; -a:|> ] <2q(n) expl- =g 2]
i=1°+1 in 1 Mq(n),k 9M Mfi(n).k . q(n)
M sk

¥: <1 0, M_ [ donc, a fortiori ,
Ye €] o0, Yo K v o

Ve
La relation (8) permet alors de conclure.

La démonstration du théoréme s'achéve facilement en utilisant les
négalités :

I, -ty < I -Ef Il + 1ET -1l

o | Ef-fhy SIER-Tly 4 IE- £l

THEOREME 17 :

5i . est a variation bornée, V i€ N si
|~lll(n),l el sup 1ei(E) (x) | <+, Vne€N
1<i<gln) x€Q ve=9' @, §
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et'sy

+ 00

Z  exp [-d ——— = 7 Fic+e, Yoz
B Hg(n), £ Yg(n)

Yibs= 0, 1.5k

ot q(n) /
Vq(n) = Z o idel(xﬂ

i=1

Alors, pour que lim p.s. I ‘f\n -1 | 0

Il oo

I1 faut et il suffit ue f appartiennea Cy .

DEMONSTRATION.

Ce théoréme estune généralisation du théoréme 13 bis et la métho-
de de démonstration est analogue :

I1 est clair que tout revient a montrer que

I ;‘n -E Jin [y - 0, doncque sup I?n(g) (x) - E?n(z) x| - 0
p-s. e p-s.

pour =01, ..., |k

Or, on a :

=,

SUp |%‘n(f) (x) - E fn(ﬂ) (x) . £ g’ “q(n),E 3 Vq(n)
x €Q

Yil=0; Finuy k

ce qui permet d'achever facilement en utilisant de nouveau le lemme 6.

PP Loise e &’kk

THEOREME 18 :

Si
) i = O G
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29) Il existe A >0 tel que, pour n assez grand :

q(n)

i Q[ = ei(t) ei“” (x) ]2 s g £00) di > A
=1

39)EE O (9 > 190  quand n » +oo

. q(n)1+(1
4°) 1l existe o>0 tel que lim = =0
noo n
Alors i 4
f B (y) -Ef(® (x)
n n
oL (0] £ N o
DEMONSTRA TION.

Ce théoréme, qui estune généralisation du théoréme 14, se démon-
tre de la méme fagon que ce dernier :

A
On écrit fn(“ (x) sous la forme

1 alm)
(%) avec an[k) =H—El ei“" (x) ei(xj) 3

f (k) e Wi
n (X) 1o yln

jzl,...,n.

Les hypothéses faites entrainent :

(n) ¥+1
b Bl | = 0y ()
n
et
1 n?
ot (Yln(k)) e (q(n)2k+1)

l'inégalité
Pl‘Ob [ |Y1n'E(YT;1))| >, ] \< E”Yln(k)'E(Y&;)) I 2+23]
vn o(yy ™) S7FI0 T+0 g(y, (F) 2430

et le théoréme limite central permet alors de conclure.
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REMARQUE :

La condition imposée a q(n) est indépendante de k&N . Poyp

assurer cette condition, on peut choisir, par exemple, q(n) = n?, 0<y<1;
la condition est alors vérifiée pour y

1=

Il - ETUDE DE CAS PARTICULIERS

1. Fonctions trigonometriques.

On suppose que Q estun intervalle fini [a,b] et que les e; sont
les fonctions trigonométriques sur [a,b] .

En appliquant les théorémes du § II, on obtient les résultats sui-
vants :

COROLLAIRE 11 :
Siles e; sont les fonctions trigonométriques sur [a,bl
si f€ £2 ([a,b] , k) et si
{0 @ = 10 (b V£=0,1, ...k (10)
Alors,

1°) £ | tend vers f%) en moyenne quadratique intégrée, si et seulement
L

(n) 2k+1
si lim q——:0 .

noe 0

20) Si %) est continue et a variation bornée, et si

o0 n

b exp [0 ————] <+ e , ¥a>0

n=1 ¥ i ki

alors  sup  |f L -] > 0
a < xeab : p-s.

quand n - e .
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sy de Byl Glablde) siv £ Vi) =) (AN (B
=] 0 BT MERG T f(x) >0 ets'il existe a>0 tel que
agx<h
B T RRs f 0 () - Ef (0 (x)
lim ——— =0 / e L (0,1)
nl: 3 alors U’[fn(k) ™ ] éJ\P
) 5k+2 LTl ), &t I " Wig)=" 19" (1)
=12 et s
+ o0 o
nzl exp [‘BW GHao VB>0 (11)

alors  lim p.s. | En rfllgp#® 0.

Il o0

DEMONSTRATION.

Des calculs trigonométriques élémentaires montrent que :

a(n) 2

a) = e; (k) (x) est de l'ordre de q(n) 25*!, uniformément pour
i
x € [a,b].

b) Vq(n) p est de l'ordre de q(n)ﬂ“"l, Ye=0.1, ... k.
o My(n),k est de l'ordre de qln) *.

d) “q(n),[’ est de 1'ordre de q(n)ﬂ e ol e R

b q(n)
e) / [ ei(t) e; (k) (%) ] : f(t) dt est au moins de 1'ordre de

i=1
q(n)z'c'H si inf fi5) > 0

Dans ces conditions :
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DEMONSTRATION DU 1°) :

C'est une conséquence immédiate de a) et de la premiére partie ¢,
théoréme 15 .

DEMONSTRATION DU 2°) :

Comme f'¥) est continue & variation bornée, Ef 1 (x) > (¥ (y
2

uniformément sur [a,b] et I'on peut, en tenant compte de b), appliquer la
deuxieme partie du théoréme 15 .

DEMONSTRATIONS DU 3°) ET DU 4°) :
Des hypothéses faites sur f, on déduit que les coefficients de

Fourier de f sont, au plus, de 1'ordre de TR ) implique la conver
n

gence uniforme de E En B yvers £0 pour £ =0, 1, ..., k. Alors de 4),

e) etdu théoréme 18, on tire 3°) . Enfin de b), d) et du théoréme 17,
on tire 4°) .

REMARQUES :

1 - Les conditions (10) présentent des inconvénients pour les ap-
plications. On pourrait éviter ces inconvénients en estimant f par son dé-
veloppement en série par rapport & un systéme orthonormal sur [a,b] tel
que efa) = o;(b) = 0, Vi€EN.

_ 2 - On pourrait, pour obtenir une convergence uniforme presque sire
de ]|fn - fHk , utiliser le théoréme 16 ; mais la condition imposée a gln)

serait plus forte que (11) . En effet, d'aprés c), on aurait la condition:

00 n
nZ=1 q(n) exp [-BW] <o Y B0

CORGLLAIRE 17
Si 1 est indéfiniment dérivable et telle que

f9(@) = {9 (b), Yk €N ; siles e; sont les fonctions trigonomé-
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triqgues sur [a,b] et si q(n) = (Log n), alors
lim p.s. sup |fn(k) (x)-f®(x)| =0, VKEN (12)
noeo agx<hb
DEMONSTRATION.

Il est clair que l'on peut appliquer le 4°) du corollaire 11,
YkeN, dou lerésultat.

REMARQUE :

A
On peut donner le méme énoncé pour f ) .
b

2. Fonctions d’Hermite.

Sur L2 (R) le systéme orthonormal le plus utilisé est construit
avec les fonctions d'Hermite hj (j=0,1,...). Elles sont définies de la

fagon suivante :
2

-1/
W=V L B et j=01..; xER
2 d’ i
avec Hj(x)=e" o™ & F) 7= RIS S e
x

Les Hj sont les polynomes d'Hermite .

L'application des résultats du § II nécessite la démonstration de
qUElqu es lemmes :

LEMME 11 (S.C. SCHWARTZ)

e - 2
f -X /2
Si e Ak [e f(x) ] est de carré intégrable
alors |a]| = 1 /R f(x)hj(x)dx| = O (j'k/?.)
DEMONSTRATION.

Voir S.C. SCHWARTZ [27] p. 1262 .



Denis BOSQ

84
DEMME TI2%
Pour j31 et k30, onalinégalité

sup  [hM (0| g o (240142 (19
x€R

ol ¢ estune constante indépendante de | et k.

DEMONSTRATION.

Nous allons procéder parrécurrence sur k. On sait (cf. SANSONE
[35] p. 324) qu'il existe une constante c telle que

sup. sup lhj(x)| S ic (14)
jEN x€R

D'autre part, les relations suivantes entre polynomes d'Hemite sont
bien connues :

HJ-=-23HJ-_1 ) H5e 1
Or i (W =e=/2(2) j1 m/2) V2 My - x ).

x4

: 6 ; » "y e H, ‘
done h'i(x) = e Z (251 mvy g Hi +_12+_1_+_ iHipl

on en tire facilement la relation :

; = Vitl i
h j(x) = hj+1 (x) —'\/? - hj-l (%) "-\/3: (15)

Yo VxeR

Compte tenu de (14), il vient

W] < o r———”\/j; ; %—] <o [Aj+qlve (16)

¥xc<R Y i &el .
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Or, de (15), on tire

Vitl Vi
(k) L o Rl AT R S L) (15 bi
h] (%) h]+1 (%) VZ h]-l (x) 5 (15 bis)
BioccpRur | Ve geR s Yk 5.1
donc, si l'on suppose que

=t

sup |hj“"”(xH & e [ 2+eD] 2 iR

x€R

on en tire (13) et, compte tenu de (14) et (16), on en déduit que (13)
gstivalable ¥y 201 et ¥ k 100 @GOT.D.

LEMME 13 :

1
Pled > — . lim x (Bl dx =20
: B il

j oo

DEMONSTRATION.
On sait (V) que le jéme polynome d'Hermite peut s'écrire :
[372] i(G-1) ... (j-2k+1)
=z (o : (2x)!°2
] k=0 k.l
d'on

i
k=0 k!

izt
|Hj(x)| = = — @x])'< (2e]x]|)!

done

X2

-/ & —
b6 | < @1 M3 iy e

d'on, pour j assez grand et compte tenu de la formule de Stirling :

() cf sansoNE [as] p. 308 .
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el =
2

91/ 2
CTLAS

|h: (%) | g« K —
) |$ jjfze-J/z j1/4

ou K est une constante indépendante de j .

Alors, pour j assez grand, il vient :

- x2

Il <lxll e T (1)
v O 1
mais, pour |x|3>j° , a >—2—- , ona

1
i Loglx|s|xI— Log |x|

Ce qui entraine, pour j assez grand,

xZ X

= goit |l &
4

j Loglx|g

et, en reportant dans (17), on trouve :
2
X

I (] < N (18)

d'ol 1'on déduit immédiatement le résultat cherché .

LEMME 14 :
Va>—, il existe une constante positive K telle que, pour j assez
grand

/R Ihj(x)l < A€ KV (19)
DEMONSTRATION.

D'aprés 1'inégalité de Schwarz, on a

/E | o(1}1].(x)| dx < [ /|x|<j°‘ hjz(x)dx]v"’.(2j°')‘/2<(2ja)”2
X< ] w
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Donc, d'aprés le lemme 13 et I'égalité
/R[hj(x)l i = /|x|\<ja |h] (x| dx + /1x|>ja |hJ (x| dx
on a, pour | assez grand :
[ P& dx < 2.4 %° (20)
R ]
G.0.E.D,
LEMME 15 :
Va> E on a, pour | assez grand
_1...-1/2 & / |h'-(x)| dx<2jl/2+a/2 (21)
2¢ } R ] :
DEMONSTRATION.

D'aprés (15), on peut écrire

/ lh‘ (x) | dx<"/\]/§_ /R|hj+1(x)l dx+-\/\%: /R}hj_l(x)l dx

et en tenant compte de (20) , on obtient facilement la deuxiéme inégalité

de (21) .

Toujours d'aprés (15), on peut écrire :
K000 =25 1) (040 ey 00 - VT Dy W) by
i hiy (x 1 VIS L

ce qui donne, en intégrant :

/ ']2 (X dx i b
d ou :

1
j+-—=/h'2(x)dx< sup |h'. (x)i /lh' (x) | dx
2 x€ R
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ce qui entraine, d'aprés (13) :

b2l
g L TR B
L = ¢ [2(j+1)]1/ 2

et la premiére inégalité de (21) s'en déduit immédiatement.

LEMME 16 :
1
Vq)g et Yk =1,%0n«
/ k +a
A IR@| &= O b £ .3 (22
DEMONSTRATION.

Nous allons procéder par récurrence.
Lelemme 15 montre que la propriété estvraie pour 1, supposons-
la vraie pour k-1 .

De (15 bis), on tire :

Vitl
/thj[k)(x)l dx < \J/j /Rih(j:i’ (x) | dx

\/j— / (k=1)
+\/_2ﬁ - lhj-l (x) | dx (29)

Or, d'aprés 1'hypothése de récurrence :
k-1 +a

/Ri At R ORI ® L R
et
/th‘j‘i‘l” WSO )

en reportant dans (23), on en tire (22). C.Q.F.D.
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Nous pouvons maintenant appliquer les théorémes généraux aux
fonctions d'Hermite :

EOROLLAIRE 134

g g
Si f est k+3 fois dérivable si e * . [e 2 f(x)]11kt3 ¢ i
el s'il existe cx>-;— tel que
et n V
n2=1 exp [- YW] <itiony y>0 (24)
alors

lim ps. | -l =0

neo

n
[, désignant I'estimateur associé aux fonctions d'Hermite.

DEMONSTRATION,
Tout d'abord, d'aprés les lemmes 1l et 12, on a, VElgk:
k+3 il
swp e, O = O (72 . j2)
XE€ER
Done f € Cy -

D'autre part, d'aprés le lemme 12, on a pour tout £ <k.

u e sup u f sn= (q(m*"#)
q(n), Jr q(n), O

0<ig

Enfin, d'aprés le lemme 15 :
l+a 3+«
Vq(n) = O g 2 H= Q (gl gl

d'od le résultat d'aprés le théoréme 17 .
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REMARQUE :

Pour k =0, sil'on suppose seulement f continue a variation hop
née, alors sa série de fonctions d'Hermite converge uniformément sur toyt

compact (cf SANSONE (35] p. 436) et l'on en déduit que

lim p.s. sup l?n (x)-f(x)| =0
nee x€K

¥ K compact de R, sila condition (24) est vérifiée, ce qui sera le cas,
par exemple, pour

2
C[(n)‘—'n[3 s B(;

A
Donnons maintenant les résultats relatifs a 1'estimateur f as
n,k

socié aux fonctions d'Hermite :

COROLLAIRE 14 :

Si I'on prend comme systéme orthonormal les fonctions d'Hermite et

si fe £2 (R, k) est telle que

s h].(f) (B PP i ardtin hj(2> x k0 (y)

X=00 Xtoco
existent et soient égales pour € =0, ..., k; alors
k+1
. q(n) 1 -
1°) §§ —— 5 0 avec — , f
n n n,k

converge vers £'¥) en moyenne quadratique intégrée.

2°) Si f est k+3 fois dérivable et telle que

d3
X s [eX¥2 f0(y] € 82
X

et s'il existe a > ; tel que :

+ n
nz=l exp [-YW] <+o°, VY)O (25)




.'v‘:‘-qits,! 51
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alors
lim p.s. sup |§n K- G| =0
n oo x€ R ’
DEMONSTRATION.

1°) Le lemme 12 montre que

1 aln) 1
/R__ [ Z fhj“‘) (D171  flx) de £~ o* 2F ., [iqla) +k1* . gln)
n

n =1

q(n) 1 < |

donc + 0 quand n » «~ entraine (6) et 1'on peut appliquer

n

le 1°) du théoréeme 15.
2°) Le lemme 16 montre que
K+ E+0+2

Vq(n),k = O (q(n) . q(n)_z-) = O (q(n) 2 )

et comme

Mq(n)< Cs Yne N

on voit que (25) entraine (7) et, compte tenu du lemme 11, on peutap-
pliquer le 2°) du théoréme 15 .

REMARQUE :

Si 1'on suppose seulement f'Y) continue et & variation bornée. on
obtient, dans le 2°), une convergence uniforme presque sire sur tout com-
pact.

CONCLUSION.

Pour obtenir une convergence uniforme presque siire, nous avons di
faire des hypothéses légérement plus fortes que celles de [14]. Nous pen-
Sons que l'on doit pouvoir alléger ces hypothéses mais, de toute fagon,
elles sont presque toujours vérifiées dans la pratique.
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D'autre part, la méthode des fonctions orthogonales a des qualités
de simplicité et de robustesse que ne posséde pas la méthode du noyau.

Par exemple, pour n = 1000, I'estimateur de la densité (ou del'une
de ses dérivées) obtenu par la méthode du noyau se présentera sous lg
forme d'une somme irréductible de mille termes ! En revanche, 1'estima-
teur construit a partir des fonctions d'Hermite se présentera sous la forme
du produit d'un polynéme de faible degré par une exponentielle: on obtien-
dra donc un estimateur a la fois plus simple et plus lisse.
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