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! STIMATION EFFICACE POUR UN PROCESSUS AUTOREGRESSIF EXPONENTIEL A DENSITE
 ISCONTINUE

| ar Adrian E. RAFTERY

sboratoire de Statistique Mathématique, Université de Paris VI,
5230 PARIS CEDEX 05.

Ssumé :

1 considére un modéle linéaire markovien pour des suites de variables aléatoires

Yl qponentielles corrélées, qui est analytiquement traitable et facile & simuler. La

:ngité conditionnelle des observations est discontinue. On propose un estimateur des
iramétres dont on démontre la consistance forte et 1'efficacité asymptotique. On
nne également sa relation avec 1'estimateur de maximum de vraisemblance. Pour un
s paramétres 1'estimateur est ''superefficace'" et pour les autres il est asymptoti-
lement normal.

mmary :

linear markovian model for series of correlated exponential random variables is
msidered. This is analytically tractable and easy to generate, and the conditional
‘obability density of the observations is discontinuous. An estimator is proposed
r the parameters, and is shown to be strongly consistent and asymptotically effi-
-ent. Its relationship with the maximum likelihood estimator is given. For one of

e parameters the estimator is "superefficient' and for the others it is asymptoti-

11y normal.

TS-CLES : variables al@atoires exponentielles corrélées ; densité discontinue ;
consistance forte ; efficacité asymptotique ; superefficacité.
Y-WORDS : correlated exponential random variables ; discontinuous density ; strong

consistency ; asymptotic efficiency ; superefficiency.
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L. INTRODUCTION _ L

Nous considérons dans cet article 1l'estimation des paramétres dans des modéleuig

autorégressifs pour des séries temporelles 3 loi marginale exponentielle et pour de |,

processus ponctuels stationnaires.

& |

L

La plus grande partie des travaux actuels sur les séries temporelles est basée .

sur des modéles linéaires (Box-Jenkins,méthodes de filtrage, etc.). Or, ces modél%ﬁh
ont en général une loi marginale qui est approximativement gaussienne, comme 1l'a .
{
démontré Mallows (1967). i

o er

Enfin, une grande partie des techniques actuelles pour 1'analyse statistiqu%'
o : - . . : - = il
des séries chronologiques suppose implicitement que la loi des innovations est gqyﬂr
Rl
sienne (identification par les autocorrélations, vraisemblance gaussienne, etc.)f '

souvent cette hypothése n'est pas vérifiée : par exemple une &tude récente de NeHy“r

et Granger (1978) sur 21 séries chronologiques économiques a trouvé que dans plus@p

deux-tiers des cas, 1'hypoth&se de normalité était fortement rejétée méme aprés
cation de la transformation de Box—Cox. On travaille beaucoup sur des méthodes pou

i
surmonter cette difficulté dans le cas non-gaussien sans sacrifier la commodité ma:

thématique du mod&le gaussien en "adaptant" les données, par exemple par des trans.

formations ou des méthodes robustes.

i

Or, souvent la loi marginale est elle-méme importante. Par exemple, en hydro= i

logie stochastique on s'interesse souvent 3 la probabilité que le débit d'une ri= =

vigre va dépasser une certaine valeur (Lawrance et Kottegoda (1977)). De méme, si

on analyse des séries de vitesses de vents pour prévoir le rendement de systémes %

il
K
"':

d'énergie 8olienne, on se demande pendant combien de temps la vitesse va dépasser

un certain seuil "utile".

Dans un processus ponctuel les intervalles entre les &vénements sont souvent f
J
|

corrélés et on a besoin de mod&les simples pour représenter cette situation. Par

exemple en fiabilité on s'attendrait souvent 3 ce que les intervalles entre les




18

'}

R

&8

Estimation efficace pour un processus autorégressif exponentiel a densité discontinue
67

annes successives d'une méme machine soient corrélés : ceci est vérifié pour un
rdinateur dans Cox et Lewis (1966). Des files d'attente corrélées ont &té &tudiées
ar Jacobs (1978) et les travaux de Lewis et Shedler (1977) sur les exceptions et

es demandes dans un systéme informatique illustrent bien ce besoin.

Dans la section 2 nous considérons les modéles qui ont &t& proposés pour ré-
ondre 3 ces besoins, en particulier le modéle linéaire markovien de Lawrance (1978)
t nous rappelons quelques propriétés de ce modé&le. Dans la section 3 nous donnons
2s estimateurs efficaces pour le modéle et nous énongons les théorémes qui décrivent
2ur comportement asymptotique, qui sont démontrés dans la section 4. Dans la section
nous donnons quelques généralisations de ces résultats. Le symbole ® indique la

in d"une démonstration.

. MODELES EXPONENTIELS AUTOREGRESSIFS

On peut considérer que des modéles pour les applications ci-dessus devraient

voir les propriétés suivantes :

étre faciles 3 construire en fonction de leur loi marginale et de leur structure

d'autocorrélation,

utiliser le plus petit nombre de paramétres possible, et

étre analytiquement traitables et simples a générer sur ordinateur ; il serait

donc préférable qu'ils soient linéaires.

En principe, bien sfir, on peut facilement construire une suite de variables
l€atoires 3 loi marginale exponentielle avec dépendance markovienne du moment que
on dispose d'une variable aléatoire exponentielle bivarie. Les premiers efforts
ur ce faire, dGs a Wold (1948) et & Cox (1955) n'ont pas néanmoins donné des résul-
Its traitables. Les variables aléatoires exponentielles bivariées qui ont &té dé-
uverts depuis lors, par exemple Marshall et Olkin (1967), Downton (1970), Hawkes
972) et Gaver (1972), ne semblent pas non plus assez simples pour fournir des

'd8les traitables. De méme les nombreux modéles de processus ponctuels qui ont &été
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le plus souvent développés pour des applications particuligres, ne sont pas en généﬂw;

ral des modéles linBaires et sont souvent peu maniables (voir Lawrance (1972)). Fm

Le succés des modéles ARMA suggére qu'on essaie de les adapter a notre probléﬁn
.

Un premier effort pour ce faire est dfi & Linhart (1970) et Linhart et Zucchini (1972
qui ont développé un processus gamma avec la structure de corrélation ARMA ; mais

leur modé&le n'était pas linéaire et on 1'a trouvé difficile 3 manier. Gaver et Lewis

=

(1980), dans un article qui a ses origines vers 1974, ont considéré 1'é&quation am@wyu

régressive d'ordre | standard :

= € 2 ol
Xn o} xn—l Ly E s D

&
ot |p| <1 et {en} est une suite de variables aléatoires indépendantes de
n €2 LA i

méme loi. Ils ont trouvé la loi des €, Pour que Xn ait loi marginale exponentiellef
avec moyenne m de la fagon suivante :

Soient ¢x(t) = E(exp(itxn)) et ¢€(t) = E(exp(its“)). Alors

b (E) = 4 (ot) $ (1)

Done ¢€(t) ¢X(t) Iy ¢x(pt) i

= (1-imt) "/ (1-impt) !
=p + (1-p) (l-imt)”!
e )
Donc En = |0 avec pr. p
En avec pr. 1 - p :
oll E est exponentiel avec moyenne m. Il est clair que pour que X soit positif il
est nécessaire que p # 0. Ils obtiennent donc le modéle suivant : F
(2:.1) Xn = an avec pr. p r
et
pX_+ E avec pr. 1 - p
¢

Ce modele a plusieurs avantages : il est facile 3 simuler, analytiquement trai
table et sa structure d'autocorrélation est indépendante de sa loi marginale ; il @

la structure d'autocorrélation du modele AR(l)standard avec Corr (Xn’xn+r) = Dr-
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‘1 peut également 8étre généralisé & une classe de modéles pour des suites de variables
\léatoires exponentielles ayant la structure d'autocorrélation du processus ARMA (p,q).
s détails de ces modéles EARMA(p,q) sont donné par Lawrance et Lewis (1977), Jacobs

.t Lewis (1977), et Lawrance et Lewis (1980). Il peut aussi &tre généralisé 2 d'autres

| ois marginales - celles qui forment la classe L (Lawrance (1978)).

Le moddle (2.1) a Eégalement des désavantages qui sont tr@s graves en pratique.
uisque les e, sont des variables aléatoires positives, X, est contraint a étre

> an_ , une restriction qui n'est valable que dans des cas trés spéciaux.

1

'n plus, la loi conditionnelle de X a un atome a pxn_], ce qui parait hautement

rréaliste en pratique. Pour résoudre ces problémes Lawrance (1978) a proposé le

wdéle alternatif suivant
th2,2) g N R avec pr. 1 - p
o xn—l avec pr. p
! 0<o0 <1, 0<p <1 pour n €Z . On voit que
8g(t) = 6_(6) ((1-p) + b 4g(at))
one  §_(t) = 4y (t) / ((1-p) + p dglat))

1

fioa) (erem) | (l=int) \ = ap(l-urap)  (1-ina(i-pit)"

juand Xn est exponentiel avec moyenne m. Donc
e | E, avec pr. (l=a) / (1= o+ op)

a(l-p)E_ avec pr. op / (1 - o + ap)

Le processus (2.2) a les avantages de (2.1) sans en avoir les inconvénients.
-omme nous le verrons il a en plus 1'avantage que a peut &tre estimé de fagon
! . . . . . . .
superefficace". Il est strictement stationnaire par construction, il est markovien

'ordre 1, et il a la structure d'autocorrélation du mod&le AR(l)avec Corr(xn,Xnﬂ_)

= r . = = . .
(pa)". On voit donc que le paramdtre o n'est pas nécessaire pour préciser la
Structure d'autocorrélation ; sa présence permet néanmoins de représenter simplement

ine grande variété de types de transition dans la chaine de Markov (2.2).
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Pour simplifier 1'exposition nous allons réduire le nombre de paramétres deﬁg g

i

trois 3 deux en mettant a = p, ce qui donne le modéle suivant : i
= - ; 1 &

(2:3) Xn e+ 0 avec pr. 1 P f

pxn—l

avec pr. p
0<p<1,0<m<w,nez
o e = |'E avec pr. (l-p)(l'r""l)z)_l

=i
p(l—p)En avec pr. p2(1~p+p2)

ol les En sont ind&pendants de méme loi exponentielle avec moyenne m, et En est
indépendant de {Xi : i {n-1} VYn. Dans la section 5 nous verrons que les résul

obtenus pour (2.3) tiennent aussi pour (2.2).

Dans Raftery (1980) nous avons étudié le comportement asymptotique de (2.3)

]
Safent B = a(a X
m

- 2 2
Xm), Gm = U(Xm,Xm+I,...) et €L (Fm), g EL (Gm+k) au

2) i

< = . Alors nous avons démontré qu'il existe une [

sens que E |f2|

(w;Elg

constante C1 telle que :

(2.4) [E(fg) - E(£) E(g)| =< CI pk E(fz)”2 E(gz)l/z pour k = - log 15/log p !ﬁ
B

c'est-a-dire que (2.3) est fortement mélangeant au sens de Rosenblatt (1971). En

plus, par la section 2 de l'article cité il existe un &vénement C tel que si A €

i
2
(==
et B Gm+k alors

(2.5) [e8la) - 2BY| = p* |p((B]a)[c) - P(B|C)|

€2pk

ce qui implique que (2.3) est ¢-mélangeant au sens de Billingsley (1968), p. 166
i 1/2 ) _—

avec zz:k ¢ (k) < «. La plupart des résultats de Billingsley (1968), ch. 4 sont

k=—w 2

]
i

W- PR ——
- P

donc vérifiés pour ce processus. Ceci est vrai aussi pour le processus (2.2).
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3, ESTIMATION ASYMPTOTIQUEMENT EFFICACE

Si on suppose que Xl est exponentiel avec moyenne m, alors le processus (2.3)

est ergodique et la densité de probabilité d'une réalisation X = (Xl,...,xn) est
=1 n
3.1 L (X[0) =m  exp(-X; |m) 1];[2 s

ol 8 = (m,p) est le paramétre du processus et fk 0 est la densité conditionnelle
3

de X étant donné xk—l sous 8. (3.1) résulte donc de la propriété markovienne de
(Z8). 0n a

ol ” m (-prp2)”! {(1-p)? exp(-X, /m) + p exp (X /mp(1-p))

5. () [p(1-p) exp (-(X -pX,_ ) /m) + p2(1-p) 7!

+

exp (- (X, - pX,_) /mp(1-p))] }

ofl Gk(p) = (l si X, >pXk_!

10 sinon

On voit que f est discontinue en p et la théorie classique de 1'estimation

k, 8
asymptotique ne s'applique pas, puisque les conditions de régularité qu'elle impose

sont violées et que les observations ne sont pas indépendantes.

Dans Raftery (1980) nous avons considéré 1'estimateur de maximum de vraisem-
~
blance (EMV), défini comme une valeur 6 de 6 telle que

L (xX[8) > L (x|e) Yo #0

Nous avons démontré que quand on sait a priori que m . < M pour un M donné alors
cet estimateur est consistant au sens que

/ 1
1 = - -
| imm Peo [n (log Ln(XIBO) log Ln(x[e)) > o] 1 Yo #6,

o o= (mo,po) est la vraie valeur du paramétre.

Une petite extension des arguments permet de démontrer que 1'EMV est fortement
Consistant, au sens habituel, sans restriction a priori sur m» c'est-a-dire que

quand la taille de 1'échantillon augmente, 1'EMV tend vers €, p-s. En effet, nous
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avons démontré dans l'article cité que p.s. 5
. =1 ;
nli?m n (log L (X|6) - log L_(X|6,)) *é

S R
= 1lim n Z Ek-l,eo log (pk’e/pk,ao)

n + k=1
=Eg log (P ofP g) < O
o o k:
Donc LR
(3.2)  lim n ' (log L_(X[0) - log L_ (X[8)) < 0  p.s. !
nse S |
~ |
I1 suffit maintenant de démontrer que si 6, est 1"EMV basé sur un &chantillon §¥
de taille n, alors o
| lim @ -~ 8] < e p.s. Ve >0
n -+« f
. . . i ~ : |
Supposons qu'il existe un point d'adhérence 8' de la suite {en} tel que hi
le* - 80] > €. Alors
sup L (xla) =18 (x[e ) pour un nombre infini de n. 3
n n n [
l6 -6 |>¢
o
h#k
Donc  sup T (X|0) > L (X|e) pour un nombre infini de n, i
n n [+] LN
IB—G | > &R
o b
ce qui a probabilité zéro par (3.2). On a donc B
- s LW
(3.3) lim Gn = 90 P.s.
n > o«
Nous considérons maintenant 1'estimateur alternatif 8 = (#,p) défini par #E
P est la valeur de p qui maximise x
+
3.4 | (0 =J‘P ©h L xle) ap
p-r/n
ol r est un nombre fixe 0 < r < =

I3

et fl est la valeur de m qui maximise Ln(XJe)

Pour simplifier 1'exposition nous nous permettons 1'abus de notation qui com=

-

siste a4 utiliser p comme variable d'intégration. On reconnait p comme 1'estima




=

1

Estimation efficace pour un processus autorégressif exponentiel a densité discontinue
73

eur de maximum de probabilité (EMP) de p par rapport 3 un intervalle, et fi comme
'EMV de m.
L'EMP peut &tre considéré l'estimateur de Bayes avec loi a priori uniforme et

onction de perte 4’(f>,po) = 1[—r/n r/n] (ﬁ—po). On trouve une exposition détaillée

e 1'estimation de MP dans Weiss et Wolfowitz (1974). En fait il s'ensuit de Heyde

1978) que puisque fk est trois fois dérivable en m, alors
]

6

lim P, [vﬁ(ﬁ—mo) = [—r,r]] > lim Pa [vﬁ(Tn—mo) e [-r,r]]

n -+ Q 1 o
our tout estimateur 'I'n de m, et nous allons voir que ceci implique que (3.4) est en

ait asymptotiquement équivalent a 1'EMP de @ .

On note que puisque Ln(X|e) est dérivable en m, @ est une solution de 1'équation

3.5) dlog Ln(X]B) D

am

Nous énongons maintenant les résultats qui décrivent le comportement asympto-—

.que de 1'estimateur (3.4).

1oréme 1 : § est un estimateur fortement consistant de 8, c'est-a-dire que si On
it 1'estimateur défini par (3.4) pour un échantillon de taille n, alors
1.6 i 5 =

) lim G = p.s

n -+ o =

1Boréme 2 : (i) P est un estimateur asymptotiquement efficace de p au sens que

1.7) lim P [— r/n < I‘S—po < r/n] =1

n -+ o o

(ii) va(A-m ) suit asymptotiquement une loi gaussienne centrée avec
Blogfk

riance E (( ), c'est-3d-dire que f est un estimateur asymptotiquement

I )

o9m 6
(o]

Tmal et asymptotiquement efficace de m.

(iii) @ et P sont asymptotiquement indépendants et la loi limite de f

t la méme que la loi limite de 1'EMV de m quand P, est connu, et la loi limite de

est la méme que la loi limite de 1'EMP de p quand m_ est connu.
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Corollaire : Si ‘g est 1'EMV, alors il existe une constante CZ telle que pour n
suffisament grand on ait en probabilité i
(3.8) @-1 =C3-F) +o(-), et

3.9  G-%=o0@h)

4. DEMONSTRATICNS DES RESULTATS

Tous les résultats sont démontrés a 1'aide d'un développement de Taylor de la

log - vraisemblance. Le théor@me | est une conséquence de la consistance de 1'EMV ‘

fait que certaines dérivées de la log-vraisemblance sont finies partout. La démons
tration du théor8me 2 utilise en plus 1'existence de bornes locales pour les dériv |

d'ordres deux et trois, la loi forte des grands nombres pour les processus, et pou|.
g P ;

la partie (ii), le théor&me central limite pour les martingales de Lindeberg-Levy

énoncé par Billingsley (1961).
Pour k 2 2 quand p > P, nous pouvons 8crire
log £ =a, + (p-p) a,, + (mm)a +]—(p-p)2a
& *k,0 = %ok o’ %1k o’%2k T 2 o’ 23k

+ (p—po) (m-m_) a,, +12 (111--m0)2 ag, - (dk(po) = ék(p))&k(ﬂ)

3210g f'k
ol a = log £ a s
ok k, 90 3k sz g b
alog £ 2%10g £'
’ N Og L " ) og k
g T A S |
ap 6 opom 6
o
3l £ 321 £
i og f, ) og £y
L S 5
am 8 dm gl
o
ot f' =

k0 = 18Py o+ 8 (P () o + By g )
8' = (m',p') ol P, <p' <p et m' est entre m et m,

ak(e) = 103(511(,6 + SZk,e) - log glk,e

i\

f
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: o en gcrivant fk pour fk 0 quand le contexte ne permet pas d'ambiguité&, en notant
i ?

e : : :
fl* 5, * dk(p)ng et en adoptant la convention que MB veut dire la fonction h

svaluée quand le paramétre prend la valeur 6. Les ik souscrits sont bien slir des

couples et non des produits.

Puisque C'k(e) est régulier en 6 nous pouvons écrire
il (§Py) — 8 () o (8) = ag + (popy) ag + (wmy)ag,

'

ol ag = (8,(p)) = 8,(P)) a (8)
fal
| ey - () - 5 2%

5 it op g’

it ag, = (§(p)) - § (@) af;k_"
m e

Donc quand p = p, on a

(4.1) n ! log L_(x[e)

2
(p-p,) dy

ro|—

<:lD + (p-po)d] + (m—mo)d2 +

e

il 2
(p—po) (m—mo)dq i (m—mo) d5 - (]J-po)d€|

= (p-po)2d7 = (pp,) (m=m)dg

J.’-"

=1
Bk (-log m_ - X]/mo + 2. a . )

oil d

L]

(="
]

-1, -1 =
gm0 (mg (/mgmD) v D ay)
k=2
n

-1 2 '
s =n (-(@") (2%, /m'-1) + f?_zl ag)

(=¥
L[}

)
di. =n a o i
k=2

= 1.3,4

n
=1 :
(p-py) d; =n k§_2‘, a0 1=6,7,8

| De méme, quand p < P, on a pour k =28
\

= = " A s '
BB P T A ¥ ) 8y + lem)ay, + 5 (PR ) Ay,

. _ ' o ' ' w "
+ (p po) (m mo) 2 * 3 (m mo) ag, *ag * (p po)a;,k + (m mo)aék
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leogf&
! L ' = -
<L R 2 ,, a'ee = (B (@) = 8. (p ))ay (8))
ap 6
azlogfé :
alloll imica s a' =(G (P)"G(P))ﬂ
4k apam  |g" 7k k ko ap lo"
azlogfi -
B a'g = (5, - 5,(p)) Lk
ok sm? Lo 8k k il e
ot 8" = (m",p"), m'" est entre m et m, et p < p! < Py-
Donc quand p < p, on a
4.2) o' log L (X[8) = d_ + (p-p)d; *+ (mm)d, ++ (p-p_)7d]
n o 0’1 o2 S9 Fin RSP A0

+ (p-p,) (m—m )dg

_1 .
oill d: =n E a'. i= 3,4
& k=2 15
-1 -2 n
(1 g o 1 "o 1
di =n = (-@") © (X /a"-1) + 3 ag )
k=2
_1 n
o LI ] e
(p-py)d} = n E al, i= 6,7,8

De méme pour k = 2

alogfk

1 2
= ay * (@m)ag + (ppy) ajp + 7 (@m)" a;,

6
o

am

e
+ (mm)) (popy) a)gy + 5 (PP)" apg *+ Ay

2°logf, 2 Logf]
RS g = e s Mg~ T
L o am”ap gtt!
»*logt, 271oge)
Stk = 2130 e
apam 8, amdp- 1g"'"'
3
3 logf!
= k = 3 2a
Nigi ™ S { 3 = O ‘Sk(Po))-s—f hoiE
am el‘ll

1

ot 8'"''= (m"',p"""), m'"' est entre m et m, et p''' est entre p et Py-
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Jonc pour k > 2
1 3log Ly(x|e)| _ M NIy WY
(4.3) 5 —2——| =4, * (m-m ) dg + (p-pJd q + 75 (mm)"™ d),
om -}
+ (m ) (p-p)d,, + & (p-p)%d 5 + (p=p_)d
ol B Bty o/ %13 T PP/
n
ey 2
>l dg =n (11'1o 2 Xllmo + Z agk)
k;?_
_ -l 3, -2
d,=n (hxllmo 2m” + allk)
k=2
i
(p-p,)d;, = n LW a4k
k=2
-1 <&
d, = n e Bl s\ dm 10 T2
k=2
| Jans tout ce qui précéde, les 8', 6'', 6''' ne sont pas nécessairement tous &évalués

| 1u méme point.

Avant de démontrer le théoréme 1, nous avons besoin du résultat technique

suivant :
.emme 1 : Pour tout 6, 8 € (0,) X [0,1) on a
(i) (BN i<t e e (2,2 <= i =203
(2 ik 2] ik ¥ L=
(o] (e}
(i) |E. (ay)| < et E. ((a4)?) <=
3k 3k

(<] <]

(o] (o]

Gi) b)) ' E. (0] <= et (p IR @) <= ,i=6,7
P7P, 6, ik P7P, 6, ik ’ :

(iv) |(P‘Po)_] Eg (a{k)i < o et (p-po)‘:Z E, ((a:.'Lk)Z) <l 1 w67
o o

Démonstration : On note que pour ag, et aék le résultat suit de (3.4) de Raftery
(1980) et de 1'inégalité qui le précéde. On va se contenter ici de vérifier le lemme

pour a;, ;la vérification est analogue dans les autres cas.

af, /3p
ona |[E, (a,.)]| = |[E, ( )|
80 lk Bo £ 8
'3 o
© 00 afk -
r U\ S o X, 6, exp (X _;/m) x|
oYo Jp |8
X =D < @

o
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Aussi 2
9 o (3E,/3p) )
(4.4) Eg (2;) =r f _— dX my  exp (-X_ |m)dX, _,
[] 0 o fk 60
Mais 2
= (3f, /o)
(4.5) j - ka
o fk Bo
Po¥i1 (o, / op)? (3(g,, * 80/ 30)°
= ———— dxk + dxk
o fk 6o poxk--l fk eo
PoXk-1 (og,, /p)? (ag, /)2 + (og,, / op)?
& 2\[ 1k l ax + 2 1k 2k
< fk 6o Poxk—l fk
puisque (a+b)2 < 2(az+b2) et fk >0
(g /o) (98, /90)°
=2 _— ka + 2 — de
G
g fy e 0 T 2

Or, des calculs simples montrent que

2
(agik/ap) i 2
_— = m {(l—po)
fk 0
(o]

exp (-Xk/mopo(l_po)) * (l_po)-2 (CB - C4Xk/m0)2 exp (=

2
ol C3 =1+ pLi 2 P,

C, = (I-2p) (1-p))
Donc il

que

© (og;, fo)”
s R

o fk

exp(—Xk/m) = 2(03 + Cﬁ Xk/mo)

X

mO PD(I-pD)

(2

=

existe clairement une constante Cy qui dépend seulement de m, et p, telle
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En mettant u = X, - P, X,_,on voit par exactement les mémes manipulations qu'il

existe une constante C. indépendante de X, telle que

5‘“’ (ang/ap)z
f
Poxk—l K

Donc par (4.4)et (4.5)

32
Ik

g Ty =0 %
o

E, (
()

) < 2(Cg+CE) <e

Démonstration du théoréme | : Nous démontrons d'abord que

(4.6) lim (n—‘(log Ln(mo,pl) - log Ln(m,pz))) >0 pLB.

n + «

pour tout m et pour tout p; et p, tels que ey & r/n < Py < Bt r/n

Bt Oy mp e, 00 € €l- p,,0) v (0,1-p_).

Supposons d'abord que Pj % B, * §/n et Py =P, * & oi 0 <8<

Er 0 <e=I - P, - Alors par (4.1)

. =1 :
lim (n (log Ln(XimG,pl) - log Ln(X‘m,pz)j}

n -+ <«

- lin ((/n - ©)d; - (@) d, + 3 2 /m? - e?)d, - cm)d,

n > o
-1 @npla - (k- dg- ©6Pn’ - eha, - e )dg)

-y _ _ AL
= lim (do (d0 - Ed1 + (m mo)d2 + 7 €

n-—>

d3 + E(m—mo)dh

2

+ 4 @m)?d - edg - ed; - elm)dg)

=n1_i’-mm (n_](log Ln(x|mo,po) - log Ln(X|m,p2)))
=0 REpa parh (352)
(4.6) est donc satisfait dans ce cas.
Un raisonnement analogue basé sur (4.2) montre que (4.6) est vérifi& quand

p, et p, sont tous les deux plus petits que p_.
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De méme, si Rihs Boyt §/n et Py =Py = & o0 s 86 <r, 0 <g < Py» on a

4.7)  lin @' (log L(X|m ,p)) = log L (X|m,p,)))

n -+ =

§ 1 2 2 2
= lim ((6/n + e)d, - (m-m )d, +—= (6°d /n° - ¢“d") + ed'
Al e 1 o i 2 3 3 4

- Jan) %y - Gdg/n - edp) - 6% /m’ - )+ ewom)ap)

= lin ((sd) - (@m)d, - ’d} + ed} - $@m)? df + eal lli -
n -+ =

fonctions de (xk’xk—l) qui sont les mémes pour tout k et qui appartiennent & (

- ed; + s(m—mo)dé ) + (G/n)(dl+%éd3/n - d6—6d7/n))

Or, par la stationarité de (2.3), ais i=1,3,6,7 et aik,i= 3,6,7 sont des

Lz(Xk,Xk_I) par le Lemme l. Donc par (2.4) il existe des constantes Ki,i = 1,3,6,78M
et Ki »1 = 3,6,7 indépendantes de j telles que b

i - L,
Corr(aik’ai,k+j) < Ki P 1= 13,657 r“
L rj-= s i | |
Corr(aik’ai,k+j) < Ki p=, 1 =130657 i pour gy = =N loe N5 1ogtp
{aik} i=1,3,6,7 et {aik} i = 3,6,7 satisfont donc 3 la loi forte des grandsh:
keN kéN

nombres pour les processus stationnaires (Doob (1953), p. 489). Donc h:-

(4.8) lin ((s/m) (4, +-% sdy/n - dg - 8d,/n)) = 0 p.s.

n-l-cn
Donc par (4.7) on a p.s. R

: -1
lim n (log Ln(X]mo,pl) = lop Ln(xlm,pz))

n+m

= - iy = .- _']'_ 2 I'_7| _l - 2! “‘.
niiym Ay = (4, - ed) + (@m))d, + 3 e d} - ed} + 5 (@) dl %:
- edg + 2 4 -~ e(wmn_)dp) 3
86 == 7 Em[ﬂo 8 |

n -+ o

|
. =i |
lim n (log Ln(x|m0,po) - log Ln(X]m,pz)) ‘iq

» 0 pay (1.2), et (4.6) est veritill 3585"04 Lie’ i
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Un raisonnement analogue tient quand p, <po et p, >p0. Donc (4.6) est vérifié
dans tous les cas possibles.

D'autre part

p0+r/n
Do) = J L, (X|m, p)dp = (2r/n) win L, mj,py)
oo p,-r/n 1 i p,~r/n <p <p, + r/n

%ﬂ'/n
D (6) = R\ L (X m,p )dp = (2r/n) max Ln(xlm»P )
3 = pz-r/n e pz—r/n <p < p2+r/n

Donc il existe p; € [po - r/n, p0+r/n] et p € IQ—r/n, p2+r/n] tels que

D (g)/D (8) > L (Xlm,p) /L (X[m,p)

Donc si 1'on écrit a(ﬁ,eo) = lim log (Ln(Xieo)/Ln(Xh})) > 0 piS:
n +ox

par (4.6), on a

: - :
lim D _(8_)/D_(6) lim Ln(X!mo,pI)/Ln(le,pz)

n+ o n =+ «

= lim exp (na(6,8 )) = « p.s.
h O &

DU = (m,pz), par la démonstration de (4.6). Donc

lin o ' (log D_(8.) - log D_(8)) > O p.s.

n -«

et le théoréme est vérifié par la raisonnement qui méne a (3.3). =
Pour démontrer le thé&oréme 2 on a besoin de deux autres lemmes techniques.

e, £, sont des réels avec

Lemme 2 : Soient § = (61,62) et el (51,52), oll 61 § 1,62

lzi

s < w - : :
 Sm, 0568, < » 0 <p -, <p +e, <l et notons :

3(50,6,E)={(m,p) 5 mo—ﬁlém <m0+52 et p_-e; % p= P0+62}

lors il existe des fonctions u;, ui , i=3,4,5,7,8,11,12,13, de X, ,X,_|, m et p et

les constantes Mi(eo,é,s), Mi(eo,ﬁ,e), i=3,4,5,7,8,11,12,13 telles que



A.E. RAFTERY

32

(4.9) max ]E(ui)] < My (6,,6,¢€)

peB(6  &,¢€)
0,

e B D) <= , i = 3,4,57,8,11,12,13
HGB(BD,G,E)

et

(4.10) IaikI < u, o, i=3,4,5,11,12,13

‘aikl < |p-p°| u; i=17,8

et que (4.9) et (4.10) sont vrais aussi quand les ui,Mi et a; . sont remplacés par

les ui ’ Mi et aiﬂ correspondants pour i = el S e

La démonstration de ce lemme est composée de calculs standards qui sont omis.

Néanmoins, nous avangons la justification heuristique suivante : les a. et les a
y

en question sont bornés partout sauf pour p dans un voisinage de 1 et m dans un W
sinage de 0. C'est pourquoi nous devons nous contenter de ces bornes locales, qui
sont suffisantes pour démontrer le théoréme 2 grdce 2 la consistance de 6.
- : =1
: k, = = =
Lemme 3 Si 1 EB (alk) et k6 lim (p po) Ee (aGk)
o p+p0 (o]

alors k, > k

g & B5

Démonstration : kl = p, par la démonstration du lemme I.

(PP, kg = Ee0 L (8, (py) = 8§, (P))ay (8))]

= (P
=Jﬂ log(l + g /g Yt te ) d
’ f 2,0, / Brk,e) “Bik,0," B2k,0, Xy

poxk-]

ny e (K /mg) dKy

Or pour x > 0, log (l+x) = x/(l+x) + %—(x/(1+x))2 +-% (x/(l+x))3 + ... > x/(14x)
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= pPhet
=i
Donc (p‘PO)kf, > S g ngdX.k o, exp(-xk_].;fmo)ci)tk__l
& Po™k-1
. 1 -1 )
i (p_Po)po(l—poﬂ)oz) : S (Xk/mo)(l-Po+po(l_po) l)mo r:‘}m(_Xk.—l/mo)cmk—]
+ O(p—po)2 e

= 2 a 205 _
Donc k& > B, (1 Zp, * ZPO )/ (1 ZPO““ZPO e k= P, = kl "

Jémonstration du théoréme 2 :

(1) On pose $ = n(ﬁ—po). Si on écrit Ln(¢) pour Ln(X|§) on a de (4.1) et (4.2) que

4.11) log Ln(rb) = r“ncio = ¢(d0—d1) + n(fﬁ—mo)d2 o % ¢(§—po) (d3—2d7)

+ ¢(B-m ) (d,~dg) + % n(:‘rmo)zd5 T
ﬁ 1 - _I_ s 1] ]
nd  + ¢(d] +d|) + n(@-m))d, + 5 $(p-p) (d3+2d3)

") AT WS
\+ $(d-m ) (d; + dg) + (@-m)"de , ¢ <0

2

Il s'ensuit des lemmes | et 2 et du théoréme | par le raisonnement qui méne a

et d! satisfont d la loi forte des grands nombres et que |d-1‘ et |d;|

12s 6

ont bornés par des fonctions qui y satisfont pour i = 2,3,4,5,7,8. Supposons que

4.8) que d

. T r 1 1 1 ] 1 = i
<e <min {(k, k])/(6+M3/2+b.4+MF+M8), (k6+k])/(6+M3/2+M[‘+M7+M8), P, 1P .1, )
. -1
| JE— -
it k6 = lim (p0 p) Ee (aék)
o
t -~ - . T ]
oll nous écrivons Mi pour Mi(BD,G,E) et Hi pour M (00,6,5).

| Alors il existe une sulte {6n} avec 'SH 4+ 0 telle que pour n suffisamment
nEN

rand chacune des affirmations suivantes est vraie avec probabilité > ]—6q sous ao -

|i3-pof<€ et iﬁl—mol < £

(I ld] = kll

‘ |4, - ke |

lag - x| < e

Jdli <Mi o €, i— = 2,3’4)5’7)8
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Donc avec probabilité =1 - 16 ¢ on a par (4.11) s
(4.12) ndo - ¢(k6—k1+C75) - ncas < log ]'n (¢) < ndo - ¢(k6-kl-C7E)

+ nCae , $=0
L] - - 1
f ndo + ¢(k6+k1 Cge) nClO.E' < log Ln(¢) < ndo + ¢(k6+k1+Cge)
{ +nC e $ <0
oi Cy; =2+ M3/2 + M+ M+ Mg 4 9¢ /2
C8 M, + e+ (E/Z)(Ms"'e)
e 1 1 ' 1
Cq 2+M3/2+Ml'+M7+M8+9€/2
Cio= My + e+ (e/2)(Mé +g)
z+T
Par définition Dn(po+z/n,ﬁ) =‘S‘ Ln(¢)d¢> . On considére séparément cette inté
z-r

pour z € [r,»), z € (-»,r] , et &ventuellement pour z € [ ~r,r]. Tout ce qui suit e
vrai avec probabilité =1 - 16 Gn sous B _ :
Siz €[r,=), par (4.12)
(kg=k; + C;e) ™ exp(n(d,~Cge)) [exp(~(z-r) (kg-k +C )
- exp (-(z+r) (ke-kl+C7e))] < Dn(po+z/n,fﬁ)

< (kgmk=C,e) 7! exp(n(d +Cge)) [exp(-(2-1) (kg=k,~C ) =
- exp (- (2+1) (kg +Ce))] bk

Par le lemme 3 on sait que k6 = kl > 0 pour n suffisamment grand, et puisque
(B) s s (kf’-kl)/c7 on a

(4.13) max D_(p +z/n,Mm) est atteint quand z = r.
ntEg
z €[r,=)

De méme quand z € (-», -r] :
(ké + k) + Cgr:)-l exp (n(do - Cloe)) [exp((z+r)(ké +k o+ Cga))
- exp((z-r) (kg + k; + Cge))] <D (p  + z /n,f)
S (kp + kg = Cge) T exp (n(d 4C;ge)) [exp((z+r) (k} +k; = Cye))

- exp ((z-r) (ké + kl = Cge))] )

Yrile >0

k;.) > 0 par sa définition et donc kﬁ i
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| Alors puisque 0 < e < (kg + kl)/'C9 on a

(4.14) max Dn(po+z,/n,ﬁ|) est atteint quand z = - r.
z€(-»,-1]

| 11 s'ensuit de (4.13) et (4.14) que

P. [max D_(p +z/n,R) est atteint quand z € [-r,r]] =1 - 168
3] n-o n
o zE€R

c'est-3-dire que

Py [-r/n <-p, <r/n] 21 -16 6§ —1quand n -+ =
o

et (3.7 est vérifié.

(G1) Par (3.5) et (4.3)

1/2 ~ Vo . 52 o

(4.15) n (ﬁr—mo) =

1 ja_ =8
dg + 3 (@m)d;; + (p-p)d),

)

f est trois fois dérivable en m et donc par des arguments standards (Kendall et

k
Stuart (1973),p.8) EBo(azkIX.k_l) = 0, c'est—-a-dire que de est un martingale et

2
Eﬂo(a?.k) =1 Eeo(a9k) que nous notons J(BG).

Par le lemme 1, J(0 ) <= et puisque {X.k} est stationnaire et ergodique,
5 kKE N

{a2k} 1'est aussi et les hypoth&ses du théoréme de Lindeberg-Lévy pour les
kE N
1/2

martingales (Billingsley (1961)) sont satisfaits. Domc n d2 > N(O,J(Bo)).

Par le théoréme 1, (ﬁr-mo) + 0 en probabilité et par (3.7), n”z(f)—po) + 0

en probabilité. d,,. est borné en probabilité& puisque d’-» et da le sont par le lemme 2,

10

et dM 1'est puisque dB et dé le sont par le lemme 2. d“, dlZ et d13 sont bornés
en probabilité par le lemme 2. dy satisfait & la loi forte des grands nombres par
1'argument qul méne 3 (4.8). Donc par (4.15)

2 ..
02 Gm )+ N(0,1/9(5,))
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(iii) Il est clair de (ii) que la loi limite de @ ne dépend pas de p. D'autre
part, par (4.11) et (4.12) pour z € [-r,r]

=1
(d6 = dl)

exp(n(do-Css))(l—exp(—(z+r)(dﬁ—dl)))
+ @y + 47" exp(aldy-C ) U-exp((z-1) (A} +4}))) < D, (py+z/n, &)
< (ds-dl)_l exp(n(d +Cge)) (1-exp (- (z+1) (dg=d|)))

+ (d(',-+d1)-l exp(n(dD-CIOE))(l-exp((z—r)(dé+d1)))

Dn(po+z/n,ﬁ) atteint donc son maximum au point

(dé+dl) - (do_dl)
(4.16) z =T que nous notons z = Irw
(dg+d))+(dg-d))

Donc n(ﬁ—po) suit asymptotiquement en probabilité la loi de r((lAw)v-1) et la ¥

-

loi limite de P est indépendante de f. =

Démonstration du corollaire : Il s'ensuit de (4.15) que ¢

(4.17) (@) = (B-P)(d;*d;,)/dg + o(P-B)

et puisque d,.,d,, et d

10°914 9 satisfont 3 la loi forte des grands nombres, (3.8) est

vérifié. 40

D'autre part, supposons que Pp-p = o(n ®), 0 <a < 1. Nous savons du théoréme His

2(i) que p-p, = (8/n) + o(n 1), -r < § <.
Ecrivons PP = en © + o(n 2) ol e € (-=,0) U (0,=)

Alors de (4.1) et (4.17)

i . e
(4.18) n! (log Ln(xle) - log Ln(xlﬁ))
= |} en d(d.~d, + A(d, +d, N]da) * 6D e = 0
6 1 2100l i ,
T — tis
Baiierdea (rds gt [/ 94 0L =L .
2 B
Or, par le lemme 3, 1lim P [d6~d] >0] =1, et par la démonstration du théoréme
n -+ o eo Bt
2i1), lim P [[d,| <yl=1 VYy>o.

n -+ « o
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) aty On sait également que pour n suffisamment grand, E g (d('.)+dl) > 0, et dt">+dl
()

| atisfait 2 la loi forte des grands nombres par le raisonnement qui méne a (4.8).

one lim Py [dé + d]>' o] = 1.
n > ™ o

onc par (4.18)

tim py [ 0 7% (log L (X[ - log L (3 >0l

+® 0

~
e qui contredit la définition de 6. Donc Hisipha 0(_]-]—)
n plus, par (4.16),
p=p, +u ! (AWY=D) + o)

e qui ne maximise pas la fonction de vraisemblance.

lione (P - p) = D(n_l) et (3.9) est vérifié.

Dans le cas oll les observations sont indépendantes avec densité discontinue,
|)ar Ibragimov etHasminskii (1972) équation (5.3) on a pour r suffisamment petit

MP = EMV + r/n + O(@ D) .

I1 semble par (4.16) et le Corollaire que ce résultat ne se généralise pas au
.as ol les observations sont dépendantes, du moins lorsque les discontinuités dans

la densité d'une observation dépendent des observations précédentes.

Pour calculer la loi exacte de P nous notons que a,., ag et aék ne dépendent

que de et de X . et donc {a;,} g b et {a!, } sont des suites
X Ay ey 6k & Bk o

| ¢-mélangeantes par (2.5). Par un raisonnement analogue 2 celui utilisé pour démontrer

(2.5), les ¢(k) pour ces suites satisfont 2 Z ¢(k)l/2 < « et donc dn’de et dé

k=—ow

satisfont au théoreme 20.1 de Billingsley (1968) et suivent asymptotiquement une

loi normale. Il s'ensuit de (4.16) que w = «'.ul/mz ot (w;,uw,) est un couple gaussien

"‘ﬁ:.r!
| non-centré avec 0 _<E(w1) < E(mz).
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5. GENERALISATIONS

On peut considérer p comme 1'estimateur de Bayes pour p avec loi a priori
uniforme et fonction de perte ¢(p,p°) = 1[-r/n,rfn] (p—po). Il est possible de
construire &galement des estimateurs qui sont Bayes pour d'autres fonctions de
perte 2 1'instar de Weiss et Wolfowitz (1974), ch. 4. Par exemple, par rapport a
la fonction de perte quadratique v(B.p,) = nz(ﬁ-p )2 on peut définir 1'EMP de p

o

comme la valeur de d qui minimise la quantité

hf(d+n1/2) A

2
(d-p)© L_(x|e)dp
1/2) V0 n

(d-n

La vérification des conditions (4.4), (4.5) et (4.6) de Weiss et Wolfowitz
(1974) suit directement de notre section 4, et donc par leurs théor@mes 4.1 et
4.2, cet estimateur est asymptotiquement efficace pour la fonction de perte qui

le définit. fi est défini de la méme fagon que dans (3.4) et les parties (ii) et

(iii) de notre théoréme 2 sont vérifiées.

Dans cet article nous nous sommes bornés pour simplifier 1'exposition & con-—
sidérer le mod&le (2.3) qui a deux paramétres. En fait des résultats analogues
sont vrais pour le mod&le plus général (2.3) qui a trois paramétres. Si

8 = ,P,a) est défini par

(f
a est la valeur de & qui maximise
a+r/n
D_(8) = S L (X[8)da
a-r/n

oill Ln(XIS) est la fonction de vraisemblance de (2.2) et (m,p) est la valeur
de (m,p) qui maximise Ln(X|G)

alors théoréme | reste vrai et on a

Théoréme 2' :

(1) & est un estimateur asymptotiquement efficace pour o au sens que

lim Py |-r/n < q - o, <r/n] = 1
n-+ o o
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|‘ii_) (nllz(ﬁn-mo), nuz(ﬁ—po)) suit asymptotiquement une loi normale bivariée centrée

| vec matrice de variance-covariance B"l

de | leog fk 32 log f]
il 74
¢
P B Ee om omap

td a2

* leog fk 32 log fk
ii] 2

| dmap ap

'est-3-dire que (f,P) est un estimateur asymptotiquement normal et asymptotiquement
fficace de (m,p)

| 'iii) & et (fi,p) sont asymptotiquement indépendants.

La démonstration est parall&le 3 celle du théoréme 2. En plus, si on vérifie

iii) (qui ne dépend pas de (ii)), alors (ii) est une conséquence immédiate de

rowder (1976), section 3. Un résultat analogue au Corollaire est &galement vérifié

. 9 " N pa o -~}
i savoir essentiellement que(d - aJ,(p—']‘:{)et(m—ﬁ)sont tous O(n ).

Les mémes résultats asymptotiques tiennent &galement quand la réalisation X est
of
|E la suite des intervalles entre les &vénements dans un processus ponctuel ol le pre-

s| .
|nier &vénement n'est pas observé 3 1'instant zéro, (c'est-3-dire que le processus est

1
:n mode asynchrone), et oii X] est le temps entre 1'instant zéro et le premier événe-—

tent, En ce cas les fk’k = 3 restent inchangés et fl,f2 doivent étre changés suivant

la formule (4.21) de Cox et Lewis (1966). Il est clair que l'effet de ce changement

28t négligeable pour les grands échantillonms.

f Le travail dont rend compte cet article fait partie de la préparation d'une

|thése de doctorat sous la direction de Monsieur Paul DEHEUVELS que je tiens 2
|

;remercier de son aide constante.
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