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SUR L'ESTIMATION DES DENSITES D'UN PROCESSUS
STATIONNAIRE A TEMPS CONTINU

pax
M. Defecroix
Université des Sciences et Techniques de Lille
U.E.R. de Mathématiques pures et appliquées

59655 - Villeneuve d'Ascq Cedex

Summary :

Density estimation for a continuous parameter and stationary process.
: ; : : , : 2
Considering such a process Kt, we obtain pointwise consistency (a.s. and L7)

when estimating the density of Xt, the one of (X ), and the conditional

t'xt+h

density of /Xt, under additional mixing conditions. The class of estimates

Xt+h

includes all the classical examples used in density estimation.

Inthoduction.

Depuis vingt ans environ, de nombreux travaux ont &té consacrés a
1'estimation non paramétrique d'une densité de probabilité, & partir d'une
suite d'observations indépendantes. Sans vouloir prétendre a 1'exhaustivité,
on citera ici les articles récents de Bleuez et Bosq (1), Bertrand-Retali (2),
P. Deheuvels (3), J. Geffroy (4), en renvoyant d'autre part a4 la synthése

bibliographique &tablie sur le sujet par Fryer (5).

Certains des résultats obtenus ont été généralisés dans le cas ou les
variables observées ne sont plus indépendantes par Bosq (6), Foldes (7),

Rosenblatt (8), Roussas (9), puis par Banon (10) et Nguyen (11).

Dans tous ces travaux, les variables observées forment un processus
stationnaire au sens strict. Cette hypothése est conservée dans ce qui suit,
puisqu'elle assure l'existence d'une répétition d'observations sur de mémes

densités 4 estimer. La convergence des estimateurs utilisés est d'autre part
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assurée soit par une hypothése de "y-mélangeance" sur le processus observé
((6) et (7)), soit par une hypothése markovienne assortie de conditions
supplémertaires, comme la condition de Doeblin ((9) par exemple). En fait, les
deux types d'hypothése impliquent la non corrélation asymptotique du processus
O —mixing")

Dans ce travail, on n'imposera de conditions qu'au coefficient intro-

duit par Rosenblatt (12), qui mesure la "mélangeance' du processus observe, mais
se trouve étre le plus faible de tous ceux qu'on utilise usuellement. En ce sens,

on généralise tous les travaux sus-cités, les résultats obtenus concernant une

trés large classe de processus.

De méme, la classe d'estimateurs utilis@e regroupe les estimateurs
définis a la fois par la méthode du "noyau", et celle des "fonctions orthogo-

nales', et méme pour certains résultats, les estimateurs splines.

Enfin, on supposera que le processus observé est i temps continu,
probléme moins &tudié jusqu'ici. Les résultats obtenus se transcrivent aisément

dans le cas oii 1'on dispose d'une suite de variables aléatoires observées.

Le travail qui suit consiste en l'obtention de conditions suffisantes
de convergence ponctuelle en moyenne quadratique et presque sure pour les estima=

teurs des densités marginales et de transition du processus observé.

1. Notations - Définitions des estimateunrs.

Comme annoncé ci-dessus, on considére une fois pour toutes un processus

Xt, t € [O,w[ , chaque Xt &tant une variable aléatoire réelle définie sur un

espace probabilisé (2,@, P), tel que :

1) (stationnarité) Vh x 0, V:],..,ck, k réels positifs distincts,

la loi du k-uple (Xt ,..,Xt ) est la méme que celle de (X

R )
+h’ ' +}
) K tI h Lk i
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2) (mesurabilité) L'application (t,w) = Xt(w) est mesurable sur
(R+,B ) 8 (2,8), a@ valeurs dans (R,%R)
-
R
3) Il existe une mesure g¢-finie, u, sur (R,BR) telle que pour

* i -
tout n de N , la probabilité image de P par le vecteur (Xt ,..,Xt ) soit

1 n
S en
dominée par u .

On appelle f et 8h (h > 0) deux versions strictement positives

dP dp

X (xR )
de ot ke i respectivement, et ga une version de la densité
dy d(v @ u) °’ e h
conditionnelle de xt+h conditionnée par Xt = a, définie par :
g, (a,x)

a
Bn(®) = F@y
Le probléme est d'estimer ces trcis densités 4 partir d'un échantillon

de (Xt} observé sur [b,T]...

I o ; . -
En appelant M0 et MT+h les tribus respectivement engendrées par

i, (0 Eas T S et {Xt’ t > T+h} (h > 0), on pose

(1 alh) = sup|P(A N B) - P(A) . P(B)| ,

o

. : 0 T
le sup ¢tant pris sur tous les événements A de Mo et B de MT+h'

La classique "strongmxing condition' de Rosenblatt (12) s'Ecrit

lim a(h) = 0O

h-o

Nous aurons a imposer des conditions A& la fonction @ pour obtenir

: a
la convergence des estimateurs de f, B B

; : : i : B e
Introduisons trois familles K i=0,1,2, indicées dans

()
A=14(5,1)!0 ¢ s ¢ T}, de fonctions définies sur Bz, i valeurs réelles,

hi-mesurables, et définis al ti 1 o 2
sons les estimateurs fT‘ (gh)T, (gh)T de £, ¢

a

1: F\ha
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aux points t et (t,t') {(teR, t' eR), par :

. 0
. = _l o
) (fT)(t) () Jo K(S’T)(xs,t)ds
- ; = T—h | 2
{3} (gh)T(t,: NE= (T Y 2 Jo K(S,T)(Xs,t)K(S,T)(XS+h,t )ds
@ : (et it b] S e
h’'T hi'T T {(fT)(a) # 0}

Nous allons montrer que les estimateurs usuels de la densité s'écrivent
S . . 51 e s s
sous la forme précédente, en fournissant des familles K  qui vérifient les con-

ditions fondamentales suivantes

HI) (fT)(t) et (gh)T(t,t') sont des estimateurs asymptotiquement

sans biais de f(t) et gh(t,t'),
Hz) I1 existe six fonctions réelles & valeurs positives Ai, i =0,1,2

et hy, i=0,1,2, telles que Vx,x ¢ R, Vt,t € R, V(s,T),(s,T) € A
%
[K(g,my G0 | < A,(0) - hi(s,D),

les hi étant des fonctions croissantes em s i T fixé, et en T, a s fixe.

HZ) est une condition technique qui servira dans toutes nos démonstra-
tions, HI) est la condition clé du probléme : on consultera (13) pour constater
qu'elle s'interpréte trés précisément en langage d'opérateurs intégraux,et le
probléme de déterminer toutes les familles Ki vérifiant H]) (pour un certain
type de processus Kt donné a priori), et fournissant donc de "bons' estimateurs

de la forme (2) (3) (4), reste ouvert.

Nous allons simplement reprendre les deux méthodes usuelles d'estimation
Al : 5 i
de la densité, citer les familles K  correspondantes et les classes de processus

pour lesquels elles vérifient Hl) et HZ)'
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11. Familles Ki usuelles.

1) Méthode du noyau.

Nous reprendrons, en les adaptant au temps continu, les quatre estima-
teurs cités en (3), qui semblent les plus généraux qu'on ait actuellement définis
par cette méthode ((5),(7),(8) sont séquentiels, (7) a été utilisé en (11)).

L On se donne une fonction K mesurable en x et y, positive, bornée,

400
v Lt +%
telle que J K(x,y)dy = 1, une fonction & définie sur R+, 3 valeurs dans R ,

: : : . . +#
décroissante, et telle que 1lim &§(t) = O, enfin une application H de R dans
v too
R , décroissante. On suppose de plus que :

T T
lim [ §(t)det = += et lim [ s(e).H[6(t)].dt = +=
T-+=iei) T4 40

(avec les hypothéses d'intégrabilité correspondantes). On pose alors
YP

T
o =
(5) Ko, 1y (58 = T.(Joﬁ(s)ds) - k[e, 5(9)]
1
e kK e =K (x,t) = /T (Tﬁ()d) A e
e (s,T) Xy = (s,T) X, . 5 s)ds . (55 —
A & K2 (k) = Kb () = K2 (x,t) = [6(D] Rler 1
(8,13 T ¢ (s,T) s - SLE T
iE
i o K?S,T)(x,t) = ([Oa(t).n[e(t)]dt)“. H[s(s)] . klt, = G(S)
1 1
1 2 & = 7
et Koo qpy(x,t) = K gy (x,8) = /T (Joﬁ(t) .H[8(t)]dt) H[s(s)])
. k[t, XZE ]
VE(s)
o - 2 b =i =t
(8) RO, gy (8:0) = Ky 00 (6,0) = Ky (,0) = [60]7 - k[, 575

-

Un calcul de routine montre alors que H‘) est vérifiée lorsque fT et

(gh)T sont définies a 1'aide des familles k' citées en (4) (5) (6) (7) pour une




M. DELECROIX
22

trés large classe de processus Xt, ceux pour lesquels f et sont bornées

h

par exemple.
De méme Hz) découle directement du fait que K est bornée. Ainsi

0
en (4) A (D) = sup [R(x,y)] et h (s,T) = T.(J 5(s)ds)”!
(x,y) R’ .

2) Méthodes des fonctions orthogonales.

On appelle (ei) une base orthonormale de Lz(u) (supposé séparable

ielN

afin de simplifier). Les (e, ej)

i en forment une de Lz(u 8 u).

(i,j)eNxN
; A : e I
On se donne alors trois fonctions ri, i=0,1,2, définies sur R , a valeurs

+ . . sy
dans R , croissantes vers 1'infini, et on pose :

. [z, ()]
1 15
(9) K(S’T)(x,t) = jzo ej(x) ej(t) 1 = 0,),2
ou : [ri(T)]
(10) Kis,1) %0 = '[0 e, (x) e () il =12
=

[ } représente la partie entiére. (9) fournit un estimateur séquentiel.

Supposons alors que f et 8L soient de carrés intégrables. Ils
Vs 2 % - v
s'écrivent dans L (p) et L (u 8 u) X a. €., et ) a,, e, e.. Sous des
I ii o G ot T
i=0 1,3=0 )
conditions usuelles qui portent sur les a, et a;., notamment, on obtient la
n n,n'
convergence de ) a, ei(t) vers f(t) et celle de V vers gh(t,t'J
i=0 i,1=0

(n>, n'sx), (pour presque tous les t et (t,t') par exemple). Pour de tels

£ et TUER e HI) est alors vérifié (calcul direct).

Les fonctions majorantes utilisées en HZ} peuvent de méme se calculer
2 :
cas par cas, pour toutes les bases orthonormales courantes de L™ (R) (voir (1)),

et de fagon triviale si les e, sont bornées uniformément.
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Remarques sur Les méthodes splines.

m : Sk s -
Choisissons une famille de subdivisions (xi)OsisN(s) de [O,lJ,

-+
telles que, Vs, s eR :

158 85t
0= xo ey xN(s) 1
. max (x?—x?_l) / min (X§_X§—I) = CO, CO € g
1¢jsN(s) 3 3 1£j€N(s) ]
. lim min (x?—x?_]) =0

s+ 1£jsN(s)

Soit alors X € [0,1], appelons SE la spline cubique interpolant
%
1'application &x, ol

[0,1] » R
X
t + 1 [O,t:i (X)
sur les noeuds (x?)lsisN(s)’ et vérifiant (S;x) ") = (SSK)"(I) = 0.

o d ras : ’ :
En posant K(S,T)(x,t) = dt[S@x(t)]' on obtient une famille de fonctions

qui vérifient H]) et Hz) en ce qui concerne fT’ pour certains processus X .
En effet, les résultats établis par Berlinet en (14) montrent que si
: = T = 2
la fonction de répartition F commune des Xt est €lément de H ([O,I],

(ET)(t) est un estimateur asymptotiquement sans biais de £(t), et qu'on a,

d'autre part sup lK?S T)(x,t)l <D . ( min (xﬁ—xs_]))_l
xe[0,1 ’ l¢jeN(s) 1
(o2 ol L

De plus 1'estimateur ainsi construit est séquentiel. (Tout ceci suppose
bien sir que £ soit a support dans DD,I] mais peut &tre tramscrit pour un

intervalle [a,b] quelconque) .
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111. Convengences en moyenne quadratique.

Pour établir celles—ci, nous utiliserons les 2 résultats suivants

Proposition 1.- (On reprend les notations de I - (1)). Deux variables

aléatoires réelles f et g mesurables respectivement par rapport i Mz et

M;+h vérifient : |cov(f,g)| z 4.0(h).§lf||m.f|g||m (cov représente la

covariance).

Démonstration : voir (15)

Proposition 2.- Soit I t € [0,T], un processus réel défini sur

t,

(2, @,P) tel que chaque It soit élément de LZ(Q,EL,P), alors :
T T (T
Var[J Itdt] = J J Cov(It,lt.)dtdt
0 0“0

Démonstration : classique

Nous pouvons alors &noncer :

Théonéme 1.- Sous les hypothéses H]) et H,, la condition

2°

T B 2
G lim{(J a(u)du) . ([ hi(8;T) . de). T °} =0
T+ Jo [
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est suffisante pour que fT(t) converge en moyenne quadratique vers f(t), lorsque

T + =, et de méme la condition

L Ts 2 2y
12) lim{(J a(u)du) . (J hl(u,T) 5 hz(u.T)du) w B k=0

T 0 0

est suffisante pour que (é;)T(t,t') converge en moyenne quadratique vers gh(t,t').

Démonstration :

a) Commengons par la convergence de ET. H!) étant vérifiée, il suffit
de prouver que Var[f;(t)] + 0 lorsque T » =. Une application directe des pro-

positions (1) et (2) donne
= =2 = L o (o]
—a! '
var[(£) (©)] ¢ 4.7 [O Joaus $ IR, Ko Il 1Ko X0 ] s s
soit, grace a Hz)
e 2 2 T T
Var[(f )(t)] < T A (t).[ J u(|s—5'!)h (s,T)h (8',T)ds ds"
€ o] 0 o
0’0
L'intégrale double s'écrit successivement

3y s
2J h (s,T){I [h (s',7)].a(s-s")ds"}ds
0 o] 0 o]

par symétrie, puis

T ‘s
ZJ hO(S.T){J ho(s—u,T)u(u)du]ds
0 0

et

T T
2J a(u){J h (s-u,T)h (s,T)dsl}du-
o o
0 u
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Comme ho est positive et croissante (HZ)’ 1'intégrale se majore

finalement par

I TZ
Z(J u(u)du)(J ho(s,T)ds)
0 0

et ceci achéve la démonstration, en donnant :

T T2
u(u)du)([ ho(s,T)dS)

(13) var[(£) (0)] < s.T'Z.AZ(t).(J
i 0

0

b) Pour (éL)T, la technique est identique. Désignons par V la

1 2
(S.T)(XS’t)'K(S.T)

et enfin B = AEAI(t)AZ(t')]Z.

. - 3 "
variance, posons Is =K (Xs+h,t Y EGa) hl(s,T)h2(5+h,T),

Les propositions 2 et 3, le lemme de Scharwz, donnent une majoration

de TZ.V[(éA)T(t,t')] pach:

h s+h %- T-h

J ds{J V1) v, 0] 2has' { as'=s-) 111|117, I, ds'3.

0 0 s s+h

d=2h s-h s+h %

+ J ds{J u(s—s'-—h)”l’sl[m “IS,Hm ds' + J [V(IS)V(IS,)] ds' +
h s—h

[Cataram iz, iz,
+ (s'-s-h) || 1o ds'}
S+hu gleite S o

1

T-h 7
|V(IS)V(IS.)| ds'}.

T=h s—h
. ds{J atamatw 1,1 1T g5+ |

{E=2h 0 s=h

Grace a Hz) cette majoration devient :
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h s+h =t
B . [ ds{f f(s)f(s")ds' + J a(s'-s-h)f(s)f(s')ds'} +
o 0 s+h
T~2h s-h s+h
+ B J ds{J a(s-s'-h)f(s)f(s')ds' + J f(s)f(s')ds"' +
h 0 s—-h
T=h
+ J a(s'-s-h)f(s)f(s')ds'} +
s+h
F=h s-h T-h
g J ds{J a(s-s'-h)f(s)f(s")ds' + J f(s)f(s")ds'}
T-2h 0 s-h

Maintenant la croissance des hi donne directement, de par la défi-
nition de f£(s)

h s+h 2h T

I ds.f(s).{J f(s')ds'} < (J h](u,T)hz(u,T)du)(J hl(u,T)hz(u,T)du)
0 0 h T—=2h

T-2h s+h T=h T

J f(s)ds{f E(gl)ds = (J h](u,T)h (u,T)du)(J hl(u,T)hz(u,T)du)
h s-h 2h B T-2h

I-h T-h T Hig

J dsf(s){J f(s')ds'} < ([ hl(u,T)hz(u,T)du)(J h](u,T)hz(u,T)du)
d=2h s—h T=h T-2h

A fortiori la somme des 3 intégrales précédentes se majore par

i
J hz(u,T)hz(u,T)du.
0 ! 2

Reste i majorer la somme des 4 intégrales doubles qui par symétrie se

réduit 3 :

T-h s-h
ZJ f(s)ds . j a(s-s'-h)f(s')ds’
h 0

Un calcul identique 3@ celui qu'on a mené pour ET raméne cette intéprale

r

T-h
a(u)du . J f(s-h-u)f(s)ds
u+h

T=2h
d

0
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qui se majore 3 son tour par (croissance des h.)
i

T

T
Z(J a(u)du) . (J

hf(s,T)hz(s,T)ds).
0 2

0

En regroupant ce qui précéde, il vient :

2 % : L 2
(14) T . VGt e ] e s[1+2J a(u)du] [J hi (s, T)h; (s, T)ds].
0 0

Cela achéve la démonstration, puisque ggus Hl) (éL)T est asymptotique-

ment sans biais...

. . “a
Pour obtenir la convergence en moyenne quadratique de (gh)T nous
avons malheureusement di augmenter les conditions imposées aux familles Ki

. ik o . - :
choisies, en supposant ici que K(s ) est une famille de fonctions strictement

it 1 s c G
positives et que K = k°. Dans 1la pratique, on obtient comme exemple immédiat
d'utilisation les familles définies en (6) et (7). En fait, la condition imposée

a pour but d'obtenir :

Ay . o
Proposition 3.- Sous Hz), si K(s,T)

est une famille de fonctions posi-

. . 1 O 4
tives, et s1 K = K , il vient @

-~

(15) |(e) () = ofn,(T,™]

Démonstration :

11 suffit de remarquer que dans tous les cas
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o 1

T=h
‘a _ 1 2 ~
| (g0 | = IJO K(S,T)(xs’a)K(s,T)(xsﬂ]’t)dsl - {lfox(sm(xs’t)dsn

2 T-h
< { sup sup iK(s,T)(x't”}'{I

T
| 0 -
|& (X_,a)|ds} {II K (X_,t)dslt
0<ssT xeR (8,T)""» 0 (5,10 "5

0

]

0 [hz(T,T)], sous les hypothéses de la proposition.

Remarques. -
1) La démonstration qui précéde montre que l'on peut affaiblir la

condition KI = Ko, dés lors que l'on puisse obtenir une majoration comme (15). Il

s 1 o . "
est clair que O g K(s,T) < K(s,T) V(s,T) € A, suffit, par exemple, mais en

pratique, il sera plus avantageux d'essayer de majorer directement par une constan-

te ou une fonction faiblement croissante le rapport

T-h e =
{ (S,T)(Xs,a)|ds} ; {|[0K(S,T)(X5,a)ds|}

{ |k

<0

ou globalement \(g;},r(t)|, pour chaque choix de familles Ko, KI, 1(2. Dés lors

que cette majoration soit possible, le théoréme qui suit sera valide en utilisant
un résultat du type (15).

2) Sur les exemples qui relévent de la proposition 3, et de fagon géné-
rale de la méthode du noyau, le fait d'obtenir K‘ES T) > 0 ne pose aucun probléme.

3
+ : B3 :

Cette hypothése impliquant : I{(f;)(a)#O} =1, VT e R, simplifie les calculs qui
suivent, On peut se contenter (cf. remarque 1) de conditions particuliéres sur
T ey : S . %
{(fT)(a)#O}’ et ici encore il est plus intéressant de revoir le probléme pour
chaque choix de k° : nous nous sommes contentés d'une hypothése simple, afin
d'alléger la démonstration. [La question a déja été soulevée en (6) : "définition

' . . .
d'un estimateur strict', pour les fonctioms orthogonales].

Théoneme ?2.- Sous les hypothéses Hl) et HZ)' si ¥° est une fonc-

(e’ 1)

tion strictement positive pour tout (s,T), si on choisit dans (i3 k! = KO, et si
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iy Ty 2
(15) Tim {T=2 ¥ (J a(u)du) . (I h™(s,T)ds) . (hz(T,T))} =0
T 0 02

alors (g:),r(t) converge vers (g:) (t) en moyenne quadratique, lorsque T + =.

Démonstration :
I1 s'agit de calculer A = E{[(g;)T(t)‘(S:(t)]Z]-
Pour T assez grand les quantités E-T(a) = E[(f})(a)} et
(g—h) (a,t) = E[(g;),r(a,t)] sont strictement positives puisque de limites f(a)

gh(a,t) qui sont strictement positives. En utilisant la définition (4) on peut

alors écrire l'identité :

- = =1 =l e 9 = 2
A = E{[(§)(a,0) . (£(a) ™ =(£1(a) . [(gp) ()] [Ep ()£ () ]-(g) ()]}

soit A = BI+BZ+33+B4+BS’ en développant, avec

1

=-]
L[}

L= [ @0 (gt 0]

==
L}

, = [Ep@] % var [(g)) (2, 0)]

o
L[}

5 = (@] 26 (0] [t @ - @]

=
I

o = -2 [i@] e [ (0] . [(g) (2, 0] - [Ty (@) -F(@)]}

=
]

- - l - oy -
s = 2[e) (] [E@] ™ Bt [(g) (0] [f(a)-f (@]

La proposition 3 permet d'écrire :

|B,] = 0t [0,(T, 1] Var (£ (a))) |
= 7
|B5| = 0 [h,, (T,1)]. [Var(£(a))] ")
|
3 3 . L
1B, = ot[hy(T, )] . (E{[(g,) 1 (a,)] "} Var(£.(a)})

et ET
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Supposons alors que (é;)T(a,t) et f}(a) convergent en moyenne quadratique vers
s - 2 o
(gh)(a,t) et f(a) (conditions du th. 1) et que, de méme, Ehz(T,T)] .Var(fT(a))

tende vers O lorsque T =+ «. Alors

1

|B,+B,+B,+B, | = O((hy(T,T) . [var(£,(a)]%) = o(1)

3 51

Or les formules (13) et (14) montrent que la condition (15) est suffisante a
toutes ces convergences, puisque (Hz) h2 est croissante en s et T. Dés lors,
sous cette condition on a exactement :

1 1

T Lo 1
u(u)du)z([ hi(s,T)ds)z}.

19 a = {5, @01 [ @] -@h @1 o, mn .1

0 0

Le premier des deux termes dépend du biais de (gh)T et (fT) et tend vers O

(HI). Ceci achéve la démonstration.

1V. Convergence presque sihe.

Nous aurons ici 3 travailler sur des processus qui présentent une

condition de mélangeance précise comme le montre le :

Théonéme 3.- Supposons HI et H2 vérifiées, et de plus

a(T) = O[e-TJ, pour T assez grand. Alors, sous la condition

{(17) : WEREN0 X exp{"c.fg.[ho(n,n)J '} o< 4w
n=1

(fT)(t) converge p.s. vers f(t) lorsque T -+ =, De méme sous la condition

(18) Ve > 0, Z exp{—c./ﬁ.[h](n,n).hz(n,n)]_l} < 4o,

n=|
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(éL)T(t,t') converge p.s. vers gh(t,t') lorsque T + =,

Corollaine.- Sous HI et H2, si «f(T) = D[e_T] pour T assez grand
et si (17) et (18) sont vérifiées, (g:)T(t) converge p.s. vers (g:)(t) lorsque

T+ o,

Démonstration_: (inspirée de (16))

a) (fT)(a) étant un estimateur asymptotiquement sans biais de £(a),
sous HI, il suffit de vérifier que [(fT(a)—f;(a)] tend p.s. vers 0 lorsque

T + =, On se donne & cette fin un réel e, € > 0, et on cherche i majorer :

% _ T
C = P[(fT)(a)—(fTXa) > e] = P[JO Xsds = E], ol on a posé
= _ o
Xy = Kig.py Xgod) E[K(S,T)(xs,a)].

La majoration classique : P[I>E] < e E[etI], t > 0, permet d'écrire :

T
. D, et on va majorer D = E[exp.(tj Xsds)].
0

(19) Cam

b) On introduit un réel k = k(T), 3 notre disposition, et £ 1'entiet

tel que 2tk £ T < 2(2+1)k. On pose alors

L, = [2(-Dk, (2j-1)K], I = [2j-Dk, 2jK] Je=lr s
I, = [ X ds Z. = [ X ds =l e b
4 g A T
i j
T
I e X_ds, X ds selon que 28k = T,2ke < T g (22+1)k,
Ve 20k S 1 s

2+1
ou (22+1)k > T.
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T
% = 0, ou J X ds, selon que (22+1)k £ T ou (2&+1)k > T.
2+1 s
(28+1)k
nd
) De cette sorte,
JT REI L+
X ds = T P
o*® i=t Y q=1
£l c) La définition des XS jointe & H2 donne :

|Ii1 £ 24 (a) J h (s,T)ds et lzi\ £ 2 (a) J h (s,T)ds, R R )

T:: T!
i i
et h0 étant positive croissante, tous les |Iil et |z.|, i=1,...,%, se majo-
202+ Dk =
rent par : 2A (a)J ho(s,T)ds, soit, a fortiori, par :
@+1)k
20410k 3
24 (a) Vi [ h (s,T)ds|".
(22+])k

En appelant (t71/2) cette derniére quantité, on peut écrire

Vit=i 0 2 2t||IiHm <Nt < ZtHzil}m < 1

L'inégalité classique : (0 < ZtHI‘[w £ 1) = {E[exp(ZtI)]}sexp{3t2E[12]}

donne finalement :

. 20241k - %
(20) si t=[4 Ao(a)] . {k.[ h_ (s,T)ds} .
(22+1)k
9 2tl, 5 % 2
n E[e M g exp{3t™. ] E(I)}
i=1 i
et

% 2tzi 2 2 2
n Efe ] < expl3t” |} E(Zi)}
i=1 i=1
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0 E[1?] = e([| x.4s]®) =var(| K_ . (X_,a)ds}
i 1. 8 I (g, T) s 3
i i
Un calcul identique 3 celui du théoréme | (formule (13)), donne :
2 2 ' 2
E(1T) < 83 iAn(a) ([ a(u)du) . (J h"(s,T)ds)
1 o it 1 (o]
: :
o 2 2 2 Y
et de méme ECZ5) < 8 Av{a) . (J a(u)du) . (J h (s,T)ds), pour i =1,..538
x 2 1! il 2t

n ==

E[a 1] et
1

En substituant dans (20), on obtient line majoration]'commune de

L 2tZi 1
I E[e ] par :

i=1

T
(21) expl(3/2) . (J aERdy K,
0
5 2 2 . 2
puisque E Bl =) BWAE (a) F Z (J a(u)du) . (J ho(s,T)ds)}
i=1 2 Y je1 V1, I,
S 2
< 8[a (@] (| a(wdw . | hi(s,Tds
2 0 1
L
9 2(e+1)k 9
et [ ho(s,T) < h0 (s,T)ds ... (et de méme pour les Zi).
0 (22+1)k

e) On majore ensuite, par récurrence :

L L
E=E, = |E{exp.[2t.(i£l 1= 121 E(exp[2t1.]) |

I1 suffit de remarquer que El = |A+B| avec :
L1 =1
A= E.‘.[e)-rp{Zl:.‘):l Ii} : exp.{?.t.Ii] - E‘.[:t"nq:n.[Zl:izl Iiﬂ > E[exp 2tIE]
i= =
i=1 2=1

B = E[exp.{Zt.‘Z Ii}] . E[exp 2t11:| - E[exp{ZtIi}] .

| Ef_exp{ZtIi]_]
im] i=1
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d'oli, en majorant A grace i la proposition (1)

=1

i
IEgl < 4a(k) Hexp.{ZtIl}Ilm . |lexp{2t } 11}1!m + “E[exp 2tTQ]”m . IEE—l‘

.

i=]

On utilise la majoration de |121 vue en b) pour écrire :

lkxp{ZtIi}Hw < exp{ZtlIi!} S exp{At.Ao(a)AJI ho(s,T)ds}, e

I,
3

et en remarquant ici encore que [ ho(s,T)ds < J ho(s,T)ds, il vient
I Ip

i
|B;| < 4 a(k) . exp{4t A (a) . ¢ . [1 h (s,T)ds} + |E,_,| - Elexp.2t 1 }
[}

on itére le procédé avec

=1
< b (k) exp{bt Ao(a). Z

|E
L iz

_]| [1 ho(s,T)ds} + E{exp(ZtIl_]]} : IEQ—Z

XEll < 2.[&&(k)] . exp{4t Ao(a).E[I hc(s,T)ds} + |E1_2| ’ E{exp(ZtIE_])}.
fth
. E{EKP(QtTR)}

etc... jusque

[E| £ 4(2-1).a(k).explé4t Ao(a).i.J h (s,T)ds}

L

(On obtient bien slir le méme résultat pour les Zi avec Ié au lieu de Il}.
Enfin en reprenant la définition de t en <¢) on voit que la majoration peut

s'écrire :
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(22) [E| ¢ 4(2-1) a(k) exp(2)

f) En combinant (22) et (21), on obtient finalement une majoration

g 2
commune de |E{exp 260 Zi)}l et |Ef{exp 2t(] Ii)l par
i i

i

(23) 4(2-1) a(k) . exp(R) + exp.{3/2(j a(u)du)k-l}.
0
Or
T 2 2
D = E{gxp{t.Jo X ds}] = b{exp.[t.J i Xds + t.(J1,) + e(Jz)]}

Brl Y s * '

1

i 2 7

< exp t] Xsds| . {Efexp{2t ZIi}] . Efexp 2t.ZZi}]}
IM[ ) IE.+I 1 i

(inégalité de Schwarz) donc

T
D g eZI:A(ﬁ;-l)q(k)exp(l) + exp{3/2(f a(u)du) . k ]}].
Jo

grice a (23), la définition de t et la majoration usuelle de |Xq| 3

Comme
2@ +1)k i
expl-eTt) = exp{-¢'T[k nis,m] 1 on e = cle A ()
(22+)k
< exp{-e'(T/k) . [ho(T’T)]‘]} (croissance de h )

(19) donne :

(24) C g et . exp(-¢'(T/k) [_ho(T.T)dl]) . [BG-Dexp(Lalk) +
T

+ exp{3f2.(J aludau) « k1]
0
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g) Prenons k = k(T) = /’f‘, supposons of(T) = O[exp(—'[‘)] , alors,

d'aprés (24)
C= P[E&(a)-f&(a) > e] = O{exp[fe' S YD [hO(T,T)]*lm

| Comme P[fT(a)-f}(a)<-—E] = P[J (—Xs)ds > E] reléve de la méme majoration que C
0

| ona enfin :
(25) o P[] fT(a)—f-T(a)[ >e] = O{exp[-¢’ /T[hD(T,T)]'l] e

Reste 3 montrer que ceci démontre le théoréme grdce & la condition (18)

or si GT = fT(a) - f-,l,(a), en notant simplement que

logl < lag = apg | + o

1 T h (T, T)
et |GTHQ[:'I‘]| = |TJ’ ﬂdeSl = O(O—T—) = o(1) sous les hypothéses du théoréme 3

(majorations usuelles), il est clair que a[,r] %& 0 est condition suffisante de

convergence p.s de dp Vers 0 lorsque T = =,

Or la convergence de a est assurée par (18), grace a (25)
(1]

(lemme de Borel-Cantelli pour une suite de variables).

i) I1 est clair qu'a de minimesvariantes prés, la méme démonstration
q P

s'applique 3 (gh)T’ et le corollaire est trivial.

Remargue.- Les conditions choisies au g) ci-dessus peuvent &tre

1/4

modulées, par exemple en prenant k = T , et en transformant «a(u) = O[:e—u] en

1/4 " s =
cx[u /] = 0[exp(—u3/4)], et de méme (18) en z exp{—e.TBM.(ho(T,T)) l}.De fagon
n=1
générale on perdra en conditions sur a ce qu'on gagnera sur ho. Nous avons

adopté la solution ''moyenne'.
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