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SUR UNE CLASSE DE TESTS QUI
CONTIENT LE TEST DU X2

par Denis BOSQ

T - INTRODPUCTION. -

Le test du xz de K. PEARSON est trés employé par les praticiens
qui veulent ajuster des observations & une loi donnée. L'alternative d'un tel
test reste vague dans 1'esprit de 1'utilisateur. Pourtant la statistique utilisée
correspond & un choix bien précis des hypotheses HD et H! s augsi, en Faisant
varier ces hypothéses, on peut construire toute une classe de tests du méme

2 : SO e . -
type que le test du x . Certains de ces tests ont déja été envisagés par

J. NEYMAN dans [7] et par E. NADARAJA dans [5] G

Nous allons établir quelques résultats généraux relatifs i ces tests.
Le résultat principal est une inégalité qui permect de préciser le compertement
asymptotique des statistiques utilisées. Nous donnerons aussi une condition
nécessaire et suffisante pour qu'un test de la classe soit convergent et nous
étudierons sa puissance asymptotique. Nous terminerons par upe discussion sur

le choix d'un test dans la classe considérée.

IT - DONNEES ET PRINCIPE DU TEST.-

B -"5oqt .(Xn, n 2 1) une suite de variables aléatoires indépendantes

(2)

et de méme loi, définies sur 1'espace probabilisé (Q,A,P) et & valeurs

dans 1'espace mesurable (E,B). On cherche a tester 1'hypothése B : "La loi

(1) Des tests analogues ont également €Lé étudiés par BICKEL et ROSENBLATT
Ann. Stat, 1973, vol. 1 n® 6 p. 1071-1095.

(2) Rous supposerons que 1'on peut définir sur (2,A,P) une suite infinie de
variables aléatoires gaussienncs réduites et indépendantes.
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Pour cela on se donne une suite (Kn, nzl)

=

de fonctions numériques
2 S _ "
B -mesurables, symétriques et bornéecs. On sait (cf. [6] p. 130) que K _  admet
n

la décomposition :

4o
K = 2 Ao el “Rfel
TSP T i n jn
j=0 e
ot (Ajn’ j 2 0) est une suite de nombres réels telle que E A?I < 4+ ®» et
.t jr
; 3=0

(ejn’ j 2 0) une suite orthonormale de Lz(u).

Les hypothéses suivantes sont valables pour toute la suite de ce
travail :

D R R e i [Ajul > |Aj+ln| NN RS S

2) supM <+ o M =sup |le. (x)| , nz 1.

nzl " xeE
320

Enfin, pour simplifier les énoncés, on supposera toujours que
ing | X sio,
o 3n

? - Le principe d'un test basé sur (K ) est le suivant : on

n
: : - L&l
effectue un lissage de la loi empirique Pn = — z § en posant
=1

(x)

ni
Yn - J Kn(x,.) dPn(x)
A 5 S = 2 e
On considére ensuite la statistique a valeurs dans L“(u) définie par
s =+/n (Y - 1)
n n

S est asymptotiquement normale sous Ho’ lorsque (hn) vérifie certaines
n

b 5 . 2
conditions. Ceci permet de construire un test de la forme E]Sn|| > w

(

n

| désigne la semi-norme usuclle de Lz(u)).

IT1 - COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA LOT DE ||s | j~ -

L'inégalité suivante est fondamentale pour 1'étude asymptotique

2
de l‘Snil .

—y




Egmonbtﬁation : Ell

1°) Posons 2 =
ron :
3
La fonction caractéristique de
donnée par la formule

| r
£ (x) = — J n

r,n v e

on en déduit

1
sup fr n(x) s — |2+ [

xeR 27 Al =185 =1

2°) Posons Aa = {2z

pour O < v < a

20
b, < Ulu 1 -z,

Sur une classe de tests qui contient le test du x2

3
[ P ] 2
Théonéme 1.- 8i la loi de Xi est W, on a
2 2 2 2./3 rA
sup, ]P(”SnH Sa)—P(||UnH ga) S (62 A +M)A +3c M —
aeR r.n Vn
mz 1, r= 3
oi A = i (1 + ]3 SRR C est une constante universelle,
n n IA I V2 ©
3n
L=] oo
Ar o= f 32 et Un = Z A'n E: e s (., j 2 1) désignant un
el g Jug 48 2 4 .
échantillon de la loi normale réduite.

e se fait en cing parties.

o LR

- étant intégrable, sa densité est
»

(=21 R SRl

s dt]
jn 7

(L)

>vula-vysz  osal

r,n
d'od
2 0 2t
QI 4
r+l
P(Aa) < 3 + y sup fr,n(x)
Y xeR
302
R L
< 3t ALY

Y
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4
213 2/3
P ST - =
our a t 1 et y Ar,n on trouve
P(A) € (3 + A ) #3273
a BST T
Pour a < A2/3 on a directement
r,n
P(a) < P(Z_ _ 5 a) ¢ A A3
a r,n aserin

on déduit

de ce qui précéde 1'inégalité

- 2 2/3
IP(Zr'n sa) - P(|ul]" s a)| s PG s (3+A)A :
Y n
+
aye R e = 3 0 ns =
v 2 o7
3°) Posons maintenant R =n Z o i a. = l
rim S e h
v calcul long mais sans difficulté (1 montre que
o0 oo .
ERi e x‘.‘nJe‘f dul+ 3 2Ly 5t
o n o+t J s n r+1 30
puds Z?H A?.n J e?n e?,n du + L E A?n
nj,iter ] ) ] ] noj,i'>r )
3#3! a7l
On en tire immédiatement
ERS 5 +3) A
r,n n Yign

4°) Considérons maintenant les variables aléatoires

Zl
By

Pour majorer

procéder comme au 2°).

L]
On pose Aa

Alors, pour

s
= n Z A? ;? sl LR 3 n
1 jn  jn
2 1
[Pclls 1% s a) - ez, < @)
112 > a)

(Z;,n S0 I‘Su

Qi< iy < @

(m

Pour les détails nous renvoyons a [2] p. 18=19.

W

nous allons

(2)

i

J o

(3)
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5
1 — 1
AaC‘{Rr,n =L a =Ry Zr,n < a} (4)
Mais d'aprés une inégalité de type Berry- Esseen dlie a SAZONOV
(c£. [9] et [16] p. 208 ), ¢V, ona:
r4
_ ' r
IP(Zr,n §a) - Bl a)| s e M =
ol € est une constante universelle.
On en déduit aisément
rlo
- - 1) -— —_—
IP(Zr,n eJa -y, a]) P(Zr,n C:la v, aD| <2 ‘o Mn /n K
d'ot en tenant compte de (4)
4
' - i
P(Aa) S P(Rr,n = Y P(zr,n € :la W aj) + 2 <, Hn =
n
et d'aprés (1) et (3)
MZ + 3 4
1 n 2 E
P(Aa)s 2-!\ +Any+2cM—
¥ r,n o n '/;
d'ol, pour a > A2/3 et = A2/3
r,n r,n
2 2/3 2/3 i
P(A') ¢ (M + 3) A + A A +2c M —
a n r,n oo o n
Pour a < l\2/3 on a directement
T
2
1 1
P(ﬁa) < P(zr,n % Ar,n)
rlt
< P(Z ca)+c M —
Tr,n n o
4
e
T T o n /-
en rassemblant les résultats obtenus on trouve
4
[Pz ca) -p(fls [|2ca)l ¢ a + M +3) o0 e . )
rel n n n r,n 0

5°) Le résultat final se déduit directement de l'inégalité triangulaire

et des inégalités (2), (5) et (6). &

(1) On trouvera un énoncé du résultat de SAZONOV a

la fin du présent travaii.
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Le théoréme | va nous permettre d'obtenir des lois limites pour
2 .
IISn|| lorsque la loi de Xi est yu :
[ Conollaire 1.- si
a) \ﬁ S0 Ajn - Aj quand n » « ;

b) il existe (uj, jz 1) telle que z a? <+ o et
3=l

I)\jnlfaj:jalnnal;
2 : &
Alors ||Sn|| converge en loi vers HU||2 = 7 3 5?
a1 8 "
L ra
Démonsthation : Soit (r s n21) telleque r ++w et B __,
— n n
/n
2 5 "
on a Ar s ga=—s-u0et Spar conséquent,
n: j=r_+1
n
sup, [p(]|s ||2 < a) - P(||Unf|2 s a)| — 0 (théoréme 1)
aeR n
11 suffit donc de montrer que ||U ||2 tend en loi vers HU|I2 .
T g 4 T2 2
Soit alors u, e @ tel que Y a: £5(w) < + =, on a aussi VOO E (i w,
j.__,] LI j=1 ja 7]
n 21 et le théoréme de la convergence dominée implique
T2 2 N
b Ao B — ] T EN(w) <+
jzl J J j=i 3 3
x 2 2
Comme Z a. E£. converge presque siirement on en déduit
‘='| J ] 0 0
e 3 2 N 7
1 Ne, € —— T Ajgj
j=1 It 3 5 s, i=1
d'oli finalement
2 g fH
U, 112 — []u]] 8 .
e r
Cornollaine 2.- S'il existe (rn, n > 1) telle que —= —+0 s
n
) A?n —> 0 etsi ] A;n e
= J =1
et il . i
2 2
Ilsnll - Z Ajn
alors T = = converge en loi vers une variable gaussienne
n ) 172
2(.2 Ajn) réduite N.
i

(1) 1Ici et dans la suite, —b—r signifie "converge ¢n loi vers'".
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Démonstnation : Le théoréme | montre qu'il suffit d'établir le

résultat pour la variable

2 2 v ,2
% R L R I
v = :
n T h 1/2
2000 X))
4
or cette variable peut s'é@crire V_=c¢_ A + B ou
n n n
"n
): Agn 12
e = L —t |
y;\‘.'
i
2 2
Y AL (el
¥ +1p 4%
e b= =, 77 —+— ®0) puisque V Bn » 0
2() .
p A" X
n
7 2
AR 5l
% IRG
I1 reste donc 3@ montrer que An = ey —+— N . Pour
"4
201 A

cela on peut appliquer 1'inégalité de BERRY-ESSEEN (cf. ROSENBLATT (8] p. 26),

il vient
sup+|P(An$a)—P(Nsa)|s-3—-3~ ! : J — 0 =
aeR 9 3 n /i 1/2
E -1
lel-1l (%Ajn)
Exemples : Voici deux cas ol le corollaire 2 s'applique
1) Ajn =1 pour j £ T Ajn =0 pour j > r ;s =81
rn=n8,0<8<—l-.
8
B
2) A, = — ;r=n3a-131 =gl Tk T O
J'ﬂ . B n 3 3 L
j+n 24

7
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8

TV - CONSTRUCTION D'UN TEST.-

Sous des conditions trés générales, et si Xi a une loi Vv non
- - o 2 3
égale & y et convenablement choisie, ||Sn|| a un comportement asymptotique
différent de ceux qui ont &té mis en évidence au paragraphe précédent. Ceci

sera précisé dans le paragraphe V.

Nous nous contenterons ici de définir le test et son alternative.

Oy 2 P o 2
Comme indiqué précédemment le test aura pour région critique I]Sn|l > w
+o
o P 2
ce qul s &crit encore n z A B B el
j=) dm jn n

Nous définirons 1'alternative de la fagon suivante
H = § j . > 1) ¢ lim inf|) . dv| > 0}
g ot H(Jn(v) n ) im inf| i J eJn(U)n v

En général Ho + H n'est pas 1'ensemble des probabilité sur (E,B) ;

il est facile de construire un contre-exemple & 1'aide d'une probabilité
€trangére 3 y. Cependant, pour une suite (Kn) bien choisie, H —est
suffisamment vaste pour contenir toutes les lois "raisonnables” possibles

pour les Xi.

V - CONVERGENCE DU TEST.-

Soit pn(.) la fonction puissance du test, Nous allons étudier

ses propriétés sous diverses hypothéses.

1] Etude de fa puissance du test.

Théoneme 2.-

w

1) B2 w0 =>Yoe H o, p (v) > 1
n
[==]
i 2 2
2°) si Yn>0,3veH, : limsup J 2% (J e, dv)” £ n (7)
l 1 JIn in
T
et s'il existe (r ) telle que A —+ 0 et — — 0 (8)
n rn,n n
W
ona 0 <==>W ¢ “I . pn(v} =+ 1.
n
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9
Démonstrnation :
W
1°) On suppose que — —» 0 et que XI suit une loi v ¢ H]
n
Posons a. (v) = J e dv; j=21,n321 et 1lim infl|A. a. = §
jn ) jn 3 I Jn(v)n Jn(v)nf

Soit maintenant m > 1, il existe un cntier N = N(m,v) tel que

w 2
n;N=>—n-<
n

§
S

m
par suite

A2 ;2
Jn(v)n Jn(v)n

| o

P(

w

- “
s —) g P(|a, a,

N Jn(v)n _]n(\")n

-]

2 2

ol = 5 CE =2
Mais 11 est facile de vérifier que D = A Ga: — GiF
= n dpbon g ign

)

tend vers O en probabilité.

Et comme
2
e a, !s§—=>D el e <
Jn(v)n Jn(v)n " n - o Jn(v)n Jn(v)n
on aura pour n assez grand
[ 2 I
P(|A. a, | €2 s PO 56" (— -1)
Jn(v)n Jn(u)n - m2
et finalement
w
I -p (V) = P(||Sn||2 £y ¢ P(D_ < 62(%— Y E
n m
w
2°) Si la puissance du test tend vers | et si — —£> Q0 on peut
n
trouver un nombre n > 0 et une partie infinie de N  soit NI tels
W
que = 2n pour n e N].
n
Soit alors v € Ht et vérifiant la condition (7). Comme
400
| ¥ el v | 52 M2 A
r +1 % 1q In TN o
et comme
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10
r 4 3 i
vl ) 22 G2 - el o > s i 0 |
l jn ajn ajn £) § 7 S S s E 2
€ n
la condition (8) permet d'affirmer que E_ = of A? (;? = a% (v)) converge
n P Th jn
en probabilité vers O.
2 G e
Or, HSnH > 2n => En 31 2= jz‘ Ajn ajn(v) donc, pour
n assez grand dans N,
w
s 117> 2 => |[s || > 2n => E >n
n n n
n
on en déduit
: 2 “n . Sl
lim P(HS“H >—) =. 0 ce qui est une contradiction. @
n-e n
m:Nl
2) Etude du niveau du test.
e r:
Théonéme 3.- S'il existe (r ) telle que A — 0, ——0 (9
SERELL e n = n VE
n n
alors ©
w - E }\?
n [ in _
l°) __,,_-p+un==>l;n(u)——-+0_
. 1/2
)
(E Jn
G . v .2 .
2°) si, de plus, Z ljn — + » (10) ou 1lim sup f Ajn < « (10 bis)
1 1
on a
w - Z A?
n {1 in
—_ — + @ <==> P () — O
n
o 1/2
N
(§ in)
b
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Démonsthation :

w_ - z A%
ST Gy
1°) La condition ——————— — + «» implique w_ > A
(] a4 12 = Nl
P
! pour n assez grand. On a alors
2 2 T .2 v 2
PC) X >w s P eadE >hw = D)
(§ in &5 7 V) (|§ in ) § 5
Bt
SRl D — 0

La condition (9) et le théoréme | permettent alors de conclure.

I 2°) Si la condition (10) est vérifiée et si pn(u) — 0

{ on a
s l12-F 23 w -Ia2
n [ in nooq jn
P > —+ 0
@ 1/2 © 1/2
4 4
250 o
(% ) (§ S
-3
| W = Z A:."
n ;] in
HONC IR e e (corollaire 2).
(Z Al" )I/2

L=
. e : L 2
| Si la condition (10 bis) est vérifiée, comme P(Z )‘jn £§ > wn) — 0
|

' (théoréme 1) on en déduit w —> + © (car inf |A3n| > 0) d'ol

s
! wn-§;\jn
| —_— 3 + ®
] o 4 2
A,
(§ P

3) Conditions powr fa convergence du tesi.

Corollainre 3.- Sous la condition (9)
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%0
w Yo~ % Ajn
1°) Les conditions —2 — 0 et e R (1 sont
8 G A%
L

suffisantes pour que le test soit convergent.

2°) Si (7) et (10) (resp. (10 bis)) sont vérifiées les conditions

(11) sont également nécessaires.

Démonsthation : immédiate (cf. les théorémes 2 et 3). W

4) Etude de fa puissance Lonsque fes hypoth@ses sont adjacentes

Dans certains cas particuliers NADARAJA ([ﬁj) et BARTON ([I]) ont
obtenu une loi limite lorsque les hypoth&ses sont adjacéntes « Dans le cas
général, la situation est trés compliquée et les lois limites éventuelles
risquent d'étre inutilisables. Le résultat suivant donne cependant une

minoration assez précise de la puissance du test

lim inf [Je? dv - a? (v i] o O
Jnn n _]nn n
Dans ces conditions, on a, pour n assez grand,
- < 2 - K
S 2 (vn) £ 2 exp( W)

oiu K est une constante.

> : ~2
Démonstrnation : ||s ||2 sw A g% (v) e  done,
—_— n n o R N

pour n assez grand,

]
Y L
n m

s 1% € wy = 135

Zta etz ale.
n Jn“ n 3

—
Thionrdme 4.- Soit (vn) une suite d'éléments de H ; on suppose qu'il
existe un nombre m > | et une suite d'entiers (jn) tels que
2 2 ¥n
A, a. (v):>m" — au moins pour n assez grand et
It 3t m n
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En appliquant 1'inégalité de BERNSTEIN-KOLMOGOROV ([4])

on obtient aisément

2
P(llsn|§2 3 Wn) < 2 exp(- E-———_T___ B

dés que 0 < {ajnn(vn)l e

oli 1'on a posé 02 = J e, dv - a? (v )
n ign m jon''n

Le résultat s'en déduit. B

ExeiiploltNsitiie | = tal S8t il in 2 T et s v admet une

in i

15

densité de la forme 1 + sn e. les hypothéses du théoréme sont vérifiées

n 3

n

2 s
dEsTareiss 50 by i ——— e SR Gﬂ (I e, - 1) 20 ol o0 est un nombre positif

a ]

donné .

VI - REMARQUES SUR LE CHOIX D'UN TEST DANS LA CLASSE CONSIDEREE. -

I - Parmi les tests appartenant 3 la classe que nous venons

d'étudier on peut citer

a) Les tests basés sur Kn = ATE B Fe T = N o

p a0

IIIM 8

]

pour tout j et ol (ej) est une base orthonormale de Lz(u) . Alors

By = {v : 3j =1 ¢ J = dv # 0} et 1la loi limite est la loi de
]

Pour lj = —L-, j 21 on obtient la loi de VON MISES.
mj

b) Les tests basés sur K = 2 A._ e, @ e,
n j=1 jn j Jj

e 0 = ol

e id
jn

?

ne

22
e
J gJ

» 3 2 1. Le test obtenu aura une meilleure puissance asymptotique

que le précédent pour les v € Hl tels que J ej dv soit non nul seulement

pour les grandes valeurs de j.
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-
=]

L
c) Les tests basés sur K_= J e, ® el ||s
i j=| jn n n

; 2 - . =
asymptotiquement comme un ¥ a8 T degrés de liberté. Lorsque

2
|| se comporte

' 1 it . e
ejn = —_— e S A T (Ajn) est une partition de E on

AR D Ain

retrouve le test du x2 usuel .

2 - Le choix d'un test peut se faire en fonction de 1'alternative

envisagée. Par exemple si 1'alternative est constitué par des lois qui
: N -
possédent, par rapport & u, une densité de la forme Z a; fi od les fi
i=0
2 A e 5
sont dans L"(u), on pourra choisir le test basé sur le noyau reproduisant

de 1'espace vectoriel engendré par les fi' En dimension infinie on peut

considérer les Ajn comme des indicateurs de "1'importance" que l'on accorde

d la "direction" e Cette idée pourrait s'interpréter d'un point de vue

Bayésien.

|
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AP P E N DUICCSE:

Théoneme de SAZONOV :

Soit (U, n 2 1) une suite de v.a. d& valeurs dans [Rk , indépendantes
et de méme loi v, centrées et admettant un moment d'ordre 2. Soit C 1la
classe des convexes mesurables de Bk. Enfin soit t = {tl,...,tk} une
partie finie de R eelle que les produits scalaires (U,t,) ; £ o= bk
soient des v.a.r. non corrélées. Alors

k
sup |28 - 2(B)| s ek [] o§P7 a2 | ms
pec 2 9 =1

I ~-13

Ui , N 1la loi normale possédant les

ol Pn désigne la loi de
1

L

/n i

mémes moments d'ordre | et 2 que v et ol l'on a posé
13

E[ (U ,tp)]

3/2

£y *
pz = 2
(EI(U],t£)| )

€o est une constante universelle.
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