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SUR UNE CLASSE VE TESTS QUI

CONTIENT LE TEST VU x •

par Denis BOSQ

I - ÏMTROVUCTION.-

2
Le test du x de K. PEARSON est très employé par les praticiens

qui veulent ajuster des observations à une loi donnée. L'alternative d'un tel

test reste vague dans l'esprit de l'utilisateur. Pourtant la statistique utilisée

correspond à un choix bien précis des hypothèses et Hj ; aussi, en faisant
varier ces hypothèses, on peut construire toute une classe de tests du même

2 . .SB Jt <jt-- ■■
type que le test du x • Certains de ces tests ont déjà ete envisagés par

J. NEYMAN dans [7] et par E. NADARAJA dans [5] '***

Nous allons établir quelques résultats généraux relatifs à ces tests.

Le résultat principal est une inégalité qui permet de préciser le comportement

asymptotique des statistiques utilisées. Nous donnerons aussi une condition

nécessaire et suffisante pour qu'un test de la classe soit convergent et nous

étudierons sa puissance asymptotique. Nous terminerons par une discussion sur

le choix d'un test dans la classe considérée.

II - VONNEES ET PRINCIPE VU TEST.-

1 - Soit (X , n £ 1) une suite de variables aléatoires indépendantes

(2)
et de même loi, définies sur l'espace probabilisé (U,A,P) et à valeurs

dans l'espace mesurable (E,B). On cherche à tester.1'hypothèse H : "La loi

de est y".

( L) Des tests analogues ont également été étudiés par B1CKEL et ROSENBLATT
Ann. Stat. 1973, vol. 1 n° 6 p. 1071-1095.

(2) Nous supposerons que l'on peut, définir sur (SI,A,P) une suite infinie de
variables aléatoires gaussiennes réduites et indépendantes.
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Pour cela on se donne une suite (Kn, n 5 1) de fonctions numériques
2

B -mesurables, symétriques et bornées. On sait (cf. [ô] p. I30) que K admet

la décomposition :

+OO

K = l X. e. 6 e.
j=0 jn jn jn

où (X. , j % 0) est une suite de nombres réels telle que Y XT < + « et

3.n . .2 i=0(e. , j 0) une suite orthonormale de L (u).
jn J

travail

Les hypothèses suivantes sont valables pour toute la suite de ce

inf | X
n> I

1) x = J , e = 1 , 1 * |x. 1 > |X. h 0 ; j Î 0 , n î 1On On jn j + ln1 ’ J *

2) sup M < + 00 où H = sup |e. (x) | , n >, 1 .

n> 1 xcE

j^O

3n'

Enfin, pour simplifier les énoncés, on supposera toujours que

> 0 .

2 - Le principe d'un test basé sur (K ) est le suivant : on
n_

• • • • I r»
effectue un lissage de la loi empirique P = — £ 6. . en posant :

n i=l ^1^

Y = K (x,.) dP (x)

On considère ensuite la statistique à valeurs dans L (p) définie par

S = Sri (Y - 1)
n n

S est asymptotiquement normale sous Hq, lorsque (K. ) vérifie certaine.s
2

conditions. Ceci permet de construire un test de la forme M^nll > wn
2

(I .11 désigne la semi-norme usuelle de L (y)).

III - COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE VE LA LOI VE Ils II2 .-

de

L'inégalité suivante est fondamentale pour l'étude asymptotique
,2
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Sur une classe de tests qui contient le test du X

3

ThzoKhne. Si la loi de est n, on a

sup IP(I1S |I2 $ a) - P(||U |\Z $a) $ (6 + 2 A + M2) A2'3 + 3 c M —„+ 1 11 n11 n1 n n on/—aeIR r,n /n

n £ 1 , r 5 3

où A = — (1 + = ) , c est une constante universelle,
"

* U3n|3 Æ
co oo

2
A = Y x et U = y L Ç. e. » (£., j 5 1) désignant un
r,n . L\. . n .L jn jn * ’ J &j=r+l jn j=1 j j j j

échantillon de la loi normale réduite.

Vc.inoh&tÂ.cit^Lon : Elle se fait en cinq parties.
r 2 2

1°) Posons Z = Y A. Ç. , r * 3 , n ^ 1 .
r.n >, Jn J *

La fonction caractéristique de Z^ ^ étant intégrable, sa densité est
donnée par la formule

f n(X> =r ,n 2n IR j = l
n (1 - 2 i A? t)“l/2 e ltX dt , x e (R

J »n

on en déduit

sup f (x) $
aüR r,n

♦ f.
2u *- J 111>1 j = l

$ A

n (1 + 4 A4 t2) 1/4 dt
Jn

(1)

O x

2°) Posons A = {Z $ a , MU I I > a} , a e IR alors,
a r,n ' n11

pour 0 < y < a

AaC{HUnll “ Zr,n > y} U {a _ Y ^ Zr,n ^ a}
d ' où

E<[ I X? Ç?] )Lr+, Jn JJ
P(A ) $ + y sup f (x)a 7 I r r>n

Y

3 A2
$ + An y

Y

xeR
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t> -*2/3 . // 3Pour a > A et y = A on trouve
r,n r,n

P(A ) $ (3 + A ) A2/3a n r ,n

2/3Pour a < A on a directement
r ,n

P(A ) $ P(Z $ a) $ A A2/3a r,n n r,n

on déduit de ce qui précède l'inégalité

|P(Z < a) - P(||U||2 g a)| $ P(A ) $ (3 + A ) Ar, n an

2/3

r ,n

ae(R,r*3, n£l

(2)

3°) Posons maintenant R
r ,n

l *
2 -2

a. ou a.

r+1 jn

(D
un calcul long mais sans difficulté v ' montre que

I e. (X.),
j n < , i n i

n i = l J

E R
r ,n I \\

n r+1 Jn

4 _ n-l c 4
edp + 3 i X.Jn

n r+1 jn

1 V a 2 2+ ) X. X. |
• -i jn j n

n J,J >r J
i*j.î

2 2 n-l
e. e., dp +
jn j n

n J,l'>r
j '

l x2 x2,
jn J n

On en tire immédiatement

2 2 2
ER $ (M + 3) A

r ,n n r ,n
(3)

4°) Considérons maintenant les variables aléatoires

Z'
r ,n

n
~2
a.

Jn
r 5 3 , n >. 1

Pour majorer IKIISJI2 s a) P(Z' $ a)I nous allons
r,n

procéder comme au 2°) .

On pose A'
a

{Z' $ a
r,n

a)

Alors, pour 0 < y < a

(1) Pour les détails nous renvoyons à [[2] p. 18-19.



'J
Sur une classe de tests qui contient le test du

5

A' C {R > y} U (a - y $ Z' $ a}
a r,n r,n

(4)

Mais d'après une inégalité de type Berry- Esseen due à SAZONOV

(cf. |jf] et [10] p. 208 ), ^ , on a :
4

|P(Z $ a) - P(Z' $ a)| < c M —'
r, n r, n on j—

où c est une constante universelle,
o

On en déduit aisément
4

IP ( Z e "| a - y, al) - P(Z' e la - y, aj)| $ 2 c M —1 r, n J J r,n -1 f J 1 on^-

d'où en tenant compte de (4)

P(A') $ P(R > y) + P(Z ela - y, al) + 2 c M —
a r.n r,n -* -1 on/—’ * /n

et d'après (1) et (3)
..2

P(A') $
a

d'où, pour a > A

+ 3
A + A y + 2

2 r ,n n

2/3 .2/3
r ,n

et y = A
r,n

/n

2 2/3 2/3
P(A') $ (M + 3) A ' + A A ' + 2 c M

a n r.n n r ,n on

2/3
Pour a $ A on a directement

r ,n

G

P(A') $ P(Z' $ A )
a r,n r,n

$ P(Z ? a) + c M
r.n o n

$ A A2/3 + c M —
n r’n ° n Æ

r

Æ

en rassemblant les résultats obtenus on trouve

|P(Z' $ a) - P( I IS I I2 $ a) I <: (A + M2 + 3) A2/3 + 2 c M1 r,n M n 1 n n r,n o n

(5)

(6)

5°) Le résultat final se déduit directement de l'inégalité triangulaire
et des inégalités (2), (5) et (6). m

(1) On trouvera un énoncé du résultat de SAZONOV à la fin du présent travail.
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Le théorème 1 va nous permettre d'obtenir des lois limites pour

|Sn|| lorsque la loi de X. est p :

CoJiolZcvüie. 1.- Si

a) Vj % 1 , A. ->• A • quand n « :
Jn J

oo
• • 2b) il existe (a., j 5 1) telle que £ a. < + 00 etJ

i-1 J

lXjJ 5 «j » J 5 1 » n * 1 i
Alors ||S || converge en loi vers

2 _2- S c .

j=l J J

VéttlOHi-ÙUlÙLOn : Soit (r , n :> 1) telle que r -> + « et -2- *" n
/n

on a A £ T a. *• 0 et, par conséquent,rn,n j-r +1 J

sup+ |P(||sn|| $ a) - P(||Un|| £ a) | * 0 (théorème 1) .aeR+

Il suffit donc de montrer que ||U || tend en loi vers
+°°

2 2 n r” 2 2Soit alors u c R tel que J a. Ç.(w) < + «, on a aussi ) A. Ç. (oj) < +
j«l J J j=l Jn Jn S 1 et le théorème de la convergence dominée implique

l A? C(u>) > l X2. C7(oj) < +
j=l jn J

2 2Comme y a- converge presque sûrement on en déduitj J
„

„j-
2 2 n 2 2y x. ç. ► y a. ç.i£i Jn j „ o i“j j jp.S

d'oü finalement

II»
(D

CofiottouAQ, 2.- S'il existe (r , n 5 1) telle que —n’ JZy n

j=r +1J
n

r 2 . v Ay AT *■ 0 et si 1 A.Jn 1=1

alors T =
n

ni x? >
i=.

- I AT
i-1 jn
TJî

0

converge en loi vers une variable gaussienne

réduite N.

(I) Ici et dans la suite, signifie "converge en loi vers".
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VQ.moni>tfLO.ti.on : Le théorème 1 montre qu'il suffit d'établir le

résultat pour la variable

i ilSfcjn j jn
V =

2(J À7 )
1 Jn

T/T

or cette variable peut s'écrire V - c A + B ou
n n n n

]• ,* \
i Jn

1/2

l AJn

r +i J J

/

'*• 1

et B ■

2(1
1/2 '(0) puisque V B -*■ 0

jn

Il reste donc à montrer que A =n
n

l \2. tt2.~\)
j Jn J

r \J2
r" 42<I

jn

N . Pour

cela on peut appliquer l'inégalité de BERRY-ESSEEN (cf. ROSENBLATT [8] p,

il vient :

sup |p(A $ a) - P(N $ a)|
aeIR n 4

33 1

9 3 rn . 1/2
<? >j„>

0

ExomploA : Voici deux cas où le corollaire 2 s'applique :

1) X. =1 pour j $ r , X. =0 pour j > r ; n 5 1 ;
jn n jn

r = n , 0 < 8 < — .
n 8

2) X. =
jn

3 + n

r = n^.j£l n2l,0<8< —
n 24

26),
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II/ - CONSTRUCTION V'UN TEST,

Sous des conditions très générales, et si X. a une loi v non

2égale à vj et convenablement choisie, ll^nM a un comportement asymptotique
différent de ceux qui ont été mis en évidence au paragraphe précédent. Ceci

sera précisé dans le paragraphe V.

Nous nous contenterons ici de définir le test et son alternative.

2Comme indiqué précédemment le test aura pour région critique ||s || > w
+oo

ce qui s écrit encore n ) a. a. > w
jn jn n

Nous définirons l'alternative de la façon suivante :

H - {v : j] (j (v) , n >, 1) : lim inf | X, (v)n
e dv| > 0}

En général + Hj n'est pas l'ensemble des probabilité sur (E,8)
il est facile de construire un contre-exemple à l'aide d’une probabilité

étrangère à y. Cependant, pour une suite (K^) bien choisie, H est
suffisamment vaste pour contenir toutes les lois "raisonnables" possibles

pour les X^.

1/ - CONVERGENCE VU TEST.-

Soit p (.) la fonction puissance du test. Nous allons étudier

ses propriétés sous diverses hypothèses.

J ) Etude, de. la puÂA tance. du teAt.

Tktoh.ème. 2.-

l °) — —*■ o ===> Vv e Hj , Pn(v) **■ 1 •
n

00
O

2°) Si Vn > 0 , ]]v e H. : lim sup \ (
1 Jn

3
r

net s'il existe (r ) telle que A
n r ,n

<==> Vv e H. ,

0 et

e. dv) < n (7)
J n

(8)

on a 0 p (v) **■ 1 •
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VàmmMtmtion :

1°) On suppose que O et que Xj suit une loi v e

quel Posons a. (v) =
Jn

e dv ; i ^ 1. n ^ I et lim inf X. , . a. , . I = 6 .

jn J„(v)n J„(v)n‘n ' 'n

Soit maintenant m > 1, il existe un entier N = N(m,v) tel que

w f.2
», n „ 6

n 5 N => — $ —=■

par suite

P(X? , » l2 , » $ —) $ P<|X. , » a.' ; ,» | * -) , n * N1,W" Jn(v)n n Jn(v)n Jn(v)n m

2 ,~2 2Mais il est facile de vérifier que D = X. , » (a. , » - a. , .
" Jn(v)n Jn(u)„ Jn*'1)"

tend vers 0 en probabilité.

Et comme

lvjn(v)n in(v>n
6

n 6 .2 2
m n m2 Jn(v>n ■>"(v)n’n

on aura pour n assez grand

P(|X. , , a. , » | $ -) $ P(D * 62 (-4 - D)
J (v)n j (v)n1 * n 2Jn Jn m m

et finalement

1 - p (v) = P(| | S_| |Z <ç —) $ P(D $ 62 (—y - D) ► 0 .

2°) Si la puissance du test tend vers 1 et si f* 0 on peut
n

trouver un nombre n > 0 et une partie infinie de N soit N. tels
W

que — > 2n pour n e N .

Soit alors v e H. et vérifiant la condition (7). Comme

l X2 G2. - af (v) ) | $ 2 MZ A
r +1 Jn J n r ,n

et comme
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r 0 3
n

9 - o 8 M r
P(l £ XinUin " ai„<v))l » *> « —r ■ ~ ! n î 1 , E > O1 J U J 11 J11 r4 _

« en

00

2 a2 2
la condition (8) permet d'affirmer que E = £ X. (a. - a. (v)) converge

j = l jn jn jn

en probabilité vers 0.

Or, Ils I I ^ > 2q =*=> E > 2q ~ J X? a? (v) donc, pour11 n11 n ,"j jn jn
n assez grand dans N

on en déduit

11 s 112 > — ==> 11 s 112 > 2n —> e > ni i n11 '1 n11 n
n

2 W
lim P(||S || > —) =. 0 ce qui est une contradiction.

n-x» n

neN.

2) Etude du niveau du tebt.

alors

ThéûA.eme 3.- S il existe (r ) telle que A
n ^ r ,n

n

0 , — ► 0 (9)
i/n

w - Y X
r» «

1°)
n Y jn

(ï X* )
, jn

1/2
+ » => p^(y) —-*■ 0 .

Jn

w - l Xtn , jn

(I xt )\ Jn

1/2
+ « <==> pn(y) —*■ 0

—

L 2
2°) si, de plus, \ X?n *■ + 00 (10) ou lim sup \ X. < ® (10 bis)
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1

Vhnonàtfiat-ion :

1°) La condition

w - y a:
n

, jn

<ï O
4 J/2

• • v 2
+ «> implique w > £ X.

Jn

pour n assez grand. On a alors

P(£ X? | > w ) $ P(|X X? (Ç? - 1)| > w - î A? )
, jn J n , jn j n i Jn

n
, Jn

$ E(Ç,-1)
I AÎ

2 ,2 1 Jn

(w - l X2. )2n î jn

La condition (9) et le théorème 1 permettent alors de conclure,

2°) Si la condition (10) est vérifiée et si pn(p) * 0

Ils ir - l At W -£x2'1
n i Jn n , jn

: 4 1/2 " 4 1/22(1 O 2(l xf )
, Jn j Jn

B -1
n *-» î

donc
jn

(I »4„)l/2
, Jn

+ 00 (corollaire 2) .

2 2
Si la condition (10 bis) est vérifiée, comme P(V X. £. > w )

j Jn J n
(théorème 1) on en déduit w ► + oo (car inf I X„ 1 >0) d'où

n 1 3n'
n

w - l \2n
, jn1

00

«
1/2

3) CondcùconA pouA la conve/igence. du tQAt.

CoAolZalAQ. 3.- Sous la condition (9)
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1°) Les conditions 0 et

w - l Xtn , in1
► + <*> (11) sont1/2

suffisantes pour que le test soit convergent.

2°) Si (7) et (10) (resp. (10 bis)) sont vérifiées les conditions

(11) sont également nécessaires.

Vmon6tACUtion : immédiate (cf. les théorèmes 2 et 3) . B

4) Etude, de ta ptu.4 tance lorsque. let hypothèteA tout adjacentes^

Dans certains cas particuliers NADARAJA ( [jQ ) et BARTON ( [jj) ont

obtenu une loi limite lorsque les hypothèses sont adjacentes . Dans le cas

général, la situation est très compliquée et les lois limites éventuelles

risquent d'être inutilisables. Le résultat suivant donne cependant une

minoration assez précise de la puissance du test :

Théorème 4.- Soit (vr) une suite d'éléments de H ; on suppose qu'
existe un nombre m > 1 et une suite d'entiers (j ) tels que

« ~ w n
,2 . . 2 n
A. a. lv ) £ m — au moins pour n assez grand eti n î n n 6

n n n

"f 2 2
lim inf e. dv - a. (v ) > 0 .I i n n j n nu Jn n J

Dans ces conditions, on a, pour n assez grand,

1 “ P„(v ) S 2 exp(- K w )n n r n

où K est une constante.

VémonttAatton : ||s ||2 * w => A2 a2 (v 1 < —
n 1 n - - - -

donc,

pour n assez grand,

a.
J

(v )
n n

> laj nCv)|J r»

m-1

m
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En appliquant l’inégalité de BERNSTEIN-KOLMOGOROV ([4])
on obtient aisément

aj n^Vn^ 2
P(| |S | |2 $ w ) £ 2 exp(~ - — (^-) )

n
3 O m

dès que 0 < |a. (v ) | —— < —
J n II r\ r\ Mn m 2 2 sup M

S il ^
ou 1 on a pose a =

2 2
e. dv - a. (v ) .

i n n i n nJ -ri J n

Le résultat s'en déduit. B

Exejtip£p. : Si e. = e. : j £ 1 , n £ 1 et si v admet une1
jn j n

densité de la forme 1+6 e. les hypothèses du théorème sont vérifiée:
i n j/w

dès que 6 m
n

donné.

et 1+6 (
n ej - 1) 5 o où o est un nombre positif

l/I - REMARQUES SUR LE CHOIX V'UN TEST VANS LA CLASSE CONSIDEREE.-

1 - Parmi les tests appartenant à la classe que nous venons

d'étudier on peut citer :

a) Les tests basés sur K = Y X. e. 0 e. , n ^ I où A. ^ 0
n jlj JJ J J

2
pour tout j et où (e.) est une base orthonormale de L (p) . Alors

f ^ 2 2H. = {v : H i j 1 : e. dv ^ 0} et la loi limite est la loi de Y X. £. .1 J J J j=, J J
Pour X. = — , j £ 1 on obtient la loi de VON MISES.

b) Les tests basés sur K = Y X. e. 8 e. . n £ 1 où
» jn J J

X.^ -+ 1 , j £ 1. Le test obtenu aura une meilleure puissance asymptotique
que le précédent pour les v e Hj tels que e. dv soit non nul seulement

J

pour les grandes valeurs de j.
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c) Les tests basés sur K = 7 e
71 il

j=l
2

se comporte

asymptotiquement comme un x a r^ degrés de liberté. Lorsque
l

jn
■a » J “ où (a. ) est
Ajn n Jn

une partition de E on

retrouve le test du x usuel,

2 ~ Le choix d'un test peut se faire en fonction de l'alternative

envisagée. Par exemple si l'alternative est constitué par des lois qui

possèdent, par rapport à y, une densité de la forme £ a. f. où les f.
2 i=0 1 1 1

sont dans L (y), on pourra choisir le test basé sur le noyau reproduisant

de l'espace vectoriel engendré par les f.. En dimension infinie on peut

considérer les comme des indicateurs de "l'importance" que l'on accorde

à la "direction" e*n* Cette idée pourrait s'interpréter d'un point de vue

Bayésien.

I
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APPENDICE.

Th&orizmz de SMONÛV :

Soit (U^, n 5 1) une suite de v.a. à valeurs dans 1R^ , indépendante
et de même loi v, centrées et admettant un moment d'ordre 2. Soit C la

classe des convexes mesurables de R . Enfin soit t » {tt, } une1 k
k

partie finie de (R telle que les produits scalaires (Uj,t«) ; t = 1,... . ,k
soient des v.a.r. non corrélées. Alors

sup | P (B) - P(B) | g c k3 II p(pty\ n“,/2 , n * 1
BeC n ° £=| c

1 V
où P désigné la loi de — / U. , N la loi normale possédant les

n • i 1v n i= 1

mêmes moments d'ordre 1 et 2 que v et où l'on a posé

(t> ?l<u,'ï#l3
pl TTfï

(E|(u,,t£)r)

c est une constante universelle.
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