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CROISEMENT DE CLASSIFICATIONS FLOUES
PAR 1.C. LERMAN

Math, Laboratoire de Statistiques - I.R.I.S.A. = Université de RENNES [ .

I - INTRODUCTION

Ie probléme s'est posé dans 1'analyse des résultats de notre
méthode de classification hiérarchique appliquée & un ensemble d'attributs
de description résultant d'une étude (enquéte ou expérience) 8 caractére
psycho-sociologique. Dans les questionnaires supportant ce type d'étude,
1'ensemble des questions peut &tre scindd en deux parties. La premiére,
qui a un caractdre physique, permet une description purement sociologiq[le
du sujet ; par exenple son dge, sa catégorie socio-professionnelle, ses
activités, son lieu de résidence, etc... La deuxiéme partie qui a un caractére
psychologique, décrit la réaction du sujet a des questions de nature compor-
tementale od 1'estimation subjective de 1'individu peut intervenir ; par
exenple, relativement & une étude pour 1'élaboration d'indicateurs socio-
&conomiques 1iés 3 la qualité de 1'eau d'un lac, on a des questions de per-
ception tels que : "Appréciez vous la présence de roseaux ou wous génent-ils ?"
ou bien "Cament jugez-vous la couleur de l'eau ? (claire, transparente,
trouble, sombre)”. Un traitement global par la classification de 1'ensemble
d tous les attributs montre que la majeure partie des variables purement

sociologiques peut se séparer dans une méme classe pour se structurer et la
partie restante de ce type de variables se méle i des variables a caractére
psychologique perturbant une organisation plus claire et plus cohérente de
1l'ensenble des seules variables de comportement. De sorte, qu'a notre avis,

il faut de fagon fondamentale un traitement séparé de chacune des deux parties
du questionnaire ; les liens entre les variables sociologiques &tant beaucoup
plus contrastss que ceux, entre les variables psychologiques.

Ceperdant, le spécialiste psycho-sociologue pose inévitablement la
question : comment se répartissent les différentes catégories d'individus
séparées par une méme variable sociologique, entre les différents types de
comportement dégagés par le traitement de 1'ensemble des variables d'attitude ?
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Ainsi, considérons 1'exemple de 1'étude & laquelle nous faisions allusion
ci—dessus. On y a obtenu, & la limite, deux principaux types de comportement :
"partisans d'une nature aménagée" et "partisans d'une nature sauvage" ; a
travers ces deux aspects, diverses sous-classes ont mis en &vidence différentes
fonctions de 1'eau du lac : "sportive", "écologique", "ludico-sociale" et

"eau 3 regarder". Il est dans ces conditions intéressant de savoir comment

se répartissent & travers les différents types de perception du lac, les
différentes classes d'age ou bien, les différentes catégories socio-profes-

sionnelles.

En considérant la classification des attributs associés awx carac—
téristiques socio-individuelles, le spécialiste peut poser une question plus
8laborée que la précédente quant & la situation des types extraits d'une telle
classification par rapport d ceux de comportement. Désignons par

n(s) = S,/ Isigk '}

et
ne) = A6, / 1gsh} . . (D)

les classifications respectives de l'ensenble § des attributs socio-individuels
et de 1'ensemble ¢ des attributs de comportement qui définissent respectivement
les deux typologies. w(S) (resp. n(C)) peut correspondre a la classification
produite & un niveau donné de 1l'arbre des classifications sur S(resp. C).

Une réponse "faible" 3 la guestion posée consisterait a établir la
table de dimension k x h

{P(.S'i,Cj)/Isisk, 1gjch} 2. £2)

ol PrST:, CJ.) est 1'indice de proximité entre les classes Si et (,‘J. ; celui 13
méme qui a prévalu dans la construction ascendante de chacun des arbres de
classification sur ¢ et sur S. Rappelons briévement que dans notre méthode
cet indice est baséd sur la vraisemblance du lien défini par la plus grande
valeur observée d'une statistique de proximit® entre deux &léments appartenant

respectivement aux deux classes a comparer.

n O OO & =3 0O

[ o}
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Une premiére raison de la faiblesse de cette réponse est die a
ce que 1'indice P utilisé ne tient pas le plus étroitement compte de la
nature des deux structures i comparer qui sont deux classifications poly-
thétiques de deux ensembles disjoints d'attributs descriptifs. Ce type
d'indice est en effet utilisé dans notre méthode pour la formation des
classes quelle'que soit la nature des données ; qu'il s'agisse de la clas-
sification des variables descriptives ou bien des objets. D'autre part,
un bon indice pour 1'émergence des classes n'est pas nécessairement perti-
nent pour comparer les classes respectives de deux classifications déja
formées ; d'ailleurs ‘les nombres de la table (2) doivent &tre tous trop

faibles pour tirer une conclusion significative.

S'il s'agit de répondre a la premiére question du psychosociologue
&0 il s'agit d'analyser camment se répartissent les différentes catégories
d'individus séparées par une méme variable sociologique, entre les différents
types de comportement ; ce que nous proposons est un &quivalent pour la clas-
sification de 1'introduction d'éléments supplémentaires en analyse factorielle
des correspondances. Mais cet &juivalent est plus précis car d'une part, on a
une plus grande maitrise de 1'interprétation d'une classe d'attributs et
d'autre part, on a inmédiatement sous la forme d'une table de nambres les valeurs
des associations des différentes modalités de la variable extérieure définissant
une partition, avec les différentes classes polythétiques d'attributs. Notre
approche est plus générale puisqu'elle permet de situer 1'une par rapport a
1'autre deux classifications polythétiques sur respectivement, deux ensembles
disjoints d'attributs de description.

II - CIASSTFICATION DICHOTCMICUE "NETTE" ASSCCIEE A UN ATTRIBUT ET CLASSIFICATION
DICHOTCMICUE "FLOUE" ASSOCIEE A UNE CIASSE D'ATTRIBUTS.

Désignons une fois pour toutes par £ 1'ensemble défini par 1'échantillon
(supposé représentatif) de la population &tudie. La donnée d'un attribut de
description a détermine sur F une partition wn(a) en deux classes E, et
R E (resp. E-) est formée des objets de £ oll 1'attribut a est présent
(resp. absent) .
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Associons a4 la partie E‘a(resp.E‘;) de E, sa fonction indicatrice
¢, (resp. 45&) :

n

l’Vo:G B ¢a(.'1:} = 1(resp. d:a(;c) O)<= = EEa(resp. x GEE)

]
]

et ¢a(:c) 1(resp. ¢E(.'n) =>ro GEE(r’esp. ® EEa) -

on a
(Vz €E) : ¢, (x) + ¢ 7(x) =1 (1)

Ia domnée de 1'attribut de description a définit ce que nous
appellerons we classification dichotamique "nette" n(a) caract@risée
par la fonction indicatrice ¢a ou ¢~ .

Considérons A présent un ensemble fini 4, de cardinal coté e(A),
d'attributs de description de E. Dans les applications A est une classe
d'attributs "proches" extraite par exemple d'un arbre des classifications
sur un ensemble plus vaste d'attributs, définissant un profil sociologique
ou d'attitude. Un méme individu z de E peut &tre plus ou moins affectg
par un tel profil ; il 1'est d'autant plus qu'il posséde un plus grand nambre
d'attributs de A. Il est par conséquent naturel d'associer & chaque « de Z,
la proportion d'attributs de A que posséde x ; soit

il s N 2 (2)
g (e) = 25 4 pwi S

De la méme manidre A chaque « de E, on associe

- L 4(x) 3)
SISl 2 5A ©

qui représente la proportion d'attributs de 7 possédés par x ; od A est
cbtenu 3 partir de 4 en associant & chaque attribut de A, sa négation.

On a une relation &quivalente & la relation (1) cidessus :

(Vw EE) : $,(x) F ¢/—J(:c) = 1 (4)




W

Croisement de classifications floues
17

La fonction d'appartenance relative ¢, au profil défini par la
classe A d'attributs, définit ce que nous appellerons une classification
dichotomique "floue" oll & chaque &lément x de E, on associe le couple de
norbres positifs de somme 1 ('#A(:c), N (@) s)

Signalons ici que bien que nous associons & chaque objet de £
un degré d'appartenance (nombre compris entre O et 1) & un type ; nous
n'avons nullement besoin de nous référer au formalisme introduit par
L.A. ZADEH (cf.[7]), auguel d'ailleurs nous ne concédons ici aucmne valeur
opérationnelle.

IIT - k—-CIASSIFICATION "METTE" et k-CIASSIFICATION "FLOUE"

Une k—classification "nette" sur E est une partition en k classes
au plus sur E. Dans le contexte de ce travail une telle partition se trouve
associée & un caractire descriptif présentant k modalités ; o) 1'ensenble
des modalités mutuellement exclusives est sans structure. Désignons par
{1,2,...,k} 1'ensemble des codes des modalités d'un tel caractére de des-
cription ¢. ¢ peut &tre défini comme une application de E dans {1,2,...,k},
associant d chaque x de E, le code cfz) de la modalité du caractére présente

chez x.

E; = 2 1(j) est la partie de E formée des cbjets possédant la modalité
codée j, I1g¢jg<k. L'ensemble des parties {EI’E?,""’E?(} forme une partition
en k-classes au plus de E. En désignant par ¢ . la fonction indicatrice de E'j:

(Yz €E) : q,J,rm) = I(resp.0) <> = eEj (resp. x EE‘JJ, Igjgk.

On a dans ces conditions une relation équivalente & celle (1) du
paragraphe précédent

(\/;r Eie Sorpdalmlaasd (1)
k

Le contexte dans lequel la notion de classification dichotamique
"floue" peut s'étendre est le suivant : Soit un ensemble C de caract@res
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descriptifs ol 1'ensemble des modalitSs mutuellement exclusives d'un méne
caractére est considéré sans structure. On suppose que le nambre k de moda-
lités d'un méme caractdre e de C est le méme quel que soit ce dernier. On
oonsidére une classification par proximité avec contrainte de 1'ensemble B
des attributs de description associé 4 1'ensemble des modalités des diffé-
rents caractfres de (, en attachant & chaque modalit® un attribut. La con-
trainte consiste & inposer d chaque classe d'attributs de contenir exactement
une modalité de chacun des caractdres. Il s'agit donc d'une classification
de B en exactement k classes {31‘32" "’Ek} ol Bj,lsjsk, de cardinal

p = card(C), contient exactement une modalité de chaque ¢ de C.

Camme ci-dessus (cf. formule (2) § II), nous associons a chaque

classe BJ. la fonction ¢B (x) définie sur F comme suit
5]

= by () P (2)

¢ (x)
B,

50
b £ B
J Rk €4

associant & chaque objet x de E, la proportion d'attributs de Bj présents
chez x. 4’3-{:”) définit le degré d'appartenance de 1l'objet x au type
décrit par ia classe Bj d'attributs descriptifs.

De facon analogue & la relation (4) ci-dessus, on a la relation

Yz cr : E b (x) =1 . (3)
1ggck d

Ayant précisé les qualificatifs "nette" et "floue" & propos d'une
classification, ils ne seront plus dans la suite de ce texte encadrés de
guillemets.

IV - CROISEMENT DE CLASSIFICATIONS NETTES. INTRCDUCTICN AUX AUTRES CROISEMENTS

Soit un couple de partitions sur E, associé en 1l'occurrence & un couple
de caract®res descriptifs présentant respectivement ¥ et % wmodalités.
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Désignons par

E e yils

12Egr-e-aByd
et (1)
A= [FI’FZ""’Fh}

ces deux partitions.

La partition croisée Pp @ est définie par

Py =vE W F / lsrgk, 1gsghl (2)

Soit ¢r' , lgrgk, la fonction indicatrice de la classe Er et
soit ws, lgech, la fonction indicatrice de la classe Fs' Ia table de con-
tingence associée 4 (P,g) est la table des cardinaux des classes de PAQ ;
soit

n {n,, / 1srsk, 1gsch} (3)

n,. = card(E, N Bt ¢, (x) ¥ (x)
ol

Isrsk, 1gsgh.
Désignons par I = {1,2,.+.37,-+-,n} l'ensenble codant E. De la

sorte nous &crirons le contenu de la case (r,s) du tableau de contingence

précédent sous la forme

= 5 ¢,(¢) () (4)

On attache au tableau de contingence deux marges ; l'une colonne
et 1'autre, ligne. Ia r-2me ligne de la marge colonne contient

el ¢r(i) o (5)
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et la s-8me colonne de la marge ligne contient

n_= 5 i) (6)

Ig¢ign

Le probléme posé est celui de la mesure orientée de 1'intensité
des liens entre les classes de la partition P et celles de la partition Q.
Commengons par considérer le cas k = 2 = 2 ol le contenu de 1'une des cases,
par exemple n,,, détermine la totalité de la table de centingence 2 x 2.

Conformément & notre démarche générale (cf [5] chap. 2), nous
associons & n,; la variable aléatoire ¥, obtenue en fixant P = {EI’EE}
(resp. Q@ = [FI’FZ}) et en associant 3 Q(resp. P) une partition aléatoire
dans 1'ensenble, muni d'une probabilité uniformément répartie, de toutes les
n'z) (reep. ("1.’”2.“‘ On

>

partitions en classes étiquetées de type ( n oy
remarquera que la donnée d'une telle partition aléatoire @' (resp. P') est

équivalente & la donnée d'une partie al&atoire FI’ (resp. EI') dans 1'ensemble,

mmi d'une probabilité uniformément répartie, de toutes les parties de E de

méme cardinal n , (resp. n, ). En désignant par w]’! (resp. ¢5J la fonction

7y Z.
indicatrice de F} (resp. E]) ; la variable aléatoire ¥, peut se mettre sous

1'une des deux formes Aquivalentes

B DT AV L )
i €1 : 4
ou bien
Lo il . .
g 1() \l’]h,) (7")

la distribution de la v.a. (7) est la méme que celle de

(afz)) (8)

£ ¢I(i) ¢1
n

Igig

ol ¢ est un Elément aléatoire pris uniformément au hasard dans 1'ensenble G,
de toutes les permutations sur (1,2,...,n) qui est de cardinal n!. Lorsque o

parcourt G chaque expression (7) se retrouve dans (8) nog XN g, fois

exactement..



Croisement de classifications floues
21

De la méme fagon la v.a. (7') est la méme que celle

E o9, (al2)) v, (7) (8")

lgign

La distribution coumme des variables aléatoires (8) et (8') est
exactement hypergéanétrique de moyenne (nl.n_ 1 /n) et de variance
ny M, n on ?/nz(n—ll.

i

La loi de la v.a. centrée réduite

2 148
{.".TH—-(nLn‘j/n))/(nl.nz_n_jn.2/?1 (n—l)) /

9)
tend, dans des conditions trés générales et bien connues, vers la
loi normale centrde réduite N(0,7). Le carrs de la valeur cbservée de (9)

peut se mettre sous la forme

8
q
RS 5 1Zr=2 Fe (10)
ol
q:ﬂg _ (nm__ - (nr'.n“(;/n))/v’nr.n.s/n (11)

(10) est, dans 1'hypoth@se d'absence de lien et pour n "assez" grand, ume

réalisation d'une v.a. du x? i un seul degré de liberté.

Le nambre U (1srg8, 1gs<?) définira la mesure orientée de 1'in-
tensitd du lien entre la modalité r du caractdre dichotomique associé 3 la
partition P et la modalitd s du caract®re dichotomique associé a la parti-
tion 4.

Considérons & présent la situation la plus générale d'un tableau de
contingence k x # associé au couple de partitions (P,Q) (cf. (1),(2), et (3)).
L'hypoth3se d'absence de lien fixe P(resp.q) et associe & Q(resp.P) un &lément

?'(resp.P') aléatoire dans 1'ensemble, mmni d'une probabilité uniformément ré-
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partie. Sous une telle hypoth3se, la probabilité d'un tableau donné tel

que (3) se met sous la forme

: g TL T
(Isnsk "p. ! 1gssch ”.s.f)/(”" I<rsk ”rs.’) (12)
1gcs<h

On démontre (cf. [4]) que tout tableau de contingence k x & peut
se réduire a une suite de (k-1)(h-1) tables 2 x 2 de telle sorte que la
probabilité (12) de 1'ensemble du tableau puisse s'exprimer comme un produit
des probabilités des tables 2 x 2. A chacune de ces tables €lémentaires peut
Btre associée la statistique du x2?, notde x? pour faire référence & la table
t et qui peut s'exprimer ccmme le carré ® a'une statistique telle que (9).

Dans ces conditions
o

X
1sE<(k=1) (h=]°

g
est asymptotiquement une v.a. du x & (k-1)(h-1) degrés de liberts. D'autre
part, il s'agit asymptotiquement de la statistique du x2 attachée a 1'ensemble
du tableau k x h , dont la valeur cbservée se présente sous la forme bien

connue

Irs (13)
avec l'expression (11) de fap T (observé-espéré) /Y espéré.

Come dans le cas 2 x 2, le nambre = A (1grgk,l5sgh) définira la
mesure orientfe de 1'intensité du lien entre la r-éme modalit® du caract3re
d k valeurs associé & la partition P et la s—@me modalité du caractére 3
h valeurs associé & la partition Q.

D'ailleurs, c'est précisément un indice de la méme forme que q,
que nous adoptons, avant la référence d& un indice de vraisemblance, entre
attributs de description, dans notre méthode de classification hiérarchique
basge sur la vraisemblance des liens.
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Devant une table de contingence représentant le croisement de
deux caractdres descriptifs ; la pratique du spécialiste en Sciences
Humaines a longtemps consisté 3 calculer la valeur cbservée du xz (xzcb.)
et & se limiter au rejet ou non de 1'hypoth@se d'indépendance ou d'absence

de lien entre les deux caractdres globalement pris.

Or 1'importance d'une valeur de xzob. qui n'entraine pas néces-
sairement le rejet de 1'hypothdse d'indépendance peut n'étre dlle qu'a
quelques rares cases du tableau de contingence oll la valeur de 9, €St
trds pranoncée de fagon positive ou négative ; ce qui exprime des liens

locaux qui ne sont nullement & négliger.

Par conséquent, on asscciera au tableau de contingence (3), le
tableau des nambres

lq,, / 1srgk, 1gssh} (14)

rs

pour découvrir et interpréter les liens éventuels entre les modalités de

1'un des caractéres et celles de 1'autre.

L'idée de ce travail consiste & découvrir et d justifier des tables

d'indices &quivalents aux g, pour les deux situations suivantes

rs

. croisement d'une classification nette et d'une classification
floue.

. croisement de deux classifications floues.

Ces nouveaux indices que nous noterons z seront formellement ana-
logues aux q,, ; nous les justifierons d'autre part d'un point de vue statis-
tique par la propristé correspondante : la same de leurs carrés est, dans le
cadre d'une hypothése t;l'absence de lien A caractére permutationnel, la réali-

sation d"une v.a. du x .

Nous commencerons par considérer le cas du croisement d'une classi-

fication dichotanique nette associée & un seul attribut de description et
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d'une classification dichotomique floue associée & une classe d'attributs
(cf. § II). Nous envisagercns ensuite le croisement de deux classifications
dichotomiques floues respectivement associées 4 deux classes disjointes
d'attributs de description.

L'adtude de ces deux seuls cas suffit a donner une réponse compléte
au probléme posé dans 1'introduction. Soit en effet {.41,;12, . ,Ak} ue clas-
sification par proximité d'un ensemble A d'attributs descriptifs tel que
l'opposéd a d'un méme attribut a de A, n'appartienne pas a 4, pour tout a
de A. Considérons alors le probléme de situer les classes d'une classificatim
nette en h classes de E associée & un caractdre de description b & h
modalités notées bl’bz’ i ’bh' Ia table de crcisement est de dimension k x &
et le contenu z de la case (r,s) (lsrsk, Isrsh) correspond au contenu de la
case (1,1) de la table 2 x 2 de croisement

—
bs b,

:rigu.,re_/l .

x|

ol Hr- est 1'ensemble des attributs opposés & ceux de A et cd ES est
1'attribut opposé a celui bs défini par la s-2me modalité du caractére b.
]

Considérons maintenant un couple de classifications [AI’AE’ -t ,Ak}
et {BI’BZ""’Bh} sur deux ensenbles disjoints A et B d'attributs de des-
cription tels que 1'opposé a(resp. b) d'un mdwe a(resp.b) de A(resp. B,
pour tout a de A (resp. b de B). le croisement de ce couple de classifica-
tions polythdtiques conduit & une table de dimensicn k x 4 et le contenu
z,q de la case (r,s) (Isrgk, lsssh) correspond au contenu de la case (1,1)
de croisement des deux classifications dichotomiques floues suivantes (voir
schéma) od 4, (resp. B Jest formé des attributs opposés A ceux de 4, (resp.B)

(GEE§ITT)x
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B B
s s
T
O
C AT A 3
o //.//
A //////
r A
//// Faap
Kr figure 2.

Neanmoins, pour cette derniére situation de croisement du
couple de classifications ({AI,AZ,...,Ak}, {BI’BZ"' .»B,}) ; nous consi-
dérerons au niveau global de la table k x k de croisement, une hypothése
d'absence de lien A caractdre permutationnel, pour 1'stude des statistiques
associfes aux nambres e qui sont les correspondants des nombres Thna du

croisement de classifications nettes.

V - CROISEMENT D'UNE CLASSIFICATION DICHOTCQMIQUE NETTE ET D'UNE CLASSIFICATION
DICHOTQMIQUE FLOUE.

Ia situation est celle schématis®e par la figure 1 ci—dessus ol
nous désignerons par 4 la classe d'attributs définissant la classification
dichotomique floue et par b 1'attribut définissant la classification dicho-
tomique nette.

Fn associant & » les fonctions indicatrices ¢b et ¢5 et 3 4 les
fonctions d'appartenance relative ¢, et ¢7 (cf£. § II) ; les nambres v
correspondants aux nonbres n du croisement de classifications nettes, se

rs
mettent sous la forme
D R S R R T g
. . ORI e s B
e S R £ gl e T
Vig T i erT A(T,) -b-('t.) = §ihiy grila, 6 a('!.) -5(1,)
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Vo = i e = z z 6 () ¢ (Z)
i €I A b ATt Billy s Bodlee o B b
i gzt 6 (2) = 4 i i )0 ()
8- ter A 5 Ul L et sl & %

(1)

ol e(A) est, rappelons-le, le cardinal de A.

On peut &galement écrire

Ve == T 5 eard(E. n E;)
= c(Ad) a €A = b
Vo= i 3 eard(E_ A )
12 AT ata Ak
(2)
Wry) SIU 7 L card(BF— n E,)
“ S & EA a b
Bt b eard(E— . By)
e A . -

oll, rappelons le, {Ea’EE} (resp. {Eb’EE }) est la partition en deux
classes définie par 1'attribut a (resp. b).

On a les relations

et v = = o by C‘m"d(E'uJ
11 12 i efd) a €4
(3)
b L S = L card(E-)
21 22 2 cld) a €4 %
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L'expression du second membre représente la moyenne sur 4 de la
fréquence absolue de présence d'un méme attribut ( a pour la premidre

relation et @ pour la seconde).

On a également les relations

v + v =) = car’d(E'b)
70 21 s
(4)
v ey =y = car'd(EEJ
12 22 e
Enfin
iy R e Eecly t v, el card(E) (5)

Ainsi, la connaissance du contenu de 1'une des cases du tableau

22 des Voo dstermine celui des autres.

Dans ces conditions, les nonbres z.. correspondants aux namnbres
Q. (1srs2 , Isss2) (cf. formule (11) § IV) s'expriment sous la forme sui-

vante

v_/n) )/J_u;: v S/_n (6)

e (1¢<rg2 , .1<a<2) définira la mesure orientée de 1'intensité
du lien entre le profil d'attitude défini par la classe 4, et 1l'attribut
b

8 r

Ay =4, Ay= A, bI:betbzzE.
Des expressions équivalentes a celles (1), (2), (3), (4), (5) et (6)
auraient pu &tre considérées dans le cadre plus général du croisement d'une
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k-classification nette et d'une h-classification floue (cf. (1 £ 1 3
Toutefois, nous ne les considérerons pas ici compte tenu du caractére
contraignant de la définition d'une h-classification floue qui ne peut
atre associée qu'd des données de forme particuliére (caractéres de des-
cription ayant exactement h modalit8s) par un algorithme sous contrainte
déterminant h classes dont chacune emprunte exactement une modalité de
chaque caractére.

Mous allons a présent justifier d'un point de wvue statistique
1'introduction des expressions . 1¢rg¢2, 1gs<2, (cf. (6)). De maniére
analogue i la comparaison, dans 1'hypothdse d'absence de lien a caractére
permutationnel, d'un couple d'attributs (cf. formules (8) et (8") § 1IV) ;

a la statistique v;; nous associons les deux v.a. duales

Yol = Nt qu(‘i) fa (=Z))

¢
T 2 o
Y(a) )5

1 ET

1

4 (a(Z)) ()

ol o est un &lément aléatoire dans 1'ensemble Gn , mmi d'une probabilits

uniformément répartie, de toutes les permutations sur I (il y en a nl).

¢A(£) est la fonction sur I définie par la formule (2) du para-

graphe II ci-dessus.

Les deux v.a. duales X(o) et Y(o) sont de méme loi, asymptotiquement
normale (pour n + = ) dans le cadre des conditions suffisantes définies par
le théorame de Wald, Wolfowitz et Nosther (cf. par exenple chap. 3 de [6]) qu'en
pourra directement vérifier ici. La convergence vers la loi normale est en
réalité, le plus souvent, tr3s rapide.

Les expressions de la movenne et de la variance commmes sont

’fo(X(cr)): /&)(Yfa)):n ule,) uley)

2 (8)
var(X(o)) = var(¥(o)) = T:?ﬁ var(é,) var(4,)
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ol u(d:A) (resp. u(rbb)) est la moyenne de la fonction ¢A(r‘ea‘p ¢b) sur T
et o var(¢,) (resp. var(¢b)) est la variance de la fonction ¢A(:r'esp $.)
sur I.

On a
we,) = 1 I 0,(d) = 1 L P,
n 1 ET e(d) a EA
wie,) =+ 1 % 0. (i) = p ©)
2 ks 4

ol p, (resp. p,) est la proportion d'&léments de l'ensenble E des objets
(codé par I) ol 1'attribut a(resp. b) est présent.

D'autre part, on a

var(4,) = L lo, 2% - [z L el

1
n 1 €T e(d) a €A

ol [fI)A(iJ] 2 peut se mettre sous la forme

1 { = ¢ () + L $ (2]}
a(A)2 a€a ° (e ngalds 0
(2
ol A démgne 1'ensenble des couples d'éléments de A A composantes
distinctes mf =4 xA- &§(AxA) ol § estla diagonale) et ol

t,p,r est la fonction indicatrice de E_ n E,' . De sorte que

var(¢,) = {Z (p = By P/} (10)

(.-(AJZ (a,a') EAx A R

ap gt = card(E,  n E )/n est la proportion d'éléments de £ ol
les deux attributs a et a' sont présents.
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D'autre part,
var(¢,) = py (1 - pb) (11)
Par conséquent

bxtor) =bexto)) =n_ (L p)p,
o(A]  afa

= (s n(a)) n(b)
ne(d) af€A

b s 2 .
var(X(o)) = var(¥(c)) = (nil) (a?m) [ Ex . (pam,—papa,)] py(1 - py

0 (nlaya’) - n(a)n(a’)]n(b)nm
mcld))2 A x A n

(12)

ol n(a), nla'), n(b), n(b') et n(a A a') sont les cardinaux respectifs de
Eas Ear: Eb’ EE » et Ea a) Ea,.

La statistique Vi1 centrée réduite s'écrit dans ces conditions

L
/n=17 atA (a5~ Py 2%

(13)

/[A)iﬁ (Pa'\ SN, pa')pr(I-pb)

dont le carrd peut &tre considéré, dans 1'hypoth@se d'absence de lien
décrite ci-dessus, comme la réalisation d'une v.a. du x? 2 1 degré de
liberts.

Nous allons 3 présent vérifier que

E x (14)
¢ rg2
1g sg2
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(cf. (6)) est 3 un coefficient multiplicatif prés, le carré de la
statistique (13). Ce coefficient ne dépendra que des marges de la table
de croisement 2 x 2 ; c'est-d-dire, de caractéristiques lifes i la
distribution sur E de b d'une part et de 4 d'autre part.

On peut écrire

2 o R L (p “PP)/VEPP
2y S 2y = Vi [ac?A and " PaPp’] P

e L T T //__
Crg = Ban = ol [QGA & a}éf‘l P
- py) - o R E = PP )]
b oz 5T 57i) [aEA & /aEA Pa Pp
A RN n BlifpEnza =) pH) v
(i £ =20 SOl aE, |, IAD @ B } aEA a Pp

(15)
et vérifier que le carré du numérateur de z,, est le méme pour tout

r= 1,2 et tout s = 1,2; on tiendra comte pour cela des relations
suivantes

A P g L T I ol

apb
et
p_AE:I_pa.r-pb 3 Pg A b.
Par conséquent, la some des carrés (14) se met sous la forme
=1 = =1
g b a0 = prpl]@in dietap pdl wkl (L +p_spphel ot (L py py)
2(AT . afA aAb ab] Aab 3 arty Aab

ot i % pg)_l} (16)

L
A
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qui, aprds simplification, s'gcrit

nlz -p 91]2/“5 p Wz glp (17)
el and  PaPp aFAaQEAabPE

Fn assimilant (n-1) & n ; 1'expression (17) est, au coefficient
miltiplicatif

[z p -p. P J/ z TR
(aja’) EA'x 4 anaal 4 a'] [(a,a’)(AxA o aJ

le carréd de 1'expression (13). D'oll le résultat qu'on peut Snoncer sous
la forme d'un théoréme.

Théordme. La samme des carrés des statistiques Z o 1<rg2, 1<s8g2, (cf. (6))

est dans 1'hypothdse d'absence de lien A caract3re permutationnel (cf. (7)),
la réalisation d'une v.a. du x? & 1 degré de liberts. z  représente la

contribution orientée i la mesure de la dépendance par une statistique type
x2  entre la classification dichotamique floue et celle, nette.

VI - CROISEMENT ENTRE DEUX CLASSIFICATIONS DICHOTQMIQUES FLOUES.

La situation que nous allons considérer maintenant, shématisée par
la figure 2 du paragraphe IV précédent, est analogue mais plus générale
que celle ci-dessus (§ V). Toutefois, nous avons voulu distinquer les deux
situations car d'une part elles répondent & des cbjectifs d'analyse dif-
férents de par leur nature ; d'autre part, en procédant graduellement, on
se rend compte en quol les calculs peuvent différer en passant du croisement
entre deux classifications dichotomiques nettes & celui ol 1'une est flowe
et 1'autre nette et i celui enfin, ol les deux sont floues.

Soient A et B les deux classes disjointes d'attributs définis-
sant respectivement les deux classifications dichotamiques floues & croiser.
Associons & A(resp. B) les fonctions d'appartenance relative ¢, et ¢7
(resp. ¢, et ¢»E) (cf. § II). Les nombres v, ,1grg2 ,1<852, deviennent ici

e . ey £ T b8 wed)
11 ZVap T er *a(t) 400 = STEGTET T i €1,(a,0) 6A% B



ent

1 I L

T G(AJe(B) © €1I,(a,b) EA%XB

H e 8 1 E L ¢a‘,\5(1)

12 = AB ~ e(A)e(B) i€I, (a,b)fAx B

Vo, = = i) b E $an b(?‘)

i c(A)e(B) i€I,(a,b)(A B

- Y s g T
i AB  ce(A)e(B) 7€I,(a,h) A B

D'autre part, on obtient

i, 2 SRR S TR Le nfa) &=
7 24 A. 11 12 =(A) ofd
TRy, v = 1 % mfa) =
2. A. 21 22 ek

W2 ) R ST R i | I n(b) =
it s A 21 =(B) beB
TR ey = 1 02 mphl=
-2 B 12 o2 =(B) beB

n= \)L + "2_ = \)‘1 A \J.Z.

1

= G(AJo(BJ (a,b)EA xB

= 1 5
e(A)e(B) (a,b) (AX B
- 1 5
e(A)e(B) (a,b)EA X B
L Y gell wuil
oA atd : °
n E =
a(A) aea
A L pb
e(B)  b(B
n E pE
c(B) bEB
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I card(E_ n Ep)

o(A)e(B) (a,b) € Ax BY

card( Eatn E—E)

b

card(Ea n Eb)

eard (EE nEB)

(1)

Dans ces conditions, le nombre z (1grg2, 1<s<2) qui définit
la mesure orient&e de 1'intensité du lien entre le profil d'attitude défini

par laclasse A, (A, = A et Ay = 74) et celui défini par la classe

B, {BI =B et B,
du paragraphe précédent

z,. = (\; - (v . \J.s/n))/o‘ V. v.s/n

rg r

1\5?{3, 1&352.

(3)

= B), s'exprime par la formule analogue a celle (6)
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Ici encore, compte tenu des relations (2), la connaissance
de 1'une des cases du tableau 2 x 2 des Lo détermine celle des autres.
Pour justifier d'un point de wvue statistique 1'introduction des z 00
Igrg2, Igsg2 ; associons d la statistique dbservée Vig v les deux v.a.
duales

Tidle T s#480 @ufetih
g 8
(4)
Y(6) = T b (olE)) b (L)
At B

oll 0 est un élément aléatoire dans 1'ensenble G ., mni d'une probabilité

uniformément répartie, de toutes les permutations sur I(il y en a n!).

Les deux v.a. duales X(o) et Y(o) sont de méme loi, asymptoti-
quement normale (pour n + =), dans le cadre des conditions suffisantes
définies par le th8orsme de Wald, Wolfowitz et Noether (cf. chap. 3 de [6])
qu'on pourra directement vérifier ici. Cette convergence est, le plus souvent,
trés rapide.

Avec des notations que 1'on comprend et qu'on a dé&ji utilisé au
paragrapne précddent ; les expressions de la moyenne et de la variance

cammme sont

b xion) = Vevio)) = nw (0) wity)

i (5)

) var(¢A) var(¢ﬁ)

n-1)

var(X(c)) = var(¥(a)) = 7

: Campte tenu de calculs déja effectuds (cf. formules (9) et
(10 §V), on a

S L r

W LR = S i ot o8
(6)

= I_ X 1%

M (80 T 517 Gpiga TP
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1 - L 4
var(4,) = —r5z Yarat) eaxa Pana’ " Pa Fur) M)
o, rappelons le, p, , .1 = card(E, n E_ .)/n.
De méme,
1 g '
T)(ZI‘(‘#B):E,TB_)‘Z {(bi-'b:) £ B xB (pbz\b'-Pb pb’J} 40
Par conséquent
= :—i_ p p
Dxto)) =Y(2(0)) = Shrms (i) cax 57a P (8)

T
(n=1}

2

= = n - N
var(X(o)) = var(¥(e)) = Sl b By g TP, Budd)

(

x {&53 rpb,\b' = pb'” (9)

La statistique Vi1 centrée réduite s'écrit alors ici

P g W sk E
% m (paAb papb)

(10)

/[AEA (paAa'_ papa')] [B:::B(pbnb'_pbpb')]

dont le carré peut &tre considéré, dans 1'hypoth@se d'absence de lien qui a
prévalu 3 1'introduction des v.a. (4), come la réalisation d'une v.a. du x°
4 1 degré de liberts.

Camme au paragraphe précédent, nous allons maintenant vérifier

& z2

Igrg2 e
1gs<2
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(cf. (3), (2) et (1)) est & un coefficient miltiplicatif prés le carré de
la statistique (10). Ce coefficient ne dépendra que des marges de la table

de croisement 2 x 2 ; c'est-3-dire, de caractfristiques liées a la distri-
bution sur £ de la classe A4 d'attributs d'une part et de celle, B d'autre

part.

Revrenons le d5tail des expressions de zps,lsrsz, 1gs<2.

? _/ i L (p =12 J] JE p.P
%11~ %ap T 1 2(A)e(B) [AXB arb ~ Pb /AxB a™b

g m E (p o, -P ]//72 p, p3
12~ *as =~ YV G(A)c(B) [AxB ab” Pdp amp @D

= e [L (pEb_ppr)]//Ainpr

£91 = " e(A)e(B) |4xB
i - R o (77 -p_p_)]/fz = px
%227 “ap = 1 2(A)a(B) [AXB Bleoi bl ol tanpind 2

(12)

Encore une fois, en tenant compte des relations
Baie “_pa)’ Pp = (I_pb)’ Parb = Pp T Poyub oF Paxb = P, =By * Popp 3

on vérifie que le carré du numérateur de z,, est le méme pour tout r = 1,8
et tout s = 1,2. Donc, la somre des carrés (11) s'exprime par la formule
=1 =

3 2
er T PO s e e e s P2l

4 [A)L;B pipb]_l E [A:E(BPEPE]-I )

(13)

qui, aprés simplification, s'écrit

L 2
n ( = ; ] & T =
[A - pa4b Eo pr ’/( # pa)( h pa)( ; pb)( ; pb)
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En confondant (n-1) et n ; cette expression est, au coefficient
multiplicatif

i P TP P:] [ifp T p.)]
[flel ana el X BB bab b <
A BiB °b PB’

le carréd de 1'expression (10). D'od le théoréme

Théoréne. La sann‘e des carrés des statistiques L Jepcseasca, (cf. (3))
est dans 1'hypoth3se d'absence de lien & caract®re pernutationnel (cf. (4)),
la réalisation d'une v.a. du x* 3 1 degré de libertg.z, représente la

contribution orientée & la mesure de la dépendance par une statistique type

2

X entre deux classifications dichotomiques floues.

VII - CROISEMENT ENTRE DEUX TYPOLOGIES

Soient A4 et B deux ensembles disjoints d'attributs de descrip-
tion tels que 1'opposé a(resp. b) d'un méme attribut a de A(resp.b de B)
n'appartient pas & A(resp. B) pour tout a de A(resp. b de B). Pour fixer
les idées, on peut reprendre 1l'exemple de 1'introduction od, relativement a
une enquéte 3 caract®re psycho-sociologique, A4 est formé des attributs de

comportement et B des caractéristiques socio-individuelles. D&signons par

Ay, Agseenshyonn Ay} (resp. {B1sBgse 3B ysennsBy})

wne classification par proximité de A(resp. ) ol une méme classe 4 (lsrsk!

(resp. B_ (lsssh)) définit un profil de comportement (resp. sociologique) .
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La situation peut étre schématisSe par la table de

croisement

1, 7

oll, rappelons le, d& 1'intersection de la r-éme ligne et de la s—eme
colanne (Isrsk, I1g¢sgh) on place le nombre z . cqui est la contribution
orientfe & la statistique du x? a 1 degré de liberts, attache a la
table de croisement des deux classifications dichotamiques floues res—
pectivement associées & 4, et B_ (cf. figure 2 § IV ci—dessus).

Considérons la suite, dans un ordre fix&, des couples

{(er(ors)’y(crs))/krsk’ Tseeh} (1)

de v.a. de méme loi, respectivement associfes aux statistiques dbservées

v = L e DE(4) (2)
rs iEr Ar' Bs

lsrgk, 1 gsgh. (cf. formule (4) § VI).

Dans 1'optique développSe ci-dessus, les différents % (1srgk, 1sssh)
sont des éléments aléatoires indépendants de 1'ensemble G mmni d'une
probabilité uniformément répartie, de toutes les permutations sur
(1.8, egtidi

al

12
sél

g g
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Camme nous 1'avons annoncé 3 la fin du paragraphe IV, nous
allons & présent considérer ume hypothése d'absence de lien & caractére
plus restrictif, définie globalement au niveau de toute la table de croi-

sement . Ainsi aux 0 (1srsk,1<s<h), on associe la suite de couples

{{Xr's (o), Yrs (a)) Jor dedngl  Tepeh } (3)
de v.a; de méme loi (cf. formule (4) § VI) ol o, cette fois—ci le méme pour
toutes les cases du tableau, est un &lament aléatoire dans 1'ensemble Gn'
mni d'ume probabilité uniformément répartie, de toutes les permutations sur
(2.

Puisqgue la loi de YPS(cJ est la méme que celle de Xps(cs) ; con—
tentons nous de considérer la suite de v.a.

{erro)/lsvsk, I1gsgh} (4)

Cansidérons une combinaison lingaire guelconque de cette suite de
vV.a. ; soit
g N ol (5)
e Prs rs

I<g<h

Qque nous &crivons sous perte de géndralité sous la forme

i re cdo fels B TLD Ve e, ()G R e 4 [aid) ]} (6
Igrgk ? e L6r°  Agrck F o b Igsgh & 5y ]
lssgh

qui est une v.a. asymptoticquement normale (pour n + = ) dans le cadre des con—
ditions suffisantes qui ont un caractdre assez géndral de Wald, Wolfowitz et
toether (cf. chap. 3 de [6]).

I1 en résulte que la distribution jointe de la suite (4) de v.a. est
asvmptotiquement normale dans le sens suivant : s'il existe une sous suite de
PV.a. dont la forme limite de la matrice V des covariances est définie posi-

tive ; alors la forme limite de la distribution jointe de la fréquence est la



LC. LERMAN
40

fonction densité

FlK). =K expi(=1 v oa) (7)
2

ol =z est un point de R’ et ol K est une constante. (cf. par exemple
lemme 2.3. chap. 5 de [4]).

Nous allons dans oes conditions montrer que, de fagon tré@s géndrale,

on peut s'attendre & ce que la matrice W des covariances de la totalité des

k x h v.a. de la suite (4), soit définie positive.

1 - Calcul de la matrice W__des covariances

Vu qu'on s'intéresse au camportement limite de la matrice ¥, on
n'hésitera pas 3 confondre au terme des calculs (n-1) et n. On a déja calculé
au paragrapie précédent la variance d'une méme v.a. er(c) (cf. formule (9) § Vi)

que nous allons réécrire :

gy F cofaile b 0. o A2 K (p -pp JH E (B 0us= Dy PrciOl
rs [C(Ar)c{Bs) ) Apx ‘41,, G;\OZ" aFal Bsx BS Baly? b Py

avec des notations explicitées au paragraphe précident.
Calculans & présent, de fagon générale
A (x,,(0) %,1,:00)) (6)
pour Izsr , n'ck et lza , s'<h.

Ie produit sous le signe [ ] du second membre de (6) s'écrit

(: g o g 0,0) ¢,[ o(2)))
4€I o(A_)o(B_) (a,b)€A x B_

x{z 1 L o o (2")9, Lo (2"
i'61 5(A,,Ja(B,,] (a',b')E4,,X B, Sl o '
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} ()

= 1

L
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E = .
{ 1€I ¢ana’(1’) ¢bnb' [U{t)]

c(AP)c(AP,)c(Bs)c(BS,} (a,a',b,b’)E'Ap X Ar"x B, x Bs'

+

L

[2]

e

4,02) 4,005 4 [0 (2] 0y, [o (£')]Y (®)

2
ol I[ ] est 1'ensemble des couples d composantes distinctes d'él2ments de I.

L' gpérateur espérance /{y désignant

ol ¢ est 1'ensenble des n! permutations sur I; on a, en utilisant un

misonnenent par symitrie, la valeur suivante de 1'espérance mathématique du

contenu de 1'accolade de (8) :

[n(ain(a’)- nlara')] [n(bIn(b')= n(ba b')] (9)

1 nlapa'in(b A b') + i

n n(n-1)

ol n(a),n(a’),n(b),n(b'),nlan a') et n(bA b') représentent respectivement
CardrE‘a), card(Ea,J, card (Eb)’ card (E‘b,) card (Ea N Ea,) et card(Ebn Eb,)

D'autre part, compte tenu de la formule (8) du paragraphe VI

précédent

’ij) [XPS(G)] =

1
nc(Ap)c(Bs)

L 7 I

(a,b) E'AP x B, (10)

Par conséquent, on a 1'exoression suivante de la covariance

Yeptggr = 600 (X, (0) X,1g1(a)]

BaraIn(oab’) - nlana') 1”-%”—”’—'—’ < nibapt)

D'od

d L { n'I-I

c(Ar)c(AP,)c{Bs)c(Bs,J AFx A Bsx Bs'

n(a)n(a') (a)nla')n(b)n(b')
nfajnfa’) , niainld ‘POE2C]) av

n
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3 1 1 z [n(a/\ al) = ntatnla')
Yer'es? T o o(AJolA,,) A x A, n

s 1 ) [n(bA b') - n(bIn(b')]
v c¢(B Je(B_,) Tl H G n
n & S & s

(12)
qui peut aussi se mettre sous la forme

V' X [p(ana')—p(a)p(a')]
oA Jalh ;] 4. mA.,
r r r°r

x n I [p(bab")-p(bIp(b')] (13)
(B Je(B_,)  BX By

on vérifie bien que y est la variance de X (o) conformément 3 la
rrs rs

8
farnule (9) du paragraphe précédent.

2 - Caract3re défini positif de W.

Considérons & pradsent, associée a une typologie {cﬁ/I\{ t§l} qui est
une classification polythétique d'un ensemble ¢ d'attributs de description, la

famille de vecteurs de RZ

(a (8)yeensbp (seeeat (1)/0 € 1) (14)

ol, rappelons le, ¢Ct(i) est la proportion d'attributs de la classe C,

possédss par 1'individu ¢{. Introduisons la condition (¢) que cette famille

de vecteurs engendre par combinaison linéaire 1'espace R (e signifie qu'il
existe un sous ensemble {it/lstsll de I points de I, tel que 1l'ensemble des
L vecteurs

[N)Cl(itJ,...,¢Cl(it))/1<t<1} (15)

constitue un systéme libre.
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Une telle condition est en r2alité trd@s peu restrictive si on
tient compte de la dsfinition intuitive d'une classification polythétique
(cf. chap. 3 de [5]). Il suffit, mais c'est loin d'étre nicessaire, que les
individus 7 I 112, ..... ’il correspondent 3 des types "purs" mutuellement dis-
tincts ; c'est-3-dire que les attributs présents chez 1'individu < ; dppar-
tiennent exclusivenment 3 la classe C ” I<t<l.

Nous avons dans ces conditions la propriét? suivante.
5i la classification [Ap/lgngk} satisfait la condition (¢), la matrice
k x k de terme général

o " q b [n(aA all- n(a)n(a‘)] 5 A16)
rr' c(AP)c(AP,) A, XA, n

Isr,r'<k, est définie positive.

En tenant campte de la relation

L (o,2)-p(a)) [¢,.(2)pa’)]] =nlana’)-nan(a’) 5 (@3
L€l n
od p(a)= 1 L ¢a('i) ; on peut écrire
7l L& bEL
o = 2 [o, ()pa)] (o, [()-p(4,,)) . (18)
1Er r r
3 1 5 Depl aditet DAL v ek, doge L pla')
Oﬂp(Ap) o cmr,) ae‘lr: & c(Ar,) aJGAr'
Dans ces conditions, la forme quadratique
1%-:’:’$k Gppt Fp Tpr (19)
1grék
peut se mettre sous la forme
L I ¢ L -plA ) ¢ (£)=plA_ ) =, %,
16I  1srsgk (Ar'“') pJ[ Ay s ] Bl
lep? <R
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2
po. ey iy W LINES PRSP CASIP LY (20)
~ 4Er 1srsk 4, . .

par conséquent, la forme quadratique (19) est positive. 5i de plus la
condition (c) est remplie relativement a la typologie {4,,...,4;} ; il
existe un sous ensenble {it/lstsk} de k points sur I, tel que l'ensemble
des k vecteurs de Rk

(i s e DR A, (1 ) A lstek])
A, 't Ag Tt Ak t

forme un systéme libre ; par conséquent, tel que l'ensenble des k vecteurs
(0, (3 )p (A )y 8y (i) P(Ay)se s ¢Ak(-£t)—p(‘4k))/1§.tsk}
forme ggalement un systéme libre.

Dans cette situation, la nullité de 1'expression (20) implique
celle de chacune des camposantes T du vecteur (5'31»‘“2: IR ..,;ck). 1a
forme quadratique (19) est donc définie.

Supposons d présent que chacune des deux matrices carrées k x k

et h x h de termes généraux respectifs o (cE. formule (16)) et Bss"‘

= 1 L n(bpab') — n(hn(bY 1
( o o SR

B e
ss c(BS)c,(Bs,) B X Bs'

soient définies positives. Nous allons voir immédiatement qu'il en est de
néme de la matrice (k x #) x (k x 4) de terne général Voo P (cf. for-
mule (12)). Bu coefficient 1/n pr3s, an a

=80
rr'ss’ re'! sg'!

Y (23)
kxh
Soit (zrs/lsrsk, 1sssh) un vecteur quelcanque de /R et
oconsidérons la forme quadratique

I

Yrptgg!  Zpg Bptgr (24)
v e.e)
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Sans perte de généralits, on peut et d'une infinité de fagons
d'ailleurs, poser

g.. = T Y, pour tout r,lsrgk et tout s,lgsgh.

L'expression (24) précsdente devient

{(PEP') urr,xpmp;}{(szsr} Bopr ¥4 ys’} (25)

Chacune des formes quadratiques entre accolades étant positive ;
il en est de méme de celle (24). D'autre part, la nullité de 1'expression (24)

entraine nécessairement celle de 1'un des facteurs entre accolades de (25)

qui implique alors

e 0 pour tout r, Isrgk et tout s, lgs<h.
Donc la forme quadratique (24) est définie positive. Dieie

théoréme.

Théordme. Si chacune des typologies {4 /Isr<s} et {Bs/ks.sh} vérifie la
condition (2) ci-dessus définie, alors la matrice des covariances W est

définie positive.

Carollaire. La loi jointe des k x 4 v.a. er(c:) (cE. (4) ci—dessus)
est asymptotiquement normale de dimension & x /.

La programation et premi3re analyse des résultats du croise-
tent sur des données réelles en p2dagogie mathfmatique ont &té réalisées
Par Mme HARDOUIN (cf.[3]). Le programe a également &t3 appliqué par
T. CHANTREL (cf.[2]) dans le cadre de 1'analyse de volumineuses données
en psycho-sociologie. Dans tous les cas, les r@sultats cancrets ont beau-
COwp intéressé le spécialiste des données.
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