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20.2.1 Les fonctions boréliennes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224
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20.4.4 Les opérateurs normaux compacts . . . . . . . . . . . . . . . . . 244

C Le radical 247



8 TABLE DES MATIÈRES
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Chapitre 1

L’axiome du choix

Une grande partie de l’analyse fonctionnelle repose sur l’axiome du choix, il nous a
donc paru nécessaire de l’énoncer avec précision.

Notons S(X) l’ensemble des parties de l’ensemble X :

Proposition 1.1 (Axiome du choix) Si X est un ensemble non vide et S(X) note
l’ensemble de ses parties, il existe une fonction c, dite fonction de choix : S(X)\{∅} →
X, telle que

c(Y ) ∈ Y, ∀Y ∈ S(X) \ {∅} . (1.1)

En langage concret, il s’agit simplement de l’affirmation qu’à tous les sous-ensembles de
X, on peut faire simultanément correspondre (choisir) un élément de ce sous-ensemble.
Ceci pourrait être considéré comme une évidence, il n’en est rien, et sous son aspect
inoffensif, cet axiome formulé par Zermelo recèle de considérables potentialités.

L’utilisation pratique de cet axiome fait intervenir la notion d’ordre

Définition 1.2

(i) Un ensemble X est totalement ordonné par ≤ si

∀x, y ∈ X, on a soit x ≤ y, soit y ≤ x. (1.2)

si x ≤ y et x 6= y, on notera x < y.

(ii) Un ensemble X est bien ordonné si tout sous-ensemble non vide Y de X possède
un élément minimal, soit

∀Y ∈ S(X) \ {∅} ,∃z ∈ Y tel que z ≤ y,∀y ∈ Y. (1.3)

(iii) Un ensemble X est inductivement ordonné si tout sous-ensemble Y totalement
ordonné de X est majoré dans X.

Notons qu’un ensemble bien ordonné est totalement ordonné, il suffit pour le montrer
de considérer l’ensemble Y = {x, y} .

11



12 L’axiome du choix

Proposition 1.3 (Principe de bon ordre : Cantor) Tout ensemble peut être muni
d’un ordre de telle sorte qu’il soit bien ordonné

♥
Proposition 1.4 (Lemme de Zorn) Tout ensembleX inductivement ordonné possède
un élément maximal, soit ∃z ∈ X, tel que si x ∈ X verifie z ≤ x, alors x = z.

Si A est un sous ensemble de X, on note respectivement

X = {x |y > x, ∀y ∈ A} et X = {x |y < x, ∀y ∈ A} (1.4)

Soit C un sous ensemble bien ordonné de X, on notera minC le plus petit élément
de C. Il est clair que, pour tout sous ensemble A de X, x ∈ A ∩ {x}.

Définition 1.5 Soit X un ensemble muni de la fonction de choix c, on dit que C ⊂ X
est une châıne si

c
(
C ∩ {x}

)
= x (1.5)

Notons que pour toute châıne C, min {x} = c(X), en effet C ∩ min {x} = ∅, et par
conséquent C ∩ {x} = X.

Lemme 1.6 Si C1 et C2 sont deux châınes telles que C1 * C2, alors ∃x1 ∈ C1 tel que

C2 = C1 ∩ {x1} (1.6)

On a en fait x1 = min {C1 \ C2} .
Démonstration.

⊲ Comme C1 est bien ordonné, on peut poser x1 = min {C1 \ C2} , on aura alors

C1 ∩ {x1} ⊂ C2,

en effet, si z ∈ C1 ∩ {x1}, on aura z < x1, et par conséquent z /∈ C1 \C2, soit z ∈ (C1)
c ∪C2,

or z ∈ C1, d’où z ∈ C2.

⊲ Supposons que C1 ∩ {x1} * C2, comme C2 \
(
C1 ∩ {x1}

)
⊂ C2, on peut poser x2 =

min
{
C2 \

(
C1 ∩ {x1}

)}
, et comme précédemment, on aura

C2 ∩ {x2} ⊂
(
C1 ∩ {x1}

)
. (1.7)

⊲ Si on suppose là encore que C2∩{x2} *
(
C1 ∩ {x1}

)
, comme

(
C1 ∩ {x1}

)
\
(
C2 ∩ {x2}

)
⊂

C1∩C2, on peut poser y = min
{(
C1 ∩ {x1}

)
\
(
C2 ∩ {x2}

)}
. On aura

(
C1 ∩ {x1} ∩ {y}

)
⊂

(
C2 ∩ {x2}

)
, mais comme y ∈ C1∩{x1}, on aura y < x1, d’où {y} ⊂ {x1}, et par conséquent

C1 ∩ {x1} ∩ {y} = C1 ∩ {y}, d’où

(
C1 ∩ {y}

)
⊂
(
C2 ∩ {x2}

)
. (1.8)
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⊲ Notons maintenant que si z ∈ C2 et z ≤ x pour un certain x ∈ C2 ∩ {x2}, alors

z ∈ C2 ∩{x2}. C’est en particulier le cas de y ∈
(
C1 ∩ {x1}

)
⊂ C2, comme C2 est totalement

ordonné, il en résulte que y > x, ∀x ∈ C2 ∩ {x2}. On aura donc
(
C2 ∩ {x2}

)
⊂ {y}, or

(
C2 ∩ {x2}

)
⊂
(
C1 ∩ {x1}

)
⊂ C1, d’où par conséquent

(
C2 ∩ {x2}

)
⊂ C1∩{y}, et finalement

(
C1 ∩ {y}

)
=
(
C2 ∩ {x2}

)
. (1.9)

⊲ Comme C1 et C2 sont des châınes, on aura

y = c
(
C1 ∩ {y}

)
= c

(
C2 ∩ {x2}

)
= x2, (1.10)

soit y = x2, et par conséquent x2 ∈
(
C1 ∩ {x1}

)
, ce qui n’est pas possible. Il en résulte qu’en

fait C2 ∩ {x2} =
(
C1 ∩ {x1}

)
, et par conséquent

x2 = c
(
C1 ∩ {x2}

)
= c

(
C2 ∩ {x1}

)
= x1, (1.11)

soit x1 = x2, d’où x1 ∈
(
C1 ∩ {x1}

)
ce qui là encore est contradistoire. Finalement donc on

en déduit que

C1 ∩ {x1} = C2

Théorème 1.7

(i) L’axiome du choix,

(ii) le principe de bon ordre et

(iii) le lemme de Zorn

sont équivalents.

Démonstration.

(i) Supposons que X est inductivement ordonné, et soit c une fonction de choix pour X.

⊲ Considérons l’ensemble Cj , j ∈ J des châınes dans X et posons C =
⋃
j∈J Cj . Pour tout

xj ∈ Cj , on aura (
C ∩ {xj}

)
=
(
Cj ∩ {xj}

)
, (1.12)

en effet, si y ∈
(
C ∩ {xj}

)
, on aura y ∈

(
Ci ∩ {xj}

)
pour un certain i. Dans le cas où

Ci ⊂ Cj , alors y ∈
(
Cj ∩ {xj}

)
; tandis que dans le cas contraire, selon le lemme 1.6, il existe

xi ∈ Ci tel que Cj =
(
Ci ∩ {xi}

)
. On aura alors y < xj < xi, d’où y ∈

(
Ci ∩ {xi}

)
= Cj .

Dans tous les cas, on aura donc y ∈ Cj .
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⊲ Supposons alors que C ⊃ Y 6= ∅, alors ∃j tel que Y ∩ Cj 6= ∅. Comme Cj est bien
ordonné, on peut poser yj = min (Cj ∩ Y ) , on aura alors

(
C ∩ {yj}

)
=
(
Cj ∩ {yj}

)
= ∅,

et par conséquent yj = min (C ∩ Y ) . C’est dire que C est b

⊲ ien ordonné.

⊲ Soit x ∈ C, il existe alors j tel que x ∈ Cj , et on aura
(
C ∩ {x}

)
=
(
Cj ∩ {x}

)
, d’après

(1.12), d’où c
(
C ∩ {x}

)
= c

(
Cj ∩ {x}

)
, ce qui prouve que C est une châıne.

⊲ Supposons que C ne soit pas vide, et posons x0 = c
(
C
)
. L’ensemble D = C ∪ {x0}

est une châıne, en effet il est bien ordonné, et D ∩ {x0} = C, d’où D ∩ {x0} = C et par

conséquent c
(
D ∩ {x0}

)
= x0. Comme C est l’union de toutes les châınes, il en résulte que

C = ∅.
⊲ Comme X est inductivement ordonné, C possède un majorant z dans X, et comme

C = ∅, on a z = maxC. Si t ∈ X majore strictement z, alors t ∈ C, ce qui prouve que z est
maximal dans X.

(ii) Supposons maintenant le lemme de Zorn vérifié et considérons le système M des sous-
ensembles non vides Dj de X munis d’un ordre ≤j les rendant bien ordonnés.

⊲ Les sous-ensembles formés d’un seul élément appartiennent à M, qui par conséquent
n’est pas vide. On définit un ordre sur M de la façon suivante : (Di,≤i) ≤M (Dj ,≤j) si
(Dj ,≤j) = (Di,≤i) ou si

≤i = ≤j|Ci
et ∃xj ∈ Dj tel que Di = {x ∈ Dj |x ≤j xj } (1.13)

En particulier, si (Di,≤i) <M (Dj ,≤j) , on aura Di ⊂ Dj .

⊲ Montrons que M est inductivement ordonné. Soit N un sous-ensemble totalement or-
donné de M, et D l’union des Dj appartenant à N. Définissons un ordre sur D selon

x ≤ y si ∃j tel que {x, y} ⊂ Dj et x ≤j y, (1.14)

et remarquons que cette définition n’est pas ambigüe en vertu du fait que N est totalement
ordonné par ≤M . {x, y} ⊂ Di ∈ N et x ≤i y,

⊲ SoientD1 etD2 ∈ N, commeN est totalement ordonné, siD1 * D2, on auraD2 <M D1,
d’où l’existence de x′1 ∈ D1 tel que D2 = {x ∈ D1 |x ≤1 x

′
1 } . Comme D1 est bien ordonné,

D1 \D2 possède un élément minimal, soit x1. On ne peut avoir x′1 ≥ x1, car on aurait alors

x1 ∈ D2. On aura donc x′1 < x1 et par conséquent D2 ⊂
(
D1 ∩ {x1}

)
; en fait on aura

D2 =
(
D1 ∩ {x1}

)
,

car si y ∈
(
D1 ∩ {x1}

)
\D2, alors x′1 < y < x1. La conclusion du lemme 1.6 s’applique donc

aux Di ∈ N, et par conséquent la formule (1.12) s’applique aux Dj , soit pour tout yj ∈ Dj ,
(
D ∩ {yj}

)
=
(
Dj ∩ {yj}

)
, (1.15)

et comme précédemment, il en résulte que D est bien ordonné pour ≤, c’est donc un élément
de M.
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⊲ Montrons que N est majoré, c’est bien sûr le cas s’il admet un élément maximal. Sinon
tout (Di,≤i) de N admet un majrant strict (Dj ,≤j) dans N, et on aura donc

Di = {x ∈ Dj |x ≤j xj } =
(
Dj ∩ {xj}

)
∪ {xj}

pour un certain xj ∈ Dj . Selon (1.15) on aura donc

Di =
(
D ∩ {xj}

)
∪ {xj} = {x ∈ D |x ≤ xj } ,

c’est dire que (D,≤) majore N, qui est par conséquent inductivement ordonné. Selon le lemme
de Zorn, M admet donc un élément maximal, soit (P,≤P ) .

⊲ Si P 6= X, on peut choisir p ∈ X\P et prolonger ≤P à P∪{p} , en posant x ≤P p, ∀x ∈ P.
On obtient ainsi un ensemble bien ordonné qui majore (P,≤P ) pour la relation d’ordre de
M, ce qui aboutit à une contradiction. Il en résulte que P = X, qui est par conséquent bien
ordonné.

(iii) Enfin si X est un ensemble sur lequel on met un bon ordre, et si Y ⊂ X, on notera c(Y )
comme étant l’élément minimal de Y.

On a pu démontrer (Cohen 1963) que l’axiome du choix était indépendant du
système d’axiomes de la théorie des ensembles de Zermelo et Frankl, ce qui fait qu’on
peut à volonté choisir de l’accepter ou de le rejeter sans risque de nuire à la cohérence
des mathématiques. Cependant on n’a jamais pu trouver d’avantage autre que philoso-
phique à son rejet, tandis que nombre de résultats essentiels de l’analyse en découlent,
nous n’aurons donc pas d’états d’âme à cet égard.
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Chapitre 2

Le théorème d’Ascoli

La compacité est une propriété topologique de première importance, mais au sein
des espaces de fonctions, il est généralement difficile d’en apporter la preuve. C’est
là qu’intervient le théorème d’Ascoli qui fait découler la compacité d’une propriété
beaucoup plus élémentaire d’équicontinuité.

2.1 Convergence uniforme et convergence simple

Soient E et F deux espaces normés, on note classiquement FE l’ensemble des ap-
plications E → F, et C(E,F ) l’ensemble des applications continues E → F.

2.1.1 Convergence simple

Si a est un point de E, nous noterons

pa(f) = ‖f(a)‖ , où f ∈ FE. (2.1)

La topologie de la convergence simple est celle définie par l’ensemble des semi-normes
pa où a parcourt E ; c’est également la topologie produit sur FE. L’ensemble FE muni
de la topologie de la convergence simple est noté FE

s , le sous-ensemble C(E,F ) des
fonctions continues muni de la topologie induite par celle de la convergence simple est
noté Cs(E,F ). Si a ne parcourt qu’un sous-ensemble A de E, on parlera de topologie
de la convergence ponctuelle sur le sous-ensemble A de E.

2.1.2 Convergence uniforme

Si K est une partie compacte de E, nous noterons

PK(f) = sup
a∈K

‖f(a)‖ , où f ∈ C(E,F ). (2.2)

Comme une fonction continue sur un compact est bornée, PK(f) est bien définie. La
topologie de la convergence uniforme sur les compacts, ou plus simplement topologie

17
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de la convergence compacte, est celle définie par l’ensemble des semi-normes PK(f) ;
l’espace C(E,F ) muni de cette topologie est noté Cc(E,F ).

Rappelons que dans un espace X semi-normé, soit par les pi, i ∈ I, une base de
voisinages de 0 est constituée des intersections finies de semi-boules :

⋂

j=1,n

{x ∈ X |pi(x) ≤ εi} ,

et que la topologie produit sur
∏

i∈I Xi a pour base d’ouverts les
∏

i∈I Ai, où les Ai
sont tous égaux à Xi hormis un nombre fini d’entre eux Aj, j = 1, n, respectivement
ouverts de Xj.

2.2 Equicontinuité et compacité

Définition 2.1 Soit H une famille d’applicationsE → F, on dit que H est équicontinue
au point x, si pour tout voisinage V de 0 dans F, il existe un voisinage U de x tel que
f(y) − f(x) ∈ V, ∀y ∈ U, ∀f ∈ H. On dit que H est équicontinue sur E, ou tout
simplement équicontinu, si H est équicontinue en tout point de E.

♥
Théorème 2.2 (Ascoli) Soient E et F deux espaces normés et H un sous-ensemble
équicontinu de C(E,F ), alors

(i) L’adhérence H de H dans Cs(E,F ) est un ensemble équicontinu de C(E,F ).

(ii) Sur H, et donc sur H, les topologies de la convergence ponctuelle sur un sous-
ensemble dense, de la convergence ponctuelle sur E, et de la convergence uniforme sur
les sous-ensembles compacts sont les mêmes.

(iii) Si ∀x ∈ E, H(x) = {f(x) |f ∈ H} est relativement compact dans F, alors H est
relativement compact dans Cc(E,F ).

Démonstration.

(i) Soient x ∈ E, et ε > 0, d’après l’équicontinuité de H, ∃ηx > 0, tel que

(‖x− y‖ ≤ ηx) =⇒ (‖f(y) − f(x)‖ ≤ ε/3∀f ∈ H.)

Choisissons un tel y, si on prend maintenant g ∈ H, alors dans tout voisinage de g pour
Cs(E,F ), ∃f ∈ H tel que ‖g(x) − f(x)‖ ≤ ε/3 et ‖g(y) − f(y)‖ ≤ ε/3. On aura donc

‖g(x) − g(y)‖ ≤ ‖g(x) − f(x)‖ + ‖f(x) − f(y)‖ + ‖f(y) − g(y)‖ ≤ ε,

d’où l’équicontinuité de H au point x.

(ii) Il est clair que la convergence uniforme sur tout compact entrâıne la convergence simple.
Il nous suffira donc de démontrer la réciproque, soit que sur C(E,F ) la topologie Td de
la convergence sur un sous-ensemble dense A de E est plus fine que la topologie Tc de la
convergence uniforme sur tout compact. Soit donc K ⊂ E compact, et g ∈ H, il nous suffira
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de montrer que {f ∈ H |PK(f − g) ≤ 1} contient un voisinage de g pour Td. Comme H est
équicontinue, ∀x ∈ K, ∃ηx > 0, tel que ∀y ∈ Bηx(x), ∀f ∈ H, ‖f(y) − f(x)‖ ≤ 1/5. Comme
K est compact et que les Bηx(x) le recouvrent, ∃xi, i = 1, n tels que K ⊂ ∪i=1,nBηi(xi). Mais
les Bηi(xi) sont des voisinages de xi et contiennent donc chacun au moins un point de A, soit
ai, et nous aurons ∀y ∈ Bηi(xi), ∀f, g ∈ H,

‖f(y) − g(y)‖ ≤ ‖f(y) − f(xi)‖ + ‖f(xi) − f(ai)‖ + ‖f(ai) − g(ai)‖
+ ‖g(ai) − g(xi)‖ + ‖g(xi) − g(y)‖

≤ 4/5 + ‖f(ai) − g(ai)‖ .

Il en résulte que

PK(f − g) ≤ 4/5 + max
i=1,n

‖f(ai) − g(ai)‖

soit PK(f − g) ≤ 1 dès que maxi=1,n pai(f − g) ≤ 1/5.

(iii) Supposons que ∀x, H(x) est relativement compact dans F, alors d’après le théorème de
Tychonoff (Corollaire 2.16 ci-dessous),

∏
x∈E H(x) =

∏
x∈E H(x) est compact dans FE =

Cs(E,F ). C’est dire en fait que l’ensemble des applications E → F telles que f(x) ∈ H(x)
∀x ∈ E, est relativement compact dans Cs(E,F ). En particulier, il en résulte que H est
relativement compact dans Cs(E,F ). Nous venons de démontrer à l’item (ii) que sur H,
Cs(E,F ) et Cc(E,F ) cöıncident, il en résulte que H est relativement compact dans Cc(E,F ).

Ce résultat reste valable si E est un espace topologique et F un espace vectoriel topo-
logique localement convexe.

♥
Corollaire 2.3 Si E est compact, et F est borné et équicontinu, alors F est relative-
ment compact dans C(E,F ).

2.3 Le théorème de Tychonoff

L’ingrédient non trivial dans le théorème d’Ascoli est constitué du théorème de
Tychonoff qui assure qu’un produit quelconque d’espaces compacts est compact. Sa
démonstration repose sur la généralisation du théorème de Bolzano-Weierstraβ aux
espaces non métrisables ; elle fait intervenir non plus des suites mais des filtres et fait
explicitement appel au lemme de Zorn 1.4.

2.3.1 Filtres

Définition 2.4

(i) On appelle filtre dans E, une collection F de sous ensembles non vides de E tels
que
⊲ si A et B ∈ F , alors A ∩B ∈ F
⊲ si A ∈ F et A ⊂ B, alors B ∈ F
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(ii) On appelle base de filtre dans E, une collection B de sous ensembles non vides de
E tels que si A et B ∈ B, alors ∃C ∈ B tel que C ⊂ A ∩B.
(iii) Si B est une base de filtres, le filtre engendré par B est formé de l’ensemble des
parties de E contenant un élément de B, c’est le plus petit filtre contenant B.

Si F ⊂ G, on dit que le filtre G est plus fin que F .

Proposition 2.5 Si u est une application E → F, et si B est une base de filtre dans
E, alors u(B) est une base de filtre dans F. On dira que u(B) est l’image de B par u.

Démonstration. En effet u(A ∩B) ⊂ u(A) ∩ u(B).

Même si B est un filtre, u(B) n’est pas nécessairement un filtre.

Les filtres constituent une généralisation des suites : à la suite xn est associée la
base de filtre dénombrable formée des Xp = {xn |n ≥ p} . Ils constituent également une
généralisation des voisinages, l’ensemble des voisinages d’un point a formant le filtre
V(a).

2.3.2 Filtres et continuité

Dire que la suite xn converge vers a, c’est dire que tout voisinage de a contient un
Xp, ou encore que V(a) est contenu dans le filtre engendré par les Xp. Nous sommes
donc conduits à adopter la définition suivante :

Définition 2.6 On dit que le filtre F converge vers le point a s’il contient le filtre des
voisinages de a.

Les filtres jouent vis-à-vis des espaces non métrisables le même rôle que les suites pour
ces derniers.

Proposition 2.7 Dans un espace topologique séparé, un filtre ne peut avoir plus d’une
limite

Démonstration. En effet, si a et b étaient deux limites distinctes du filtre F , alors il
contiendrait V(a) et V(b), et en particulier A et B disjoints appartenant respectivement à
V(a) et V(b), ce qui est impossible.
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Proposition 2.8 Si A est un sous-ensemble de l’espace topologique E, et s’il existe
un filtre F dont A soit un élément qui converge vers a, alors a ∈ A. Réciproquement
si a ∈ A, alors il existe un filtre F convergeant vers a, dont une base est formée de
sous-ensembles de A.

Démonstration. Rappelons tout d’abord que a ∈ A si et seulement si A ∩ V 6= ∅, ∀V ∈
V(a).

⊲ Si F converge vers a, et A ∈ F , alors comme F est plus fin que V(a), on aura bien
A ∩ V 6= ∅, ∀V ∈ V(a).

⊲ Réciproquement, si A∩V 6= ∅, ∀V ∈ V(a), alors les A∩V où V parcourt V(a) forment
une base de filtre, soit F , dont les éléments sont des sous-ensembles de A, et par conséquent
F est plus fin que V(a).

Voici par exemple la généralisation aux espaces topologiques quelconques d’un théorème
classique dans le cadre des espaces métrisables.

Théorème 2.9 Une application u : E → F est continue en a ∈ E si et seulement si,
pour tout filtre F convergeant vers a, le filtre engendré par u(F) converge vers u(a).

Démonstration.

⊲ Supposons u continue en a, alors si W est un voisinage de u(a), il existe V ∈ V(a),
tel que u(V ) ⊂ W. C’est dire que le filtre engendré par u(V(a)) est plus fin que le filtre des
voisinages de u(a). Si on choisit alors un filtre U dans E, plus fin que V(a), son image sera
plus fine que u(V(a)), et par conséquent que le filtre des voisinages de u(a).

⊲ Réciproquement choisissons pour F le filtre des voisinages de a, et supposons que le
filtre engendré par u(F) converge vers u(a). Si W est un voisinage de u(a), il contiendra
un élément de u(F), c’est-à-dire l’image d’un voisinage de a. Nous avons donc montré la
continuité de u en a.

2.3.3 Compacité

Le résultat qui suit joue le même rôle que le théorème de Bolzano-Weierstraβ pour
les espaces non métrisables.

♥
Théorème 2.10 Un espace topologique E est compact si et seulement si pour tout
filtre F défini sur E, il existe un filtre plus fin qui converge.

Démonstration.

⊲ Considérons un filtre F sur E, supposé compact. Si F est formé de la famille des Ai, i ∈ I
alors, par définition, ∀J sous-ensemble fini de I, ∩j∈JAj 6= ∅, et par conséquent ∩j∈JAj 6= ∅.
Par compacité de E, il en résulte que ∩j∈IAj 6= ∅. Il existe donc un point a adhérent à tous
les Ai, c’est-à-dire dont tout voisinage V rencontre chaque Ai. L’ensemble des V ∩Ai forme
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la base d’un filtre plus fin que F qui est également plus fin que la base des voisinages de a,
et qui converge par conséquent vers a.

⊲ Réciproquement supposons que pour tout filtre F , il existe un filtre convergent plus fin,
et considérons une famille de fermés Fi dont les intersections finies sont non vides. La famille
Fi forme la base d’un filtre, et il existe par hypothèse un filtre G, plus fin qui converge, soit vers
a. Le point a appartient à l’adhérence de tous les Fi, et par conséquent à leur intersection ;

la compacité de E en résulte.

2.3.4 Ultrafiltres

On peut donner de ce théorème une autre expression, mieux adaptée à la démonstration
de résultats de compacité, et c’est là qu’interviennent la notion d’ultrafiltre et le lemme
de Zorn.

Définition 2.11 On dit qu’un filtre U sur E est un ultrafiltre s’il n’existe pas de filtre
strictement plus fin qui le contienne.

Proposition 2.12 Un filtre U sur E est un ultrafiltre si et seulement si ∀A ⊂ E, on
a A ∈ U ou Ac ∈ U .

Démonstration.

⊲ Soit U un filtre contenant A ou Ac ∀A ⊂ E. Si U n’était pas un ultrafiltre, il existerait
un filtre F strictement plus fin, et par conséquent, il existerait A ⊂ E tel que A ∈ F et
A /∈ U , mais alors Ac ∈ U , et par conséquent Ac ∈ F qui est plus fin. Il en résulte que
∅ = A ∩Ac ∈ F , ce qui est impossible.

⊲ Réciproquement, si U est un ultrafiltre et A /∈ U , alors aucun élément V de U n’est
inclus dans A, et par conséquent V ∩ Ac 6= ∅, ∀V ∈ U . Mais l’ensemble des V ∩ Ac où V
parcourt U est une base de filtre et engendre donc un filtre, soit V. Comme V ∩ Ac ⊂ V, V
est plus fin que U , d’où V = U , puisque U est un ultrafiltre ; comme Ac = E ∩ Ac ∈ V, il en
résulte que Ac ∈ U .

Corollaire 2.13 Si B est une base d’ultrafiltre sur E, son image par une application
f : E → F est une base d’ultrafiltre sur F.

Démonstration. Soit B ⊂ F, f−1(B) et f−1(Bc) sont complémentaires, et par conséquent
l’un d’eux appartient au filtre engendré par B. Il en résulte que B ou Bc appartient au filtre
engendré par f(B), qui constitue donc une base d’ultrafiltre.
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♦ Théorème 2.14 Tout filtre est contenu dans un ultrafiltre.

Démonstration.

⊲ Soit Fi, i ∈ I, une famille de filtres sur E, totalement ordonnée, c’est-à-dire telle que
de deux filtres de la famille, l’un soit nécessairement plus fin que l’autre. Considérons les
sous-ensembles de E qui appartiennent à l’un des Fi. Ils forment un filtre S, car si Ai ∈ Fi
et Aj ∈ Fj , alors l’un des deux filtres, soit par exemple Fi, est plus fin que l’autre, et on aura
Aj ∈ Fi. Par conséquent Ai ∩ Aj ∈ Fi, d’où il résulte que Ai ∩ Aj ∈ S. Enfin il est clair que
S constitue la borne supérieure des Fi.
⊲ Considérons alors l’ensemble Σ des filtres plus fins qu’un filtre donné F . Il résulte du

lemme de Zorn 1.4 que Σ admet un élément T maximal, c’est-à-dire un filtre n’admettant
pas de majorant dans Σ. Ce filtre est d’une part un ultrafiltre, car s’il admettait un majorant,
ce dernier serait nécessairement dans Σ, et d’autre part il est plus fin que F .

♥
Corollaire 2.15 Un espace topologique E est compact si et seulement si il est séparé
et si tout ultrafiltre sur E converge.

Démonstration. Soit U un ultrafiltre sur E supposé compact, alors comme il n’existe pas
de filtre strictement plus fin, U converge. Réciproquement si tout ultrafiltre sur E converge,
alors E est compact, puisque pour tout filtre F , il existe un ultrafiltre convergent plus fin.

♥
Corollaire 2.16 (Théorème de Tychonoff) Tout produit d’espaces compact est
compact.

Démonstration. Soit U un ultrafiltre sur E =
∏
i∈I Ei, où les Ei sont compacts. Alors,

∀i ∈ I, l’image Ui de U par l’application coordonnée pi est un ultrafiltre sur Ei, en vertu du
corollaire 2.13 ; il converge donc selon le corollaire 2.15, soit vers ai. Notons a = (ai)i∈I et
V un voisinage de a dans E. Par définition, V contient un pavé ouvert

∏
i∈I Vi, avec Vi = Ei

pour i /∈ J fini, et Vi ∈ V(ai). Comme Ui converge vers ai, on aura Vi ∈ Ui ; il en résulte
que p−1

i (Vi) ∈ U , et par conséquent
∏
i∈I Vi =

⋂
i∈J p

−1
i (Vi) ∈ U . L’ultrafiltre U est donc

convergent, ce qui prouve, toujours selon 2.15, que E est compact.
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Chapitre 3

La propriété de Baire

Les théorèmes de ce chapitre sont particulièrement importants, ils découlent de la
propriété de Baire, qui essentiellement n’est valable que dans les espaces métriques,
ce qui constitue une sérieuse limitation. Le développement de l’analyse fonctionnelle a
cependant permis d’exhiber une classe particulière, mais assez large, d’espaces vectoriels
topologiques, les espaces tonnelés, pour lesquels le théorème de Banach-Steinhaus est
valable bien que la propriété de Baire ne le soit pas.

3.1 Espaces de Baire

Définition 3.1

(i) On dit qu’un sous-ensemble A d’un espace topologique E est rare si son adhérence
est d’intérieur vide.

(ii) On dit qu’un sous-ensembleA d’un espace topologique E est maigre s’il est contenu
dans une réunion dénombrable d’ensembles rares, ce qui revient à dire que A est contenu
dans une réunion dénombrable de fermés d’intérieur vide.

Définition 3.2 On dit qu’un espace topologique E est un espace de Baire si tout
sous-ensemble maigre de E est d’intérieur vide, soit plus explicitement

∀Fi, fermés tels que
◦

F i = ∅, ∀A ⊂
⋃

i=1,n

Fi, alors
◦

A = ∅.

♥

Remarque 3.3 On peut donner de cette définition diverses formes équivalentes :

(i) E est un espace de Baire si, lorsqu’une union dénombrable de fermés contient un
ouvert non vide, alors l’un au moins des fermés est d’intérieur non vide.

(ii) Par passage au complémentaire, E est un espace de Baire si tout sous-ensemble
de E contenant une intersection dénombrable d’ouverts denses est lui-même dense.

Théorème 3.4 Un espace métrique complet, est de Baire.
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♠Remarque 3.5 En fait on démontre une propriété topologique (le fait d’être de Baire),
à partir d’une propriété uniforme (la complétude) ; il suffit donc que l’espace soit com-
plet pour l’une des métriques compatibles avec la topologie, pour que celle-ci soit une
topologie d’espace de Baire.

Démonstration.

⊲ Soit une suite de fermés An dont l’union contient une boule ouverte S. Raisonnons par
l’absurde et supposons qu’aucun des An ne contienne de boule ouverte. C’est dire que ∀n,
l’ouvert Acn recoupe toutes les boules ouvertes, et en particulier S.

⊲ Notons alors
◦
Bρ0(x0) une boule ouverte contenue dans Ac0 ∩ S. On notera de même

◦
Bρ1(x1) une boule ouverte contenue dans Ac1 ∩

◦
Bρ0/2(x0), et par récurrence

◦
Bρn+1(xn+1) une

boule ouverte contenue dans Acn+1 ∩
◦
Bρn/2(xn).

⊲ Les boules fermées Bρn(xn) sont embôıtées et leur rayon tend vers 0 ; par conséquent en
vertu du lemme 3.6 ci-dessous, ∃x ∈ ∩n∈NBρn(xn). Mais x ∈ S et x ∈ ∩n∈NA

c
n = (∪n∈NAn)

c ,
ce qui constitue une contradiction, puisque S ⊂ ∪n∈NAn.

Lemme 3.6 Soit E un espace métrique complet et Bn une suite de boules embôıtées
dont le rayon tend vers 0, alors ∩n∈NBn est réduite à un point.

Démonstration.

⊲ Notons xn le centre de Bn et ρn son rayon. ∀n, ∀p, q ≥ n, on aura d(xp, xq) ≤ 2ρn, la
suite xn est donc de Cauchy, et converge par conséquent, soit vers x. Pour p ≥ n donné, on
aura xp ∈ Bn, et par conséquent, comme Bn est fermée, x = limxp ∈ Bn, ce qui prouve que
x ∈ ∩n∈NBn.

⊲ Aucun autre point ne peut appartenir à ∩n∈NBn, soit en effet y un tel point, on aura
d(y, xn) ≤ ρn, ∀n, et par conséquent xn → y.

Une application élémentaire

Proposition 3.7 Soit E un espace métrique complet et F une famille d’applications
continues E → C, telle que

∀x ∈ E, ∃k > 0, tel que ∀f ∈ F , on ait |f(x)| ≤ k,

alors, il existe une boule ouverte S ⊂ E, et K > 0, tels que

∀x ∈ S, ∀f ∈ F , |f(x)| ≤ K.

Démonstration. Posons Ak = {x ∈ E |∀f ∈ F , |f(x)| ≤ k} , les Ak sont fermés, en tant
que intersections de fermés, et leur union est E tout entier. Il en résulte l’existence de K tel
que AK contienne une boule ouverte S.
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La simplicité de la preuve ne doit pas masquer l’intérêt d’un tel résultat : à partir d’une
borne ponctuelle sur un ensemble de fonctions on a démontré l’existence d’une borne
uniforme dans un ouvert. Ce résultat va prendre toute son ampleur dans le cas d’une
famille d’applications linéaires.

3.2 Théorèmes de la borne uniforme

♥
Théorème 3.8 (de la borne uniforme) Si les Ti, i ∈ I forment une famille d’appli-
cations linéaires continues d’un espace de Banach E, dans un espace normé F, et si
∀x, la famille des ‖Ti(x)‖F , i ∈ I est bornée, alors la famille des Ti est bornée dans
L(E,F ).

Démonstration. Posons Ak = {x ∈ E |supi∈I ‖Ti(x)‖F ≤ k} , de même qu’à la démons-
tration de la proposition 3.7, l’un au moins des Ak, soit AK contient une boule ouverte, soit
◦
Br(y). Posons K ′ = supi∈I ‖Ti(y)‖F , choisissons z tel que ‖z‖ < r et posons x = y + z, on

aura x ∈
◦
Br(y) et par conséquent ∀i ∈ I, ∀z ∈

◦
Br(0),

‖Ti(z)‖F ≤ ‖Ti(x)‖F + ‖Ti(y)‖F ≤ K +K ′ ;

il en résulte que ∀i ∈ I, ‖Ti‖ ≤ (K +K ′) /r.

♥
Théorème 3.9 (de Banach-Steinhaus) Si les Tn forment une suite d’applications
linéaires continues d’un espace de Banach E, dans un espace normé F, et si ∀x, Tn(x)
possède une limite, soit Tx, (c’est-à-dire si Tn converge simplement vers T ), alors

(i) l’application T ainsi définie est linéaire continue et vérifie ‖T‖ ≤ lim infn→∞ ‖Tn‖
(ii) la suite Tn converge vers T uniformément sur tout compact.

Démonstration.

(i) La norme étant continue, ‖Tn(x)‖F est borné ∀x, et par conséquent, en vertu du
théorème 3.8, ‖Tn‖ est également borné ; nous poserons M = supn∈N ‖Tn‖ . On aura donc
∀x ∈ E, ∀n ∈ N, ‖Tn(x)‖F ≤M ‖x‖E , et par conséquent

‖T (x)‖F = lim
n→∞

‖Tn(x)‖F = lim inf
n→∞

‖Tn(x)‖F ≤ lim inf
n→∞

‖Tn‖ ‖x‖E ,

soit ‖T‖ ≤ lim infn→∞ ‖Tn‖ .
(ii) Comme ‖Tn‖ est bornée, on en déduit que la suite Tn est équicontinue, et le théorème

d’Ascoli 2.2 nous montre alors que la convergence ponctuelle est équivalente à la convergence
uniforme sur tout compact.
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♦Il s’agit là d’un théorème remarquable, puisqu’à partir de la convergence simple d’une
suite de fonctions linéaires continues, il assure la continuité de la limite et la conver-

gence uniforme sur tout compact. Bien entendu, la linéarité est ici essentielle.

Ce théorème admet une généralisation au cas où E est un espace de Fréchet (c’est-
à-dire un espace métrique complet) et F un espace vectoriel topologique localement
convexe :

Théorème 3.10 Si les Tn forment une suite d’applications linéaires continues d’un
espace de Fréchet E, dans un e.v.t.l.c. F, et si Tn converge simplement, soit vers T,
alors T est continue et Tn converge vers T uniformément sur tout compact de E.

3.3 Théorème des homomorphismes

Une autre conséquence de la propriété de Baire est relative à la relation entre
inverses algébrique et topologique. De façon surprenante, il suffit qu’une application
linéaire continue soit bijective pour que sont inverse soit continu.

♥
Théorème 3.11 (de l’application ouverte) Si T est une application linéaire conti-
nue surjective E → F, où E et F sont des espaces de Banach, alors l’image par T de
tout ouvert de E est un ouvert de F. On dit que T est une application ouverte.

Démonstration.

⊲ Notons Er et Fr les boules ouvertes respectives de rayon r et de centre 0 dans E et
F. Choisissons ε0 > 0, et posons εi = 2−iε0. Comme T est surjective, son image n’est pas
maigre, et le lemme 3.12 ci-dessous nous montre alors que ∀i, ∃ηi > 0 tel que Fηi ⊂ T (Eεi),
puis le lemme 3.13 que l’image par T d’un voisinage quelconque de 0 dans E contient un
voisinage de 0 dans F.

⊲ Soit maintenant O un ouvert non vide de E, et y ∈ T (O). Il existe donc x ∈ O tel que
y = Tx, et comme O est un voisinage de x, il existe un voisinage U de 0, tel que O = x+U.
Nous venons de voir qu’il existe un voisinage, soit W de 0 dans F tel que W ⊂ TU ; on aura
alors

y +W ⊂ Tx+ TU = T (x+ U) ⊂ T (O).

C’est dire que T (O) est ouvert.

Lemme 3.12 Si T est une application linéaire : E → F, où E et F sont normés, et si
R(T ), image de T, n’est pas maigre, alors ∀r > 0, il existe η > 0, tel que Fη ⊂ T (Er),
où Eρ et Fρ notent les boules ouvertes respectives de rayon ρ et de centre 0 dans E et
F.
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Démonstration. On aura E =
⋃
n∈N

nEr/2 et par conséquent R(T ) = ∪n∈NnT (Er/2).

Comme par hypothèse R(T ) n’est pas maigre, il existe n0 tel que l’intérieur de n0T (Er/2) ne

soit pas vide, c’est dire que l’intérieur O de T (Er/2) n’est pas vide. On aura

T (Er) ⊃ T (Er/2 − Er/2) ⊃ T (Er/2) − T (Er/2) ⊃ O −O.

Mais O −O est un ouvert qui contient l’origine, le résultat en découle.

Lemme 3.13 Si ∀r > 0, il existe η > 0, tel que Fη ⊂ T (Er), où Eρ et Fρ notent les
boules ouvertes respectives de rayon ρ et de centre 0 dans E et F, alors l’image par T
d’un voisinage quelconque de 0 dans E contient un voisinage de 0 dans F.

Démonstration.

⊲ Quitte à diminuer les ηi, nous pouvons les choisir de telle sorte que ηi → 0. Soit y0 ∈ Fη0 ,

y0 + Fη1 est un voisinage de y0, et comme y0 ∈ T (Eε0), (y0 + Fη1) ∩ T (Eε0) n’est pas vide.
C’est dire qu’il existe x0 ∈ Eε0 tel que y1 = y0 − Tx0 ∈ Fη1 . Par récurrence, on construit
ainsi deux suites yn et xn telles que xn ∈ Eεn et

yn+1 = yn − Txn = y0 − T
(P

i=0,n xi

)
∈ Fηn+1 .

⊲ Posons sn =
∑

i=0,n xi, la suite sn est de Cauchy, puisque pour m > p, ‖sm − sp‖ ≤∑
i=p+1,m ‖xi‖ ≤ 2−pε0. Soit s sa limite, on aura ‖s‖ ≤∑i=0,∞ ‖xi‖ = 2ε0 < 3ε0. Comme T

est continue et ηi → 0, il en résulte que y0 = Ts, ce qui montre que Fη0 ⊂ T (E3ε0) .

♥
Corollaire 3.14 (Théorème des homomorphismes de Banach) Si T est une ap-
plication linéaire continue bijective E → F, où E et F sont des espaces de Banach,
alors T est un isomorphisme.

Démonstration. En effet T est ouverte d’après le théorème 3.11, ce qui signifie exactement
que T−1 est continue.

Il s’agit là d’un théorème particulièrement utile, car il permet de conclure à la
stabilité, à partir d’un résultat d’existence et d’unicité.

3.4 Théorème du graphe fermé

Définition 3.15 Si E et F sont deux espaces normés. et si f est une application
A ⊂ E → F,

(i) On appelle graphe de f, et on note G(f), le sous-ensemble de E × F suivant :

G(f) = {(x, y) ∈ E × F |y = f(x)} .
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(ii) On dit que f est fermée si G(f) est fermé dans E × F.

Dans le cas où f est linéaire, la remarque suivante est utile :

Lemme 3.16 Si f : E → F, normés, est linéaire, alors G(T ) est fermé si et seulement
si

(xn → 0 et f (xn) → h) =⇒ h = 0.

Démonstration. Supposons que yn → y et f (yn) → z, alors yn − y = xn → 0, et f(xn) =
f(yn)− f(y) → z − f(y). Selon l’hypothèse z − f(y) = 0, soit en fait z = f(y), ce qui prouve
que le graphe de f est fermé.

♥
Théorème 3.17 (du graphe fermé) Soient E et F deux espaces de Banach et T un
opérateur linéaire fermé E → F, alors T est continu.

Démonstration. Le sous-espace G(T ) étant fermé est lui-même un espace de Banach.
Considérons alors les projections respectives P et Q, de G(T ) sur E et F : P (x;Tx) = x et
Q(x, Tx) = Tx ; P est linéaire bijective et continue G(T ) → E, c’est donc un isomorphisme
d’après le corollaire 3.14, et comme Q est continue, T = Q ◦ P−1 l’est également.

On constate donc que pour démontrer la continuité d’un opérateur linéaire, il n’est
pas nécessaire de démontrer que Txn converge vers Tx dès que xn converge vers x,
mais simplement que si xn et Txn convergent, soient respectivement vers x et y, alors
y = Tx.



Chapitre 4

Le théorème de Stone-Weierstraβ

La construction d’un opérateur linéaire continu sur une classe donnée de fonctions
passe souvent par sa définition sur un sous-espace de fonctions simples, pour lequel
on peut réaliser des calculs plus explicites. A cet égard le théorème de Weierstraβ
qui assure que les fonctions continues peuvent être uniformément approchées par des
polynômes constitue un résultat important. Son extension sous forme du théorème de
Stone à des sous-espaces de fonctions simples autres que les polynômes s’est révélée
particulièrement utile.

♥
Théorème 4.1 (Weierstraβ) Une fonction numérique continue sur un intervalle com-
pact de R peut être approchée uniformément par une suite de polynômes.

Démonstration. La démonstration est aisée, donnons la dans le cas de fonctions à valeurs
réelles ; dans le cas de fonctions à valeurs complexes il suffit d’en considérer indépendamment
les parties réelles et imaginaires. Une méthode constructive consiste à poser

pn(x) =
n∑

k=0

f (k/n)

(
n

k

)
xk (1 − x)n−k (4.1)

et à montrer que ‖pn − f‖∞ = supx∈[0,1] |pn(x) − f(x)| → 0 quand n→ ∞.

⊲ Comme

(x+ y)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
xk (y)n−k , (4.2)

on aura

pn(x) − f(x) =
n∑

k=0

(f (k/n) − f(x))

(
n

k

)
xk (1 − x)n−k . (4.3)

⊲ Soit alors ε > 0, comme f est continue sur un compact, elle est uniformément continue,
et par conséquent ∃δ > 0, tel que |x− y| < δ =⇒ |f(x) − f(y)| < ε. Posons alors

I1 =

{
k ∈ [0, n]

∣∣∣∣
∣∣∣∣
k

n
− x

∣∣∣∣ < δ

}
et I2 =

{
k ∈ [0, n]

∣∣∣∣
∣∣∣∣
k

n
− x

∣∣∣∣ ≥ δ

}
,

31
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on aura pn(x) − f(x) = S1 + S2, avec

Si =
∑

k∈Ii

(
f

(
k

n

)
− f(x)

)(
n

k

)
xk (1 − x)n−k .

⊲ On aura alors, d’une part

|S1| ≤ ε
∑

k∈Ii

(
n

k

)
xk (1 − x)n−k = ε, (4.4)

et d’autre part

|S2| ≤ 2 ‖f‖∞
∑

k∈I2

(
n

k

)
xk (1 − x)n−k ≤ 2 ‖f‖∞

∑

k∈I2

(
k − nx

nδ

)2(n
k

)
xk (1 − x)n−k (4.5)

≤ 2
‖f‖∞
n2δ2

∑

k∈I2

(k − nx)2
(
n

k

)
xk (1 − x)n−k ≤ 2

‖f‖∞
nδ2

x (1 − x) ≤ ‖f‖∞
4nδ2

.

⊲ En effet, par différentiation on déduit de (4.2) que

n (x+ y)n−1 =
n∑

k=0

k

(
n

k

)
xk−1 (y)n−k , (4.6)

d’où, d’une part

nx =
n∑

k=0

k

(
n

k

)
xk (1 − x)n−k (4.7)

et d’autre part, par différentiation de (4.6)

n (n− 1)x2 =
n∑

k=0

k (k − 1)

(
n

k

)
xk−2 (1 − x)n−k , (4.8)

et par conséquent

∑

k∈I2

(k − nx)2
(
n

k

)
xk (1 − x)n−k =

∑

k∈I2

(
k (k − 1) + k − 2knx+ n2x2

)(n
k

)
xk (1 − x)n−k

= n (n− 1)x2 + nx (1 − 2nx) + n2x2 = nx (1 − x) .

4.1 Le théorème de Machado

Si on accepte d’abandonner l’aspect constructif de la démonstration, le théorème de
Weirstraβ est susceptible d’une généralisation considérable, due à Stone. La démonstration
que nous allons en donner est particulièrement simple, elle utilise un résultat de Ma-
chado qui fait explicitement appel au lemme de Zorn.
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Définition 4.2

(i) On dit que A est une algèbre si c’est un espace vectoriel muni d’une structure
d’anneau compatible.

(ii) L’algèbre A est dite unitaire si elle contient l’élément neutre 1 de la multiplication.

C’est en particulier le cas de C(K), ensemble des fonctions numériques continues sur
le compact K, muni de la topologie de la convergence uniforme.

Considérons maintenant des sous-algèbres A de C(K).

Définition 4.3

(i) L’algèbre A est dite auto-adjointe si h ∈ A =⇒ h ∈ A.
(ii) Un sous-ensemble E de K est dit A−antisymétrique si les seuls éléments de A à
valeurs réelles sur E sont des fonctions constantes sur E.

(iii) On dit que la sous-algèbre A sépare les points si ∀x, y ∈ K, avec x 6= y, ∃f ∈ A
telle que f(x) 6= f(y).

Soient A une sous-algèbre fermée de C(K), f ∈ C(K) et F fermé non vide de K, nous
poserons

‖f‖F = sup
x∈F

|f(x)| et df (F ) = inf
g∈A

‖f − g‖F .

Notons que F1 ⊂ F2 =⇒ df (F1) ≤ df (F2).

Théorème 4.4 (Machado) Si A est une sous-algèbre fermée unitaire de C(K), et
f ∈ C(K), alors il existe un sous-ensemble fermé A−antisymétrique E ⊂ K vérifiant
df (E) = df (K).

Démonstration.

⊲ Notons F l’ensemble des sous-espaces fermés non vides de K vérifiant df (E) = df (K),
on aura K ∈ F , qui n’est donc pas vide. Soit alors C une sous-famille de F totalement
ordonnée par la relation d’inclusion, nous poserons G = ∩F∈CF, c’est bien entendu un fermé,
et on aura df (G) ≤ df (K), puisque G ⊂ K.

⊲ Montrons que G ∈ F . Soit g ∈ A, considérons les ensembles

HG = {x ∈ G ||f(x) − g(x)| ≥ df (K)} et HF = {x ∈ F ||f(x) − g(x)| ≥ df (K)} ;

on a HG = ∩F∈CHF . Les ensembles HF sont fermés en tant que image réciproque de
[df (K),+∞] par une application continue ; ils ne sont pas vides car

sup
x∈F

|f(x) − g(x)| = ‖f − g‖F ≥ df (F ) = df (K),

et comme F est fermé et f − g continue, supx∈F |f(x) − g(x)| est atteint. Les HF étant
embôıtés, puisque F est totalement ordonnée, l’intersection d’une famille finie de HF n’est
pas vide ; il en résulte par compacité de K que HG n’est pas vide.
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⊲ On constate donc que ∀g ∈ A, ∃x ∈ G tel que |f(x) − g(x)| ≥ df (K) ; par conséquent
‖f − g‖G ≥ df (K), d’où df (G) = infg∈A ‖f − g‖G ≥ df (K), et finalement df (G) = df (K).
Nous avons donc montré que G ∈ F ; en vertu du lemme de Zorn, F possède donc un élément
minimal, soit E. Nous allons maintenant montrer que E est A−antisymétrique.

⊲ Raisonnons par l’absurde, et supposons que h′ ∈ A est réelle et non constante sur E.
Alors la fonction

h =

(
h′ − min

x∈E
h′(x)1

)
/

(
max
x∈E

h′ − min
x∈E

h′(x)

)

vérifie minx∈E h(x) = 0, maxx∈E h = 1 et appartient à A, puisque A est une algèbre unitaire.
Posons

E1 = {x ∈ E |0 ≤ h(x) ≤ 2/3} et E2 = {x ∈ E |1/3 ≤ h(x) ≤ 1} ,
on aura E = E1∪E2. Les Ei ne sont pas vides, sont inclus dans E, et par conséquent ∃gi ∈ A
tels que ‖f − gi‖Ei

< df (K), en vertu de la propriété de minimalité de E. Posons alors

hn = (1 − hn)2
n

et kn = hng1 + (1 − hn) g2 ∈ A.

Nous allons montrer que ‖f − kn‖E < df (K) pour n assez grand, ce qui constitue une contra-
diction.

⊲ Tout d’abord, pour x ∈ E1 ∩ E2, on a déjà

|f(x) − kn(x)| ≤ hn(x) ‖f − g1‖E1∩E2
+ (1 − hn(x)) ‖f − g2‖E1∩E2

< df (K).

⊲ Mais de plus la fonction (1 − y)2ℓ est convexe, et par conséquent ∀y0, (1 − y)2ℓ ≥
(1 − y0)

2ℓ− 2ℓy (1 − y0)
2ℓ , et en particulier pour y0 = 0, (1 − y)2ℓ ≥ 1− 2ℓy. Par conséquent

pour x ∈ E1 \ E2 = {x ∈ E |0 ≤ h(x) ≤ 1/3} , hn(x) ≥ 1 − 2nhn(x) ≥ 1 − (2/3)n .

⊲ Enfin pour 0 < y < 1, on a 0 < (1 − y) / (1 + y) < 1, et par conséquent (1 − y)2ℓ <
(1 + y)−2ℓ , or par convexité (1 + y)2ℓ ≥ 1+2ℓy ≥ 2ℓy, soit par conséquent (1 − y)2ℓ < 1/2ℓy.
Il en résulte que pour x ∈ E2\E1 = {x ∈ E |2/3 ≤ h(x) ≤ 1} , on a hn(x) ≤ 1/2nhn ≤ (3/4)n .

⊲ On constate donc que kn tend uniformément vers g1 sur E1 \E2 et vers g2 sur E2 \E1,
avec ‖f − gi‖Ei

< df (K). La conclusion en découle

4.2 Le théorème de Stone

Lemme 4.5 Si A est une sous-algèbre auto-adjointe de C(K) qui sépare les points, ses
seuls sous-ensembles antisymétriques sont réduits à un point.

Démonstration. Soit donc E ⊂ A, antisymétrique. Supposons ∃ x 6= y ∈ E, alors ∃
h ∈ A tel que h(x) 6= h(y), et il en sera de même d’au moins l’une des deux fonctions
Reh =

(
h+ h

)
/2 ou Imh =

(
h− h

)
/2i. Mais elles sont à valeurs réelles, et par conséquent

constantes sur E, ce qui constitue une contradiction.
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♥
Théorème 4.6 (Stone) Si A est une sous-algèbre fermée auto-adjointe unitaire de
C(K) qui sépare les points, alors A = C(K).

Démonstration. Soit f ∈ C(K), le théorème de Machado montre qu’il existe E, sous-
ensemble fermé A−antisymétrique de K vérifiant df (E) = df (K). Mais nous savons par
ailleurs qu’un tel ensemble est réduit à un point, soit {e} ; choisissons alors g = f(e)1, on
aura df (K) = df (E) ≤ ‖f − g‖E = 0 ; c’est dire que infg∈A ‖f − g‖C(K) = 0, et comme A est
fermé dans C(K), il en résulte que f ∈ A.

Comme le fait d’être une algèbre auto-adjointe unitaire séparant les points se conserve
par passage à l’adhérence, il en résulte le

♥
Corollaire 4.7 Une sous-algèbre auto-adjointe unitaire de C(K) qui sépare les points,
est dense dans C(K).

Bien entendu dans le cas de fonctions à valeurs réelles, la condition pour A d’être auto-
adjointe disparâıt, par contre elle est nécessaire pour des fonctions à valeurs complexes.
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Chapitre 5

Les théorèmes de Hahn-Banach

Dans le cas des espaces de Hilbert, le produit scalaire nous permet de construire
aisément des formes linéaires continues et, de façon surprenante le théorème de repré-
sentation de Riesz, nous assure que ce sont les seules. Dans le cas d’un espace de
Banach X , la question est plus difficile, et sans même tenter de les construire toutes,
on peut se demander si en l’absence de produit scalaire, il existe des formes linéaires
continues ! Si on choisit un vecteur x0 ∈ X, et qu’on considère le sous-espace [x0] de
dimension 1 qu’il engendre, la forme linéaire y = αx0 → α est continue sur [x0] , puisque
|α| = ‖y‖ / ‖x0‖ ; une façon d’aborder la question consiste donc à tenter de prolonger
une telle application à X tout entier en préservant la continuité ; c’est là l’objet du
théorème de Hahn-Banach.

Les résultats qui suivent sont valables pour des espaces vectoriels sur R, et certains
d’entre eux également pour des espaces vectoriels sur C. Dans les énoncés on a noté K
le corps de base quand il pouvait être indifféremment pris égal à R ou C.

5.1 Formes analytiques

Définition 5.1 On appelle fonction sous-linéaire sur un espace vectoriel E sur R, toute
application p : E → R vérifiant

(i) ∀x ∈ E, ∀λ ∈ R+, p(λx) = λp(x)

(ii) ∀x, y ∈ E, p(x+ y) ≤ p(x) + p(y)

♥
Théorème 5.2 (Hahn-Banach, cas réel) Soit E un espace vectoriel sur R, F un
sous-espace vectoriel de E, et f une forme linéaire sur F, majorée par une fonction
p sous-linéaire sur E. Alors il existe une forme linéaire g sur E, majorée par p qui
prolonge f.

Démonstration.

⊲ Considérons l’ensemble P des couples (h,H), où H est un sous-espace de E contenant
F, et h une forme linéaire sur H majorée par p prolongeant f. Nous noterons (h,H) ≤ (h′, H ′)

37
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si H ⊂ H ′ et h′|H = h, il s’agit là d’une relation d’ordre. Il est clair que P n’est pas vide,
et qu’il est inductivement ordonné, car si H est un sous-ensemble totalement ordonné de P,
formé des couples (hi, Hi), i ∈ I, alors en notant H = ∪i∈IHi et en définissant h sur H par
h(x) = hi(x), ∀x ∈ Hi, on constate que (h,H) ∈ P est un majorant de H. Selon le lemme de
Zorn, P possède alors un élément maximal, soit (g,G) ; nous montrerons que G = E.

⊲ Supposons le contraire, et choisissons a /∈ G dans E. Remarquons que ∀x, y ∈ G, on a

g(x) + g(y) = g(x+ y) ≤ p(x+ y) ≤ p(x− a) + p(y + a),

et par conséquent

g(x) − p(x− a) ≤ p(y + a) − g(y), ∀x, y ∈ G,

d’où

sup
x∈G

(g(x) − p(x− a)) ≤ inf
y∈G

(p(y + a) − g(y)) . (5.1)

Notons alors G′ l’espace [G, a] engendré.par G et a. Pour λ ∈ R, et x ∈ G, on pose

g′(x+ ta) = g(x) + λt, ∀t ∈ R,

ce qui définit une forme linéaire sur G′. Nous allons montrer qu’un choix judicieux de λ
permet de prouver que g′(x + ta) ≤ g′(x + ta), ce qui contredit l’hypothèse que (g,G) est
maximal. Selon (5.1) on peut choisir λ vérifiant

g(y) − p(y − a) ≤ λ ≤ p(y + a) − g(y), ∀y ∈ G, (5.2)

Si t 6= 0 on note alors y = x/ |t| , et on aura d’après (5.2)

g′(x+ ta) = t (g(y) + λ) ≤ tp(y + a) = p(x+ ta) pour t > 0

g′(x+ ta) = −t (g(y) − λ) ≤ −tp(y − a) = p(x+ ta) pour t < 0.

Définition 5.3 On appelle semi-norme sur un espace vectoriel E sur K, toute appli-
cation p : E → R+ vérifiant

(i) ∀x ∈ E, ∀λ ∈ K, p(λx) = |λ| p(x)
(ii) ∀x, y ∈ E, p(x+ y) ≤ p(x) + p(y)

♥
Théorème 5.4 (Hahn-Banach, cas complexe) Soit E un espace vectoriel sur K,
F un sous-espace vectoriel de E, et f une forme linéaire sur F, dont le module est
majoré sur E par une semi-norme p. Alors il existe une forme linéaire g sur E, majorée
par p, qui prolonge f.

Démonstration. Si K = R, ce résultat est une conséquence évidente du théorème 5.2. Nous
traiterons donc le cas où K = C.



5.1 Formes analytiques 39

⊲ On aura f(x) = f ′1(x) + if2(x), où f ′1 = Re f et f2 = Im f sont des formes linéaires sur
F considéré comme un espace vectoriel réel.. Elles vérifient de plus f2(x) = −f ′1(ix), en effet

f ′1(ix) + if2(ix) = f(ix) = if(x) = i
(
f ′1(x) + if2(x)

)
= −f2(x) + if ′1(x). (5.3)

La forme linéaires f ′1 étant majorée par p, d’après le théorème précédent ∃g1, forme linéaire
sur E considéré comme un espace vectoriel réel prolongeant f1 et majorée par p.

⊲ Posons alors g(y) = g1(y) − ig1(iy), c’est une forme linéaire sur E considéré comme un

espace vectoriel complexe, puisque

g(λy) = g((λ1 + iλ2) y) = g1((λ1 + iλ2) y) − ig1((−λ2 + iλ1) y)

= (λ1 + iλ2) g1(y) + (λ2 − iλ1) g1(iy) = (λ1 + iλ2) g(y).

De plus g prolonge f, puisque pour x ∈ F, on a g(x) = f1(x)−if1(ix) = f ′1(x)+if2(x) = f(x).
Enfin, on peut écrire g(y) = |g(y)| eiθ et par conséquent

|g(y)| = e−iθg(y) = g(e−iθy) = Re g(e−iθy) = g1(e
−iθy) ≤ p(e−iθy) = p(y). (5.4)

5.1.1 Conséquences topologiques

♥
Corollaire 5.5

(i) Si M est un sous-espace de l’espace vectoriel normé X sur K, si g est une forme
linéaire continue sur M, alors il existe f continue sur X, qui prolonge g et vérifie

sup
x∈X, x 6=0

|f(x)|
‖x‖ = ‖f‖ = ‖g‖ = sup

x∈M, x 6=0

|g(x)|
‖x‖ .

(ii) Si X est un espace vectoriel normé sur K, et a ∈ X, a 6= 0, alors il existe une
forme linéaire continue f sur E qui vérifie

‖f‖ = 1 et f(a) = ‖a‖ .

En particulier, si f(a) = 0 pour toute forme linéaire continue f sur E, alors a = 0.

Démonstration.

⊲ Notons p la semi norme définie sur X par p(x) = ‖g‖ ‖x‖ , elle majore |g| sur M, et
par conséquent il existe f linéaire sur X qui prolonge g. et vérifie |f(x)| ≤ p(x) = ‖g‖ ‖x‖
∀x ∈ X. Il en résulte que ‖f‖ ≤ ‖g‖ , comme en tout état de cause on a ‖f‖ ≥ ‖g‖ , la
conclusion en découle.

⊲ Notons M le sous-espace de dimension 1 engendré par a, et posons g(λa) = λ ‖a‖ ,
comme g est de norme 1, la conclusion résulte de l’item précédent.
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Plus généralement, si X est un espace vectoriel topologique localement convexe, M un
sous-espace vectoriel de X, et g une forme linéaire continue sur M, alors il existe une
forme linéaire continue f sur X qui prolonge g.

Notons maintenant ce résultat quelque peu surprenant :

Théorème 5.6 Si X est un espace vectoriel normé sur K, alors son dual X ′ est un
espace de Banach.

Démonstration. Si fn est une suite de Cauchy dans X ′, c’est-à-dire vérifiant ∀ε > 0, ∃N,
m, n > N =⇒ ‖fn − fm‖ < ε , ou de façon équivalente

|fn(x) − fm(x)| < ε ‖x‖ ,∀x ∈ X, (5.5)

alors fn(x) est également une suite de Cauchy, et converge par conséquent, soit vers f(x). La
fonction f ainsi définie est linéaire et bornée, puisque, pour m→ ∞ l’inégalité (5.5) implique
|fn(x) − f(x)| ≤ ε ‖x‖ , d’où

|f(x)| ≤ ε ‖x‖ + |fn(x)| ≤ (ε+ ‖fn‖) ‖x‖ .

Nous avons donc montré que f ∈ X ′.

Le théorème de Hahn-Banach conduit alors à une intéressante relation de dualité :

♥
Corollaire 5.7 Si X est un espace vectoriel normé sur K, alors

‖x‖ = max
f∈X′,f 6=0

|f(x)|
‖f‖ .

Démonstration. On a |f(x)| ≤ ‖f‖ ‖x‖ , et par conséquent ‖x‖ ≥ supf∈X′,f 6=0 |f(x)| / ‖f‖ .
Mais nous savons que ∀x ∈ X, ∃f ∈ X ′ telle que ‖f‖ = 1 et f(x) = ‖x‖ , la conclusion en
découle.

5.2 Formes géométriques

Définition 5.8

(i) Si E est un espace vectoriel sur K, on appelle hyperplan linéaire un sous-espace de
codimension 1, c’est-à-dire un sous-espace dont un (tout !) supplémentaire algébrique
est de dimension 1.

(ii) Si H est un hyperplan linéaire et a ∈ E, a+H = {x ∈ E |x = a+ h, h ∈ H } est
appelé hyperplan affine.

Les hyperplans affines découlent de la résolution d’équations linéaires
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Proposition 5.9 L’application H : (f, α) → {x ∈ E |f(x) = α} où (f, α) ∈ (E∗ \ {0})×
K, définit une surjection dans l’ensemble des hyperplans affines deE. Pour que H (f, α) =
H (g, β) il faut et il suffit que βf = αg si αβ 6= 0, ou f et g soient proportionnels, si
α = β = 0. On dit que f(x) = α est l’équation de l’hyperplan.(l’une des, en fait)

Démonstration.

⊲ Tout d’abord, comme f est linéaire, H (f, 0) est un sous-espace vectoriel de E, et comme
de plus f 6= 0, ∃y ∈ E tel que f(y) = 1. Si z ∈ E, et si on pose x = z − f(z)y, on aura alors
f(x) = 0, soit x ∈ H (f, 0) , et par conséquent que E = H (f, 0) ⊕ Ky, soit H (f, 0) est un
hyperplan..On aura de plus H (f, α) = H (f, 0) + αy.

⊲ Réciproquement, si a + H est un hyperplan affine dans E, choisissons y ∈ E \ H, et
définissons la forme linéaire f sur E = H ⊕Ky de la façon suivante :

f(z) = 0, si z ∈ H, et f(y) = 1.

Il est clair que H = H (f, 0) , et par conséquent a+H = H (f, α) où on a on posé α = f(a).

⊲ Soient maintenant (f, α) et (g, β) ∈ (E∗ \ {0}) × K, si β 6= 0, on aura H (f, α) =
H (βf, αβ) , et de même si α 6= 0, on aura H (g, β) = H (αg, αβ) . Il en résulte que H (f, α) =
H (g, β) dès que αg = βf, αβ 6= 0. Enfin, il est clair que si f = λg, où λ 6= 0, H (f, 0) =
H (g, 0) .

⊲ Réciproquement, supposons que H (f, α) = H (g, β) = a + H, on aura f|H = 0 = g|H
ainsi que f(a) = α et g(a) = β. Tout point z ∈ E est de la forme z = λa + h, où h ∈ H, et
par conséquent f(z) = λf(a) = λα et g(z) = λg(a) = λβ, il en résulte que βf = αg.

Définition 5.10 Soit E un espace vectoriel sur K et A un sous-ensemble de E,on dit
que x ∈ A est point interne de A si ∀y ∈ E, ∃ε > 0, tel que ∀ |δ| < ε, x+ δy ∈ A.

Définition 5.11 Soit E un espace vectoriel sur K et A un sous-ensemble convexe de
E dont 0 est point interne, on appelle jauge de A la fonction p : E → R+ définie par
p(x) = inf {λ ∈ R+ |x ∈ λA} .

Notons que

0 ≤ p(x) < +∞ ∀x ∈ E.

Proposition 5.12 Si 0 est point interne de A, convexe, et si p(x) < 1, alors x est
point interne de A.

Démonstration. En effet, il existe alors y ∈ A et λ < 1 tels que x = λy, comme de plus
0 est point interne, ∃ε > 0, tel que µz ∈ A dès que |µ| < ε. Notons alors δ = (1 − λ)µ, par
convexité, x+ δz = λy + (1 − λ)µz ∈ A.
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Proposition 5.13 La jauge d’un sous-ensemble convexe de E dont 0 est point interne,
est une fonction sous-linéaire sur E.

Démonstration. Notons tout d’abord que ∀a > 0, p(ax) = ap(x), et choisissons x et y ∈ E.
Si λ > p(x) et µ > p(y), alors x/λ et y/µ ∈ A, et d’après la convexité, il en est de même de
(x+ y)/(λ+ µ); c’est dire que x+ y ∈ (λ+ µ)A, et donc que p(x+ y) ≤ λ+ µ.. Il en résulte
que p(x+ y) ≤ p(x) + p(y).

Définition 5.14 Si A et B sont deux sous-ensembles de l’espace vectoriel E sur R,

(i) on dit que A et B sont séparés par l’hyperplan affine H d’équation f(x) = α si A
et B sont chacun inclus dans l’un des deux demi-espaces de E :

{x ∈ E |f(x) ≥ α} et {x ∈ E |f(x) ≤ α}

(ii) on dit que A et B sont strictement séparés par l’hyperplan affine H d’équation
f(x) = α si A et B sont chacun inclus dans l’un des deux demi-espaces de E :

{x ∈ E |f(x) > α} et {x ∈ E |f(x) < α} .

♥
Théorème 5.15 (Hahn-Banach, cas réel) Soit E un espace vectoriel sur R, M et
N deux sous-ensembles convexes de E vérifiant

(i) M possède un point interne

(ii) N ne contient aucun point interne de M

alors il existe un hyperplan H qui sépare M et N.

Démonstration.

⊲ Par translation, on peut toujours se ramener au cas où 0 est point interne de M
Considérons l’ensemble M −N, il est également convexe. Soit alors z ∈ E, comme 0 est point
interne de M, pour ε assez petit et |δ| < ε, on aura δz ∈M, et si x0 ∈ N, δz − x0 ∈M −N.
Il en résulte que −x0 est point interne de M −N dès que x0 ∈ N, ou encore que 0 est point
interne de K = x0 + (M −N).

⊲ Montrons maintenant que x0 n’est pas point interne de K. S’il en était autrement, en
effet, 0 serait point interne de M−N, et ∀z ∈ E on aurait az ∈M−N, pour |a| suffisamment
petit, soit encore ay = m− n, où m ∈M et n ∈ N. On aurait donc

(ay + n)/(a+ 1) = m/(a+ 1), (5.6)

et par conséquent (ay+n)/(a+1) ∈ N par convexité si on choisit z ∈ N. Par ailleurs, comme
0 est un point interne de M, si z ∈ E, δz ∈ M pour |δ| < ε, et si on choisit a > 0, par
convexité m/(a+ 1) + δza/(a+ 1) ∈M ; il en résulte que m/(a+ 1) est point interne de M,
ce qui contredit (5.6).
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⊲ Notons p la jauge de K, on a p(x) ≤ 1, ∀x ∈ K, et comme x0 n’est pas point interne de
K, p(x0) ≥ 1. Sur le sous-espace Rx0, la forme linéaire f définie par f(λx0) = λp(x0) vérifie
f(x0) = p(x0) ainsi que, pour λ ≥ 0, f(λx0) = p(λx0), et pour λ < 0,

f(λx0) = − |λ| p(x0) < 0 ≤ p(λx0) ;

il en résulte que sur Rx0, f(x) ≤ p(x).

⊲ On peut alors appliquer le théorème de Hahn-Banach sous sa forme analytique, et
prolonger f en une forme linéaire F sur E tout entier, avec F (x) ≤ p(x), ∀x ∈ E. Pour
m ∈M et n ∈ N, on aura alors

F (x0) + F (m− n) = F (x0 +m− n) ≤ p(x0 +m− n) ≤ 1,

et comme F (x0) = f(x0) = p(x0) ≥ 1, on aura F (m) − F (n) = F (m − n) ≤ 0. Il en résulte
que supm∈M F (m) ≤ infn∈N F (n), et par conséquent pour α ∈ [supm∈M F (m), infn∈N F (n)] ,
l’hyperplan d’équation F (x) = α sépare M et N.

Lemme 5.16 Si K est un sous-ensemble convexe de l’espace vectoriel E sur R, dont
tous les points sont internes, si f est une forme linéaire non nulle sur E vérifiant
f(x) ≤ c ∀x ∈ K, alors on a en fait f(x) < c ∀x ∈ K.

Démonstration. Supposons en effet qu’il existe x0 ∈ K tel que f(x0) = c, comme f n’est
pas identiquement nulle, il existe z tel que f(z) 6= c. Posons y = δz+(1−δ)x0 = x0+δ(z−x0),
pour |δ| assez petit, comme x0 est un point interne, on aura y ∈ K, et f(y) = c+δ (f(z) − c) >
c, en choisissant judicieusement le signe de δ, ce qui constitue une contradiction.

♥
Proposition 5.17 Soit E un espace vectoriel sur R,.K un sous-ensemble convexe de
E dont tous les points sont internes, et D une variété affine qui ne rencontre pas K,
alors il existe un hyperplan affine qui contient D et ne rencontre pas K.

Démonstration.

⊲ Par translation, on peut se ramener au cas où 0 ∈ D, on a vu que K et D sont séparés
par un hyperplan d’équation f(x) = c, que nous choisirons par exemple telle que f(x) ≤ c
∀x ∈ K et f(x) ≥ c ∀x ∈ D. Comme 0 ∈ D, on a nécessairement c ≤ 0, et d’après le lemme
qui précède, il en résulte que f(x) < c ∀x ∈ K.

⊲ Supposons qu’il existe x ∈ D tel que f(x) 6= 0, par linéarité, λx ∈ D et on peut
trouver λ tel que f(λx) < c, ce qui constitue une contradiction. Il en résulte que D ⊂ H =
{x ∈ E |f(x) = 0} , hyperplan qui ne rencontre pas K.
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Il est facile d’en déduire un résultat valable dans le cas d’un espace vectoriel sur C :

♥
Théorème 5.18 (Hahn-Banach, cas complexe) Soit E un espace vectoriel sur K,
K un sous-ensemble convexe de E dont tous les points sont internes, et D une variété
affine qui ne rencontre pas K, alors il existe un hyperplan affine qui contient D et ne
rencontre pas K.

Démonstration. On se ramène encore par translation au cas où D est un sous-espace
vectoriel. de E. L’espace E peut également être considéré comme un espace vectoriel sur R,
le sous-espace D comme sous-espace réel, et comme de plus un point interne au sens complexe
l’est également au sens réel, on peut appliquer la proposition 5.17, qui nous prouve l’existence
du sous-espace vectoriel réel H contenant D et ne rencontrant pas K. Notons maintenant que
D ⊂ iH, et par conséquent D ⊂ G = H ∩ iH. Comme G = iG, G est un espace vectoriel sur
C, qui ne rencontre pas K. Enfin la codimension de G en tant que espace vectoriel sur R est
nécessairement égale à 1 ou 2, et par conséquent égale à 1 en tant que espace vectoriel sur C.

5.2.1 Conséquences topologiques

Lemme 5.19 Soit A ⊂ X espace vectoriel normé sur K, alors

(i) tout point de
◦

A est interne

(ii) Si A est convexe d’intérieur non vide et b est interne à A, alors b ∈
◦

A

Démonstration.

⊲ En effet, si a ∈
◦
A, alors il existe une boule B centrée en a incluse dans X, soit r son

rayon, si z ∈ X, on aura a+ δz ∈ B dès que |δ| < r/ ‖y‖

⊲ Soit a ∈
◦
A, et b interne à A, pour δ de module suffisamment petit, comme b est un

point interne à A, on aura c = b + δ(a − b) = δa + (1 − δ)b ∈ A. Si on choisit δ < 0, alors
b est l’homothétique de a dans l’homothétie de centre c et de rapport k = −δ/(1 − δ), où
0 < k < 1. Si B est une boule de centre a incluse dans A, et B′ son homothétique, c’est une

boule de centre b, incluse dans A, en vertu de la convexité. Il en résulte que b ∈
◦
A.

♥
Proposition 5.20

(i) Un hyperplan dans un espace vectoriel X normé sur K, est fermé ou dense

(ii) Soit f une forme linéaire non nulle sur X, pour que f soit continue, il faut et il
suffit que l’hyperplan associé N (f) soit fermé.

Démonstration.

⊲ En effet, l’adhérence H d’un sous-espace vectoriel H est encore un sous-espace vectoriel,
et comme H est de codimension 1, H ⊃ H est de codimension 1 ou 0, soit H = H ou H = X.
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⊲ Il est clair que N (f) est fermé si f est continue. Réciproquement, nous démontrerons
que f est continue en 0 dès que N (f) est fermé. Soit x0 ∈ X tel que f(x0) = 1, notons
M l’hyperplan affine x0 +H = {x |f(x) = 1} , il est également fermé et son complémentaire
étant un voisinage de 0 contient une boule B centrée en 0.

⊲ On aura nécessairement |f(x)| < 1 pour x ∈ B, en effet si y ∈ B, avec |f(y)| ≥ 1, alors
z = y/f(y) ∈ B, mais par ailleurs f(z) = 1, d’où z ∈ M, ce qui constitue une contradiction.
Par homothétie, il en résulte que pour tout ε > 0, |f(x)| < ε dès que x ∈ εB, soit la continuité
de f en 0.

♥
Théorème 5.21 Si X est un espace vectoriel normé sur K, Ω un ouvert convexe non
vide de X et F un sous-espace affine de X tel que F ∩ Ω = ∅, alors il existe un
hyperplan fermé H tel que F ⊂ H et H ∩ Ω = ∅.

Démonstration. L’existence de H est une conséquence du théorème 5.18, et le fait qu’il
soit fermé découle de ce qu’il ne rencontre pas Ω.

♥
Corollaire 5.22 Soit X un espace vectoriel normé sur K, et F un sous-espace de X.
Pour que F soit dense dans X, il faut et il suffit que toute forme linéaire continue qui
s’annule sur F s’annule sur E tout entier.

Démonstration. Supposons que F ne soit pas dense, alors ∃a /∈ F . Notons Ω une boule
centrée en a qui ne rencontre pas le sous-espace F , alors il existe alors un hyperplan fermé H
tel que F ⊂ H et H ∩ Ω = ∅ ; c’est dire qu’il existe une forme linéaire continue f non nulle
sur X, de noyau H.

♥
Théorème 5.23 Soient A et B deux ensembles convexes non vides dans un espace

vectoriel X normé sur R. Si on suppose
◦

A non vide et B ∩
◦

A = ∅, alors il existe un
hyperplan fermé H qui sépare A et B.

Démonstration. Selon le lemme 5.19,
◦
A constitue l’ensemble des points internes de A, et

le résultat découle alors du théorème 5.15, et du fait que H n’est pas dense.

Théorème 5.24 Soient A et B deux ouverts convexes non vides dans un espace vec-
toriel X normé sur R. Si on suppose que B ∩A = ∅, alors il existe un hyperplan fermé
H qui sépare strictement A et B.

Démonstration. C’est une conséquence du théorème 5.23 et du lemme 5.16.
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Les théorèmes qui précèdent restent valables dans tout espace vectoriel topologique,
ceux qui suivent par contre ne le sont que dans les espaces vectoriels topologiques
localement convexes.

Définition 5.25 Soit A ⊂ X, espace vectoriel sur K. On dit que W est un voisinage
uniforme de A si W = A+ V, où V est un voisinage de 0.

Proposition 5.26 Si A ⊂ X, espace vectoriel sur K

(i) A est l’intersection de ses voisinages

(ii) A est l’intersection des voisinages uniformes de A.

Démonstration.

⊲ Notons W l’ensemble des voisinages de A. Soit x /∈ A, alors {x}c est un ouvert contenant
A, c’est donc un élément de W ne contenant pas x. Il en résulte que ∩W∈WW ⊂ A, et comme
l’inclusion opposée est triviale que ∩W∈WW = A.

⊲ Notons V l’ensemble des voisinages uniformes de A. Soit x /∈ A, alors il existe un
voisinage de 0, V tel que (x+ V )∩A = ∅ ; c’est aussi dire que x /∈ A+V, et par conséquent
∩W∈VW ⊂ A.

⊲ Réciproquement, si x ∈ A, pour tout voisinage V de 0, (x+ V )∩A 6= ∅, soit x ∈ A+V,
d’où il résulte que A ⊂ ∩W∈VW.

Proposition 5.27 Si K est compact, les voisinages uniformes de K forment une base
de voisinages de A.

Démonstration.

⊲ Soit W un voisinage de K, alors ∀a ∈ K, W − a est un voisinage de 0 ; il contient donc

une boule centrée à l’origine, soit Br. On aura K ⊂ ∪a∈Aa+
◦
Br/2, et comme K est compact,

∃ai ∈ K, i = 1, n tels que K ⊂ ∪i=1,nai +
◦
Bri/2. Posons alors V = ∩i=1,n

◦
Bri/2, nous allons

démontrer que K + V ⊂W.

⊲ Soit donc x ∈ K + V, ∃y ∈ K tel que x ∈ y + V, mais ∃i tel que y ∈ ai +
◦
Bri/2, d’où

x ∈ ai +
◦
Bri/2 +

◦
Bri/2 ⊂W.

♥
Théorème 5.28 Soient A et K deux sous-ensembles convexes disjoints de l’espace
vectoriel normé X sur R, A étant fermé et K compact, alors il existe un hyperplan
fermé qui sépare strictement A et K.

Démonstration.

⊲ L’ensemble Ac est un voisinage de K, et par conséquent, d’après la proposition 5.27, il
existe une boule Br centrée à l’origine telle que K +Br ⊂ Ac.



5.2 Formes géométriques 47

⊲ Montrons que

(
K +

◦
Br/2

)
∩
(
A+

◦
Br/2

)
= ∅. Sinon en effet il existerait a ∈ A et

b ∈ K et x tels que b− a = 2x et ‖x‖ < r/2, ce qui contredit l’inclusion K +Br ⊂ Ac.

⊲ Il ne reste plus qu’à constater que K +
◦
Br/2 et A +

◦
Br/2 sont des ouverts convexes

disjoints qui peuvent par conséquent, d’après le théorème 5.24, être strictement séparés par
un hyperplan fermé.

Un cas particulier important de ce théorème est le suivant :

♥
Corollaire 5.29 Si A est convexe fermé dans l’espace vectoriel normé X sur R, et
a /∈ X, alors il existe un hyperplan fermé qui sépare strictement a de A.

♥
Corollaire 5.30 Un convexe fermé A dans un espace vectoriel normé sur R est l’in-
tersection des demi-espaces fermés qui le contiennent.

Démonstration. D’une part A est contenu dans l’intersection des demi-espaces fermés qui
le contiennent, et d’autre part si a /∈ A, il peut être séparé strictement de A par un hyperplan
fermé, selon le corollaire 5.29 et par conséquent a n’appartient pas au demi-espace fermé
contenant A associé à cet hyperplan.

Il en résulte en particulier que dans un espace vectoriel sur R normé, l’enveloppe
convexe fermée d’un ensemble A est l’intersection des demi-espaces fermés qui le
contiennent.

♥
Corollaire 5.31 Un sous-espace fermé A strictement inclus dans l’espace vectoriel
normé X sur K, est l’intersection des hyperplans qui le contiennent.

Démonstration. Démontrons tout d’abord ce résultat dans le cas d’un espace vectoriel sur
R.

⊲ Notons B l’intersection des hyperplans fermés contenant A, on aura A ⊂ B. D’autre

part si b /∈ A, ∃
◦
Br(b) d’intersection vide avec A. Comme A et

◦
Br(b) sont des convexes

fermés d’intersection vide, selon le théorème 5.28, ils peuvent être séparés strictement par
un hyperplan fermé H = {x ∈ X |f(x) = α|} , où f est linéaire continue sur X.

⊲ Si α est positif, on aura f(b) > α et f(a) < α ∀a ∈ A, puisque 0 ∈ A ; mais comme A
est un espace vectoriel, ∀λ on aura α > f(λa) = λf(a), ce qui est absurde si f(a) 6= 0. Il en
résulte que A ⊂ H̃ = {x ∈ X |f(x) = 0|} , et comme f(b) > 0, H̃ ne contient pas b.

⊲ De même qu’au théorème 5.18 on en déduit le résultat annoncé pour un espace vectoriel
sur C.
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Chapitre 6

Le théorème de Runge

♥
Théorème 6.1 Soient K compact dans C, et Ω un ouvert contenant K. Si E ⊂
C\K rencontre toutes les composantes connexes bornées de C\K, alors une fonction
analytique dans Ω peut être approchée uniformément sur K par une suite de fractions
rationnelles dont les seuls pôles appartiennent à E (au nombre desquelles on comptera
les polynômes).

Démonstration. Notons R(K,E) l’adhérence dans C(K) de l’ensemble des fractions ra-
tionnelles dont les pôles appartiennent à E. En vertu du corollaire 5.22 du théorème de
Hahn-Banach, il nous suffira de montrer que toute mesure de Radon sur K qui s’annule sur
R(K,E), s’annule également sur l’ensemble des fonctions analytiques dans Ω.

⊲ Supposons donc que µ est une mesure sur K nulle sur R(K,E), et que g est analytique
au voisinage de K. Si C est un cycle dans Ω \K pour lequel tout point de K est d’indice 1
(voir le lemme 6.3), pour z ∈ K, on aura

g(z) =
1

2iπ

∫

C

g(ζ)

ζ − z
dζ.

Par conséquent, comme d’après le lemme 6.2 ci-dessous, f(ζ) =
∫
K (z − ζ)−1 dµ(z) est inté-

grable, d’après le théorème de Fubini, on aura

∫

K
g(z)dµ(z) =

1

2iπ

∫

C
g(ζ)dζ

∫

K

dµ(z)

z − ζ
=

1

2iπ

∫

C
g(ζ)f (ζ) dζ. (6.1)

⊲ Considérons maintenant la fonction f, en vertu de l’hypothèse et de la formule (6.3),
dans chaque composante connexe bornée U de Ω \K, il existe ζU tel que, ∀n, f (n) (ζU ) = 0.
Il en résulte que f est nulle dans un voisinage de ζU , et par conséquent que f est nulle sur
U. Par ailleurs, d’après l’hypothèse et la formule (6.4), f est nulle au voisinage de l’infini, et
par conséquent dans la composante connexe non bornée de Ω \K.
⊲ De la formule (6.1) on déduit alors que

∫
K g(z)dµ(z) = 0, et la conclusion.
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Lemme 6.2 Si µ est une mesure sur K, si λ est la mesure surfacique et z ∈ K, alors

(i) la fonction

f (ζ) =

∫

K

dµ(z)

z − ζ
(6.2)

est intégrable relativement à λ sur tout disque BR(0),

(ii) f est analytique dans C\K
(iii) f tend vers 0 à l’infini.

Démonstration.

⊲ On appliquera à cet effet le théorème de Fubini. Pour ρ assez grand, on aura

∫

BR(0)

dλ(ζ)

|z − ζ| ≤
∫

Bρ(z)

dλ(ζ)

|z − ζ| =

∫ 2π

0

∫ ρ

0
dr dθ = 2πρ.

Il en résulte que ∫

K
d |µ| (z)

∫

BR(0)

dλ(ζ)

|z − ζ| ≤ 2πρ ‖µ‖ ,

et l’intégrabilité de f d’après les théorèmes de Tonelli et Fubini.

⊲ Pour ξ ∈ C\K, par dérivation sous le signe somme, on aura

f ′(ζ) =

∫

K

dµ(z)

(z − ζ)2
.

⊲ De même,

f (n)(ζ) = n!

∫

K

dµ(z)

(z − ζ)n+1 (6.3)

et, au voisinage de l’infini, le développement en série de Neumann nous montre que

f (ζ) = −1

ζ

∫

K

dµ(z)

1 − z/ζ
= −1

ζ

∑

n∈N

∫

K

(
z

ζ

)n
dµ(z) = −

∑

n∈N

ζ−n−1

∫

K
zndµ(z), (6.4)

d’où le résultat.

Lemme 6.3 Si K est un compact de C inclus dans l’ouvert Ω, alors il existe un cycle
Γ formé d’un nombre fini de segments de droite, inclus dans Ω \ K tel que, ∀z ∈ K,
pour toute fonction f holomorphe dans Ω,

f(z) =
1

2iπ

∫

Γ

f(ζ)

ζ − z
dζ.

Démonstration.
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⊲ Posons δ = d(K,C \Ω)/2, et considérons une grille de maille δ, par compacité de K, ce
dernier ne coupe qu’un nombre fini Qℓ, ℓ = 1, L des carrés qui la composent. Compte tenu
du choix de δ, on aura

K ⊂ Q =
⋃

ℓ=1,L

Qℓ ⊂ Ω.

⊲ Notons γn, n = 1, N les segments formant le bord de Q, aucun des γn ne coupe K, car
si tel était le cas, les deux carrés de la grille qui partagent γn couperaient K ce qui contredit
le fait que γn ∈ ∂Q.

⊲ Soit maintenant z ∈
◦
Qk, on aura

1

2iπ

∫

∂Q

f(ζ)

ζ − z
dζ =

1

2iπ

∑

n=1,N

∫

γn

f(ζ)

ζ − z
dζ =

1

2iπ

∑

ℓ=1,L

∫

∂Qℓ

f(ζ)

ζ − z
dζ,

d’où
1

2iπ

∫

∂Q

f(ζ)

ζ − z
dζ = f(z).

Comme un point de K n’appartient pas à ∂Q, la formule précédente reste valable, par conti-
nuité pour un point quelconque z ∈ K.

♥
Corollaire 6.4 Si K est compact et C\K connexe, alors toute fonction holomorphe au
voisinage de K peut être uniformément approchée sur K par une suite de polynômes.
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Deuxième partie

Opérateurs linéaires et équations
aux dérivées partielles
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Chapitre 7

Formulations faibles

L’objectif que nous poursuivons consiste essentiellement à appliquer la théorie
spectrale à l’étude des équations différentielles et aux dérivées partielles. Nous allons
développer deux points de vue complémentaires à cet égard, le premier ressortit aux
formulations variationnelles et le second aux opérateurs non bornés.

L’étude d’une équation aux dérivées partielles elliptique telle

{
∆u = f dans O,
u = 0 sur ∂O, (7.1)

où O désigne un ouvert de Rn et ∂O sa frontière, nécessite trois ingrédients : le théorème
7.2 qui nous garantit le caractère bien posé de certains problèmes variationnels abs-
traits, la formule de Green qui assure le passage d’une équation concrète du type (7.1)
à un problème abstrait tel (7.3), enfin les espaces de Sobolev qui forment le cadre
fonctionnel de cette analyse.

7.1 Le théorème de Lax-Milgram

Définition 7.1 La forme sesquilinéaire a définie sur l’espace de Hilbert V est dite
coercive si il existe un nombre α > 0, tel que

|a(v, v)| ≥ α ‖v‖2
V , ∀v ∈ V. (7.2)

Théorème 7.2 (Lax-Milgram) Soient V un espace de Hilbert, a et ℓ respectivement
une forme sesquilinéaire coercive et une forme antilinéaire continues sur V, alors

(i) il existe une solution et une seule u dans V de l’équation

a(u, v) = 〈ℓ, v〉 , ∀v ∈ V. (7.3)

(ii) l’application

V ′ S−→ V : ℓ 7→ u,
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est un isomorphisme, et plus précisément vérifie

‖u‖V ≤ 1

α
‖ℓ‖V ′ , (7.4)

où α est la constante d’ellipticité de a.

Démonstration.

⊲ Résoudre (7.3) revient à démontrer l’existence et l’unicité de u tel que a(u, ·) = ℓ dans
V ′, c’est-à-dire que S est bijective. Démontrer (7.4) revient à montrer que S est continue.
Nous étudierons l’application inverse :

V −→ V ′ : u 7→ a(u, ·)

que nous montrerons être un isomorphisme.

⊲ Soit u ∈ V, en vertu du théorème de représentation de Riesz, il existe Au unique dans
V, tel que (Au |·) = a(u, ·), l’application

V ′ −→ V : (Au |·) 7→ Au

étant une isométrie, puisque

‖(Au |·)‖V ′ = sup
v∈V, v 6=0

|(Au |v )|
‖v‖ = ‖Au‖V .

Il nous suffira donc de montrer que l’application

V
A−→ V : u 7→ Au,

trivialement linéaire, est elle-même un isomorphisme. Désormais nous remplacerons la nota-
tion Au par Au, plus usuelle.

⊲ L’application A est continue, en vertu de l’inégalité

‖Au‖ = sup
v∈V, v 6=0

|(Au |v )|
‖v‖ = sup

v∈V, v 6=0

|a(u, v)|
‖v‖ ≤ ‖a‖ ‖u‖ ,

où

‖a‖ = sup
u,v∈V

sup
u,v∈V, u,v 6=0

|a(u, v)|
‖u‖ ‖v‖ .

La coercivité de a implique de plus α ‖v‖2 ≤ |(Av |v )| ≤ ‖Av‖ ‖v‖ , soit

‖v‖ ≤ 1

α
‖Av‖ , ∀v ∈ V. (7.5)

On a ainsi montré que A est injective.

⊲ Montrons que son image R(A) est fermée. Soit donc wn ∈ R(A), qui converge, soit vers
w, par hypothèse, ∃un tel que wn = Aun. Nous devons montrer que w ∈ R(A), c’est-à-dire
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qu’il existe u tel que w = Au. La suite wn étant convergente est de Cauchy, soit ∀ε > 0, ∃N,
tel que m,n > N =⇒ ‖wm − wn‖ ≤ ε. Selon (7.5),

‖um − un‖ ≤ 1

α
‖A (um − un)‖ =

1

α
‖wm − wn‖ ≤ ε

α
,

ce qui prouve que un est de Cauchy, et converge par conséquent, soit vers u. Comme A est
continue, on aura

w = limwn = limAun = Au.

⊲ Un raisonnement par l’absurde permet ensuite de montrer que A est surjective. Suppo-
sons que R(A)  V, alors il existe u0 ∈ V \R(A), non nul. R(A) étant fermé, selon le théorème
de projection, on peut y projeter u0. Soit v0 ∈ R(A) cette projection, et w0 = u0 − v0 ; w0

est non nul et orthogonal à R(A), il en résulte que

α ‖w0‖2 ≤ |a(w0, w0)| = |(Aw0 |w0 )| = 0,

ce qui conduit à une contradiction. L’application A est donc bijective, d’inverse A−1 continu,
d’après (7.5) :

∥∥A−1w
∥∥ ≤ 1

α
‖w‖ , ∀w ∈ V.

⊲ La formule (7.4) enfin n’est qu’une autre façon d’écrire (7.5) :

‖u‖V ≤ 1

α
‖Au‖V = ‖a(u, ·)‖V ′ = ‖ℓ‖V ′ .

Notons que le théorème des homomorphismes de Banach 3.14 nous montre qu’une
application linéaire continue bijective est d’inverse continu ; nous n’avons pas eu matière
à l’utiliser ici grâce à l’inégalité (7.5), mais dans des situations plus délicates, il nous
sera d’un grand secours.

7.2 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev constituent une échelle de régularité bien adaptée aux
formulations variationnelles. Leur étude constitue cependant un vaste domaine non
dépourvu de difficultés techniques ; en particulier la régularité du bord peut jouer
un rôle déterminant pour la plupart des résultats : régularité, densité ou compacité.
Nous nous contenterons de signaler sans démonstration quelques propriétés des espaces
construits à partir de L2, et nous choisirons les ouverts assez réguliers pour éviter les
subtilités principales. Les références les plus classiques à cet égard sont Adams [?],
Nec̆as [?], Lions et Magenes [?], Brézis. On notera O un ouvert de Rn dont le bord
est ‘suffisamment régulier’. Cette expression volontairement imprécise permet de ran-
ger dans la même catégorie des hypothèses techniques différentes, il suffit souvent de
savoir qu’un ouvert dont le bord est de classe C1 par morceaux et présente d’éventuels
sommets ou arêtes, mais pas de rebroussement fait partie de cette catégorie.
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Définition 7.3

(i) Espaces d’indice entier : on pose

Hℓ(O) =
{
v ∈ L2(O)

∣∣∂αv ∈ L2(O), ∀α, |α| ≤ ℓ
}
, (7.6)

où ℓ est un entier positif. Cet espace est muni de la norme du graphe, soit

‖v‖2
Hℓ(O) =

∑

|α|≤ℓ

‖∂αv‖2
L2(O) . (7.7)

(ii) Espaces d’indice fractionnaire : on note

Hs(Rn) =
{
v ∈ L2(Rn)

∣∣∣
(
1 + ‖ξ‖2)s/2 v̂ (ξ) ∈ L2(R)

}
, (7.8)

où s est un réel positif et v̂ note la transformée de Fourier de v. Cet espace est muni
de la norme naturelle :

‖v‖2
Hs(Rn) = ‖v‖2

L2(Rn) +
∥∥∥
(
1 + ‖ξ‖2)s/2 v̂ (ξ)

∥∥∥
2

L2(Rn)
(7.9)

(iii) Dans le cas d’un ouvert, on pose

Hs(O) =
{
v ∈ L2(O)

∣∣∃ṽ ∈ Hs(Rn), ṽ|O = v
}
. (7.10)

On munit cet espace de la norme quotient :

‖v‖Hs(O) = inf
ṽ∈Hs(Rn)

ṽ|O=v

‖ṽ‖Hs(Rn) . (7.11)

ou de la norme équivalente suivante :

‖v‖2
Hs(O) = ‖v‖2

Hℓ(O) +

∫

O×O

|v(x) − v(y)|2

|x− y|2δ+n
dx dy, (7.12)

où ℓ est la partie entière de s et δ = s− ℓ.

Remarque 7.4

(i) Les espaces définis ci-dessus sont en fait des espaces de Hilbert, pour le produit
scalaire naturel dérivant de celui de L2.

(ii) Dans ces définitions tant les dérivées que la transformation de Fourier doivent être
comprises au sens des distributions ; ce n’est que dans le cas d’une régularité suffisante
qu’elles peuvent l’être au sens des fonctions, les deux acceptions se correspondant alors
bien entendu.

Bien d’autres espaces de cette nature peuvent être définis, et nous aurons l’occasion
d’en rencontrer ultérieurement, contentons-nous pour l’instant d’introduire

H1(O; ∆) =
{
v ∈ H1(O)

∣∣∆v ∈ L2(O)
}
,

il sera muni de la norme du graphe :

‖v‖2
H1(O;∆) = ‖v‖2

H1(O) + ‖∆v‖2
L2(O) . (7.13)
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7.2.1 Régularité

Les espaces que nous venons de définir peuvent parâıtre quelque peu abstraits, les
théorèmes de régularité suivants permettent de s’en faire une image plus précise :

Lemme 7.5 (Inégalité d’interpolation) Si h ∈ Lp(Ω) ∩ Lq(Ω), avec 1 ≤ p ≤ q ≤
∞, alors, ∀r ∈ [p, q] , h ∈ Lr(Ω) et

‖h‖Lr ≤ ‖h‖αLp ‖h‖1−α
Lq , où

1

r
=
α

p
+

1 − α

q
, 0 ≤ α ≤ 1. (7.14)

Démonstration. On aura |h|r = |h|αr |h|(1−α)r , et si nous posons s = p/αr et s′ = p/(1 −
α)r nous aurons |h|αr ∈ Ls, |h|(1−α)r ∈ Ls

′
, avec 1/s + 1/s′ = 1. En vertu de l’inégalité de

Hölder, on aura alors h ∈ Lr, avec

‖h‖rLr ≤ ‖|h|αr‖Ls

∥∥∥|h|(1−α)r
∥∥∥
Ls′

= ‖h‖p/sLp ‖h‖q/s
′

Lq

soit
‖h‖Lr ≤ ‖h‖p/rsLp ‖h‖q/rs

′

Lq = ‖h‖αLp ‖h‖1−α
Lq .

Théorème 7.6 (Sobolev, Gagliardo, Nirenberg, Morrey) Soit O un ouvert de
Rn ‘suffisamment régulier’

(i) Si m/n < 2 alors

Hm(O) ⊂
→
Lq(O) ∀q, tel que 1/2 ≥ 1/q ≥ 1/2 −m/n (7.15)

(ii) Si m/n = 2 alors

Hm(O) ⊂
→
Lq(O) ∀q, tel que 1/2 ≥ 1/q > 0 (7.16)

(iii) Si m/n > 2 alors

Hm(O) ⊂
→
Lq(O) ∀q, tel que 1/2 ≥ 1/q ≥ 0 (7.17)

Théorème 7.7 (Théorème d’inclusion de Sobolev) Si O est un ouvert de Rn suf-
fisamment régulier’, alors l’inclusion suivante est valable (algébriquement et topologi-
quement) :

Hs(O) ⊂
→

Ckc (O), ∀s > k +
n

2
, (7.18)

où Ckc est l’espace des traces sur O des fonctions k fois dérivables sur Rn muni de la
topologie de la convergence uniforme sur tout compact des dérivées jusqu’à l’ordre k.

Remarque 7.8 Notons par exemple qu’en dimension un, le théorème d’inclusion de
Sobolev affirme que les fonctions de Hs(O) sont continues pour s > 1/2, dérivables
pour s > 3/2,. . .
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7.2.2 Théorèmes de densité et de trace

Les fonctions composant les espaces de Sobolev n’étant pas nécessairement régulières,
il est fréquemment utile de les approcher par des fonctions plus régulières. La démonstration
de la formule de Green par exemple se réalise en deux temps : on commence par la
démontrer pour des fonctions indéfiniment dérivables, puis on montre par densité et
continuité qu’elle reste valable pour les fonctions de H1.

Théorème 7.9 (Théorème de densité) Si O est un ouvert ‘suffisamment régulier’,
alors D(O) est dense dans Hs(O), ∀s ≥ 0, où D(O) est l’ensemble des traces sur O
des fonctions indéfiniment dérivables à support compact sur Rn.

Définition 7.10 On note D(O) l’ensemble des fonctions à support compact dans l’ou-
vert O, et on pose

Hs
0(O) = D(O)

Hs(O)
, (7.19)

(adhérence de D(O) dans Hs(O)), cet espace étant muni de la topologie induite par
Hs(O).

Proposition 7.11 Pour s ≤ 1/2 on a Hs
0(O) = Hs(O).

Les problèmes aux limites nous conduisent naturellement à étudier les espaces formés
des traces des fonctions composant les espaces de Sobolev précédemment définis.

7.2.3 Espace des traces

Il est bien connu que l’application trace

γ0 : C0(Ω) ⊂ H1(Ω) → L2(Γ)

se prolonge continûment. Cependant ce prolongement a pour image un sous-espace
strict de L2(Γ) :

H1/2(Γ) =

{
u ∈ L2(Γ)

∣∣∣∣∣

∫

Γ×Γ

|u(x) − u(y)|2

|x− y|n+1 dγxdγy < +∞
}
, (7.20)

où n est la dimension de Γ. Quand on munit H1/2(Γ) de la norme naturelle :

‖u‖2
H1/2(Γ) = ‖u‖2

L2(Γ) +

∫

Γ×Γ

|u(x) − u(y)|2

|x− y|n+1 dγxdγy,

alors la trace γ0 est continue et surjective : H1(Ω) → H1/2(Γ).

Théorème 7.12 (Théorème de trace) Pour s > 1/2, et si O est assez régulier,
alors l’application γ0 définie sur D(O), qui à une fonction régulière définie sur O fait
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correspondre sa trace sur ∂O se prolonge de façon unique en une application continue
surjective

γ0 : Hs(O) → Hs−1/2(∂O). (7.21)

On a de plus
N (γ0) = H1

0 (O) ∩Hs(O).

Si maintenant on note R la relation d’équivalence définie sur H1(Ω) par

(u R v) ⇔ (γ0u = γ0v) ,

on peut munir l’espace H1(Ω)/R de la norme quotient :
∥∥∥ ·
u
∥∥∥
H1(Ω)/R

= inf
v∈

·
u

‖v‖H1(Ω) , (7.22)

qui en fait un espace de Banach. Il est clair que γ0 est bijective : H1(Ω)/R → H1/2(Γ),
mais comme

‖γ0u‖H1/2(Γ) = ‖γ0v‖H1/2(Γ)

≤ ‖γ0‖ ‖v‖H1(Ω) ,∀v ∈ ·
u,

il en résulte qu’elle est continue, et par le théorème des homomorphismes 3.14, que
c’est un isomorphisme.

Corollaire 7.13 Pour s > 3/2, et O assez régulière, l’application γ1 qui à une fonction
de D(O) fait correspondre la trace de sa dérivée normale sur ∂O se prolonge de façon
unique en une application continue surjective

γ1 : Hs(O) → Hs−3/2(∂O), (7.23)

si on note γ = (γ0, γ1), on a

N (γ) = H2
0 (O) ∩Hs(O)

7.2.4 Compacité

Théorème 7.14 (Rellich)

Nous aurons dans la suite l’occasion d’utiliser maintes fois ce résultat, sa démonstration
repose sur le théorème d’Ascoli, relatif à la compacité des sous-ensembles de fonctions
équicontinues dans l’ensemble des fonctions continues. Comme les espaces que nous
considérons ici ne sont pas formés de fonctions continues, nous devrons en passer par
une première étape de régularisation.

Définition 7.15 La suite θε(x) = ε−nθ(x/ε), où la fonction positive θ ∈ D(Rn) à
support dans B1(0) vérifie

∫
Rn θ(x) dx = 1, est appelée approximation de l’identité ou

suite régularisante. Notons que Suppχε ⊂ Bε(0).
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L’existence d’une telle fonction n’est pas tout à fait évidente, mais en fait il n’est pas
difficile de montrer que la fonction f définie par

f(x) = e1/(‖x‖
2−1) pour ‖x‖ ≤ 1 et f(x) = 0 pour ‖x‖ > 1

est indéfiniment dérivable et a pour support B1(0). On prendra alors par exemple

θ(x) = f(x)/ ‖f‖L1 .

Si Ω est un ouvert, on dit que ω est fortement inclus dans Ω si ω est compact et
ω ⊂ Ω ; on notera ω ⋐ Ω.

Définition 7.16 On dira que le sous-ensemble F de L2(Ω) est équicontinu, au sens
de L2(ω) si

∀η > 0, ∃δ, tel que |h| ≤ δ =⇒ ‖τhf − f‖L2(ω) ≤ η, ∀f ∈ F . (7.24)

Théorème 7.17 (Fréchet, Kolmogorov) Soient Ω un ouvert borné de Rn et F un
ensemble de fonctions nulles à l’extérieur de Ω, borné dans L2(Ω). Soit ω ⋐ Ω tel que
d(ω,Ωc) = d > 0 et F soit équicontinu dans L2(ω), alors F|ω est relativement compact
dans L2(ω).

Démonstration. Soit θε une approximation de l’identité, posons fε = f ∗ θε et Fε =
{fε |f ∈ F } , où |ε| ≤ d, et choisissons ρ > 0.

⊲ Tout d’abord, on aura

fε(x) = ε−n
∫

Rn

θ(
x− y

ε
)f(y) dy =

∫

Rn

θ(z) f(x− εz) dz, (7.25)

d’où

fε(x) − f(x) =

∫

Rn

θ(z) (f(x− εz) − f(x)) dz

=

∫

|z|<1
θ(z) (τεzf(x) − f(x)) dz,

et en vertu de l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

|fε(x) − f(x)|2 ≤
∫

|z|<1
|θ(z)|2 dz

∫

|z|<1
|τεzf(x) − f(x)|2 dz,

Par conséquent, selon le théorème de Fubini

‖fε − f‖2
L2(ω) ≤ C

∫

ω
dx

∫

|z|<1
|τεzf(x) − f(x)|2 dz = C

∫

|z|<1
‖τεzf − f‖2

L2(ω) dz.

A l’aide de (7.24), on en déduit que, pour ε suffisamment petit, on aura

‖fε − f‖L2(ω) ≤ ρ, ∀f ∈ F . (7.26)
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⊲ Montrons alors que Fε
|ω est un ensemble borné et équicontinu dans C(ω). Selon (7.25)

on aura d’une part

|fε(x)| ≤ Cε−n
∫

Rn

| f(y)| dy = Cε−n ‖f‖L1(Ω) ≤ C ′ε−n ‖f‖L2(Ω) (7.27)

et d’autre part, comme
∣∣∣∣θ(

x′ − y

ε
) − θ(

x− y

ε
)

∣∣∣∣ ≤
‖x′ − x‖

ε
sup
z∈Rn

‖Dθ(z)‖ ,

il en résulte que

∣∣fε(x) − fε(x
′)
∣∣ = Mε−1−n

∥∥x′ − x
∥∥ ‖f‖L1(Ω) ≤M ′ε−1−n

∥∥x′ − x
∥∥ ‖f‖L2(Ω) .

⊲ On peut alors appliquer le théorème d’Ascoli à Fε
|ω, qui se trouve donc être relativement

compact dans C(ω),.et à plus forte raison dans L2(ω), puisque C(ω) ⊂
→
L2(ω), et que l’image

continue d’un compact est compacte. De la compacité relative de Fε
|ω, il résulte que Fε

|ω peut

être recouvert par un nombre fini de boules de rayon ρ dans L2(ω), et de la formule (7.26)
que les boules correspondantes de rayon 2ρ recouvrent F|ω. Comme L2(ω) est complet, on en
déduit que F|ω est relativement compact dans L2(ω).

Corollaire 7.18 Si les hypothèses du théorème 7.17, sont vérifiées ∀ ω ⋐ Ω, et si ∀ε,
∃ω ⋐ Ω tel ‖f‖L2(Ω\ω) ≤ ε, ∀f ∈ F , alors F est relativement compact dans L2(Ω).

Démonstration. Soit ε > 0, choisissons ω tel que ‖f‖L2(Ω\ω) ≤ ε, ∀f ∈ F . D’après le

théorème 7.17, F|ω est relativement compact dans L2(ω), et par conséquent F|ω peut être
recouvert par un nombre fini de boules Bε(gi) de rayon ε dans L2(ω). Si g̃i note le prolonge-
ment de gi par 0 à l’extérieur de ω, les B2ε(g̃i) recouvrent alors F . La compacité relative de
F dans L2(Ω) en résulte.

Lemme 7.19 Si u ∈ H1(Ω), alors, ∀ω ⋐ Ω, tel que d(ω,Ωc) = d > 0, ‖τhu− u‖L2(ω) ≤
‖h‖ ‖∇u‖L2(Ω)

Démonstration.

⊲ Commençons par le cas où u ∈ D(Rn), selon la formule de Taylor avec reste intégral,
on pourra écrire

u(x− h) − u(x) =

∫ 1

0
(∇u(x− th) |h) dt,

et par conséquent |τhu(x) − u(x)|2 ≤ ‖h‖2 ∫ 1
0 ‖∇u(x− th)‖2 dt d’où, pour h assez petit du

moins,

‖τhu− u‖2
L2(ω) ≤ ‖h‖2

∫ 1

0
dt

∫

ω
‖∇u(x− th)‖2 dx

≤ ‖h‖2
∫ 1

0
dt

∫

Ω
‖∇u(y)‖2 dy = ‖h‖2 ‖∇u‖2

L2(Ω) .
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⊲ Par ailleurs, on sait que D(Rn) est dense dans H1(Ω) : si u ∈ H1(Ω), ∃un ∈ D(Rn) telle
que un → u dans H1(Ω). On aura alors τhun → τhu, et de l’inégalité ‖τhun − un‖L2(ω) ≤
‖h‖ ‖∇un‖L2(Ω) , on déduit par conséquent le résultat annoncé.

Théorème 7.20 (Rellich, Kondrasov) Soit Ω un ouvert de Rn ‘suffisamment régulier’
alors l’injection suivante est compacte :

Hm+1(Ω) ⊂
c
Hm(Ω) ∀m ≥ 0 (7.28)

Démonstration.

⊲ Commençons par traiter le cas m = 0, et notons F la boule unité de H1(Ω), il s’agit
de démontrer qu’elle est compacte dans L2(Ω) ; nous utiliserons à cet effet le corollaire 7.18.
Soit ω ⋐ Ω, tel que d(ω,Ωc) = d > 0.

⊲ Choisissons ε > 0, en vertu du théorème d’injection 7.6, ∃q > 2 tel que H1(Ω \ ω) ⊂
→

Lq(Ω \ ω), et par conséquent, selon l’inégalité de Hölder,

‖u‖2
L2(Ω\ω) ≤ ‖u‖2

Lq(Ω\ω) |Ω \ ω|1−2/q

soit
‖u‖L2(Ω\ω) ≤ ‖u‖Lq(Ω\ω) |Ω \ ω|1/2−1/q ≤ C |Ω \ ω|1/2−1/q .

Il est donc possible de choisir ω de telle sorte que ‖u‖L2(Ω\ω) ≤ ε, ∀u ∈ F .
⊲ Par ailleurs, ‖τhu− u‖L2(ω) ≤ ‖h‖ , en vertu du lemme 7.19, et par conséquent pour

‖h‖ suffisamment petit, on aura ‖τhu− u‖L2(ω) ≤ ε/2, ∀u ∈ F . La compacité de l’injection

de H1(Ω) dans L2(Ω) découle alors du corollaire 7.18.

⊲ Raisonnons maintenant par récurrence et supposons compacte l’injection deHm(Ω) dans
Hm−1(Ω), selon l’hypothèse, si la suite un est bornée dans Hm+1(Ω), on peut en extraire une
sous-suite un′ qui converge dans Hm−1(Ω) ainsi que ∇un′ , comme un′ et ∇un′ sont de cauchy
dans Hm−1(Ω), il en est de même de un′ dans Hm(Ω), et la conclusion en résulte.

Plus généralement on démontre que

Hs(O) ⊂
c
H t(O) ∀s > t ≥ 0. (7.29)

7.2.5 Dualité

On définit également des espaces de Sobolev d’indice négatif par dualité.

Définition 7.21 Pour s ≥ 0, on pose

H−s(O) = (Hs
0(O))′ , (7.30)

c’est un espace de distributions que l’on munit de la norme du dual fort :

‖f‖H−s(O) = sup
v∈Hs

0(O)

v 6=0

|〈f, v〉|
‖v‖Hs(O)

. (7.31)
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7.3 La formule de Green

C’est la généralisation à plusieurs dimensions de la formule bien connue d’intégration
par parties : ∫ b

a

u′v = −
∫ b

a

uv′ + [uv]ba

Sous sa forme la plus simple, elle s’écrit :

∫

O

∂u

∂xi
v = −

∫

O

u
∂v

∂xi
+

∫

∂O

uv ni dγ, (7.32)

où ni est la ième composante de la normale n, extérieure à O. Bien entendu, il faut
indiquer sous quelles conditions de régularité de la frontière ∂O, et des fonctions u et
v s’applique la formule de Green ; en fait il suffit que les diverses intégrales existent,
ainsi que les traces de u et v. Plus précisément il suffit d’imposer

u, v ∈ H1(O), O ∈ C1,1.

7.3.1 Opérateurs du premier ordre

La formule qui précède est susceptible de prendre diverses formes, notons parmi les
plus fréquemment employées :

∫

O

(
E
∣∣∇ψ

)
= −

∫

O

divE ψ̄ +

∫

∂O

(E |n) ψ̄ dγ. (7.33)

et ∫

O

(
H
∣∣rotψ

)
=

∫

O

(
rotH

∣∣ψ
)

+

∫

∂O

(
H
∣∣n ∧ ψ

)
dγ. (7.34)

7.3.2 Opérateurs du second ordre

Si, dans (7.33), on remplace E par gradϕ, on obtient

∫

O

(
∇ϕ

∣∣∇ψ
)

= −
∫

O

∆ϕ ψ̄ +

∫

∂O

∂ϕ

∂n
ψ̄ dγ. (7.35)

Si, par contre, on remplace ψ par divH, on aboutit à

∫

O

(
E
∣∣∇ divH

)
= −

∫

O

divE div H̄ +

∫

∂O

(E |n) div H̄ dγ, (7.36)

et de même, en remplaçant dans (7.34), H par rot Φ,

∫

O

(
rot Φ

∣∣rotψ
)

=

∫

O

(
rot rot Φ

∣∣ψ
)

+

∫

∂O

(
rot Φ

∣∣n ∧ ψ
)
dγ. (7.37)
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7.4 Le problème de Dirichlet

Traitons tout d’abord le problème de Dirichlet homogène :
{

−∆u+ u = f dans O,
u = 0 sur ∂O. (7.38)

7.4.1 Formulation variationnelle

Nous allons utiliser une fonction auxiliaire v (dite fonction d’essai) et la formule de
Green (7.35) pour abaisser l’ordre de dérivation de u. Si nous choisissons v ∈ H1(O)
et si nous supposons que u ∈ H2(O), nous aurons :

∫

O

−∆u v̄ =

∫

O

(∇u |∇v̄ ) −
∫

∂O

∂u

∂n
v̄ dγ, (7.39)

et, par conséquent,
∫

O

fv̄ =

∫

O

(∇u |∇v̄ ) +

∫

O

uv̄ −
∫

∂O

∂u

∂n
v̄ dγ;

il reste que la condition de Dirichlet homogène n’a pas été prise en compte, elle doit
donc subsister comme une contrainte supplémentaire imposée à u. On aboutit ainsi au
problème, dit variationnel, suivant :





Trouver u nulle sur ∂O, telle que ∀v nulle sur ∂O,∫

O

(∇u |∇v̄ ) +

∫

O

uv̄ =

∫

O

fv̄ .

Cette formulation manque de précision, on doit en particulier choisir l’espace où
doit être cherchée u pour envisager la démonstration d’un théorème d’existence et
d’unicité, de sorte que les conditions relatives aux traces aient un sens. Compte tenu de
la formulation que nous venons d’obtenir et du théorème de trace 7.12 nous choisirons
de chercher u ∈ H1

0 (O), et d’y faire varier v. On aboutit ainsi au problème




Trouver u ∈ H1
0 (O), telle que ∀v ∈ H1

0 (O),∫

O

(∇u |∇v̄ ) +

∫

O

uv̄ =

∫

O

fv̄ ,
(7.40)

où f ∈ L2(O).

7.4.2 Existence et unicité

Notre théorème de base sera le théorème de Lax-Milgram 7.2 dans lequel nous
poserons V = H1

0 (O),

a(u, v) =

∫

O

(∇u |∇v̄ ) +

∫

O

uv̄ et ℓ(v) =

∫

O

fv̄ .
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La continuité de a et ℓ est évidente, ainsi que l’ellipticité de a. Le théorème de Lax-
Milgram 7.2 nous assure alors que le problème (7.40) est bien posé, c’est-à-dire que
sa solution existe, est unique et dépend continûment de la donnée, puisque ‖ℓ‖V ′ ≤
‖f‖L2(O) .

7.4.3 Retour au problème fort

La question qui subsiste est celle du lien entre les problèmes (7.38) et (7.40). Il est
tout à fait clair que si u est solution de (7.38) elle l’est de (7.40) ; réciproquement si u
est solution du problème variationnel (7.40), alors pour v ∈ D(O) on a

〈−∆u+ u− f,v̄〉D′(O),D(O) = 0,

soit
−∆u+ u = f dans D′(O). (7.41)

D’autre part u ∈ H1
0 (O) peut, en vertu du théorème 7.12, s’interpréter comme signi-

fiant u|∂O = 0, au sens précis suivant :

γ0(u) = 0. (7.42)

On a donc montré que u est solution du problème fort (7.38), en un sens quelque peu
généralisé.

7.4.4 Le problème non-homogène

Nous n’avons traité que du cas d’une trace nulle, supposons qu’il n’en n’est plus
ainsi : {

−∆u+ u = fdans O
u = gsur ∂O. (7.43)

Si u ∈ H1(O), alors en vertu du théorème de trace 7.12, u|∂O ∈ H1/2(∂O); réciproquement,
si on suppose que g ∈ H1/2(∂O), d’après ce même théorème de trace, il existe U ∈
H1(O), telle que U|∂O = g, U est appelé relèvement de g dans H1(O). Comme u est
solution de (7.41) il en résulte que u′ = u− U est solution de

{
−∆u′ + u′ = f + ∆U − Udans O

u′ = 0 sur ∂O, (7.44)

soit encore, sous forme variationnelle





Trouver u′ ∈ H1
0 (O), telle que ∀v ∈ H1

0 (O),

a(u′, v) = ℓ′(v), avec ℓ′(v) =

∫

O

fv̄ −
∫

O

(∇U |∇v̄ ) −
∫

O

Uv̄ ,
(7.45)

problème tout à fait semblable à (7.40).
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7.4.5 L’inégalité de Poincaré-Friedrichs

Le problème suivant est plus difficile, mais mérite d’être étudié car il est fréquent
en mécanique des fluides ou en électrostatique :

{
−∆u = f dans O,
u = 0 sur ∂O. (7.46)

La difficulté est relative à la démonstration de l’ellipticité sur H1
0 (O) de la forme

bilinéaire

a(u, v) =

∫

O

(∇u |∇v̄ ) , (7.47)

dont découleront l’existence et l’unicité de la solution u de (7.46). Nous utiliserons le
théorème suivant :

Théorème 7.22 (Poincaré-Friedrichs) Si O est un ouvert borné connexe et Γ une
partie de son bord, de mesure non nulle, alors

∃K > 0, ‖v‖2
H1(O) ≤ K

{∫ 2

O

‖∇v‖ +

∣∣∣∣
∫

Γ

v dγ

∣∣∣∣
2
}
, ∀v ∈ H1(O). (7.48)

Démonstration. On effectue un raisonnement par l’absurde

⊲ Admettons que l’inégalité annoncée soit fausse, on en déduit l’existence d’une suite dans
H1(O) vérifiant

‖vn‖H1(O) = 1, et (7.49)

[vn] ≤
1

n
,

avec

[vn]
2 =

∫ 2

O
‖∇vn‖ +

∣∣∣∣
∫

Γ
vn dγ

∣∣∣∣
2

.

A l’aide du Théorème de compacité de Rellich, et d’après (7.49), on peut extraire de vn une
sous-suite, encore notée vn qui converge, soit vers v dans L2(O).

⊲ Toujours en vertu de (7.49), la suite ∇vn est de Cauchy dans L2(O); il en est de même
de vn d’après l’item qui précède, et par conséquent vn est de Cauchy dans H1(O), elle y
converge donc vers v.

⊲ D’après (7.49), la fonction v vérifie ∇v = 0, c’est donc une constante, mais également∫
Γ v dγ = 0, par continuité de la trace H1(O) −→ L2(Γ). On en déduit que v = 0, ce qui

constitue une contradiction avec (7.49).
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Remarque 7.23 Dans le théorème qui précède, le terme
∫

Γ
v dγ peut être remplacé

par de nombreux autres, par exemple
∫
∆
v où ∆ est un ouvert de mesure non nulle

inclus dans O. L’essentiel est la continuité de ce terme vis-à-vis de la topologie de
H1(O) et le fait que [v] reste une norme.

Démontrons maintenant l’ellipticité de la forme bilinéaire (7.47) : on aura en effet pour
u ∈ H1

0 (O),

a(u, u) =

∫

O

‖∇u‖2 =

∫ 2

O

‖∇u‖ +

∣∣∣∣
∫

∂O

u dγ

∣∣∣∣
2

≥ 1

K
‖u‖2

H1(O)

7.5 Le problème de Neumann

7.5.1 Dualité et dérivées normales

Dans le cas où u ∈ H2(Ω), nous avons vu que la dérivée normale γ1 : H2(Ω) →
H1/2(Γ) est une application continue, mais elle ne se prolonge pas à H1(Ω). Soyons
donc moins exigeants et étudions ∂u/∂n par l’intermédiaire de la forme linéaire

w ∈ H1/2(Γ) →
∫

Γ

w
∂u

∂n
dγ, (7.50)

soit en fait la distribution ∂u/∂n. Il est facile de montrer que cette application est
continue, en effet, si v est un relèvement de w dans H1(Ω), on aura, d’après la formule
de Green ∫

Ω

∆uv = −
∫

Ω

∇u · ∇v +

∫

Γ

∂u

∂n
wdγ, (7.51)

et par conséquent, ∀v ∈ H1(Ω) tel que v|Γ = w,

∣∣∣∣
∫

Γ

∂u

∂n
wdγ

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
∫

Ω

∆uv

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
∫

Ω

∇u · ∇v
∣∣∣∣ (7.52)

≤ ‖∆u‖L2(Ω) ‖v‖L2(Ω) + ‖∇u‖L2(Ω) ‖∇v‖L2(Ω) ,

d’où il résulte que

∣∣∣∣
∫

Γ

∂u

∂n
wdγ

∣∣∣∣ ≤ inf
v∈H1(Ω), v|Γ=w

(
‖∆u‖L2(Ω) ‖v‖L2(Ω) + ‖∇u‖L2(Ω) ‖∇v‖L2(Ω)

)
(7.53)

≤
(
‖∆u‖L2(Ω) + ‖∇u‖L2(Ω)

)
‖v‖H1(Ω)/R ,

et comme l’application relèvement, inverse de γ0, est continue : H1/2(Γ) → H1(Ω)/R,
∣∣∣∣
∫

Γ

∂u

∂n
wdγ

∣∣∣∣ ≤ C
(
‖∆u‖L2(Ω) + ‖∇u‖L2(Ω)

)
‖w‖H1/2(Γ) . (7.54)
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Ce que nous avons donc démontré, c’est que pour u ∈ H2(Ω), la forme linéaire

w →
∫

Γ

w
∂u

∂n
dγ,

appartient au dual H−1/2(Γ) de H1/2(Γ). Plus brièvement, on écrit ∂u/∂n ∈ H−1/2(Γ).

Mais si on note maintenant

H1(∆; Ω) =
{
u ∈ H1(Ω)

∣∣∆u ∈ L2(Ω)
}
, (7.55)

muni de la norme naturelle

‖u‖H1(∆;Ω) =
(
‖∆u‖2

L2(Ω) + ‖u‖2
H1(Ω)

)1/2

,

on constate que, selon (7.54)

∥∥∥∥
∂u

∂n

∥∥∥∥
H−1/2(Γ)

= sup
‖w‖

H1/2(Γ)
=1

∣∣∣∣
∫

Γ

∂u

∂n
wdγ

∣∣∣∣ ≤ C ‖u‖H1(∆;Ω) .

Il nous suffit donc de démontrer la densité de H2(Ω) dans H1(∆; Ω) pour prolonger
l’application u→ ∂u/∂n à H1(∆; Ω) tout entier :

Proposition 7.24 C∞(Ω) est dense dans H1(∆; Ω).

Démonstration. Selon le corollaire 5.22, on va montrer que toute forme linéaire conti-
nue sur H1(∆; Ω) qui s’annule sur C∞(Ω) s’annule également sur H1(∆; Ω) tout entier ; la
proposition en résultera alors.

⊲ Considérons donc une forme linéaire continue ξ sur H1(∆; Ω), par le théorème de Riesz,
il existe un vecteur Ξ de H1(∆; Ω) tel que pour tout u ∈ H1(∆; Ω),

〈ξ, u〉H1(∆;Ω)′,H1(∆;Ω) = (Ξ |u)H1(Ω) +

∫

Ω
∆Ξ ∆u.

C’est dire qu’il existe une forme linéaire λ continue sur H1(Ω) et un vecteur L de L2(Ω) tels
que

〈ξ, u〉 = 〈λ, u〉H1(Ω)′,H1(Ω) +

∫

Ω
L∆u.

⊲ Définissons alors la forme linéaire continue λ̃ sur H1(Rn) par

〈
λ̃, ṽ
〉
H1(Rn)′,H1(Rn)

=
〈
λ, ṽ|Ω

〉
H1(Ω)′,H1(Ω)

,∀ṽ ∈ H1(Rn). (7.56)

Comme il existe un prolongement linéaire continu P : H1(Ω) → H1(Rn), on aura

〈λ, u〉H1(Ω)′,H1(Ω) =
〈
λ̃, Pu

〉
H1(Rn)′,H1(Rn)

,∀u ∈ H1(
), (7.57)



7.5 Le problème de Neumann 71

et si nous notons L̃ le prolongement de L par 0 en dehors de Ω,

〈ξ, u〉 =
〈
λ̃, Pu

〉
H1(Rn)′,H1(Rn)

+

∫

Rn

L̃∆u, ∀u ∈ H1(∆;
).

Notons que H1(Rn)′ est un espace normal de distributions puisque D(Rn) est dense dans
H1(Rn), et que d’après (7.56), λ̃ s’annule sur les fonctions dont le support ne rencontre pas
Ω, soit encore Supp λ̃ ⊂ Ω.

⊲ Supposons maintenant que ξ s’annule sur C∞(Ω) et choisissons ϕ̃ ∈ D(Rn), on aura
ϕ̃|Ω ∈ C∞(Ω) et

〈
λ̃, P ϕ̃|Ω

〉
H1(Rn)′,H1(Rn)

=
〈
λ̃, ϕ̃

〉
D′(Rn),D(Rn)

+
〈
λ̃, P ϕ̃|Ω − ϕ̃

〉
D′(Rn),D(Rn)

=
〈
λ̃, ϕ̃

〉
D′(Rn),D(Rn)

,

car Supp
(
Pϕ̃|Ω − ϕ̃

)
∩ Ω = ∅ ; par conséquent

0 =
〈
ξ, ϕ̃|Ω

〉
=
〈
λ̃, ϕ̃

〉
D′(Rn),D(Rn)

+

∫

Rn

L̃∆ϕ̃.

Il en résulte que ∆L̃ = −λ̃ au sens des distributions. Par coercivité, cette équation a une
solution dans H1(Rn), c’est en fait la seule qui appartienne à L2(Ω), car toute autre en diffère
d’un polynôme harmonique, ainsi qu’il est facile de le montrer par transformation de Fourier.
On aura donc L̃ ∈ H1(Rn), ce qui implique L ∈ H1

0 (Ω).

⊲ Plus précisément, nous aurons

〈
λ̃, ũ

〉
H1(Rn)′,H1(Rn)

=

∫

Ω
∇L · ∇ũ, ∀ũ ∈ H1(Rn).

En effet pour ϕ̃ ∈ D(Rn), on a

〈
λ̃, ϕ̃

〉
H1(Rn)′,H1(Rn)

= −
〈
∆L̃, ϕ̃

〉
D′(Rn),D(Rn)

=
〈
∇L̃,∇ϕ̃

〉
D′(Rn),D(Rn)

,

soit 〈
λ̃, ϕ̃

〉
H1(Rn)′,H1(Rn)

=

∫

Rn

∇L̃ · ∇ϕ̃ =

∫

Ω
∇L · ∇ϕ̃,

dont découle la formule ci-dessus, par densité de D(Rn) dans H1(Rn).

⊲ Nous aurons donc ∀u ∈ H1(∆; Ω),

〈ξ, u〉 =

∫

Ω
∇L · ∇u+

∫

Ω
L∆u.

Mais si Lm ∈ D(Ω), alors ∫

Ω
∇Lm · ∇u+

∫

Ω
Lm∆u = 0,

dont il résulte que 〈ξ, u〉 = 0, par densité de D(Ω) dans H1
0 (Ω).
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Nous en déduisons la proposition suivante :

♥
Proposition 7.25 L’application γ1 : u ∈ H2(Ω) → ∂u/∂n ∈ H1/2(Γ) se prolonge de
façon unique en une application continue : H1(∆; Ω) → H−1/2(Γ).

7.5.2 Formule de Green

Ce prolongement peut être explicité : par densité de D(Ω) dans H1(∆; Ω), on déduit
de (7.51) la formule de Green suivante, qui fournit une expression concrète de la dérivée
normale γ1 (7.51)

〈
∂u

∂n
, v|Γ

〉

H−1/2(Γ),H1/2(Γ)

=

∫

Ω

∆uv+

∫

Ω

∇u·∇v, ∀u ∈ H1(∆; Ω), ∀v ∈ H1(Ω). (7.58)

On peut alors étudier le problème de Neumann

{ −∆u+ u = f dans O,
∂u

∂n
= g sur ∂O. (7.59)

7.5.3 Formulation variationnelle

Si on suppose que g ∈ L2(∂O), on obtient





Trouver u ∈ H1(O) tel que ∀v ∈ H1(O)∫

O

(∇u |∇v̄ ) +

∫

O

uv̄ =

∫

O

fv̄ +

∫

∂O

gv̄ dγ.
(7.60)

Le théorème de Lax-Milgram s’applique alors, faisant de (7.60) un problème bien posé.

7.5.4 Retour au problème fort

Si on choisit, dans un premier temps de considérer uniquement des fonctions test
dans D(O), comme dans le cas du problème de Dirichlet, on montre aisément que u
vérifie −∆u + u = f. L’interprétation de la condition de Neumann est plus difficile,
elle nécessite de faire appel à l’espace H1(O; ∆).

Proposition 7.26 Si u est solution du problème variationnel (7.60), où f ∈ L2(O) et
g ∈ L2(∂O), alors au sens du prolongement précédent, on a ∂u/∂n|∂O = g.

Démonstration. On a déjà remarqué que u vérifie ∆u = u − f, et par conséquent u ∈
H1(O; ∆). On pourra donc écrire

∫

O
(∇u |∇v̄ ) +

∫

O
uv̄ =

∫

O
(−∆u+ u)v̄ +

∫

∂O
gv̄ dγ,
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soit ∫

O
(∇u |∇v̄ ) +

∫

O
∆uv̄ =

∫

∂O
gv̄ dγ,

et par conséquent, d’après (7.58), ∂u/∂n = g dans H−1/2(∂O).

7.5.5 Le problème de Neumann pur

Si on tente de traiter le problème

{ −∆u = f dans O,
∂u

∂n
= g sur ∂O, (7.61)

une difficulté supplémentaire se présente : le problème ne peut admettre une unique
solution, en effet si u en est solution, alors u+C l’est encore quelle que soit la constante
C. De plus une condition de compatibilité doit être imposée à f et g pour garantir
l’existence d’une solution : d’après la formule de Green (7.35), on a nécessairement

∫

O

f +

∫

∂O

g dγ = 0. (7.62)

Nous sommes donc conduits à montrer que (7.61) est bien posé dans un espace de
fonctions définies à une constante additive près ; à cet effet on pose

H1(O)/R =
{

·
v
∣∣v ∈ H1(O)

}
, où (7.63)

v̇ =
{
w ∈ H1(O) |w − v = Cte

}

L’espace H1(O)/R est un espace de Hilbert pour la norme quotient :

∥∥∥ ·
v
∥∥∥
H1(O)/R

= inf
w∈v̇

‖w‖H1(O) (7.64)

Si nous supposons que (7.62) est vérifié par les données f et g, alors on peut donner
de (7.61) la formulation variationnelle suivante :

{
Trouver u̇ ∈ H1(O)/R tel que ∀v̇ ∈ H1(O)/R,

a(u̇, v̇) = ℓ(v̇), avec
(7.65)

a(u̇, v̇) =

∫

O

(∇u |∇v̄ ) ∀u ∈ u̇, ∀v ∈ v̇

ℓ(v̇) =

∫

O

fv̄ +

∫

∂O

gv̄ dγ, ∀v ∈ v̇,
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ces définitions étant indépendantes des représentants u et v choisis. Ce problème est
bien posé en vertu du Théorème de Lax-Milgram 7.2, car a est elliptique sur H1(O)/R :
on a en effet, d’après l’inégalité de Poincaré-Friedrichs (7.48)

a(u̇, u̇) =

∫

O

‖∇u̇‖2

= inf
u∈u̇

{∫ 2

O

‖∇u‖2 + mod

∫

∂O

u dγ2

}

≥ 1

K
‖u̇‖2

H1(O)/R



Troisième partie

Opérateurs bornés dans les espaces
de Banach
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Nous noterons X un espace de Banach, et L(X) l’ensemble des opérateurs bornés
X → X, muni de la norme des opérateurs :

‖T‖ = sup
x 6=0

‖Tx‖
‖x‖ .

Etant donné un opérateur T ∈ L(X), la question qui nous motivera tout parti-
culièrement consiste à décomposer l’espace X en somme directe de sous-espaces in-
variants par T, de telle sorte qu’en restriction à chacun d’entre eux, T agisse de façon
particulièrement simple, cette description prendra le nom de décomposition spectrale

de T. Dans les meilleurs cas T agira sur chaque sous-espace comme un opérateur de
multiplication, on pourra alors parler d’une représentation spectrale de T.
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Chapitre 8

Algèbres de Banach

Une particularité de la théorie réside dans le fait qu’elle peut être, jusqu’à un certain
point, développée dans un cadre beaucoup plus large que celui des opérateurs linéaires
bornés. L’un des avantages inhérents à ce point de vue consiste à faire ressortir plus
clairement les hypothèses dont découlent les résultats essentiels de la théorie spectrale.

Définition 8.1 On appelle algèbre un espace vectoriel sur le corps des complexes,
muni d’une opération interne de multiplication

(i) qui lui confére une structure d’anneau, c’est-à-dire associative et distributive par
rapport à l’addition

(ii) qui vérifie α (ts) = (αt)s=t(αs) , pour tous s,t appartenant à l’espace vectoriel
et α ∈ C.
(iii) Quand l’algèbre est munie d’un élément neutre relativement à la multiplication,
ou unité, on dit que c’est une algèbre unifère.

Définition 8.2

(i) On appelle algèbre de Banach, un espace de Banach A muni d’une structure
d’algèbre telle que

‖ts‖ ≤ ‖t‖ ‖s‖ ∀s,t ∈ A. (8.1)

(ii) Si A possède un élément unité, que l’on supposera non nul, on le note i, et on dit
que t est inversible dans A si ∃ s∈ A, tel que ts=st=i.

On notera
G (A) = {t ∈ A |t est inversible} , (8.2)

c’est un groupe. Dans le cas où A = L(X), alors dire que t est inversible dans A
signifie que t est continûment inversible, en tant qu’élément de L(X). Notons qu’un
inverse est unique, en effet si ts=tz=i,

s = si = stz = iz = z.

Il est clair que L(X) est une algèbre de Banach pour la composition des opérateurs,
mais il y en a beaucoup d’autres, au nombre desquelles
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⊲ l’ensemble C(K) des fonctions continues sur le compact K

⊲ l’ensemble H(Ω) des fonctions holomorphes sur l’ouvert relativement compact Ω.

⊲ l’ensemble des fonctions intégrables sur Rn muni du produit de convolution, qui
ne possède pas d’élément unité dans L1 (Rn) , puisque c’est la distribution de Dirac.

Remarque 8.3

(i) Sauf mention explicite du contraire, nous ne considérerons désormais que des
algèbres de Banach unifères et nous choisirons la norme de telle façon que

‖i‖ = 1 ;

si tel n’était pas le cas il suffirait de la remplacer par la norme équivalente

|||t||| = sup
‖s‖≤1

‖ts‖ .

On aura en effet, ∀ ‖s‖ ≤ 1,

|||t1t2s||| = ‖t2s‖
∥∥∥∥t1

t2s

‖t2s‖

∥∥∥∥ ≤ ‖t2s‖ |||t1||| ≤ |||t2||| |||t1||| .

(ii) Dans le cas où il n’existe pas d’élément unité, il est toujours possible de plonger
l’algèbre A dans une plus vaste qui en possède un, soit B = A× C, avec

(t, α) · (s, β) = (ts + αs + βt, αβ) et

‖(t, α)‖ = ‖t‖ + |α| ;

on aura alors i= (0, 1) .

Proposition 8.4 Si A est une algèbre et un espace de Banach, il suffit que la mul-
tiplication soit continue à gauche et à droite pour qu’il existe une norme équivalente
faisant de A une algèbre de Banach.

Démonstration.

⊲ Soit s∈ A, on pose Ms (t) = st et on note Ã = {Ms |s ∈ A} ; par continuité à droite,
on aura Ã ⊂ L (A) .

⊲ Démontrons que Ã est fermé dans L (A) ; c’est donc un espace de Banach. Soit donc
M ∈ L (A) et une suite si ∈ A telle que Mi = Msi →M ; on aura

Mi (t) = sit = Mi (i)t,

d’où il résulte par continuité à gauche, que M (t) = M (i)t, et par conséquent avec s= M (i) ,
que M = Ms. Comme M (i) = i, il en résulte que Ã est une algèbre de Banach.

⊲ Considérons l’application s → Ms, comme Mst = Ms ◦Mt, c’est un homomorphisme
d’algèbres ; elle est injective et d’inverse continu, car

‖s‖ = ‖si‖ = ‖Ms (i)‖ = ‖Ms (i)‖ ≤ ‖Ms‖ .
En vertu du théorème des homomorphismes, il en résulte que s→ Ms est continue, et par
conséquent que ‖s‖ et ‖Ms‖ sont des normes équivalentes sur A.
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Proposition 8.5 Si t∈ A, avec ‖t‖ < 1, alors

(i) i−t est inversible avec

(i − t)−1 =
∞∑

k=0

tk.

(ii)
∥∥(i − t)−1 −∑n

k=0 tk
∥∥ ≤ ‖t‖n+1 / (i − ‖t‖)

Démonstration.

⊲ Considérons la suite sn =
∑

k=0,nt
k, c’est une suite de Cauchy, car

‖sq − sp‖ ≤
∑

k=p+1,q

‖t‖k =
‖t‖p+1 − ‖t‖q+1

1 − ‖t‖ , (8.3)

elle converge par conséquent, soit vers s, et on aura

sn (i − t) = i − tn+1 = (i − t) sn,

d’où, à la limite

s (i − t) = i = (i − t) s.

Il en résulte que la somme de la série de Neumann s=
∑

k=0,∞tk est l’inverse de i−t.

⊲ On aura de plus, d’après (8.3),

∥∥∥∥∥(i − t)−1 −
n∑

k=0

tk

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥
∑

k=0,∞

tk −
n∑

k=0

tk

∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥

k∑

k=n+1,∞

t

∥∥∥∥∥∥
≤ ‖t‖n+1

1 − ‖t‖ .

Corollaire 8.6 Si tn est une suite d’éléments inversibles de A qui converge vers un
élément non inversible t, alors limn→∞ ‖t−1

n ‖ = ∞.

Démonstration. Supposons qu’il n’en soit pas ainsi, alors il existe une constante C et une
sous-suite tn′ extraite de tn telle que

∥∥t−1
n′

∥∥ ≤ C. On aura

t = tn′ + (t − tn′) = tn′

(
i + t−1

n′ (t − tn′)
)
,

et
∥∥t−1

n′ (t − tn′)
∥∥ ≤ C ‖t − tn′‖ < 1, pour n assez grand. D’après la proposition 8.5, il en

résulte que i+t−1
n′ (t − tn′) est inversible, et par conséquent t, ce qui constitue une contra-

diction.
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8.1 Spectre

De façon générale, si λ ∈ C, nous noterons tλ =t−λi.

Définition 8.7

(i) On appelle spectre de t, et on note

Σ(t) = {λ ∈ C |tλ n’est pas inversible} .

(ii) On appelle ensemble résolvant de t, et on note Π(t), le complémentaire de Σ(t)
dans C.

8.1.1 Résolvante

Définition 8.8 Si ζ ∈ Π(t), c’est-à-dire si tζ est inversible, on pose

r(ζ) = (tζ)
−1 ; (8.4)

la fonction ζ →r(ζ) est la résolvante de t.

Proposition 8.9 L’opérateur t et sa résolvante r(ζ) commutent.

Démonstration. On a en effet

tr(ζ) = (t − ζ)r(ζ) + ζr(ζ)

= i + ζr(ζ)

= r(ζ)
(
r(ζ)−1 + ζ

)
= r(ζ)t.

Lemme 8.10 Si s commute avec t et ζ, /∈ Σ(t), ξ /∈ Σ(s), alors (t − ζ)−1 commute
avec s et avec (s − ξ)−1 .

Démonstration. Il suffit de multiplier à gauche et à droite par r(ζ) l’égalité

(t − ζ) s = s (t − ζ)

pour obtenir sr(ζ) = r(ζ)s. On aura alors

(t − ζ)−1 (s-ξ) = (s-ξ) (t − ζ)−1 ,

et par conséquent, comme précédemment

(s-ξ)−1 (t − ζ)−1 = (t − ζ)−1 (s-ξ)−1 .
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Proposition 8.11 (Première identité de la résolvante) Si ζ et ζ ′ appartiennent
à Π(t), alors

r(ζ) − r(ζ ′) = (ζ − ζ ′)r(ζ)r(ζ ′). (8.5)

Il en résulte en particulier que r(ζ) et r(ζ ′) commutent.

Démonstration. On a en effet

r(ζ) − r(ζ ′) = r(ζ)(t − ζ ′)r(ζ ′) − r(ζ)(t − ζ)r(ζ ′)

= r(ζ)(ζ − ζ ′)r(ζ ′)

= (ζ − ζ ′)r(ζ)r(ζ ′)

Lemme 8.12 Si t∈ G (A) et h∈ A, avec

‖h‖ ≤ 1

2 ‖t−1‖ ,

alors t+h∈ G (A) , avec
∥∥(t + h)−1 − t−1

∥∥ ≤ 2
∥∥t−1

∥∥3 ‖h‖ . (8.6)

et ∥∥(t + h)−1 −
(
i − t−1h

)
t−1
∥∥ ≤ 2

∥∥t−1
∥∥3 ‖h‖2 . (8.7)

Démonstration.

⊲ On aura tout d’abord t+h=t
(
i + t−1h

)
, et comme

∥∥t−1h
∥∥ ≤

∥∥t−1
∥∥ ‖h‖ ≤ 1/2, il

résulte de la proposition (8.5) que i+t−1h est inversible, d’où t+h∈ G (A) .

⊲ On aura

(t + h)−1 − t−1 =
(
t
(
i + t−1h

))−1 − t−1

=
((

i + t−1h
)−1 − i

)
t−1,

d’où, d’après la proposition 8.5 (ii),
∥∥∥(t + h)−1 − t−1

∥∥∥ ≤
∥∥t−1

∥∥ ∥∥t−1h
∥∥ /
(
1 −

∥∥t−1h
∥∥)

≤
∥∥t−1

∥∥3 ‖h‖ /
(
1 −

∥∥t−1
∥∥ ‖h‖

)

≤ 2
∥∥t−1

∥∥3 ‖h‖ .

⊲ De même

(t + h)−1 −
(
i − t−1h

)
t−1 =

(
t
(
i + t−1h

))−1 −
(
i − t−1h

)
t−1

=
((

i + t−1h
)−1 −

(
i − t−1h

))
t−1,

d’où ∥∥∥(t + h)−1 −
(
i − t−1h

)
t−1

∥∥∥ ≤ 2
∥∥t−1

∥∥3 ‖h‖2 .
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Théorème 8.13 G (A) est ouvert et t→t−1 est un homomorphisme de G (A) .

Démonstration. Le lemme qui précède nous montre que si t∈ G (A) , alors G (A) contient

un voisinage de t. L’application t→t−1 est bijective car t=
(
t−1

)−1
, et continue d’après

(8.6).

8.1.2 Rayon spectral

Théorème 8.14

(i) Si λ ∈ Σ(t), on a
|λ| ≤ ‖t‖ . (8.8)

(ii) Σ(t) est un compact

(iii) La résolvante est une fonction holomorphe dans l’ensemble résolvant.

Démonstration.

⊲ Supposons que |λ| > ‖t‖ , on aura i−λ−1t∈ G (A) , d’où tλ ∈ G (A) , soit λ /∈ Σ(t). De
plus Σ(t) est fermé, en effet l’application g : C → A définie par g(λ) =tλ est continue, et
par conséquent Π(t) = g−1 (G (A)) est ouvert. Il en résulte que Σ(t) = (Π(t))c est compact.

⊲ L’application µ→r(µ) est continue dans Π(t) en vertu du théorème 8.13 ; l’identité de
la résolvante (8.5) nous montre alors qu’elle est dérivable, de dérivée r′(λ) = (r(λ))2 . C’est
dire que la fonction λ→r(λ) est holomorphe (fortement) au point λ.

Première série de la résolvante

Comme la résolvante est holomorphe dans l’ensemble résolvant, elle peut y être
développée en série entière, pour λ et µ ∈ Π(t), nous aurons

tµ = tλ + (tµ − tλ) = tλ (i − (µ− λ)r(λ)) ,

et par conséquent, dès que |µ− λ| ‖r(λ)‖ < 1,

r(µ) = r(λ)
∑

k∈N

(µ− λ)kr(λ)k,

soit
r(µ) =

∑

k∈N

(µ− λ)kr(λ)k+1, (8.9)

qui constitue le développement en série entière de r(µ) au voisinage de λ, et porte le
nom de première série de la résolvante. Son rayon de convergence est supérieur ou égal
à 1/ ‖r(λ)‖ , on verra dans la suite qu’il peut être déterminé exactement.
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Seconde série de la résolvante

On peut également développer la résolvante au voisinage de l’infini, soit en posant
ζ = 1/λ,

r(λ) =

(
t − i

ζ

)−1

= ζ (ζt − i)−1 = −ζ
∑

n∈N

(ζt)n ,

série convergente dès que ‖ζt‖ < 1. On écrira

r(λ) = −
∑

n∈N

λ−n−1tn, (8.10)

c’est la seconde série de la résolvante, elle converge dès que |λ| > ‖t‖ .

Proposition 8.15 Si t6= 0, son spectre n’est pas vide.

Démonstration. Selon (8.10), si r > ‖t‖ , d’après le théorème des résidus,

1

2iπ

∫

|λ|=r
λkr(λ) dλ = −

n∑

n∈N

tn
1

2iπ

∫

|λ|=r
λk−n−1 dλ = −tk, (8.11)

puisque
1

2iπ

∫

|λ|=r
λk−n−1 dλ = δk1.

Il en résulte en particulier que si t6= 0, Σ(t) 6= ∅, car si tel n’était pas le cas r(λ) serait une
fonction entière, et on aurait −t =

∫
|λ|=r λr(λ)dλ = 0.

Définition 8.16 On appelle rayon spectral de t, et on note ρ (t) le nombre réel

ρ (t) = sup {|λ| |λ ∈ Σ(t)} (8.12)

Notons que d’après le théorème 8.14 on a

ρ (t) ≤ ‖t‖ . (8.13)

Théorème 8.17 On a

ρ (t) = lim
n→∞

‖tn‖1/n = inf
n∈N

‖tn‖1/n , (8.14)

Démonstration.

⊲ Notons maintenant que cette formule reste valable pour tout r > ρ(t), puisque r(λ) est
holomorphe à l’extérieur du disque de rayon ρ(t), et posons

M(r) = max
θ∈[0,2π]

∥∥∥r
(
reiθ

)∥∥∥ , (8.15)
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d’après (8.11), on aura

−tk =
1

2iπ

∫ 2π

0
rk+1eikθr(reiθ) dθ, (8.16)

d’où ∥∥∥tk
∥∥∥ ≤ rk+1M(r), (8.17)

et par conséquent
∥∥tk

∥∥1/k ≤ r (rM(r))1/k , d’où il résulte que lim supk→∞

∥∥tk
∥∥1/k ≤ r, et

ceci dès que r > ρ(t). On a donc montré que

lim sup
k→∞

∥∥∥tk
∥∥∥

1/k
≤ ρ(t).

⊲ Démontrons maintenant que si λ ∈ Σ(t), alors λn ∈ Σ(tn), résultat qui sera considérablement
généralisé au théorème 9.6. Supposons donc que µn ∈ Π(tn), nous aurons

tn − µni = (t − µi)c,

où c=
∑

k=1,n µ
k−1tn−k. Il en résulte que

i = (tn − µni)−1 (t − µi)c = (tn − µni)−1
c (t − µi) ,

et par conséquent µ ∈ Π(t), avec

(t − µi)−1 =


∑

k=1,n

µk−1tn−k


 (tn − µni)−1 .

⊲ Pour λ ∈ Σ(t), on aura donc |λ|n = |λn| ≤ ρ(tn) ≤ ‖tn‖ , soit

|λ| ≤ inf
n∈N

‖tn‖1/n ,

et par conséquent

lim sup
k→∞

∥∥∥tk
∥∥∥

1/k
≤ ρ(t) ≤ inf

n∈N

‖tn‖1/n ,

d’où il résulte que
∥∥tk

∥∥1/k
converge et que

lim
n→∞

‖tn‖1/n = inf
n∈N

‖tn‖1/n = ρ(t).
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Remarque 8.18 Il faut bien voir toutes les implications de ce résultat apparemment
innocent

(i) la suite ‖tn‖1/n possède une limite, cette limite ne dépend pas de la norme qui
fait de A une algèbre de Banach.

(ii) Si A ⊂ B, où B est une algèbre de Banach, alors ΣB(t) ⊂ ΣA(t), ∀t∈ A, mais
ρB(t) = ρA(t).

Théorème 8.19 (Gelfand, Mazur) Une algèbre dans laquelle tout élément non nul
est inversible est isométriquement isomorphe à C.

Démonstration. Soit t∈ A, non nul, d’après la proposition 8.15 ∃ λ tel que t−λ ne soit pas
inversible, et on aura t= λi. puisque tout élément non nul de A est inversible. Le spectre de t

est donc constitué d’un seul élément que nous noterons λ(t). Considérons alors l’application
λ : A → C qui en découle, c’est un isomorphisme puisque t= λ(t)i, et une isométrie puisque
‖i‖ = 1.

C’est là un résultat quelque peu surprenant, puisqu’il en résulte en particulier que A
est commutative.

Corollaire 8.20 Si s et t commutent, alors ρ(st) ≤ ρ(s)ρ(t)

Démonstration. On aura alors en effet (st)n =sntn, et par conséquent

ρ(st) = lim
n→∞

‖sntn‖1/n ≤ lim
n→∞

‖sn‖1/n lim
n→∞

‖tn‖1/n = ρ(s)ρ(t).

Corollaire 8.21

(i) La résolvante tend vers 0 quand λ→ ∞.

(ii) La couronne de convergence de la seconde série de la résolvante est donnée par
λ ∈ ]ρ(t),∞[ .

(iii) Le rayon de convergence de la série

s(ζ) =
∑

n∈N

ζntn

est égal à 1/ρ(t).

(iv) Le rayon de convergence de la première série de la résolvante au voisinage de λ,
est égal à 1/ρ(r(λ))

Démonstration.
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⊲ Pour |λ| > ‖t‖ , on tout d’abord

‖r(λ)‖ ≤
∑

n∈N

|λ|−n−1 ‖t‖n =
1

|λ|
∑

n∈N

∥∥∥t
λ

∥∥∥
n

=
1

|λ| − ‖t‖ ,

qui tend vers 0 quand |λ| → ∞.

⊲ Il est clair tout d’abord que la seconde série de la résolvante converge en dehors du
disque de rayon ρ(t), puisque r(λ) y est holomorphe. Supposons maintenant que la seconde
série de la résolvante converge dans la couronne ]σ,+∞[ , avec σ < ρ(t), si τ > σ, selon
(8.17), on aura ∥∥∥tk

∥∥∥ ≤ τk+1M(τ),

où
M(τ) = max

θ∈[0,2π]

∥∥∥r
(
τeiθ

)∥∥∥ .

D’après la formule du rayon spectral (8.14), il en résulte que ρ(t) ≤ τ, et ceci ∀τ > σ, d’où
par conséquent ρ(t) = σ.

⊲ On a

s(ζ) = −1

ζ
r

(
1

ζ

)
,

ce qui prouve que le rayon de convergence de la série s(ζ) est égal à 1/ρ(t).

⊲ Pour appliquer ce résultat à la première série de la résolvante, il suffit de poser ζ = µ−λ
et r(λ) = t.



Chapitre 9

Le calcul fonctionnel holomorphe

9.1 Intégrale de Cauchy

Si p(z) =
∑

n=0,N anz
n est un polynôme de la variable complexe z, et si t∈ A, on

note classiquement p(t) l’élément de A défini par la formule

p(t) =
∑

n=0,N

ant
n, (9.1)

où, par définition t0 = i. On va voir que l’intégrale de Cauchy permet de prolonger
cette formule et de définir aisément des fonctions de t, du moins tant que ces dernières
sont analytiques au voisinage du spectre. Si ϕ est holomorphe dans un ouvert ∆ du
plan complexe contenant le spectre de t, on posera

ϕ(t) = − 1

2iπ

∫

Γ

ϕ(ζ)r(ζ) dζ, (9.2)

où Γ est un cycle (une somme finie de lacets) pour lequel chaque point de ∆c est
d’indice 0 (on dit alors que Γ est homologue à 0 dans ∆), et chaque valeur spectrale
de t d’indice 1 ; on dira alors que Γ est un cycle compatible avec Σ(t). Le bord orienté
d’un compact contenant Σ(t) et contenu dans ∆ constitue un tel cycle.

Proposition 9.1 Dans la formule (9.2) ci-dessus, le résultat ne dépend pas du cycle
choisi.

Démonstration. Si Γ et Γ′ sont deux cycles compatibles avec Σ(t), alors Γ ∪ {−Γ′} est
homologue à 0 dans ∆ \ Σ(t), et comme ϕ(ζ)r(ζ) y est holomorphe, d’après le théorème de
Cauchy ∫

Γ∪{−Γ′}
ϕ(ζ)r(ζ) dζ = 0.

89
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Lemme 9.2

(i) Si q est un polynôme sans zéros dans Σ(t), alors q(t) est inversible.

(ii) Si p et q sont des polynômes sans zéros dans Σ(t), alors p(t) commute avec q(t)
et (q(t))−1 , (p(t))−1 commute avec (q(t))−1 .

Démonstration.

⊲ En effet, on pourra écrire

q(z) = C
∏

n=1,N

(z − ζn) ,

où ζn ∈ Π(t) ; il en résulte que les t − ζn sont inversibles et que

(q(t))−1 = C−1
∏

n=1,N

r(ζn).

⊲ Comme p(t) commute trivialement avec q(t), le résultat découle alors du lemme 8.10.

Constatons maintenant que si r est une fraction rationnelle sans pôles dans Σ(t), elle
peut être mise sous la forme r = p/q où p et q sont des polynômes et q ne possède pas
de zéros dans Σ(t). En vertu du lemme 9.2, il est alors possible de définir r(t) par la
formule

r(t) = p(t) (q(t))−1 . (9.3)

Vérifions maintenant que la formule (9.2) est compatible avec la définition (9.3).

Lemme 9.3 Si ∆ est un ouvert contenant Σ(t), r(ζ) une fraction rationnelle dont
tous les pôles sont à l’extérieur de ∆, et Γ un cycle compatible avec Σ(t), alors

r(t) = − 1

2iπ

∫

Γ

r(ζ)r(ζ) dζ.

Démonstration.

⊲ Commençons par le cas où rn(ζ) = (ζ − α)n , avec n ∈ Z, et α /∈ ∆. Comme ζ /∈ Σ(t),
on peut utiliser la première identité de la résolvante : r(ζ)−r(α) = (ζ − α)r(ζ)r(α), et par
conséquent

rn(ζ)r(ζ) = rn(ζ) (r(α) + (ζ − α)r(ζ)r(α))

= rn(ζ)r(α) + rn+1(ζ)r(ζ)r(α).

Si on pose alors

θn(t) = − 1

2iπ

∫

Γ
rn(ζ)r(ζ) dζ,

on obtient

θn(t) = − 1

2iπ
r(α)

∫

Γ
rn(ζ)dζ + r(α)θn+1(t) = r(α)θn+1(t),

puisque rn est holomorphe dans ∆.
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⊲ Montrons maintenant que θ0(t) =i. Comme r(ζ) est holomorphe en dehors de Σ(t), si
Γs est un cercle centré à l’origine de rayon s supérieur à ρ(t), on aura

θ0(t) = − 1

2iπ

∫

Γ
r(ζ)dζ = − 1

2iπ

∫

Γs

r(ζ)dζ =
1

2iπ

∑

n≥0

∫

Γs

ζ−n−1tndζ,

en vertu du développement (8.10) de la résolvante au voisinage de l’infini, soit

θ0(t) = i
1

2iπ

∫

Γs

ζ−1dζ = i.

Par récurrence, il en résulte alors que θn(t) = (t − α)n .

⊲ Dans le cas général, on utilisera la décomposition de la fraction rationnelle r(ζ) en
éléments simples :

r(ζ) = p(ζ) +
∑

k=1,K

∑

n=1,N(k)

ak,n
(ζ − αk)

n ,

où p est un polynôme et les αk sont par hypothèse extérieurs à ∆. La conclusion en découle.

Par abus de langage, on notera 1 la fonction ϕ constante égale à 1, et ζ la fonction
ϕ : ζ → ζ.

Lemme 9.4 L’application Φ : ϕ(·) → ϕ(t) de l’ensemble R des fractions ration-
nelles sans pôles dans Σ(t), vers A, est l’unique homomorphisme d’algèbres qui vérifie
Φ(1) =i et Φ(ζ) =t.

Démonstration.

⊲ On aura tout d’abord Φ(1) =t0 =i et Φ(ζ) =t, d’après (9.1). D’autre part, si ri =
pi/qi ∈ R, i = 1, 2 où les pi et qi sont des polynômes et qi n’a pas de zéro dans Σ(t), on aura

Φ(r1r2) = (r1r2) (t) = (p1p2) (t) ((q1q2) (t))−1

= p1(t)p2(t) (q1(t))−1 (q2(t))−1 = r1(t)r2(t) = Φ(r1)Φ(r2),

en vertu des lemmes 9.2 et 9.3.

⊲ Supposons maintenant que Φ′ soit également un homomorphisme d’algèbres vérifiant
Φ′(1) =i et Φ′(ζ) =t ; si p(z) =

∑
n=0,N anz

n, on a tout d’abord

Φ′(p) =
∑

n=0,N

anΦ
′ (ζn) =

∑

n=0,N

an
(
Φ′ (ζ)

)n
=
∑

n=0,N

ant
n = Φ(p).

Si maintenant r = p/q est une fraction rationnelle sans pôle au voisinage de Σ(t), on a rq = p,
et par conséquent Φ′(r)Φ′(q) = Φ′(p), soit Φ′(r)Φ(q) = Φ(p), et comme q ne s’annule pas au
voisinage du spectre, Φ′(r) = Φ(p) (Φ(q))−1 = Φ(r).
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Proposition 9.5 (Riesz) L’application Φ : ϕ(·) → ϕ(t) de l’ensemble des fonctions
holomorphes au voisinage de Σ(t) dans A, est l’unique homomorphisme d’algèbres qui
vérifie

(i) Φ(1) =i et Φ(ζ) =t

(ii) ϕn(t) → ϕ(t), quand ϕn → ϕ uniformément sur tout compact.

Démonstration.

⊲ On aura tout d’abord Φ(1) =i et Φ(ζ) =t en vertu du lemme 9.4 Par ailleurs, si ϕn → ϕ
uniformément sur tout compact, alors comme ‖r(ζ)‖ est borné sur Γ,

∫

Γ
ϕn(ζ)r(ζ) dζ →

∫

Γ
ϕ(ζ)r(ζ) dζ,

soit ϕn(t) → ϕ(t).

⊲ Il reste donc à démontrer que Φ est un homomorphisme d’algèbres. On utilisera le
théorème de Runge 6.1. Soient donc qn et rn deux suites de fractions rationnelles dont les
pôles sont extérieurs à ∆ et qui convergent respectivement vers ϕ et ψ, uniformément sur
tout compact de ∆. D’après le lemme 9.4, on aura (qnrn) (t) = qn(t)rn(t), et par conséquent
(ϕψ) (t) = ϕ(t)ψ(t), c’est-à-dire Φ(ϕψ) = Φ(ϕ)Φ(ψ).

⊲ Supposons maintenant que Φ′ soit également un homomorphisme d’algèbres vérifiant (i),
alors il cöıncide avec Φ sur R, d’après le lemme 9.4. S’il vérifie également (ii), le théorème
de Runge permet de conclure à l’identité de Φ et Φ′.

Notons bien que si f et g sont deux fonctions holomorphes au voisinage du spectre de
t, alors f(t) et g(t) commutent, puisque

f(t)g(t) = (fg)(t) = (gf)(t) = g(t)f(t).

Théorème 9.6 (de transformation spectrale) Si ϕ est holomorphe au voisinage
de Σ(t), alors Σ(ϕ(t)) = ϕ(Σ(t)).

Démonstration.

⊲ Considérons λ ∈ Σ(t), et montrons que ϕ(λ) ∈ Σ(ϕ(t)). Posons

ψ(ζ) =
ϕ(ζ) − ϕ(λ)

ζ − λ
,

la fonction ψ est non seulement holomorphe en dehors de λ, mais également bornée au
voisinage de λ car ψ(ζ) → ϕ′(λ) quand ζ → λ. Elle est donc holomorphe dans ∆. Supposons
que ϕ(λ) /∈ Σ(ϕ(t)), alors ϕ(t) − ϕ(λ) est inversible et, selon le calcul holomorphe

(t − λ)ψ(t) = ϕ(t) − ϕ(λ),

ce qui prouve que ψ(t) (ϕ(t) − ϕ(λ))−1 est l’inverse de t−λ, et qui constitue une contradic-
tion. Il en résulte que ϕ(Σ(t)) ⊂ Σ(ϕ(t)).
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⊲ Réciproquement, comme Σ(t) est compact, ϕ(Σ(t)) est fermé, et par conséquent si on
suppose que µ /∈ ϕ(Σ(t)), la fonction ξ → (ξ − µ)−1 est holomorphe dans un voisinage de
ϕ(Σ(t)). Il en est donc de même pour la fonction ψ(ζ) = (ϕ(ζ) − µ)−1 dans un voisinage
de Σ(t). On aura alors ψ(t) (ϕ(t) − µ) =i, ce qui prouve que µ /∈ Σ(ϕ(t)), d’où Σ(ϕ(t)) ⊂
ϕ(Σ(t)).

Proposition 9.7 Si ϕ2 et ϕ1 sont respectivement analytiques au voisinage de Σ(t) et
de ϕ2(Σ(t)), et si on pose ϕ = ϕ1 ◦ ϕ2 alors ϕ(t) = ϕ1 (ϕ2(t)) .

Démonstration. Posons en effet s= ϕ2(t), notons ∆1 et ∆2 des ouverts contenant respec-
tivement Σ(t) et ϕ2(Σ(t)) = Σ (s) , d’après le théorème 9.6. Si Γ2 est un cycle compatible
avec Σ(s), nous aurons

ϕ1(s) = − 1

2iπ

∫

Γ2

ϕ1(ξ)(s − ξ)−1 dξ,

mais si Γ1 est un cycle compatible avec Σ(t), dont l’image par ϕ2 est contenue dans ∆2 et
formée de points d’indice 1 par rapport à Γ2, alors pour ξ ∈ Γ2, la fonction ζ → ϕ2(ζ) − ξ
est holomorphe sur Σ(t), et par conséquent

(s − ξ)−1 = (ϕ2(t) − ξ)−1 = − 1

2iπ

∫

Γ1

(ϕ2(ζ) − ξ)−1(t − ζ)−1 dζ,

On aura donc

ϕ1(s) =

(
1

2iπ

)2 ∫

Γ2

ϕ1(ξ)

∫

Γ1

(ϕ2(ζ) − ξ)−1(t − ζ)−1 dζ dξ

=

(
1

2iπ

)2 ∫

Γ1

(t − ζ)−1

(∫

Γ2

ϕ1(ξ)(ϕ2(ζ) − ξ)−1 dξ

)
dζ

= − 1

2iπ

∫

Γ1

ϕ1 (ϕ2(ζ)) (t − ζ)−1 dζ = ϕ1 ◦ ϕ2(t),

d’après le théorème des résidus.

Proposition 9.8 Si ζ /∈ Σ(t), alors

ρ(r(ζ)) =
1

d(ζ,Σ(t))
. (9.4)

Démonstration. Posons en effet f(λ) = (λ− ζ)−1 , c’est une fonction holomorphe au voi-
sinage de Σ(t), et par conséquent, d’après le théorème 9.6, Σ(r(ζ)) = Σ(f(t)) = f(Σ(t)),

soit Σ(r(ζ)) =
{

(λ− ζ)−1 |λ ∈ Σ(t)
}
. Il en résulte que

ρ(r(ζ)) = sup
{
|λ− ζ|−1 |λ ∈ Σ(t)

}
=

1

inf {|λ− ζ| |λ ∈ Σ(t)} =
1

d(ζ,Σ(t))
.
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Notons que ce résultat corrobore celui relatif au rayon de convergence de la première
série de la résolvante obtenu en 8.21 (iv), en effet ce dernier est égal au rayon du plus
grand disque de centre ζ inclus dans Π(t), soit d(ζ,Σ(t)).

9.2 Réduction spectrale

Définition 9.9 On dit que p∈ A est une projection si p est idempotent, c’est-à-dire
si p2 =p

Il est clair que si p est une projection, alors p′ =i−p également.

Dans le cas où Σ(t) est formé de deux fermés disjoints Σ1 et Σ2, le calcul holomorphe
permet de réduire t, au sens de la proposition suivante :

Proposition 9.10 (de réduction spectrale) Supposons que Σ(t) = Σ1 ∪ Σ2, où
les Σi sont deux fermés disjoints non vides, notons ∆i, i = 1, 2 deux ouverts disjoints
contenant respectivement Σ1 et Σ2, ainsi que Γi deux cycles respectivement compatibles
avec Σ1 et Σ2, et posons

pi = − 1

2iπ

∫

Γi

r(ζ) dζ, i = 1, 2. (9.5)

(i) Les pi sont des projections vérifiant i=p1+p2.

(ii) On a
t = tp1 + tp2 avec tpi = gi (t) , (9.6)

où gi(ζ) = ζfi(ζ), avec fi = 1 au voisinage de Σi, fi = 0 au voisinage de Σj, j 6= i, et

Σ(tpi) = Σi ∪ {0} .
Démonstration.

⊲ Si Γ = Γ1 ∪ Γ2, on a

pi = − 1

2iπ

∫

Γ
fi(ζ)r(ζ) dζ, (9.7)

Par conséquent, d’après le calcul holomorphe

p2
i = − 1

2iπ

∫

Γ
f2
i (ζ)r(ζ) dζ = − 1

2iπ

∫

Γ
fi(ζ)r(ζ) dζ = pi,

ainsi que

p1 + p2 = − 1

2iπ

∫

Γ
(f1(ζ) + f2(ζ))r(ζ) dζ = − 1

2iπ

∫

Γ
r(ζ) dζ = i.

⊲ On aura tout d’abord t=t(p1 + p2) =tp1+tp2, et on constate que

tpi = Φ(ζ)Φ (fi) = Φ (ζfi) = gi (t) ,

et par conséquent, d’après le théorème 9.6,

Σ(tpi) = Σ(gi (t)) = gi(Σ(t)) = Σi ∪ {0} .
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9.3 Singularités isolées

Dans le cas où la résolvante possède une singularité isolée, nous sommes à même
d’utiliser le résultat de réduction spectrale de la proposition 9.10. Mais une étude
détaillée va nous permettre d’obtenir des résultats plus précis.

9.3.1 Nilpotents

Définition 9.11 On dit qu’un élément de l’algèbre de Banach A est nilpotent si l’un
de ses itérés est nul.

Proposition 9.12

(i) Si t est nilpotent, son rayon spectral ρ(t) est nul

(ii) Si ρ(t) = 0 et t6= 0, alors t n’est pas inversible

Démonstration.

⊲ En effet ρ(t) = infn ‖tn‖1/n = 0.

⊲ Nous aurons Σ(t) ⊂ {0} , et en fait Σ(t) = {0} , si t est non nul, en vertu du théorème
8.14.

Contrairement au cas des opérateurs linéaires en dimension finie que nous étudierons
ultérieurement, un élément de rayon spectral nul n’est pas nécessairement nilpotent,
nous sommes donc amenés à poser la définition suivante :

Définition 9.13 Un élément de l’algèbre de Banach A ayant un rayon spectral nul
est dit quasi-nilpotent.

9.3.2 Développement en série de Laurent

Nous allons nous livrer à une étude détaillée du développement en série de Laurent
de la résolvante au voisinage d’une singularité isolée.

Considérons λ ∈ Σ(t), isolé, et développons r(ζ) en série de Laurent au voisinage
de λ, nous aurons

r(ζ) =
∑

n∈Z

(ζ − λ)n an, (9.8)

où les an dépendent bien entendu de λ.
Soit alors γ un lacet dont l’indice soit 1 par rapport à λ et 0 par rapport Σ(t) \ λ,

par exemple un cercle parcouru dans le sens direct, contenant λ et suffisamment petit
pour ne contenir aucun autre point de Σ(t). Nous dirons que γ est un lacet associé à

λ. Selon le théorème des résidus, nous aurons

an =
1

2iπ

∫

γ

(ζ − λ)−n−1
r(ζ) dζ, (9.9)
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Lemme 9.14 Posons ηn = 0 si n < 0, et ηn = 1 si n ≥ 0, alors

anam = (ηn + ηm − 1)an+m+1 (9.10)

Il en résulte en particulier que les coefficients du développement en série de Laurent
commutent entre eux.

Démonstration.

⊲ Notons γ′ un lacet associé à λ, contenant γ (c’est-à-dire pour lequel tout point de γ soit
d’indice 1). Bien entendu on aura encore

an =
1

2iπ

∫

γ′

(
ζ ′ − λ

)−n−1
r(ζ ′) dζ ′,

et par conséquent

anam =

(
1

2iπ

)2 ∫

γ′

(
ζ ′ − λ

)−n−1
r(ζ ′) dζ ′

∫

γ
(ζ − λ)−m−1

r(ζ) dζ

=

(
1

2iπ

)2 ∫

γ′

∫

γ

(ζ ′ − λ)−n−1 (ζ − λ)−m−1

ζ ′ − ζ

(
r(ζ ′) − r(ζ)

)
dζ dζ ′,

d’après la première identité de la résolvante (8.5), soit

anam = α− β,

avec

α =

(
1

2iπ

)2 ∫

γ′

(
ζ ′ − λ

)−n−1
r(ζ ′)

∫

γ

(ζ − λ)−m−1

ζ ′ − ζ
dζ dζ ′,

et

β =

(
1

2iπ

)2 ∫

γ
(ζ − λ)−m−1

r(ζ)

∫

γ′

(ζ ′ − λ)−n−1

ζ ′ − ζ
dζ ′ dζ,

⊲ Selon le lemme 9.15 ci-dessous, on aura

1

2iπ

∫

γ

(ζ − λ)−m−1

ζ ′ − ζ
dζ = ηm

(
ζ ′ − λ

)−m−1
,

et par conséquent

α =
ηm
2iπ

∫

γ′

(
ζ ′ − λ

)−n−m−2
r(ζ ′) dζ ′ = ηman+m+1.

⊲ De même
1

2iπ

∫

γ′

(ζ ′ − λ)−n−1

ζ − ζ ′
dζ ′ = (ηn − 1) (ζ − λ)−n−1 ,

d’où

−β =
ηn − 1

2iπ

∫

γ
(ζ − λ)−n−m−2

r(ζ) dζ = (ηn − 1)an+m+1.

La formule annoncée en découle.
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Lemme 9.15 Soit δ un cercle de centre λ, parcouru dans le sens direct

(i) Si ξ est extérieur au disque de bord δ, on aura

1

2iπ

∫

δ

(ζ − λ)−m−1

ξ − ζ
dζ = ηm (ξ − λ)−m−1 .

(ii) Si ξ est intérieur au disque de bord δ, on aura

1

2iπ

∫

δ

(ζ − λ)−m−1

ξ − ζ
dζ = (ηm − 1) (ξ − λ)−m−1 .

Démonstration.

⊲ Remarquons tout d’abord que si f et g ont pour développement en série de Laurent
respectifs au voisinage de λ

f (ζ) =
∑

n∈Z

bn (ζ − λ)n , et g (ζ) =
∑

n∈Z

cn (ζ − λ)n

alors le terme d’ordre −1 du développement de fg n’est autre que

a−1 =
∑

n∈Z

b−n−1cn.

⊲ Notons alors que la fonction ψm(ζ) = (ζ − λ)−m−1 (ξ − ζ)−1 est holomorphe dans le
disque de bord δ pour m < 0. Dans le cas contraire, elle admet une singularité en ζ = λ, dont
nous allons calculer le développement en série de Laurent. On pose f (ζ) = (ζ − λ)−m−1 et
g(ζ) = (ξ − ζ)−1 , et on aura

cn = g(n)(λ)/ (n+ 1)! = (ξ − λ)−n−1

et par conséquent

a−1 = (ξ − λ)−m−1

Plus simplement on peut aussi écrire

1

ξ − ζ
=

1

ξ − λ

ξ − λ

ξ − λ− (ζ − λ)
=

1

ξ − λ

∑

k=0,∞

(
ζ − λ

ξ − λ

)k
,

et par conséquent

(ζ − λ)−m−1

ξ − ζ
=
∑

k=0,∞

(ζ − λ)k−m−1

(ξ − λ)k+1
. (9.11)

Il en résulte que le résidu de ψm en ζ = λ est égal à 2iπ (ξ − λ)−m−1 , d’où

1

2iπ

∫

δ

(ζ − λ)−m−1

ξ − ζ
dζ = (ξ − λ)−m−1 .
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⊲ Dans le second cas la fonction ψm(ζ) admet une singularité en ζ = ξ, et le résidu
associé est égal à −2iπf(ξ) = −2iπ (ξ − λ)−m−1 . Si m ≥ 0, comme précédemment elle admet
également une singularité en ζ = λ à laquelle est associé le résidu 2iπ (ξ − λ)−m−1 . On aura
donc

1

2iπ

∫

δ

(ζ − λ)−m−1

ξ − ζ
dζ = − (ξ − λ)−m−1 + ηm (ξ − λ)−m−1 .

On va maintenant voir que les divers coefficients an se déduisent aisément de trois
d’entre eux. On posera

sλ = a0 =
1

2iπ

∫

γ

(ζ − λ)−1
r(ζ) dζ (9.12)

pλ = −a−1 = − 1

2iπ

∫

γ

r(ζ) dζ

dλ = −a−2 = − 1

2iπ

∫

γ

(ζ − λ)r(ζ) dζ.

Lemme 9.16 Les coefficients du développement en série de Laurent de la résolvante
vérifient

a−k = − (dλ)
k−1 , k ≥ 2, (9.13)

an = (sλ)
n+1 , n ≥ 0.

Démonstration. Raisonnons par récurrence à l’aide du lemme 9.14 et supposons que

an−1 = (sλ)
n , n ≥ 1,

alors (sλ)
n+1 =an−1a0 =an. Admettons maintenant que

a−k = − (dλ)
k−1 , k ≥ 2,

alors (dλ)
k =a−ka−2 = −a−k−1.

Au voisinage de ζ = λ, la résolvante pourra donc s’écrire sous la forme

r(ζ) = vλ(ζ) + uλ(ζ), (9.14)

où la partie régulière du développement en série de Laurent

uλ(ζ) =
∑

n≥0

(ζ − λ)n (sλ)
n+1 , (9.15)

est appelée résolvante réduite et

vλ(ζ) = −
∑

n≤−2

(ζ − λ)n (dλ)
−n−1 − (ζ − λ)−1

pλ, (9.16)

est constituée de la partie singulière du développement.
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Proposition 9.17 L’opérateur dλ est quasi-nilpotent.

Démonstration. Le développement en série de Laurent de r(ζ) au voisinage de λ converge
dans un disque pointé de centre λ. Sa partie singulière vλ converge donc dans le complémentaire
de {λ} , et c’est donc vis-à-vis de t = (ζ − λ)−1, une série entière de rayon de convergence
infini. Nous avons vu à la proposition 8.21 que ce rayon de convergence n’est autre que
1/ρ(dλ) ; il en résulte que ρ(dλ) = 0, c’est-à-dire que dλ est quasi-nilpotent.

Définition 9.18 Une singularité isolée λ est dite semi-simple si l’opérateur quasi nil-
potent dλ associé est nul, c’est-à-dire si λ est un pôle simple de r(ζ).

Remarque 9.19

(i) Soit eλ(ζ) identique à 1 au voisinage de λ et nulle au voisinage de Σ(t) \ {λ} et

fnλ (ζ) = (ζ − λ)n eλ(ζ),

alors, ∀n > 0,

pλ = (pλ)
n = f 0

λ(t) = eλ(t) et (9.17)

(dλ)
n = (t − λ)n pλ = (t − λ)n eλ(t) = fnλ (t).

C’est dire, entre autres, que pλ est une projection.

(ii) Remarquons également que le calcul fonctionnel holomorphe ne s’applique pas à
sλ, puisque (ζ − λ)−1 n’est pas bornée au voisinage de λ.

Proposition 9.20 On a

(i)

sλpλ = pλsλ = 0 (9.18)

pλdλ = dλpλ = dλ (9.19)

(ii)
(t − λ)pλ = pλ (t − λ) = dλ (9.20)

(iii)
(t − λ) sλ = sλ (t − λ) = i − pλ (9.21)

Démonstration.

⊲ On a tout d’abord

pλsλ = sλpλ = −a−1a0 = 0

pλdλ = dλpλ = a−1a−2 = −a−2 = dλ,

en vertu des lemmes 9.14 et 9.16
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⊲ D’après (9.17), on a (t − λ)pλ = f1
λ(t) =dλ

⊲ On aura

(t − λ) sλ = (t − λ)a0 =
1

2iπ

∫

γ
(ζ − λ)−1 (t − λ)r(ζ) dζ

=
1

2iπ

∫

γ
(ζ − λ)−1 (t − ζ)r(ζ) dζ +

1

2iπ

∫

γ
r(ζ) dζ

=
1

2iπ
i

∫

γ
(ζ − λ)−1 dζ +

1

2iπ

∫

γ
r(ζ) dζ

= i − pλ

Il résulte en particulier de (9.20) que

tpλ = pλt = λpλ + dλ, (9.22)

soit encore tpλ = gλ (t) , où gλ(ζ) = ζ au voisinage de ζ = λ et gλ = 0 au voisinage
de Σ(t) \ {λ} , ce qui n’est rien d’autre que la formule (9.6) qui découle du théorème
de réduction spectrale 9.10. On peut maintenant se faire une idée plus précise de la
signification de uλ et vλ.

Proposition 9.21 On a

(i) uλ(λ) =sλ

(ii)

vλ(ζ)pλ = pλvλ(ζ) = vλ(ζ) (9.23)

uλ(ζ) (i − pλ) = (i − pλ)uλ(ζ) = uλ(ζ)

et par conséquent

r(ζ)pλ = pλr(ζ) = vλ(ζ) (9.24)

r(ζ) (i − pλ) = (i − pλ)r(ζ) = uλ(ζ)

(iii)

uλ(ζ) (t − ζ) = (t − ζ)uλ(ζ) = i − pλ (9.25)

vλ(ζ) (t − ζ) = (t − ζ)vλ(ζ) = pλ

Démonstration.

⊲ La définition même (9.15) de uλ implique uλ(λ) =sλ.

⊲ En vertu de (9.19), on aura

vλ(ζ)pλ = −
∑

n≤−2

(ζ − λ)n (dλ)
−n−1

pλ − (ζ − λ)−1
pλ

= −
∑

n≤−2

(ζ − λ)n (dλ)
−n−1 − (ζ − λ)−1

pλ = vλ(ζ).
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⊲ De même en vertu de (9.18),

uλ(ζ)pλ = pλuλ(ζ) =
∑

n≥0

(ζ − λ)n (sλ)
n+1

pλ = 0,

et par conséquent
uλ(ζ) (i − pλ) = (i − pλ)uλ(ζ) = uλ(ζ)

⊲ On écrira

uλ(ζ) (t − ζ) = uλ(ζ) (t − λ) + uλ(ζ) (λ− ζ)

=
∑

n≥0

(ζ − λ)n (sλ)
n
sλ (t − λ) −

∑

n≥0

(ζ − λ)n+1 (sλ)
n+1

=
∑

n≥0

(ζ − λ)n (sλ)
n (i − pλ) −

∑

n≥1

(ζ − λ)n (sλ)
n

=
∑

n≥0

(ζ − λ)n (sλ)
n (i − pλ) −

∑

n≥1

(ζ − λ)n (sλ)
n (i − pλ) = i − pλ

en vertu de (9.21) et (9.18).

⊲ On aura enfin

i = r(ζ) (t − ζ) = vλ(ζ) (t − ζ) + uλ(ζ) (t − ζ)

= vλ(ζ) (t − ζ) + i − pλ,

et par conséquent vλ(ζ) (t − ζ) =pλ
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Chapitre 10

Application aux opérateurs bornés

Considérons maintenant l’algèbre de Banach L(X) formée des opérateurs bornés
X → X, et précisons dans ce cadre les résultats que nous venons d’obtenir.

10.1 Noyau, Image

Définition 10.1

(i) On appelle noyau de T, et on note N (T ), le sous-espace suivant de X :

N (T ) = {u ∈ X |Tu = 0} .

(ii) On appelle image de T (en fait de X par T ), et on note R(T ), le sous-espace
suivant de X :

R(T ) = {v ∈ X |∃u ∈ X,Tu = v} .

Lemme 10.2 T ∈ L(X,Y ) est injectif et d’image fermée si et seulement si ∃C > 0 tel
que ∀x ∈ X, on ait ‖x‖ ≤ C ‖Tx‖ .
Démonstration.

⊲ Supposons que l’inégalité soit vérifiée, l’injectivité de T est alors claire. Supposons que

yn = Txn converge, soit vers y, elle est de Cauchy et on aura ‖xm − xn‖ ≤ C ‖T (xm − xn)‖ ,
ce qui prouve que xn est elle-même de Cauchy, elle converge donc, soit vers x, et par continuité,

on aura y = Tx. Il en résulte que y ∈ R(T ) et par conséquent que R(T ) est fermé.

⊲ Réciproquement si T est injective et d’image fermée, alors elle est continue et bijective

sur l’espace de Banach R(T ), et admet par conséquent un inverse continu S̃ : R(T ) → X,
d’après le théorème des homomorphismes 3.14. Supposons maintenant que l’inégalité ne soit

pas vérifiée, alors ∃xn telle que ‖xn‖ = 1 et ‖Txn‖ < 1/n, mais on aura alors

1 = ‖xn‖ =
∥∥∥S̃ ◦ Txn

∥∥∥ ≤
∥∥∥S̃
∥∥∥ /n,

ce qui constitue une contradiction.
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Dans le spectre de T, nous distinguerons tout particulièrement l’ensemble des valeurs
propres de T

Définition 10.3

(i) On pose
Nλ = {u ∈ X |Tu = λu} ,

c’est le noyau de T − λ, encore appelé sous-espace propre géométrique associé à la
valeur propre λ, sa dimension nλ, si elle est finie, est appelée multiplicité géométrique
de la valeur propre λ.

(ii) On dit que λ est une valeur propre de T si T −λ n’est pas injectif, c’est-à-dire s’il
existe u 6= 0 dans X, tel que Tu = λu. On dit alors que u est un vecteur propre associé
à la valeur propre λ. On appellera spectre ponctuel de T l’ensemble de ses valeurs
propres :

Σp(T ) = {λ ∈ C |Nλ 6= 0}

Définition 10.4 On appelle

(i) Spectre ponctuel l’ensemble des valeurs propres :

Σp(T ) = {λ ∈ C |N (T − λ) 6= {0}} ,

(ii) Spectre continu

Σc(T ) =
{
λ ∈ Σ(T )

∣∣∣T − λ injectif, et R(T − λ) = X
}
.

(iii) Spectre résiduel

Σr(T ) =
{
λ ∈ C

∣∣∣T − λ injectif, et R(T − λ) 6= X
}

Σp(T ), Σc(T ) et Σr(T ) sont mutuellement disjoints, et comme de plus d’après le
théorème des homomorphismes 3.14, si T − λ est bijective elle est inversible, on aura

Σ(T ) = Σp(T ) ∪ Σc(T ) ∪ Σr(T )

10.2 Réduction spectrale

La décomposition de l’espace en somme de sous-espaces stables permet de réduire
l’opérateur selon ses restrictions. Il est alors facile d’expliciter le lien entre le spectre
de l’opérateur et celui de ses restrictions.

Proposition 10.5 Si TM et TM ′ sont les parties respectives de T dans M et M ′, où
M et M ′ sont deux supplémentaires topologiques invariants par T, alors

(i) Si ζ /∈ Σ(T ), R(ζ) laisse M et M ′ invariants.
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(ii)

Σ(T ) = Σ(TM) ∪ Σ(TM ′)

Σp(T ) = Σp(TM) ∪ Σp(TM ′)

(iii) Le sous-espace propre de T associé à la valeur propre λ est la somme directe des
sous-espaces propres respectifs de TM et TM ′ associés à λ.

Démonstration.

⊲ Notons P la projection sur M parallèlement à M ′ et P ′ celle sur M ′ parallèlement à M.
Selon la proposition A.3 T commute avec P, et par conséquent d’après le lemme 8.10 R(ζ)
commute avec P, ainsi qu’avec P ′ = I −P ; il en résulte d’après la proposition A.3 que R(ζ)
laisse M et M ′ invariants.

⊲ Supposons tout d’abord que ξ /∈ Σ(T ), alors (T − ξ)R(ξ) = I = R(ξ) (T − ξ) , et par
conséquent

(TM − ξ)R(ξ)|M = I|M = R(ξ)|M (TM − ξ)

Il en résulte que ξ /∈ Σ(TM ), et de même ξ /∈ Σ(TM ′). Nous avons donc démontré que
Σ(TM ) ∪ Σ(TM ′) ⊂ Σ(T )

⊲ Réciproquement, si ξ /∈ Σ(TM ) ∪ Σ(TM ′), alors il existe S et S′ telles que (TM − ξ)S =
S (TM − ξ) = I|M et (TM ′ − ξ)S′ = S′ (TM ′ − ξ) = I|M ′ . On aura alors d’une part

(T − ξ)
(
SP + S′P ′

)
= (T − ξ)SP + (T − ξ)S′P ′

= (TM − ξ)SP + (TM ′ − ξ)S′P ′ = P + P ′ = I

et d’autre part

(
SP + S′P ′

)
(T − ξ) = SP (T − ξ) + S′P ′ (T − ξ)

= S (T − ξ)P + S′ (T − ξ)P ′ = P + P ′ = I

⊲ Bien entendu, il est clair qu’une valeur propre de TM ou TM ′ est valeur propre de T.
Supposons réciproquement que λ soit valeur propre de T, et u un vecteur propre associé, on
aura TMPu = TPu = PTu = λPu, ce qui montre, si Pu 6= 0, que λ est valeur propre de TM ;
de même, si (I − P )u 6= 0, λ est valeur propre de TM ′ . Comme u = Pu + (I − P )u, on ne
peut avoir simultanément u 6= 0 et Pu = (I − P )u = 0, il en résulte que λ est valeur propre
de TM ou TM ′ et que u appartient à la somme des (éventuels) sous-espaces propres de TM et
TM ′ associés à λ.

Il est souvent commode d’identifier les opérateurs TM et TP = PT, puisqu’ils cöıncident
sur M. Toutefois, il faut prendre garde à la valeur propre 0 :

Proposition 10.6 Soient M et M ′ deux supplémentaires topologiques invariants par
T, P et P ′ les projections associées.

(i) Si λ est valeur propre de TM , alors λ est valeur propre de TP.
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(ii) Réciproquement, si λ 6= 0, est valeur propre de TP, alors λ est valeur propre de
TM .

(iii) Si L est le noyau de TM , alors L⊕M ′ est le noyau de TP.

Démonstration.

⊲ Si u est vecteur propre de TM associé à λ, on aura λu = TMu = TPu, puisque u ∈M.

⊲ Réciproquement, si PTu = TPu = λu, alors, si λ 6= 0, u ∈ M, et par conséquent λ est
valeur propre de TM .

⊲ Notons déjà que L et M ′ sont de somme directe puisque L ⊂ M. Supposons alors
que u ∈ N (TP ), alors on aura TMPu = TPu = 0, et par conséquent Pu ∈ L. Comme
u = Pu+ (I − P )u, et L ⊂M, il en résulte que u ∈ L⊕M ′. Réciproquement, il est clair que
si u ∈ L⊕M ′, alors Pu ∈ L d’où TPu = 0.

Dans le cas où Σ(T ) est formé de deux fermés disjoints Σ1 et Σ2, on va pouvoir
préciser les résultats de la proposition 9.10 Rappelons que Γ1 et Γ2 sont deux cycles
respectivement compatibles avec Σ1 et Σ2, que fi note une fonction vérifiant fi = 1 sur
∆i et 0 sur ∆j, j 6= i, et que

Pi = − 1

2iπ

∫

Γi

R(ζ)dζ, i = 1, 2.

(i) Selon la proposition 9.10, les Pi sont des projections continues vérifiant I =
P1 + P2

(ii) d’après la proposition A.1 on aura X = M1 ⊕M2 avec Mi = R(Pi)

(iii) les Mi sont fermés d’après la proposition A.6

(iv) comme les Pi commutent avec T, les Mi sont invariants d’après la proposition
A.3, et on aura

T = TP1 + TP2.

Proposition 10.7 (de réduction spectrale) Supposons que Σ(T ) = Σ1∪Σ1, où les
Σi sont deux fermés disjoints non vides

(i) Si S commute avec T, les Mi sont invariants par S

(ii) Σ(Ti) = Σi, où Ti = T|Mi
est la partie de T dans Mi.

Démonstration.

⊲ En effet S commute avec R(ζ), d’après le lemme 8.10, et par conséquent S commute
avec les Pi ; il en résulte que les Mi sont invariants par S.

⊲ Choisissons ξ en dehors de Σi, et Γi tel que ξ soit d’indice nul par rapport à Γi ; avec
gi(ζ) = ζfi(ζ) et θi(ζ) = (ζ − ξ) fi(ζ), nous aurons

(TPi − ξPi) = gi (T ) − ξfi(T ) = θi(T ),
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et si nous posons hi(ζ) = fi(ζ)/(ζ − ξ), fonction analytique sur le spectre, nous aurons

(TPi − ξPi) ◦ hi(T ) = hi(T ) ◦ (TPi − ξPi) = (hiθi) (T )

= − 1

2iπ

∫

Γi

R(ζ)dζ = Pi.

C’est dire que hi(T )|Mi
est l’inverse de (TPi − ξ)|Mi

et par conséquent que ξ /∈ Σ(Ti). Il en
résulte que Σ(Ti) ⊂ Σi.

⊲ Réciproquement, selon la proposition 10.5, on a

Σ1 ∪ Σ2 = Σ(T ) = Σ(T1) ∪ Σ(T2) avec Σ(Ti) ⊂ Σi,

et par conséquent, comme les Σi sont disjoints, Σ(Ti) = Σi.

Il est bon de noter que la différence de conclusion entre les items (ii) des propositions
9.10 et 10.7 est expliquée par la proposition 10.6

10.3 Singularités isolées

Notons maintenant

Mλ = R(Pλ) et M ′
λ = R(I − Pλ) = N (Pλ) ; (10.1)

Mλ est appelé sous-espace algébrique associé à la valeur spectrale λ et la décomposition

X = Mλ ⊕M ′
λ, (10.2)

constitue une somme directe topologique, puisque Pλ est continue.

Nous avons vu à la proposition 9.20 que

TPλ = PλT = λPλ +Dλ et DλPλ = PλDλ = Dλ, (10.3)

c’est dire que TMλ
, partie de T dans Mλ est formé de la somme d’un opérateur scalaire :

λI, et d’un opérateur quasi-nilpotent Dλ|Mλ
, partie de Dλ dans Mλ. De plus, d’après

la proposition 9.21, on constate

Vλ(ζ) = −(ζ − λ)−1Pλ −
∑

n=1,∞

(ζ − λ)−n−1 (Dλ)
n (10.4)

représente la partie de R(ζ) dans Mλ, tandis que la la résolvante réduite,

Uλ(ζ) =
∑

n=0,∞

(ζ − λ)n (Sλ)
n+1 , (10.5)

représente la partie de R(ζ) dans M ′
λ.

Enfin les parties de (T − ζ) et Vλ(ζ) dans Mλ sont inverses l’une de l’autre, tandis
que les parties de (T − ζ) et Uλ(ζ) dans M ′

λ = R(I − Pλ) le sont également, ce qui
justifie le nom de résolvante réduite que nous avons attribué à Uλ(ζ).
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Proposition 10.8

(i) Si la singularité isolée λ est une valeur propre, son sous-espace propre géométrique
Nλ est inclus dans le sous-espace algébrique Mλ.

(ii) Une singularité isolée λ semi-simple est une valeur propre, et on aura. Mλ = Nλ

si et seulement si λ est semi-simple.

Démonstration.

⊲ En effet, puisque Uλ(λ) = Sλ, de (9.25) il résulte que Sλ (T − λ) = I − Pλ, et par
conséquent que si u ∈ Nλ, c’est-à-dire (T − λ)u = 0, alors u = Pλu, soit u ∈Mλ.

⊲ Selon la formule (9.20), on aura Dλ = (T − λ)Pλ = Pλ (T − λ) . Il en résulte que, si Dλ

est nul alors (T − λ)Pλu = 0 ∀u, d’où (T − λ)u = 0,∀u ∈ Mλ, c’est dire que Mλ ⊂ Nλ, et
par conséquent que λ est une valeur propre. Réciproquement, comme Dλ = (T − λ)Pλ, on
aura Dλ = 0 dès que Mλ ⊂ Nλ.

10.4 La dimension finie

Il s’agit ici d’appliquer au cas de la dimension finie, c’est-à-dire des opérateurs
matriciels, les résultats que nous avons obtenus précédemment pour un opérateur borné.

Le résultat suivant est à la fois particulièrement simple et tout-à-fait essentiel ; il
est bien entendu spécifique de la dimension finie.

Théorème 10.9 Si T est un opérateur linéaire sur un espace X de dimension finie N,
on a

dimN (T ) + dimR(T ) = dimX.

Démonstration. On notera
.
u la classe de u ∈ X.

⊲ Montrons que T est une bijection X/N (T ) → R(T ). Nous notons T
.
u l’image de

.
u,

elle ne dépend pas du représentant choisi dans
.
u. Supposons tout d’abord que T

.
u = 0, c’est

dire que Tv = 0,∀v ∈ .
u ; il en résulte que

.
u = N (T ) =

.
0, et donc que T est injective.

Réciproquement, si v ∈ R(T ), on aura v = Tu, et par conséquent v = T
.
u.

⊲ Notons e1, . . . , ek, k ≤ N, une base de N (T ), et ek+1, . . . , eN une base d’un sous-espace
complémentaire dans X. Nous montrerons que les

.
ek+1, . . . ,

.
eN forment une base de X/N (T ),

d’où le résultat.

⊲ Les
.
ej , j = k+1, N forment un système libre, supposons en effet que

.
0 =

∑
j=k+1,N µj

.
ej ,

donc ∃w ∈ N (T ), 0 = w +
∑

j=k+1,N µjej , et par conséquent w = 0 =
∑

j=k+1,N µjej . Il en
résulte que µj = 0, j = k + 1, N.

⊲ Enfin un élément u de X est de la forme u = w +
∑

j=k+1,N µjej , où w ∈ N (T ) ; il en

résulte que
.
u =

∑
j=k+1,N µj

.
ej .
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Remarque 10.10 Notons que le théorème (et sa démonstration) restent valables si T
est linéaire X → R(T ) ⊂ Y, où X et R(T ) sont de dimension finie

Corollaire 10.11 En dimension finie, un opérateur linéaire est injectif si et seulement
si il est surjectif.

Démonstration. En effet, dire que T est injectif, c’est dire que dimN (T ) = 0, et dire qu’il
est surjectif, c’est dire que dimR(T ) = dimX.

Remarque 10.12 Si X est de dimension finie, en vertu du corollaire 10.11, T −λ est
inversible si et seulement si λ n’est pas valeur propre de T, c’est dire que

Σ(T ) = Σp(T )

ou encore que les valeurs propres de T sont les singularités de la résolvante.

Corollaire 10.13 En dimension finie, le rayon spectral est égal au module de la valeur
propre de plus grand module, en d’autres termes

ρ(T ) = max
λ∈Σp(T )

|λ| . (10.6)

Proposition 10.14 Des vecteurs propres associés à des valeurs propres différentes
sont linéairement indépendants.

Démonstration. En effet, Si λ et µ sont des valeurs propres et u est à la fois vecteur propre
associé à λ et µ, on aura λu = Tu = µu. Comme u 6= 0, il en résulte que λ = µ.

Le corollaire suivant en découle :

Corollaire 10.15 Si X est de dimension finie N, l’opérateur T possède au plus N
valeurs propres.

Il en résulte en particulier que le spectre de T est formé d’au plus N points.

Proposition 10.16 En dimension finie, un opérateur T ∈ L(X) dont le rayon spectral
est nul, est nilpotent. De plus TL = 0 où L = dimR(T ).

Démonstration. Si ρ(T ) = 0, alors, pour tout sous-espace invariant M, ρ(TM ) ≤ ρ(T ) = 0,
puisque la norme dansM est inférieure à celle dansX ; par conséquent TM n’est pas inversible.
Notons alors que les Rk = R(T k) sont invariants par T , et vérifient

R(T ) ⊃ R2 ⊃ · · · ⊃ Rm ⊃ · · ·,

où les inclusions sont strictes. En effet, T|Rk
n’étant pas inversible son image, qui n’est autre

que Rk+1, ne peut être Rk tout entier. On aura donc nécessairement Rm = {0} pour un
certain m ≤ L, c’est dire que Tm = 0.
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Ce que nous avons démontré ci-dessus, c’est qu’en dimension finie, un opérateur quasi-
nilpotent est en fait nilpotent. Il en résulte donc, d’après la proposition 9.17

Corollaire 10.17 L’opérateur Dλ est nilpotent.

Définition 10.18 Notons mλ la dimension de Mλ = R(Pλ).

(i) Le nombre mλ est appelé multiplicité algébrique de λ

(ii) On appelle indice de λ, et on note νλ, le plus grand nombre entier tel que
(Dλ)

νλ−1 6= 0, soit

0 = (Dλ)
νλ 6= (Dλ)

νλ−1 .

Corollaire 10.19 On a

νλ ≤ mλ. (10.7)

Démonstration. En effet selon la formule (9.19), on a PλDλ = Dλ, et par conséquent
R(Dλ) ⊂Mλ, la proposition 10.16 nous prouve alors que (Dλ)

mλ = 0, soit encore νλ ≤ mλ.

Définition 10.20 Une valeur propre λ est dite simple si mλ = 1. Notons que dans ce
cas, en vertu du corollaire 10.19, on aura Dλ = (Dλ)

mλ = 0, et que si toutes les valeurs
propres de T sont simples, alors en vertu de (10.10) ci-après, T possède exactement N
valeurs propres.

10.4.1 La forme canonique d’un opérateur

Proposition 10.21 On a

(i)

PλPµ = PλDµ = DλDµ = 0 si λ 6= µ. (10.8)

(ii) ∑

λ∈Σ(T )

Pλ = I (10.9)

Démonstration.

⊲ Notons eλ une fonction égale à 1 au voisinage de la valeur propre λ et à 0 au voisinage
des autres valeurs propres et fλ (ζ) = (ζ − λ) eλ (ζ) , comme Pλ = eλ (T ) et Dλ = fλ (T ) ,
selon le calcul holomorphe on aura PλPµ = eλeµ (T ) = 0 et DλDµ = fλfµ (T ) = 0.

⊲ Selon la formule (9.12), le résidu de la résolvante au point λ est égal à −Pλ et en vertu
de la formule (8.10) qui représente son développement au voisinage de l’infini, le résidu à
l’infini de la résolvante est égal à T 0 = I. La formule (10.9) est donc la conséquence de la
nullité de la somme de tous les résidus, y compris celui à l’infini.
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D’après (10.9) X est alors la somme des Mλ, et cette somme est directe puisque

PλPµ = 0 si λ 6= µ,

soit
X =

⊕

λ∈Σ(T )

Mλ. (10.10)

Posons alors
S =

∑

λ∈Σ(T )

λPλ et D =
∑

λ∈Σ(T )

Dλ, (10.11)

on aura
T = T

∑

λ∈Σ(T )

Pλ =
∑

λ∈Σ(T )

TPλ

soit, selon la formule (10.3)
T = S +D. (10.12)

L’opérateur S, somme directe d’opérateurs de multiplication est dit diagonalisable,
quant à l’opérateur D, il est nilpotent, en effet, si n ≥ maxλ∈Σ(T ) νλ, on a

Dn =


 ∑

λ∈Σ(T )

Dλ



n

=
∏

λ∈Σ(T )

(Dλ)
n = 0,

puisque DλDµ = 0 si λ 6= µ.
Nous avons vu par ailleurs que le développement en série de Laurent (9.8) de la

résolvante au voisinage de la valeur propre λ prend la forme suivante :

R(ζ) = −(ζ − λ)−1Pλ −
∑

n=1,νλ−1

(ζ − λ)−n−1 (Dλ)
n +

∑

n=0,∞

(ζ − λ)n (Sλ)
n+1 , (10.13)

et comme les valeurs propres sont en nombre fini, il en résulte que R(ζ) est une fonction
méromorphe.

Considérons maintenant la fonction

H(ζ) = R(ζ) +
∑

λ∈Σ(T )

( ∑

n=1,νλ−1

(ζ − λ)−n−1 (Dλ)
n + (ζ − λ)−1Pλ

)
;

au voisinage de la valeur propre µ, elle peut s’écrire sous la forme

H(ζ) =
∑

n=0,∞

(ζ − µ)n (Sµ)
n+1 +

∑

λ∈Σ(T )
λ6=µ

( ∑

n=1,νλ−1

(ζ − λ)−n−1 (Dλ)
n + (ζ − λ)−1Pλ

)
,

elle est donc régulière en ζ = µ, et ceci en fait pour toute valeur propre µ, c’est donc
une fonction entière. Comme elle s’annule à l’infini, en vertu du corollaire 8.21, elle
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est nulle selon le théorème de Liouville, ce qui prouve la formule suivante, dite du
développement de la résolvante en fractions partielles :

R(ζ) = −
∑

λ∈Σ(T )

(
(ζ − λ)−1Pλ +

∑

n=1,νλ−1

(ζ − λ)−n−1 (Dλ)
n

)
. (10.14)

Si on compare alors cette formule avec (10.13), on constate que le rôle de l’opérateur Sλ
consiste fournir au voisinage de la valeur propre λ une représentation de la contribution
de toutes les autres.

Théorème 10.22 (Représentation spectrale) Tout opérateur T ∈ L(X) est la
somme d’un opérateur diagonalisable et d’un opérateur nilpotent, qui commutent entre
eux ; une telle décomposition est unique.

Démonstration. C’est l’unicité que nous devons démontrer. Nous supposerons donc que
l’opérateur T est de la forme T = S +D, où SD = DS, et D est nilpotent, soit DN = 0, et
qu’il existe un ensemble fini Θ et des projecteurs Pθ, θ ∈ Θ, tels que PθPρ = 0 pour θ 6= ρ,
I =

∑
θ∈Θ Pθ, et S =

∑
θ∈Θ θPθ.

⊲ Démontrons tout d’abord que D commute avec chaque Pθ. Comme PθPρ = δθρ, on aura

ρPθDPρ =
∑

µ

µPθDPµPρ = PθDSPρ

= PθSDPρ =
∑

µ

µPθPµDPρ = θPθDPρ,

et par conséquent PθDPρ = 0 pour θ 6= ρ. Comme
∑

θ∈Θ Pθ = I, il en résulte que

0 =
∑

ρ 6=θ

PθDPρ = PθD (I − Pθ) ,

et de même, 0 = (I − Pθ)DPθ, soit par conséquent DPθ = PθD.

⊲ Posons Dθ = DPθ, nous aurons T − ζ =
∑

θ∈Θ ((θ − ζ)Pθ +Dθ) , dont nous allons
vérifier qu’en résulte l’expression suivante de la résolvante :

(T − ζ)−1 = −
∑

τ∈Θ


(ζ − τ)−1 Pτ +

∑

k=1,N−1

(ζ − τ)−k−1Dk
τ


 ,

Il s’agit d’une décomposition en fractions partielles, dont l’unicité est aisée à démontrer.

⊲ En effet, on aura tout d’abord

Dk
τPθ = DkPτPθ = δτθD

k,
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et par conséquent

− (T − ζ)
∑

τ∈Θ


(ζ − τ)−1 Pτ +

∑

k=1,N−1

(ζ − τ)−k−1Dk
τ




= −
∑

θ∈Θ

((θ − ζ)Pθ +Dθ)
∑

τ∈Θ


(ζ − τ)−1 Pτ +

∑

k=1,N−1

(ζ − τ)−k−1Dk
τ




= I +
∑

θ∈Θ

∑

k=1,N−1

(ζ − θ)−kDk
θ −

∑

θ∈Θ

(ζ − θ)−1Dθ −
∑

θ∈Θ

∑

k=1,N−1

(ζ − θ)−k−1Dk+1
θ ,

soit

− (T − ζ)
∑

τ∈Θ


(ζ − τ)−1 Pτ +

∑

k=1,N−1

(ζ − τ)−k−1Dk
τ


 = I.

Proposition 10.23

(i) On a

N (T − λI)n = Mλ et R (T − λI)n = M ′
λ, ∀n ≥ νλ (10.15)

(ii) L’indice νλ vérifie

N (T − λI)νλ = N (T − λI)n si et seulement si n ≥ νλ. (10.16)

Démonstration.

⊲ Supposons que n ≥ νλ, comme selon (9.17) on a Dn
λ = (T − λ)n Pλ, il en résulte que

0 = (Dλ)
n = (T − λ)n Pλ, et par conséquent N (T − λ)n ⊃ Mλ = R (Pλ) ,∀n ≥ νλ. On a

également 0 = (Dλ)
n = Pλ (T − λ)n , d’où R (T − λI)n ⊂ N (Pλ) = M ′

λ,∀n ≥ νλ ; enfin
comme X = Mλ ⊕M ′

λ et

dimN (T − λI)n + dimR (T − λI)n = dimX,

il en résulte que N (T − λI)n = Mλ et R (T − λI)n = M ′
λ, ∀n ≥ νλ.

⊲ Par ailleurs, pour n < νλ, (Dλ)
n 6= 0, c’est-à-dire qu’il existe u tel que (T − λ)n Pλu 6= 0,

et par conséquent, N (T − λI)n 6= Mλ = N (T − λI)νλ . La conclusion en découle.

On obtient aisément la représentation spectrale de ϕ(T ) à partir de celle de T à l’aide
des formules (9.2) et (10.14) : au voisinage de λ, on aura

ϕ(ζ) =
∑

k≥0

αk(λ)(ζ − λ)k, où αk(λ) =
ϕ(k)(λ)

k!
,
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et par conséquent, le résidu de ϕ(ζ)R(ζ) au voisinage de λ. est égal à

−α0(λ)Pλ −
∑

j=1,νλ−1

αj(λ)Dj
λ.

Il en résulte que

ϕ(T ) = − 1

2iπ

∫

Γ

ϕ(ζ)R(ζ) dζ (10.17)

=
∑

λ∈Σ(T )

(λ′Pλ +D′
λ) avec λ′ = ϕ(λ) et D′

λ =
∑

j=1,νλ−1

ϕ(j)(λ)

j!
Dj
λ

En particulier on aura ϕ(T ) = ψ(T ) dès que les dérivées de ϕ et ψ sont égales au moins
jusqu’à l’ordre νλ − 1 en chaque point du spectre. Une conséquence immédiate en est
le

Théorème 10.24 (de Cayley-Hamilton) Si q(ζ) est un polynôme contenant en fac-
teur

∏
λ∈Σ(T )(ζ − λ)νλ , alors q(T ) = 0.

A dire vrai, dans la forme classique du Théorème de Cayley-Hamilton, les νλ sont
remplacés par les mλ, mais comme νλ ≤ mλ, ce n’en est là qu’une conséquence. On peut
également noter un phénomène intéressant : comme, étant donnée une fonction ϕ(ζ)
régulière au voisinage des points du spectre, on peut toujours construire un polynôme
p(ζ) ayant les mêmes dérivées en ces points jusqu’à l’ordre νλ − 1, on aura ϕ(T ) =
p(T ), ce qui réduit (moyennant la construction du polynôme p) la théorie des fonctions
analytiques d’opérateurs à une pure théorie algébrique portant sur des polynômes.

Compte tenu de ce que lesDλ commutent avec les Pµ, et de l’unicité de la représentation
spectrale, il en résulte que (10.17) constitue la représentation spectrale de ϕ(T ), et par
conséquent le

Théorème 10.25 Le spectre de ϕ(T ) est l’image par ϕ du spectre de T, les projecteurs
spectraux ainsi que les multiplicités algébriques étant conservés, étant entendu que si
θ = ϕ(λ) = ϕ(µ), alors Pθ = Pλ + Pµ et mθ = mλ +mµ.



Chapitre 11

Représentation matricielle

Nous n’avons jusqu’ici pas eu besoin de nous départir de notre parti pris d’utiliser
des méthodes intrinsèques pour obtenir des résultats tout à fait détaillés. Il reste que
l’intervention de bases devient nécessaire si nous voulons aller plus loin, la théorie des
déterminants et la représentation matricielle (que nous avons soigneusement évitées)
se révélant des outils précieux.

11.1 La forme réduite de Jordan

La décomposition de l’espace sous la forme X =
⊕

λ∈Σ(T )Mλ que nous venons
d’obtenir nous permet de choisir pour base la réunion de bases de chacun des Mλ. et
d’obtenir ainsi une matrice sous forme bloc diagonale, chaque bloc, de dimension mλ,
correspondant à l’action de λPλ + Dλ dans Mλ. Il s’agit donc seulement de choisir
une base adéquate dans chacun des Mλ. En ce qui concerne le terme λPλ, le choix est
indifférent, la matrice associée à Pλ étant l’identité. la difficulté ne se présentera donc
que si λ n’est pas semi-simple, c’est-à-dire si Dλ n’est pas nul.

Nous partirons de la châıne suivante d’inclusions, que nous savons strictes :

Mλ = N (T − λI)νλ ⊃ N (T − λI)νλ−1 ⊃ · · · ⊃ N (T − λI) = Nλ,

Comme nous nous ne nous intéresserons qu’à une valeur propre déterminée, nous simpli-
fierons les notations, omettant généralement de l’indiquer quand elle apparâıt en indice ;
en particulier nous noterons ν l’indice de la valeur propre, m sa multiplicité algébrique
et n, dimension de Nλ, sa multiplicité géométrique. Nous poserons Eµ = N (T − λI)µ

Lemme 11.1 Il existe une suite de sous-espaces F µ, µ = 2, ν tels que

(i) F µ ⊕ Eµ−1 = Eµ

(ii) (T − λI)F µ ⊂ F µ−1

Démonstration.

115
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⊲ Raisonnons par récurrence et supposons connâıtre Fµ tel que Fµ ⊕ Eµ−1 = Eµ, nous
allons construire Fµ−1. Notons tout d’abord que (T − λI)Fµ ⊂ Eµ−1, puisque Fµ ⊂ Eµ.
Mais de plus (T − λI)Fµ ∩ Eµ−2 = {0} . Soit en effet u ∈ (T − λI)Fµ, il sera de la forme
(T − λI)v, où v ∈ Fµ; si par ailleurs u ∈ Eµ−2, alors 0 = (T − λI)µ−2u = (T − λI)µ−1v, et
par conséquent v ∈ Fµ ∩ Eµ−1 = {0} par hypothèse.

⊲ Il en résulte que (T − λI)Fµ et Eµ−2 sont de somme directe ; le théorème de la base
incomplète permet donc de construire Fµ−1 supplémentaire de Eµ−2 dans Eµ−1, qui contienne
(T − λI)Fµ.

Si on pose alors F 1 = E1 = Nλ, on constate que

Mλ =
⊕

µ=1,ν

F µ avec (T − λI)F µ ⊂ F µ−1 et F 1 = Nλ.

On voit donc qu’une base de Mλ s’obtiendra en concaténant des bases respectives des
F µ.

Lemme 11.2 Si eµi , i = 1, pµ forment une base de F µ, alors les eµ−1
i = (T − λI)eµi

forment une base de (T − λI)F µ.

Démonstration. Il est tout d’abord clair que les eµ−1
i forment un système générateur,

montrons qu’il est libre. Supposons que les coefficients αi vérifient

0 =
∑

i=1,pµ

αie
µ−1
i = (T − λI)

∑

i=1,pµ

αie
µ
i ,

alors
∑

i=1,pµ
αie

µ
i ∈ Nλ∩Fµ = {0} , et par conséquent les αi sont nuls puisque les eµi forment

un système libre.

Nous serons donc amenés à construire une base de F µ−1 en complétant le système des
eµ−1
i , i = 1, pµ par la base eµ−1

i , i = pµ+1, pµ−1 d’un supplémentaire de (T−λI)F µ dans
F µ−1. Chaque F µ est donc ainsi muni d’une base eµi i = 1, pµ telle que eµi = (T−λI)eµ+1

i ,
i = 1, pµ+1. Remarquons qu’au passage, nous avons démontré que

dimF µ ≤ dimF µ−1.

Rangeons ces diverses bases dans un tableau, chaque F µ correspondra à une ligne,
ses vecteurs de base étant rangés à la suite les uns des autres sur cette ligne. les lignes
seront de longueur croissante (au sens large) compte tenu de la remarque ci-dessus.

eν1 eν2 · · · eνpν

eν−1
1 eν−1

2 · · · eν−1
pν

· · · eν−1
pν−1

...
...

...
...

...
...

...
...

eµ1 eµ2 · · · eµpν
· · · eµpν−1

eµi · · · eµpµ

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

e11 e12 · · · e1pν
· · · e1pν−1

e1i · · · e1pµ
· · · e1n
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Nous choisirons de renuméroter la base de Mλ ainsi constituée dans l’ordre croissant
des p1 = n colonnes, les éléments de chacune d’elle étant numérotés en commençant par
le haut. Chaque colonne k est composée de qk termes et on aura qk = max {µ |pµ ≥ k} ;
bien entendu, q1 = ν. Nous prendrons donc pour base les fj = eµi selon la numérotation
suivante

f1 f1+ν · · · f1+ν(pν−1)

f2 f2+ν · · · f2+ν(pν−1) · · · f2−ν+spν−1

...
...

...
...

...
...

...
...

f1−µ+ν f1−µ+2ν · · · f1−µ+νpν · · · f1−µ+spν−1
f1−µ+si

· · · f1−µ+spµ

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

fν f2ν · · · fνpν · · · fspν−1
fsi

· · · fspµ
· · · fmλ

avec si =
∑

j=1,i qj.
Dans cette base, la matrice de Dλ = (T − λI)Pλ sera bloc diagonale, le k − ième

bloc Ak étant de dimension qk et prenant la forme suivante :

Ak =

0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

Remarquons que notre technique de construction d’une base de Mλ conduit à des
blocs Ak de taille décroissante, dont la dernière colonne (qui correspond à l’image d’un
élément du sous-espace propre géométrique Nλ associé à λ) est nulle ; le nombre de
blocs est exactement égal à la dimension nλde Nλ..

11.2 Déterminants

11.2.1 Permutations

Définition 11.3

(i) Une permutation σ sur {1, · · · , n} est une bijection de {1, · · · , n} sur lui-même.
On note Sn l’ensemble des permutations de {1, · · · , n}.
(ii) On appelle transposition et on note σ(i,j) la permutation qui se contente d’échanger
i et j : σ(i) = j, σ(j) = i et σ(k) = k, k 6= i, j.

(iii) On appelle transposition élémentaire, une transposition qui échange deux éléments
consécutifs, on notera τ (i) = σ(i,i+1).

(iv) On appelle permutation circulaire (d’un cran vers la droite) la permutation σ
définie par σ(i) = i− 1, i = 2, n et σ(1) = n.

Lemme 11.4
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(i) Une permutation circulaire de n termes est le produit de n − 1 transpositions
élémentaires.

(ii) Pour j > i, la transposition σ(i,j) est le produit de 2(j − i) − 1 transpositions
élémentaires.

(iii) Toute permutation est le produit d’un nombre fini de transpositions élémentaires.

Démonstration.

⊲ On a en effet σ = τ (1) ◦ τ (2) ◦ · · · ◦ τ (n−1).

⊲ On a en effet σ(i,j) = τ (i) ◦ τ (i+1) ◦ · · · ◦ τ (j−2) ◦ τ (j−1) ◦ τ (j−2) ◦ · · · ◦ τ (i).

⊲ On raisonnera par récurrence sur n ; il est clair que la proposition est vérifiée pour n = 2.
Posons µ = σ(n,σ(n)) ◦ σ, on aura µ(n) = n et on pourra donc poser µ̃ = µ|{1,··· ,n−1}, formule
qui fait de µ̃ une permutation de {1, · · · , n− 1}. En vertu de l’hypothèse de récurrence µ̃ est
le produit τ̃1 ◦ τ̃2 ◦ · · · ◦ τ̃r d’un nombre fini de transpositions élémentaires de {1, · · · , n− 1};
si on note τi la transposition élémentaire de {1, · · · , n} telle que

τi(k) = τ̃i(k), k ≤ n− 1 et τi(n) = n,

on constate que

µ = τ1 ◦ τ2 ◦ · · · τr;
il en résulte que µ est le produit d’un nombre fini de transpositions élémentaires. Or il en est
de même de σ(n,σ(n)), et comme une transposition est égale à son inverse, de σ.

11.2.2 Applications alternées

Définition 11.5

(i) Une application u, n-linéaire : Xn → X est dite antisymétrique si pour toute
transposition élémentaire τ (i),

u
(
aτ (i)(1), aτ (i)(2), · · · , aτ (i)(n)

)
= −u (a1, a2, · · · , an) ∀aj j = 1, n.

(ii) Une application n-linéaire : Xn → X est dite alternée si

u (a1, a2, · · · , an) = 0

dès que ∃ i 6= j, avec ai = aj.

Remarque 11.6 Comme une transposition σ(i,j) est le produit d’un nombre impair
de transpositions élémentaires, si u est antisymétrique, on aura également pour toute
transposition σ(i,j)

u
(
aσ(i,j)(1), aσ(i,j)(2), · · · , aσ(i,j)(n)

)
= −u (a1, a2, · · · , an) ∀aj j = 1, n.
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Lemme 11.7 Dans le cas où X est un espace vectoriel sur R ou C, u est alternée si
et seulement si elle est antisymétrique.

Démonstration.

⊲ On aura

0 = u(a1, · · · , ai + ai+1, ai + ai+1, · · · am)

= u(a1, · · · , ai, ai, · · · am) + u(a1, · · · , ai+1, ai+1, · · · am)

+ u(a1, · · · , ai, ai+1, · · · am) + u(a1, · · · , ai+1, ai, · · · am)

= u(a1, · · · , ai, ai+1, · · · am) + u(a1, · · · , ai+1, ai, · · · am)

par conséquent, u est antisymétrique.

⊲ Réciproquement, si u est antisymétrique, alors

u(e1, e2, · · · , e, e, · · · , em) + u(e1, e2, · · · , e, e, · · · , em) = 0,

soit
u(e1, e2, · · · , e, e, · · · , em) = 0.

11.2.3 Signature

Théorème 11.8

(i) Il existe une et une seule application ε : Sn → {−1,+1}, qui soit un homorphisme
de groupes et vérifie ε(τ) = −1 pour toute transposition élémentaire τ. Alors ε(σ) =
(−1)r si σ est le produit de r transpositions, en particulier ε(σ(i,j)) = −1 pour toute
transposition σ(i,j). La fonction ε(σ) est appelée signature de la permutation σ.

(ii) Si f est antisymétrique Xn →M, groupe additif, alors

f
(
xσ(1), xσ(2), · · · , xσ(n)

)
= ε(σ)f (x1, x2, · · · , xn) .

Démonstration.

⊲ Soit f une fonction antisymétrique Xn → M, on va montrer que si σ s’écrit comme
produit de r transpositions élémentaires, alors

f
(
xσ(1), · · · , xσ(n)

)
= (−1)rf(x1, · · · , xn).

On opère par récurrence relativement à r. C’est vrai tout d’abord pour r = 1, par définition de
l’antisymétrie. Supposons que ce le soit pour r−1, et que σ soit le produit de r transpositions
élémentaires, on aura σ = τ ◦ ω, où ω est le produit de r − 1 transpositions élémentaires. Il
en résulte que

f
(
xσ(1), · · · , xσ(n)

)
= −f

(
xω(1), · · · , xω(n)

)

= −(−1)r−1f(x1, · · · , xn)
= (−1)rf(x1, · · · , xn)
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⊲ Supposons maintenant que σ soit simultanément le produit de r et p transpositions
élémentaires, alors pour toute fonction f antisymétrique,

f
(
xσ(1), · · · , xσ(n)

)
= (−1)rf(x1, · · · , xn)
= (−1)pf(x1, · · · , xn)

soit
0 = ((−1)r − (−1)p)f(x1, · · · , xn).

Si nous choisissons X = Z et M = Z, nous pouvons prendre pour f, la fonction g : Zn → Z
définie selon

g(x1, · · · , xn) =
∏

i<j

(xi − xj)

Elle est bien entendu alternée, et par conséquent antisymétrique ; elle n’est pas identiquement
nulle et par conséquent (−1)r = (−1)p. On pourra donc poser ε(σ) = (−1)r, et on aura

f
(
xσ(1), xσ(2), · · · , xσ(n)

)
= ε(σ)f(x1, x2, · · · , xn) ∀f antisymétrique :Xn →M. (11.1)

⊲ Il est clair que ε(τ) = −1 pour toute transposition élémentaire, il reste à démontrer que
ε est un homomorphisme. On aura en effet pour σ = ω ◦ µ,

f
(
xσ(1), · · · , xσ(n)

)
= ε(ω)f

(
xµ(1), · · · , xµ(n)

)
= ε(ω)ε(µ)f(x1, · · · , xn)

soit ε(ω ◦ µ) = ε(ω)ε(µ) (et en particulier ε(σ−1) = ε(σ)).

11.2.4 Endomorphismes

Supposons que X est de dimension finie n, et notons ei, i = 1, n une base de X. On
peut alors calculer la valeur d’une application multilinéaire f de la façon suivante : si
ai =

∑
ji=1,n a

ji
i eji , on aura

f(a1, · · · , an) =
∑

j1=1,n

∑

j2=1,n

· · ·
∑

jn=1,n

aj11 a
j2
2 · · · ajnn f(ej1 , · · · , ejn)

Si f est n−linéaire alternée, alors seuls sont non nuls les termes de la forme f(eσ(1), · · · , eσ(n)) =
ε(σ)f(e1, · · · , en). Il en résulte que,

f(a1, · · · , an) = f(e1, · · · , en)
∑

σ∈Sn

ε(σ) a
σ(1)
1 a

σ(2)
2 · · · aσ(2)

n (11.2)

et si f0 note une forme n−linéaire alternée non nulle, on aura

f(a1, · · · , an) = f0(a1, · · · , an)
f(e1, · · · , en)
f0(e1, · · · , en)

;

C’est dire que dans un espace de dimension n, toutes les formes n−linéaires alternées
sont proportionnelles.
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Théorème 11.9 Si u est un endomorphisme de X, alors il existe un unique scalaire,
noté detu, tel que, pour toute forme n−linéaire alternée f, on ait

f(u(x1), · · · , u(xn)) = detu f(x1, · · · , xn), ∀xi ∈ X (11.3)

Démonstration. Considérons l’application (x1, · · · , xn) → f0(u(x1), · · · , u(xn)), c’est une
forme n−linéaire alternée, et par conséquent elle est proportionnelle à f0, le résultat découle
alors du fait que toute forme n−linéaire alternée est proportionnelle à f0.

Notons que det I = 1.

Proposition 11.10 Si u et v sont deux endomorphismes,alors

det (u ◦ v) = detu det v. (11.4)

Démonstration. On aura

det (u ◦ v) f0(x1, · · · , xn) = f0(u(v(x1)), · · · , u(v(xn)))
= detu f0(v(x1), · · · , v(xn))
= detu det v f0(x1, · · · , xn)

Proposition 11.11 Pour que detu 6= 0, il faut et il suffit que u soit bijectif.

Démonstration.

⊲ Si u est bijectif, on aura I = u◦u−1, et par conséquent 1 = detu det
(
u−1

)
. il en résulte

que detu 6= 0

⊲ Réciproquement, si u n’est pas bijectif, choisissons e1 ∈ N (u), et construisons une base
ei dont e1 soit le premier élément, on aura

0 = f0(0, · · · , u(en)) = detu f0(e1, · · · , en),

et par conséquent detu = 0.

Il en résulte en particulier que λ est valeur propre de u si et seulement si det (u− λI) =
0

Proposition 11.12 Si ai = u(ei), et

ai =
∑

j=1,n

ajiej

on a
detu =

∑

σ∈Sn

ε(σ)a
σ(1)
1 a

σ(2)
2 · · · aσ(2)

n (11.5)
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Démonstration. En effet

f0(a1, · · · , an) = f0(e1, · · · , en)
∑

σ∈Sn

ε(σ) a
σ(1)
1 a

σ(2)
2 · · · aσ(2)

n

= detu f0(e1, · · · , en)

Sous cette forme il est clair que det (u− ζI) est un polynôme de degré n vis-à-vis
de ζ, dont le coefficient de ζn est égal à (−1)n det I = (−1)n. Ce polynôme est appelé
polynôme caractéristique de la matrice de u dans la base ei ; ses racines sont les valeurs
propres de u. Il est également clair que le déterminant d’une matrice diagonale par blocs
est égal au produit des déterminants de ces blocs ; la forme réduite de Jordan que nous
avons précédemment étudiée nous montre alors qu’on peut choisir une base sur chaque
espace Mλ, de dimension mλ, telle que la matrice de la partie de T dans Mλ, soit une
matrice triangulaire inférieure de diagonale λ. Il en résulte que mλ est la multiplicité
de la racine λ du polynôme caractéristique. La dénomination de multiplicité algébrique

n’est donc pas mal choisie.

11.2.5 Mineurs

Notons A l’ensemble des indices 1, 2, · · · , n et I un sous-ensemble de A formé de
r indices i1, i2, · · · , ir que nous rangerons dans l’ordre croissant. X(I) sera l’espace
engendré par les eik,k=1,r et jI la bijection linéaire Cr → X(I) définie par jI(αk) = eik,
où les αk forment la base canonique de Cr. Nous noterons également pI la surjection
linéaire X → Cr définie par pI(eik) = αk pour k ≤ r, et pI(eℓ) = 0 pour ℓ /∈ I. Si
u est un endomorphisme de X, de matrice M =aji , considérons deux sous-ensembles I
et J de A, composés du même nombre d’indices et posons uIJ = pJ ◦ u ◦ jI , c’est un
endomorphisme de Cr dont la matrice dans la base des αk est formée des aji où i ∈ I
et j ∈ J.

Définition 11.13 On appelle mineur d’ordre r de u correspondant aux parties I et J
de l’ensemble d’indices A, le déterminant de la matrice de uIJ .

Proposition 11.14 Pour que le rang de l’endomorphisme u soit égal à ρ, il faut et il
suffit que tous ses mineurs d’ordre > ρ soient nuls et que l’un de ses mineurs d’ordre ρ
ne le soit pas.

Démonstration. Notons ρ le rang de u

⊲ Soient I et J des ensembles de r indices, nous aurons uIJ(Cr) = pJ ◦ u (X(I)) et par
conséquent rg uIJ = dim (uIJ(Cr)) ≤ dimu (X(I)) ≤ dimu (X) = ρ

⊲ Par ailleurs, comme dimN (u) = n−ρ et dimR(u) = ρ, il est possible de déterminer un
ensemble I0 de ρ indices tel que X(I0) soit un supplémentaire de N (u), ainsi qu’un ensemble
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J0 de ρ indices tel que X(A�J0) soit un supplémentaire de R(u). Mais alors N (u|X(I0)) =
X(I0)∩N (u) = {0} , et u|X(I0) est donc injective et donc bijective de X(I0) sur R(u) ; de plus
X(A�J0) ⊂ N (pJ0|R(u)), et par conséquent pJ0|R(u) est surjective et donc bijective de R(u)
sur Cρ. Il en résulte que uI0J0 , mineur d’ordre ρ est une bijection, et que son déterminant
n’est par conséquent pas nul.

⊲ Des deux items qui précèdent on déduit tout d’abord que les mineurs d’ordre supérieur
à ρ sont nuls et qu’il en existe un non nul d’ordre ρ.

⊲ Réciproquement, s’il existe un mineur d’ordre r non nul, alors r ≤ ρ, d’après le premier
item, et si tous les mineurs d’ordre supérieur à r sont nuls, alors d’après le second item,
ρ = dimR(u) 6= σ pour tout σ > r, soit ρ ≤ r.
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Chapitre 12

Applications de la dualité

12.1 Transposé

Si T ∈ L(X), on définit tT ∈ L(X ′) par la formule
〈
tTf, x

〉
= 〈f, Tx〉 , ∀f ∈ X ′, ∀x ∈ X.

Les propriétés de T et de son transposé tT sont intimement liées comme nous allons
le voir ci-dessous. Dans le cadre des espaces de Hilbert, la notion de transposé est
avantageusement remplacée par celle d’adjoint, et les démonstrations de ce chapitre
simplifiées, parfois notablement, nous invitons donc le lecteur à s’y reporter.

Proposition 12.1 Si T ∈ L(X), alors

(i) tT ∈ L(X) et ‖T‖ = ‖tT‖
(ii) Σ(T ) = Σ(tT )

Démonstration.

⊲ On a tout d’abord, ∀f ∈ X ′

∥∥tTf
∥∥ = sup

‖x‖=1

∣∣〈tTf, x
〉∣∣ = sup

‖x‖=1
|〈f, Tx〉| ≤ ‖f‖ ‖T‖ ,

et par conséquent
∥∥tT

∥∥ ≤ ‖T‖ .
⊲ Réciproquement ‖T‖ = sup‖x‖=1 ‖Tx‖ , et par conséquent, ∀ε > 0, ∃x, de norme 1, tel

que ‖T‖−‖Tx‖ < ε. D’après le théorème de Hahn-Banach, 5.5 (ii), il existe f ∈ X ′ telle que
‖f‖ = 1 et 〈f, Tx〉 = ‖Tx‖ ; par conséquent

‖T‖ < ‖Tx‖ + ε = 〈f, Tx〉 + ε =
〈
tTf, x

〉
+ ε ≤

∥∥tT
∥∥+ ε.

Comme ε a été choisi arbitrairement, il en résulte que ‖T‖ ≤
∥∥tT

∥∥ .
⊲ Supposons tout d’abord λ /∈ Σ(T ), alors R(λ) (T − λ) = (T − λ)R(λ) = I, et par

conséquent
(
tT − λ

)
tR(λ) = tR(λ)

(
tT − λ

)
= I. Il en résulte que

(
tT − λ

)
est inversible

avec (
tT − λ

)−1
= tR(λ).

125
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⊲ Supposons réciproquement que tT − λ soit inversible. En vertu du théorème de Hahn-
Banach 5.5 (ii), ∀x ∈ X, il existe f ∈ X ′ telle que ‖f‖ = 1 et 〈f, x〉 = ‖x‖ . Posons alors

g =
(
tT − λ

)−1
f, on aura ‖g‖ ≤

∥∥∥
(
tT − λ

)−1
∥∥∥ et

‖x‖ = 〈f, x〉 =
〈(
tT − λ

)
g, x
〉

= 〈g, (T − λ)x〉 ≤
∥∥∥
(
tT − λ

)−1
∥∥∥ ‖(T − λ)x‖ .

Par conséquent, en vertu du lemme 10.2, T − λ est injectif et d’image fermée.

⊲ Supposons alors que R(T − λ) ne soit pas égal à X. Le théorème de Hahn-Banach
5.22 nous montre que si un sous-espace n’est pas dense, il existe une forme linéaire continue
différente de 0 qui s’y annule ; il existe donc f 6= 0 ∈ X ′ telle que 〈f, x〉 = 0 ∀x ∈ R(T − λ).
C’est dire que

(
tT − λ

)
f = 0, et comme tT − λ est injective, que f = 0, ce qui constitue une

contradiction.

On va voir qu’on peut obtenir des résultats très précis reliant les noyaux et les images
respectives de T et de son transposé.

Proposition 12.2 Si A ∈ L(X), alors

(i) N (tA) = R(A)⊥ et N (A) = R(tA)⊥

(ii) R(A) = N (tA)⊥ et R(tA) ⊂ N (A)⊥,

si de plus X est réflexif, alors

R(tA) = N (A)⊥.

Démonstration.

⊲ Pour que f ∈ N (tA), il faut et il suffit que ∀x ∈ X

0 =
〈
tAf, x

〉
= 〈f,Ax〉 ,

c’est dire que f ∈ R(A)⊥.

⊲ Supposons maintenant que x ∈ N (A), alors, ∀f ∈ X ′

0 = 〈f,Ax〉 =
〈
tAf, x

〉
,

ce qui montre que x ∈ R(tA)⊥. Mais si réciproquement y ∈ R(tA)⊥, alors ∀g ∈ X ′,

0 =
〈
tAg, y

〉
= 〈g,Ay〉 ,

ce qui montre que toutes les formes linéaires continues s’annulent au point Ay. Mais le
théorème de Hahn-Banach 5.5 (ii) nous prouve qu’il existe g ∈ X ′, telle que ‖Ay‖ = 〈g,Ay〉 ;
il en résulte que Ay = 0, et par conséquent y ∈ N (A).

⊲ D’après le premier item, nous aurons N (tA)⊥ =
(
R(A)⊥

)⊥
, et par conséquent N (tA)⊥ =

R(A) en vertu du lemme B.2 ; de même R(tA) ⊂
(
R(tA)⊥

)⊥
= N (A)⊥, avec égalité si l’es-

pace est réflexif.
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Proposition 12.3 (Théorème de l’image fermée) Soit A ∈ L(X),

(i) si R(A) est fermée, alors

R(A) = N (tA)⊥ et R(tA) = N (A)⊥,

en particulier R(tA) est fermé.

(ii) si R(tA) est fermé, alors R(A) est fermé.

Démonstration.

⊲ On sait que R(A) = N (tA)⊥, il est donc clair que si R(A) est fermée, alors R(A) =
N (tA)⊥.

⊲ On sait déjà que R(tA) ⊂ N (A)⊥. Réciproquement, considérons f ∈ N (A)⊥, alors
〈f, x〉 = 〈f, x′〉 dès que Ax = Ax′. Il en résulte que la formule 〈ϕ, y〉 = 〈f, x〉 , où y = Ax ∈
R(A), définit une application linéaire sur R(A). On peut considérer A comme un opérateur
borné, injectif X/N (A) → R(A) ⊂ X, et d’après le lemme 10.2, comme R(A) est fermé, on

aura alors
∥∥∥ ·
x
∥∥∥
X/N (A)

≤ C ‖Ax‖ . Il en résulte que

|〈ϕ, y〉| = |〈f, x〉| ≤ ‖f‖
∥∥∥ ·
x
∥∥∥
X/N (A)

≤ C ‖f‖ ‖y‖ ,

et par conséquent, d’après le théorème de Hahn-Banach 5.5 (i), que ϕ se prolonge en une
forme linéaire ϕ̃ continue sur X tout entier. On aura donc

〈
tAϕ̃, x

〉
= 〈ϕ̃, Ax〉 = 〈ϕ,Ax〉 = 〈f, x〉 ,∀x ∈ X,

c’est-à-dire f = tAϕ̃, il en résulte que f ∈ R(tA). Nous avons donc démontré que R(tA) =
N (A)⊥.

⊲ Considérons maintenant A comme un opérateur X → Y = R(A), que nous noterons Ã.

Montrons tout d’abord que tÃ est injective, en effet si ϕ ∈ Y ′ et tÃϕ = 0, alors
〈
tÃϕ, x

〉
= 0,

∀x ∈ X, d’où
〈
ϕ, Ãx

〉
= 0, et par conséquent ϕ = 0, puisque R(Ã) = R(A) est dense dans

R(A). Il en résulte que tÃ est inversible Y ′ → R(tA) = R(tÃ), en vertu du théorème des
homomorphismes 3.14.

⊲ Supposons que les hypothèses du lemme 3.13, soit ∀r > 0, il existe η > 0 tel que

Bη ⊂ Ã(Br), ne soient pas vérifiées. Alors il existe ε > 0 et une suite yn ∈ Y \ Ã (Bε)

telle que yn → 0. Comme Ã (Bε) est un convexe fermé, d’après le théorème de Hahn-Banach
5.29, ∀n il existe un hyperplan fermé qui le sépare strictement de yn, soit ∃fn ∈ Y ′ tel que

〈fn, yn〉 > sup‖x‖≤ε

∥∥∥
〈
fn, Ãx

〉∥∥∥ . On aura donc

∥∥∥tÃfn
∥∥∥ =

1

ε
sup
‖x‖≤ε

∥∥∥
〈
fn, Ãx

〉∥∥∥ < 〈fn, yn〉
ε

≤ ‖fn‖ ‖yn‖
ε

,

comme ‖yn‖ → 0, c’est exactement dire que
(
tÃ
)−1

n’est pas bornée, ce qui constitue une

contradiction.



128 Applications de la dualité

⊲ La conclusion du lemme est donc valable, soit l’image par Ã d’un voisinage quelconque
de 0 dans X contient un voisinage de 0 dans Y. Par homothétie, il en résulte que tout point
de Y est l’image d’un point de X par Ã, c’est-à-dire que R(A) = R(A).

L’égalité R(A) = N (tA)⊥ constitue le fondement de la technique d’estimation a priori :
on démontre que R(A) est fermée à l’aide d’une estimation et du lemme 10.2, puis
l’existence d’une solution, soit en fait R(A) = X, découle de l’unicité pour le transposé,
c’est-à-dire N (tA) = {0} .

12.2 Spectre

Corollaire 12.4 Si A ∈ L(X), alors

Σr(A) = Σp(
tA) \ Σp(A) et Σc(

tA) ⊂ Σc(A),

et si X est réflexif,

Σc(
tA) = Σc(A) et Σr(

tA) = Σp(A) \ Σp(
tA).

Démonstration.

⊲ Soit λ ∈ Σr(A), par définition on aura R(A− λ) 6= X, soit en vertu de la proposition

12.3 N (tA− λ)⊥ 6= X, et par conséquent N (tA− λ) = N (tA− λ) =
(
N (tA− λ)⊥

)⊥ 6= {0} .
C’est dire que λ ∈ Σp(

tA), et par conséquent que λ ∈ Σp(
tA) \ Σp(A).

⊲ Réciproquement si λ ∈ Σp(
tA) \ Σp(A), on aura N (tA − λ) 6= {0} , et par conséquent,

selon la proposition 12.2, R(A− λ) = N (tA − λ)⊥ 6= X. Comme de plus N (A − λ) = {0} ,
il en résulte que λ ∈ Σr(A).

⊲ Soit λ ∈ Σc(
tA), on aura N (tA−λ) = {0} , et par conséquent, selon la proposition 12.2,

R(A−λ)⊥ = 0, d’où R(A− λ) = X. On aura également X ′ = R(tA− λ) ⊂ N (A−λ)⊥, et par
conséquent N (A−λ)⊥ = X ′, d’où N (A−λ) = N (A− λ) = {0} . Il en résulte que λ ∈ Σc(A),

soit Σc(
tA) ⊂ Σc(A). Dans le cas où X est réflexif, on a

(
R(tA− λ)⊥

)⊥
= R(tA− λ), et

par conséquent le même raisonnement s’applique en échangeant A et tA, ce qui prouve que
Σc(

tA) = Σc(A).

⊲ Il suffit de remarquer que selon la proposition 12.1 Σ(A) = Σ(tA), et par conséquent
d’après l’item qui précède, Σr(

tA) ∪ Σp(
tA) = Σr(A) ∪ Σp(A) d’où

Σr(
tA) =

(
Σr(

tA) ∪ Σp(
tA)
)
\ Σp(

tA) = (Σr(A) ∪ Σp(A)) \ Σp(
tA)

=
((

Σp(
tA) \ Σp(A)

)
∪ Σp(A)

)
\ Σp(

tA)

=
(
Σp(

tA) ∪ Σp(A)
)
\ Σp(

tA) = Σp(A) \ Σp(
tA).



Appendice A

Projections et sous-espaces
invariants

Il s’agit ici de mettre au point le cadre dans lequel il est possible de décomposer l’es-
paceX selon une somme directe de sous-espaces invariants, de telle sorte que l’opérateur
T puisse se décrire à l’aide de ses restrictions à ces sous-espaces. On dira qu’alors on a
décomposé l’opérateur T.

A.1 Supplémentaires algébriques

Proposition A.1

(i) Soit P une projection, si on pose M = R(P ) et M ′ = R(I−P ), alors X = M⊕M ′

et M ′ = N (P ). On dit que M et M ′ sont supplémentaires algébriques et que P est la
projection sur M parallèlement à M ′.

(ii) Réciproquement, si X = M ⊕ M ′, alors l’application P : u → uM telle que
u = uM + uM ′ , où uM ∈M et uM ′ ∈M ′, est la projection sur M parallèlement à M ′.

Démonstration.

⊲ On aura X = M +M ′, en effet, ∀u ∈ X, u = Pu+ u−Pu. Si par ailleurs, u ∈M ∩M ′,
on aura u = Pv = w − Pw et par conséquent u = Pv = Pu = P (w − Pw) = 0.

⊲ De plus si u ∈ M ′, alors Pu = P (s− Ps) = 0, soit u ∈ N (P ). Si u ∈ N (P ), alors
u = u− Pu, soit u ∈M ′.

⊲ Réciproquement la décomposition de u sous la forme u = uM + uM ′ étant unique on
pourra bien parler de l’application P, et on aura Pu = uM + 0, et par conséquent P 2u =
uM = Pu.

Définition A.2 On dit que le sous-espace M de X est invariant par T si T (M) ⊂M.

Si M est invariant par T, on notera alors TM la restriction de T à M, et on aura
TM ∈ L(M).
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130 Projections et sous-espaces invariants

Proposition A.3

(i) Si M et M ′ sont invariants par T, et X = M ⊕M ′, alors la projection P sur M
parallèlement à M ′, commute avec T.

(ii) Réciproquement, si P est une projection qui commute avec T, alors M = R(P ),
et M ′ = R(I − P ) sont invariants par T

Démonstration.

⊲ On aura en effet PTPu = TPu, puisque Pu et donc TPu ∈ M, et PT (I − P )u = 0,
puisque (I − P )u et donc T (I − P )u ∈M ′. Il en résulte que PTu = PTPu+ PT (I − P )u =
TPu.

⊲ Si v ∈M, on a v = Pu et Tv = TPu = PTu ∈M.

Les restrictions respectives TM et TM ′ , de T à M et M ′ seront respectivement appelées
les parties de T dans M et M ′.

A.2 Supplémentaires topologiques

Définition A.4 On dit que les sous-espaces M et M ′ de X sont supplémentaires topo-
logiques dans X, s’ils sont supplémentaires algébriques et si l’application E : (u, v) →
u+ v, de M ×M ′ dans X est un isomorphisme.

Proposition A.5

(i) Si M et M ′ sont supplémentaires topologiques, ils sont fermés

(ii) Réciproquement, siX est un espace de Banach et siM etM ′ sont des supplémentaires
algébriques fermés, alors ils sont supplémentaires topologiques

Démonstration.

⊲ En effet, l’image réciproque de M ×{0} , qui est fermé dans M ×M ′, par E−1 est égale
à M.

⊲ Réciproquement, si M et M ′ sont fermés, alors M ×M ′ est un espace de Banach pour
la topologie induite par celle de X × X et E une bijection continue : M ×M ′ → X, c’est
donc un isomorphisme, en vertu du théorème des homomorphismes 3.14.

Proposition A.6 Si M et M ′ sont algébriquement supplémentaires, pour qu’ils soient
topologiquement supplémentaire, il faut et il suffit que la projection P sur M pa-
rallèlement à M ′ soit continue.

Démonstration. Notons P ′ la projection sur M ′ le long de M, on aura I = P + P ′ et
par conséquent, la continuité de P équivaut à celle de P et P ′, mais en fait E−1(u + v) =
(P (u+ v), P ′(u+ v)) ; la continuité de E−1 est donc équivalente à celle de P et P ′.



Appendice B

Orthogonalité dans les espaces de
Banach

Définition B.1

(i) Si M ⊂ X on appelle orthogonal de M et on note M⊥ le sous espace (fermé) de
X ′ défini par

M⊥ = {f ∈ X ′ |〈f, x〉 = 0, ∀x ∈M }

(ii) Si N ⊂ X ′ on appelle orthogonal de N et on note N⊥ le sous espace (fermé) de
X défini par

N⊥ = {x ∈ X |〈f, x〉 = 0, ∀f ∈ N }

Remarquons bien que, par définition, l’orthogonal d’un sous ensemble du dual est dans
l’espace et non dans le bidual, et que la symétrie des définitions qui précèdent n’est
qu’apparente, ainsi qu’en témoigne le lemme suivant :

Lemme B.2

(i) Si M est un sous-espace vectoriel de X, alors M =
(
M⊥

)⊥
.

(ii) Si N est un sous-espace vectoriel de X ′, alors N ⊂
(
N⊥
)⊥
. Si de plus X est

réflexif, alors N =
(
N⊥
)⊥

Démonstration.

⊲ Si x ∈M, alors 〈f, x〉 = 0, ∀f ∈M⊥, et par conséquent x ∈
(
M⊥

)⊥
, et comme de plus

un orthogonal est fermé, il en résulte que M ⊂
(
M⊥

)⊥
. Réciproquement, supposons qu’il

existe x0 ∈
(
M⊥

)⊥ \M, alors le théorème de Hahn-Banach sous sa forme géométrique 5.29

nous permet de séparer strictement x0 de M par un hyperplan fermé. C’est dire qu’il existe
f ∈ X ′ et α ∈ R tels que

〈f, x〉 < α < 〈f, x0〉 , ∀x ∈M.

Comme M est un espace vectoriel il en résulte que 〈f, x〉 = 0, ∀x ∈M, et donc que f ∈M⊥,
d’où 〈f, x0〉 = 0, ce qui constitue une contradiction.
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132 Orthogonalité dans les espaces de Banach

⊲ De même N ⊂
(
N⊥
)⊥
. Mais si nous tentons la réciproque, nous sommes amenés à

supposer l’existence de f0 ∈
(
N⊥
)⊥ \N, de ϕ ∈ X ′′ et β ∈ R tels que

〈ϕ, f〉 < β < 〈ϕ, f0〉 , ∀f ∈ N.

Il en résulte alors que 〈ϕ, f〉 = 0, ∀f ∈ N, ce qui ne suffit pas pour conclure que 〈ϕ, f0〉 , car
il y a a priori trop d’éléments dans X ′ our que la condition 〈ϕ, f〉 = 0, ∀f ∈ N soit suffisante
à cet effet. Si X est réflexif, alors ∃x ∈ X, tel que 〈ϕ, f〉 = 〈f, x〉 , ∀f ∈ X ′, soit donc en fait

〈f, x〉 < β < 〈f0, x〉 , ∀f ∈ N,

et on conclut alors comme à l’item précédent que x ∈ N⊥, et par conséquent 〈f0, x〉 = 0.

Si M est un sous-espace fermé de l’espace de Banach X, on sait que
∥∥∥ ·
x
∥∥∥ = inf

x∈
·
x

est une norme sur l’espace quotient X/M, qui est alors un espace de Banach.

Proposition B.3 (X/M)′ est isomorphe à M⊥

Démonstration. Soit en effet g ∈ M⊥, pour x ∈ X nous poserons
〈
ξ,

·
x
〉

= 〈g, x〉 et nous

aurons
∣∣∣
〈
ξ,

·
x
〉∣∣∣ ≤ ‖g‖ ‖x‖ ∀x ∈ ·

x, d’où il résulte que ξ ∈ (X/M)′ . L’application g → ξ :

M⊥ → (X/M)′ est clairement injective ; elle est également surjective, car d’une part si on

note g l’application x→
〈
ξ,

·
x
〉

on aura |〈g, x〉| ≤ ‖ξ‖
∥∥∥ ·
x
∥∥∥ ≤ ‖ξ‖ ‖x‖ , soit g ∈ X ′, et d’autre

part 〈g, y〉 =
〈
ξ,

·
y
〉

= 0, ∀y ∈M, d’où g ∈M⊥.

Définition B.4 Soit M un sous-espace vectoriel fermé de X, on appelle codimension
de M, la dimension de X/M.

Si X/M est de dimension finie, on aura donc codimM = dimM⊥ en vertu de l’isomor-
phisme entre X/M et (X/M)′ .

Proposition B.5

(i) Si M est un sous-espace fermé de X et si N est un sous-espace de M, de codi-
mension finie, alors M est de codimension finie, et codimM ≤ codimN.

(ii) Si M a un supplémentaire topologique N de dimension finie, alors codimM =
dimN

(iii) Si f 6= 0 ∈ X ′, alors codimN (f) = 1.

(iv) Si g ∈ L(X,Cn), alors codimN (g) ≤ n.

Démonstration.

⊲ Notons
·
x la classe de x dans X/M et x̃ la classe de x dans X/N. On aura x̃ ⊂ ·

x, et par

conséquent
·
x est le seul élément de X/M contenant x̃. Notons f l’application x̃ → ·

x ; elle
est surjective, d’où il résulte que dimX/M ≤ dimX/N.
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⊲ Soit x ∈ X, ∃! (y, z) ∈M ×N, tel que x = y+ z, et par conséquent, si x− x′ ∈M, alors

z−z′ = 0. Il en résulte que pour
·
x ∈ X/M, ∃! z ∈ N tel que x−z ∈M, ∀x ∈ ·

x. L’application

linéaire f :
·
x → z est une bijection ; d’une part en effet, si z = 0, alors x = y + z ∈ M, et

par conséquent
·
x = 0, et d’autre part ∀z ∈ N, f

(
·
z
)

= z.

⊲ Considérons alors l’application Φ :
·
x → f(x), X/N (f) → C ; elle est injective car si

f(x) = 0, alors x ∈ N (f), et par conséquent
·
x = 0. Elle d’autre part surjective, car si λ ∈ C

et si x0 est choisi tel que f(x0) 6= 0, avec x = λx0/f(x0) on aura Φ(
·
x) = f(x) = λ. Il en

résulte que codimN (f) = dimX/N (f) = 1.

⊲ On démontre de même que l’application
·
x→ g(x) : X/N (g) → Cn est injective.
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Quatrième partie

Opérateurs bornés dans les espaces
de Hilbert
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Chapitre 13

Les algèbres de Banach involutives

13.1 Définitions, propriétés élémentaires

Définition 13.1 Une involution de l’algèbre A est une application antilinéaire t→t∗

de A dans lui-même qui vérifie

(i) (pt)∗ =t∗p∗

(ii) t∗∗ =t

Cette définition découle directement de celle de l’adjoint d’un opérateur borné dans un
espace de Hilbert :

Soit T ∈ L(H), considérons l’application x → (Tx |y ) , elle est continue, et par
conséquent, d’après le théorème de représentation de Riesz, ∃!zy ∈ H, tel que (Tx |y ) =
(x |zy ) , ∀y ∈ H. De plus,

‖zy‖ = sup
x∈H,x 6=0

|(x |zy )|
‖x‖ = sup

x∈H,x 6=0

|(Tx |y )|
‖x‖ ≤ ‖T‖ ‖y‖ .

On est donc fondé à poser T ∗y = zy, ce qui fait de T ∗ un élément de L(H), et on aura
alors

(Tx |y ) = (x |T ∗y ) ,∀x, y ∈ H.

Définition 13.2 Si A est une algèbre de Banach involutive, alors on dit que

(i) t est auto-adjoint si t= t∗

(ii) t est normal si tt∗ = t∗t

(iii) t est unitaire si tt∗ = t∗t=i

Proposition 13.3 Si t∈ A, algèbre de Banach involutive, alors

(i) i est auto-adjoint et (λi)∗ = λ̄i

(ii) t+t∗, i (t − t∗) , tt∗ et t∗t sont auto-adjoints
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(iii) ∃! p et q auto-adjoints tels que t=p+iq, et on a

p =
t + t∗

2
et q =

t − t∗

2i
.

t est normal si et seulement si pq=qp.

(iv) t est inversible si et seulement si t∗ l’est, auquel cas (t∗)−1 = (t−1)
∗
.

(v) Σ (t∗) = Σ (t) (complexe conjugué !) et en particulier ρ (t∗) = ρ (t) .

Démonstration.

⊲ De l’égalité i∗ =i i∗, il résulte que i= i∗∗ = (i i∗)∗ =i∗∗i∗ =ii∗ = i∗.

⊲ Démontrons l’unicité de la décomposition de t, et supposons à cet effet qu’on a également
t=p1 + iq1, où p1 et q1 sont auto-adjoints. On aura p−p1 = i (q1 − q) , mais également,
par passage à l’adjoint p−p1 = −i (q1 − q) , d’où il résulte que p=p1 et q=q1. On aura
tt∗ = (p + iq) (p − iq) =p2+q2 + i (qp − pq) et t∗t=p2+q2 − i (qp − pq) , soit tt∗ =t∗t

si et seulement si pq=qp.

⊲ On aura
(
t−1

)∗
t∗ =

(
tt−1

)∗
=i∗ =i=t∗

(
t−1

)∗
, d’où il résulte que t∗ est inversible et

(t∗)−1 =
(
t−1

)∗
, que l’on note t−∗.

⊲ Si λ ∈ Π (t) , alors t−λi est inversible, donc également t∗ − λi, ce qui montre que
λ ∈ Π (t∗) . Il en résulte que Σ (t∗) ⊂ Σ(t) , et par conséquent Σ (t) = Σ (t∗∗) ⊂ Σ(t∗) ,
soit Σ (t∗) = Σ (t).

Lemme 13.4 Si t est normal, alors les résolvantes de t et t∗ commutent, et chacun
commute avec la résolvante de l’autre

Démonstration.

⊲ On aura tout d’abord

(t − ζ) (t∗ − ξ)r(ζ)r∗(ξ) = (t∗ − ξ) (t − ζ)r(ζ)r∗(ξ) = i = (t − ζ) (t∗ − ξ)r∗(ξ)r(ζ) ;

il en résulte que r∗(ξ)r(ζ) =r(ζ)r∗(ξ).

⊲ De même

r(ζ) (t∗ − ξ)r∗(ξ) (t − ζ) = i = (t∗ − ξ)r∗(ξ)r(ζ) (t − ζ) = (t∗ − ξ)r(ζ)r∗(ξ) (t − ζ) ,

d’où r(ζ) (t∗ − ξ) = (t∗ − ξ)r(ζ).
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13.2 Le calcul holomorphe

Lemme 13.5 Si f est holomorphe dans un ouvert Ω, et si on note g(ζ) = f(ζ), alors
g est holomorphe dans Ω = {z |z ∈ Ω} et g′(ζ) = f ′(ζ).

Démonstration. Donnons-en deux, la première étant bien entendu la meilleure, et l’intérêt
de la seconde résidant dans l’explicitation du lien entre fonctions d’une variable complexe et
fonctions de deux variables réelles.

⊲ Soit z0 ∈ Ω et Br (z0) ⊂ Ω, où Br (z0) note le disque de rayon r et de centre z0. La
fonction f est développable en série entière dans Br (z0) , soit

f(z) =
∑

n∈N

an (z − z0)
n .

Il en résulte que
∑

n∈N
an (z − z0)

n constitue une série entière convergente dans le disque
Br (z0) , et par conséquent que g(z) est holomorphe au voisinage de z0.

⊲ Posons
f̃(x, y) = f(x+ iy) et g̃(x, y) = g(x+ iy),

on aura (
∂g̃

∂x
,
∂g̃

∂y

)
=

(
∂f̃

∂x
,−∂f̃

∂y

)
,

et par conséquent

∂g̃

∂x
+ i

∂g̃

∂y
=
∂f̃

∂x
− i

∂f̃

∂y
=
∂f̃

∂x
+ i

∂f̃

∂y
= 0

en vertu des relations de Cauchy-Riemann. De même,

g′ =
∂g̃

∂x
=
∂f̃

∂x
= f ′.

Proposition 13.6 Si f est holomorphe dans un voisinage de Σ(t) et si on note f̂(ζ) =

f(ζ), alors f̂ (t∗) = f(t)∗.

Démonstration. Notons d’abord que si r∗(ζ) = (t∗ − ζ)−1 , alors (r(ζ))∗ =r∗(ζ). Choi-
sissons maintenant un lacet Γ compatible avec Σ(t∗), qui sera paramétré par t ∈ (−π, π) ;
si ζ(t) décrit Γ, alors ξ(t) = ζ(t) décrit le chemin Γ dans le sens inverse et nous aurons
ζ ′(t) = ξ′(t), d’où

f̂ (t∗) = − 1

2iπ

∫

Γ
f̂(ζ)r∗(ζ)dζ = − 1

2iπ

∫

Γ
f(ζ)r∗(ζ)dζ

= − 1

2iπ

∫ π

−π
f(ζ(t))

(
r(ζ(t))

)∗
ζ ′(t) dt =

(
1

2iπ

∫ π

−π
f(ζ(t))r(ζ(t))ζ ′(t) dt

)∗

=

(
1

2iπ

∫ π

−π
f(ξ(t))r(ξ(t))ξ′(t)dt

)∗

=

(
1

2iπ

∫

Γ
f(ξ)r(ξ)dξ

)∗

.
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Comme Σ(t∗) = Σ(t), au sens de parcours près le lacet Γ sera compatible avec Σ(t) ; il en
résulte que

f̂ (t∗) = f(t)∗.

Proposition 13.7 Soit f analytique au voisinage de Σ(t),

(i) Si t est normal, f(t) est normal.

(ii) Si t est auto-adjoint et si f = f̂ , où f̂(ζ) = f(ζ), alors f(t) est auto-adjoint

Démonstration.

⊲ Comme f̂ est également analytique au voisinage de Σ(t), si Γ note un chemin compatible
avec Σ(t), selon la proposition 13.6, on aura

f(t)∗ f(t) = f̂(t∗) f(t) = − 1

4π2

∫

−Γ
f̂(ξ)r∗(ξ)dξ

∫

Γ
f(ζ)r(ζ)dζ

= − 1

4π2

∫

−Γ×Γ
f̂(ξ)f(ζ)r∗(ξ)r(ζ)dξdζ.

Mais, selon le lemme 13.4 r∗(ξ) et r(ζ) commutent ; il en résulte que

f(t)∗ f(t) = − 1

4π2

∫

Γ×(−Γ)
f(ζ)f̂(ξ)r(ζ)r∗(ξ)dζdξ = f(t) f̂(t∗) = f(t) f(t)∗.

⊲ Par ailleurs, si t est auto adjoint et f̂ = f, alors f(t)∗ = f̂(t∗) = f̂(t) = f(t).

13.3 Les C∗-algèbres

Parmi les qualités de l’adjoint, la suivante que nous démontrerons à la proposition
14.2 est particulièrement importante :

‖TT ∗‖ = ‖T‖2 .

Nous sommes donc conduits à la définition suivante :

Définition 13.8 Une C∗-algèbre est une algèbre involutive qui vérifie

‖tt∗‖ = ‖t‖2 .

L’involution possède alors des propriétés supplémentaires, tout-à-fait essentielles :

Proposition 13.9 Soit t∈ A, C∗-algèbre, alors
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(i) ‖t‖ = ‖t∗‖ et ‖t∗t‖ = ‖t‖2 .

(ii) ρ (tt∗) = ‖t‖2

Démonstration.

⊲ On aura ‖t‖2 = ‖tt∗‖ ≤ ‖t‖ ‖t∗‖ , et par conséquent ‖t‖ ≤ ‖t∗‖ . Mais comme t=t∗∗,
il en résulte que ‖t∗‖ ≤ ‖t∗∗‖ = ‖t‖ , soit ‖t‖ = ‖t∗‖ . On aura alors

‖t∗t‖ = ‖t∗t∗∗‖ = ‖t∗‖2 = ‖t‖2 .

⊲ Supposons tout d’abord t auto-adjoint, on aura
∥∥t2
∥∥ = ‖t‖2 , et par conséquent, ∀n ∈

N,
∥∥t2n∥∥ = ‖t‖2n

. En vertu de la formule (8.14), il en résulte que ρ (t) = ‖t‖ . Dans le cas

général, comme tt∗ est auto-adjoint, on aura ρ (tt∗) = ‖tt∗‖ = ‖t‖2 .

Proposition 13.10 Soit t∈ A, C∗-algèbre, alors

(i) Si t est normal, ρ (t) = ‖t‖
(ii) si t est auto-adjoint, eit est unitaire et Σ (t) ⊂ R.
(iii) Si u est unitaire alors ‖u‖ = 1 et Σ (u) ⊂ T, où T est le cercle unité.

Démonstration.

⊲ Si t est normal, d’après la proposition 13.9 et le corollaire 8.20, on aura ‖t‖2 =
ρ (tt∗) ≤ ρ (t) ρ (t∗) , d’où ‖t‖2 ≤ (ρ (t))2 ≤ ‖t‖2 d’après la proposition 13.3 et l’inégalité
(8.8), soit ρ (t) = ‖t‖ .
⊲ Posons f(z) = eiz, on aura

(
eit
)∗
eit = f̂ (t∗) f(t) = f̂ f (t) =i.

⊲ Supposons que λ = α+ iβ ∈ Σ(t) , où β 6= 0. Posons s= (t − α) /β, c’est un opérateur
auto-adjoint qui vérifie i ∈ Σ(s) ; par conséquent, ∀µ, i+is= (µ+ 1) i − (µ− is) n’est pas
inversible, ce qui implique |µ+ 1| ≤ ‖µ− is‖ , d’après la proposition 8.5. Si on choisit µ ∈ R,
il en résulte que

(µ+ 1)2 ≤ ‖µ− is‖2 = ‖(µ− is) (µ− is)∗‖ =
∥∥µ2 + s2

∥∥ ≤ µ2 + ‖s‖2 .

On aura donc 2µ ≤ ‖s‖2 − 1, ∀µ ∈ R, ce qui constitue une contradiction, et on aura par
conséquent β = 0, soit Σ (t) ⊂ R.
⊲ On aura tout d’abord 1 = ‖i‖ = ‖uu∗‖ = ‖u‖2 . Soit alors λ ∈ Σ(u), on aura |λ| ≤

ρ (u) = ‖u‖ = 1 ; de plus 0 /∈ Σ(u), puisque u est inversible. D’autre part, en vertu du
théorème de transformation spectrale 9.6, on a Σ(u∗) = Σ(u−1) = g (Σ(u)) , où g(z) = 1/z,
et par conséquent 1/λ ∈ Σ(u), d’où |1/λ| ≤ 1, et par conséquent |λ| = 1.
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Chapitre 14

Applications de l’orthogonalité

Dans ce chapitre H désigne un espace de Hilbert.

14.1 Adjoint, orthogonalité

Soit T ∈ L(H), nous avons vu au chapitre précédent que la formule (Tx |y ) =
(x |T ∗y ) ,∀x, y ∈ H définit un opérateur T ∗ ∈ L(H) :

Définition 14.1 (Adjoint) Si T ∈ L(H), on pose

(Tx |y ) = (x |T ∗y ) ,∀x, y ∈ H.

T ∗ ∈ L(H) est l’adjoint de T.

L’opération T → T ∗ est une involution de l’algèbre L(H).

Les avantages qui découlent du cadre hilbertien sont en fait considérables et nous
aurons l’occasion de démontrer de nombreux résultats qui n’ont pas leur équivalent
dans les espaces de Banach. La seule difficulté supplémentaire qui découle de l’utilisa-
tion de l’adjoint réside dans l’apparition régulière de complexes conjugués, qu’un peu
d’attention doit permettre de ne pas confondre avec l’adhérence.

Proposition 14.2 Si T ∈ L(H), alors

(i) ‖T‖ = ‖T ∗‖
(ii) ‖T ∗T‖ = ‖T‖2

Démonstration.

⊲ On aura

‖T ∗‖ = sup
y∈H,x 6=0

‖T ∗y‖
‖y‖ = sup

y∈H,x 6=0
sup

x∈H,x 6=0

|(x |T ∗y )|
‖x‖ ‖y‖ = sup

y∈H,x 6=0
sup

x∈H,x 6=0

|(Tx |y )|
‖x‖ ‖y‖ = ‖T‖ .

143
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⊲ On a, d’une part ‖T ∗T‖ ≤ ‖T ∗‖ ‖T‖ = ‖T‖2 , et d’autre part

‖Tx‖2 = (Tx |Tx) = (T ∗Tx |x) ≤ ‖T ∗T‖ ‖x‖2 ,

ce qui prouve que ‖T‖2 ≤ ‖T ∗T‖ ; il en résulte que ‖T ∗T‖ = ‖T‖2 .

Par ailleurs, si on note {x}⊥ le noyau de l’application y → (x |y ) , c’est un fermé,
ainsi que par conséquent ∩x∈A {x}⊥ , où A est un sous-ensemble de H.

Définition 14.3 (Orthogonal) Si M est un sous-espace de H, on appelle orthogonal
de M le sous-espace fermé

M⊥ = {y ∈ H |(x |y ) = 0, ∀x ∈ E }

L’isomorphisme antilinéaire isométrique J : H ′ → H défini par

(x |Jf ) = 〈f, x〉 , ∀f ∈ H ′, ∀x ∈ H

permet d’identifier un espace de Hilbert à son dual et fait correspondre le transposé à
l’adjoint selon la formule

tT = J−1 ◦ T ∗ ◦ J ,

puisque (
x
∣∣J tTf

)
=
〈
tTf, x

〉
= 〈f, Tx〉 = (Tx |Jf ) = (x |T ∗Jf ) .

De même l’isométrie J met en correspondance les deux notions d’orthogonalité respec-
tivement issues des définitions B.1 et 14.3 selon les formules (à manier prudemment !)

M⊥ = JM⊥ pour M ∈ H et N⊥ = (JN)⊥ pour N ∈ H ′ !

Cette identification permet de traduire en termes d’adjoint les résultats que nous avons
obtenus dans les espaces de Banach, mais le cadre des espaces de Hilbert offre des
avantages substantiels, tout d’abord en ce qui concerne le caractère élémentaire des
démonstrations et c’est pourquoi nous avons jugé utile de les reprendre, alors même
que les résultats découlent de l’identification réalisée par J.

Lemme 14.4

(i) Si M est un sous-espace fermé de H, alors H = M ⊕M⊥,

(ii) Si M est un sous-espace de H, alors M⊥ = M
⊥

(iii) Si M est un sous-espace de H, alors
(
M⊥

)⊥
= M

Démonstration.

⊲ Si x ∈ M ∩M⊥ alors (x |x) = 0, et par conséquent x = 0. Enfin si z ∈ H, d’après le
théorème de projection, on pourra écrire z = z1+z2 où z1 = Pz ∈M et vérifie (z − z1 |y ) = 0
∀y ∈M, soit z2 ∈M⊥.
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⊲ Il est clair tout d’abord que M
⊥ ⊂M⊥ ; réciproquement, si x ∈M⊥ on aura (x |y ) = 0

∀y ∈M, et par continuité, (x |z ) = 0 ∀z ∈M. Il en résulte que x ∈M
⊥
.

⊲ Comme M⊥ est fermé, d’après les items précédents, on pourra écrire H = M⊥⊕
(
M⊥

)⊥

et H = M ⊕M
⊥

= M ⊕M⊥, soit M⊥ ⊕
(
M⊥

)⊥
= M⊥ ⊕M. Mais M ⊂

(
M⊥

)⊥
, et par

conséquent M ⊂
(
M⊥

)⊥
; il en résulte que M =

(
M⊥

)⊥
.

Proposition 14.5 Si T ∈ L(H), alors

(i)
N (T ) = R(T ∗)⊥ et N (T ∗) = R(T )⊥

N (T )⊥ = R(T ∗) et N (T ∗)⊥ = R(T )

(ii) Si l’un de R(T ) ou R(T ∗) est fermé, l’autre l’est également et

N (T )⊥ = R(T ∗) et N (T ∗)⊥ = R(T )

Démonstration.

⊲ Si x ∈ N (T ∗), alors (Ty |x) = (y |T ∗x) = 0 ∀x, et par conséquent x ∈ R(T )⊥ ; c’est dire
que N (T ∗) ⊂ R(T )⊥. Réciproquement si x ∈ R(T )⊥, alors (y |T ∗x) = (Ty |x) = 0 ∀y, d’où
T ∗x = 0, et par conséquent x ∈ N (T ∗) ; il en résulte que R(T )⊥ ⊂ N (T ∗), et par conséquent
N (T ∗) = R(T )⊥. De l’identité (T ∗)∗ = T résulte alors la relation N (T ) = R(T ∗)⊥.

⊲ D’après le lemme 14.4, il en résulte que N (T )⊥ =
(
R(T ∗)⊥

)⊥
= R(T ∗) et N (T ∗)⊥ =(

R(T )⊥
)⊥

= R(T ).

⊲ Si on suppose R(T ) fermé, on a tout d’abord N (T ∗)⊥ = R(T ). Considérons par ailleurs

l’application T̃ : H/N (T ) → R(T ) définie par T̃
(

·
x
)

= T (z), où z ∈ ·
x. C’est une bijection

continue, et comme R(T ) est fermé, d’après le théorème des homomorphismes 3.14, elle est

inversible, d’inverse S̃. Si q ∈ N (T )⊥, on posera
(
q
∣∣∣ ·x
)

= (q |z ) , où z ∈ ·
x.

⊲ L’application y →
(
q
∣∣∣S̃y

)
est continue sur R(T ) et par conséquent, en vertu du

théorème de représentation de Riesz, ∃r ∈ R(T ) tel que
(
q
∣∣∣S̃y

)
= (r |y ) , ∀y ∈ R(T ).

Pour x ∈ H, on aura alors

(q |x) =
(
q
∣∣∣ ·x
)

=
(
q
∣∣∣S̃y

)
= (r |y ) =

(
r
∣∣∣T̃ ·
x
)

= (r |Tx) = (T ∗r |x) ,

d’où q = T ∗r. On a donc montré que R(T ∗) = N (T )⊥ ⊂ R(T ∗), d’où il résulte que R(T ∗)
est fermé et vérifie N (T )⊥ = R(T ∗).
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Proposition 14.6 Si T ∈ L(H), alors

Σr(T ) = Σp(T ∗) \ Σp(T ) et Σc(T
∗) = Σc(T ).

Démonstration.

⊲ Supposons que λ ∈ Σr(T ), alors R(T − λ) 6= H, d’où N (T ∗ − λ)⊥ 6= H en vertu de la
proposition 14.5, et par conséquent N (T ∗ − λ) 6= {0} . Il en résulte que λ ∈ Σp(T

∗), et par

conséquent Σr(T ) ⊂ Σp(T ∗) \ Σp(T )

⊲ Réciproquement, si λ ∈ Σp(T ∗) \Σp(T ), alors R(T − λ) = N (T ∗ − λ)⊥ 6= H, et comme
de plus N (T − λ) = {0} , il en résulte que λ ∈ Σr(T ).

⊲ Soit µ ∈ Σc(T
∗), on aura N (T ∗−µ) = {0} , et par conséquent selon la proposition 14.5,

R(T − µ) = H. Mais on aura aussi R(T ∗ − µ) = H, d’où N (T − µ) = {0} , soit µ ∈ Σc(T ).
Il en résulte que Σc(T

∗) ⊂ Σc(T ), mais également que Σc(T ) = Σc((T
∗)∗) ⊂ Σc(T ∗), d’où la

conclusion.

Corollaire 14.7 Pour que T ∈ L(H) soit inversible, il faut et il suffit qu’il existe
C > 0 tel que, ∀x ∈ H, ‖Tx‖ ≥ C ‖x‖ et ‖T ∗x‖ ≥ C ‖x‖ .
Démonstration.

⊲ Si T est inversible, ∀x ∈ H,

‖x‖ =
∥∥T T−1x

∥∥ ≤
∥∥T−1

∥∥ ‖Tx‖ ,

et par conséquent ‖Tx‖ ≥ 1/
∥∥T−1

∥∥ ‖x‖ . Comme d’après la proposition 13.3, T ∗ est inver-
sible, on aura également ‖T ∗x‖ ≥ 1/ ‖T−∗‖ ‖x‖ .
⊲ Réciproquement d’après le lemme 10.2, T est d’image fermée, d’où selon la proposition

14.5, N (T ∗)⊥ = R(T ), mais T ∗ est injectif, d’où N (T ∗) = {0} , et par conséquent R(T ) = H.
Comme de plus T est injectif, il est inversible d’après le théorème des homomorphismes 3.14.

Corollaire 14.8 (Critère de Weyl)

(i) S’il existe une suite xn vérifiant ‖xn‖ = 1 et ‖(T − λ)xn‖ → 0, alors λ ∈ Σ(T ).

(ii) Si λ ∈ Σ(T ) et s’il existe C > 0 tel que, ∀x ∈ H, ‖(T − λ)x‖ ≥ C ‖x‖ , alors
λ ∈ Σp(T

∗)

Démonstration.

⊲ Comme R(λ) est un opérateur borné sur Π(T ), si λ ∈ Π(T ) et ‖(T − λ)xn‖ → 0, alors
‖xn‖ → 0. il en résulte que λ ∈ Σ(T ).

⊲ Si ∀x ∈ H, ‖(T − λ)x‖ ≥ C ‖x‖ , alors R(T − λI) est fermé, d’après le lemme 10.2.
Comme de plus N (T −λI) = {0} , d’après la proposition 14.5, on aura R(T ∗ −λI) = H ; et
comme λ ∈ Σ(T ∗), T ∗ − λI n’est pas injectif, soit λ ∈ Σp(T

∗).
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14.2 Opérateurs normaux, auto-adjoints et unitaires

Corollaire 14.9 Si T est normal, alors Σp(T
∗) = Σp(T ) et Σr(T ) = ∅.

Démonstration. En effet T − λ est également normal, et ∀x on aura
∥∥(T ∗ − λ

)
x
∥∥2

= ‖(T − λ)∗ x‖2
= ((T − λ)∗ x |(T − λ)∗ x) = (x |(T − λ) (T − λ)∗ x)

= (x |(T − λ)∗ (T − λ)x) = ((T − λ)x |(T − λ)x) = ‖(T − λ)x‖2

d’où N
(
T ∗ − λ

)
= N (T − λ) , et par conséquent Σp(T

∗) = Σp(T ). Il résulte alors de la
proposition 14.6 que Σr(T ) = ∅.

Lemme 14.10 (Egalité de polarisation) Si b est une forme sesquilinéaire, elle sa-
tisfait l’égalité de polarisation :

∑

k=0,3

ikb
(
u+ ikv, u+ ikv

)
= 4b (u, v) . (14.1)

Démonstration. On aura en effet

b
(
u+ ikv, u+ ikv

)
= b(u, u) + b(v, v) + (−i)k b(u, v) + ikb(v, u)

et par conséquent
∑

k=0,3

ikb
(
u+ ikv, u+ ikv

)
= (b(u, u) + b(v, v))

∑

k=0,3

ik + b(u, v)
∑

k=0,3

1k + b(v, u)
∑

k=0,3

(−1)k

= 4b(u, v)

Proposition 14.11

(i) T est unitaire si et seulement si il est surjectif et vérifie ‖Tx‖ = ‖x‖ (on dit encore
isométrique)

(ii) T est auto adjoint si et seulement si (Tx |x) ∈ R, ∀x ∈ H

Démonstration.

⊲ Si T est unitaire, alors il est inversible et donc surjectif, et ‖x‖2 = (T ∗Tx |x) = ‖Tx‖2

⊲ Réciproquement, si T est isométrique et surjectif, il est inversible, car il est bijectif et
continu. Prenons. b(u, v) = (u |v ) , on déduit de l’égalité de polarisation (14.1) que ∀x, y ∈ H

4 (x |y ) = ‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2 + i ‖x+ iy‖2 − i ‖x− iy‖2

= ‖T (x+ y)‖2 − ‖T (x− y)‖2 + i ‖T (x+ iy)‖2 − i ‖T (x− iy)‖2 = 4 (Tx |Ty ) ,

soit
(x |y ) = (Tx |Ty ) = (T ∗Tx |y ) ,

et par conséquent T ∗T = I, soit T ∗ = T−1.
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⊲ Posons

b(x, y) = (Tx |y ) − (Ty |x) = ((T − T ∗)x |y ) .

D’après l’égalité de polarisation (14.1), b(x, y) est nul ∀x, y si et seulement si b(x, x) est nul
∀x, comme de plus b(x, x) = 2 Im (Tx |x) , il en résulte que T = T ∗ si et seulement si (Tx |x)
est réel ∀x.

Lemme 14.12 Si T est auto-adjoint, on a

‖(T − λ)x‖2 = ((T − Reλ)x |(T − Reλ)x) + |Imλ|2 ‖x‖2 , (14.2)

Démonstration. Posons α = Reλ et β = Imλ, on aura

‖(T − λ)x‖2 = ((T − α)x− iβx |(T − α)x− iβx)

= ‖(T − α)x‖2 + β2 ‖x‖2 + 2β Im (x |(T − α)x) ,

mais

(x |(T − α)x) = ((T − α)x |x) = (x |(T − α)x) ∈ R,
d’où la conclusion.

Proposition 14.13 Si T ∈ L(H), alors I + T ∗T est inversible et
∥∥(I + T ∗T )−1

∥∥ ≤ 1.

Démonstration. On a

‖(I + T ∗T )x‖2 = ((I + T ∗T )x |(I + T ∗T )x)

= ‖x‖2 + 2 ‖Tx‖2 + ‖T ∗Tx‖2 ≥ ‖x‖2 ,

d’où il résulte selon 10.2 que I + T ∗T est injective à image fermée. Mais I + T ∗T est auto-
adjoint, et par conséquent n’a pas de spectre résiduel d’après le corollaire 14.9, ce qui prouve

que I + T ∗T est inversible, et comme ‖(I + T ∗T )x‖2 ≥ ‖x‖2 , que
∥∥∥(I + T ∗T )−1

∥∥∥ ≤ 1.

Le corollaire suivant constitue un résultat très précis qui complète le corollaire 14.9 :

Théorème 14.14 Soit T ∈ L(H), autoadjoint, alors

(i) ‖T‖n = ‖T n‖
(ii) Si on pose M = sup‖x‖=1 (Tx |x) , alors M est réel et ‖T‖ = M

(iii) Si on pose m = inf‖x‖=1 (Tx |x) , alors m est réel

(iv) De plus
Σ(T ) ⊂ [m,M ] ⊂ R, m∈ ⊀(T) et M∈ ⊀(T).

Démonstration.



14.2 Opérateurs normaux, auto-adjoints et unitaires 149

⊲ On aura en effet ∀x,

‖Tnx‖2 = (Tnx |Tnx) =
(
Tn+1x

∣∣Tn−1x
)
≤
∥∥Tn+1x

∥∥∥∥Tn−1x
∥∥ ,

et par conséquent, ∀n ≥ 2, ‖Tn‖2 ≤
∥∥Tn+1

∥∥∥∥Tn−1
∥∥ . Si on fait l’hypothèse, vérifiée pour

n = 2 en vertu de la proposition 14.2, que
∥∥T k

∥∥ = ‖T‖k pour k ≤ n, il en résulte que

‖T‖2n ≤
∥∥Tn+1

∥∥ ‖T‖n−1 , d’où ‖T‖n+1 ≤
∥∥Tn+1

∥∥ , et comme
∥∥Tn+1

∥∥ ≤ ‖T‖n+1 , on aura

donc
∥∥Tn+1

∥∥ = ‖T‖n+1 .

⊲ Il est tout d’abord clair que M ≤ ‖T‖ . Réciproquement choisissons z ∈ H, µ réel non
nul, et posons u = Tz/µ, nous aurons

1

4
{(T (µz + u) |µz + u) − (T (µz − u) |µz − u)} =

1

2
{(T (µz) |u) + (Tu |µz )}

= Re (T (µz) |u) = ‖Tz‖2 ,

d’où

‖Tz‖2 ≤ M

4

(
‖µz + u‖2 + ‖µz − u‖2

)
=
M

2

(
‖µz‖2 + ‖u‖2

)
,

selon le lemme de la médiane. Si Tz 6= 0, on peut choisir µ = (‖Tz‖ / ‖z‖)1/2 , nous aurons
alors

‖µz‖2 + ‖u‖2 = µ2 ‖z‖2 +
1

µ2
‖Tz‖2 = 2 ‖Tz‖ ‖z‖ ,

et par conséquent ‖Tz‖2 ≤M ‖Tz‖ ‖z‖ . Il en résulte que ‖Tz‖ ≤M ‖z‖ , d’où ‖T‖ ≤M.

⊲ Posons β = Imλ, la formule (14.2) nous montre que ‖(T − λ)x‖ ≥ |β| ‖x‖ . Il en résulte,
d’après le lemme 10.2, que T − λ est injective et d’image fermée pour β 6= 0, il en est de
même en remplaçant λ par λ, et on aura par conséquent R(T − λ) = N (T − λ)⊥ = H et
N (T − λ) = {0} ; il en résulte que T − λ est bijectif et donc inversible. On a donc montré
que Σ(T ) ⊂ R.
⊲ Choisissons maintenant λ > M, nous aurons λ ‖x‖2 > M ‖x‖2 = supx∈H (Tx |x) , et par

conséquent

‖x‖ ‖(T − λ)x‖ ≥ |((T − λ)x |x)| =
∣∣∣(Tx |x) − λ ‖x‖2

∣∣∣ ≥ (λ−M) ‖x‖2 ;

comme précédemment, il en résulte que T − λ est inversible. De même, comme −m =
sup‖x‖=1 (−Tx |x) , −T − µ est inversible pour µ > −m, et par conséquent T − λ est in-
versible pour λ < m.

⊲ Montrons que M ∈ Σ(T ). Soit xn une suite majorante unitaire de (Tx |x) , nous aurons
‖xn‖ = 1 et δn → 0, avec δn = (Txn |xn ) −M ∈ R. Pour γ ∈ R, nous aurons

‖(T −M)xn‖2 = ‖(T + γ)xn − (M + γ)xn‖2

= ‖(T + γ)xn‖2 + (M + γ)2 − 2 (M + γ)Re ((T + γ)xn |xn )

= ‖(T + γ)xn‖2 + (M + γ)2 − 2 (M + γ) (M + δn + γ) ,

et par conséquent

lim
n→∞

{
‖(T −M)xn‖2 + (M + γ)2 − ‖(T + γ)xn‖2

}
= 0 (14.3)
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⊲ Par ailleurs

‖(T + γ)xn‖ ≤ ‖T + γ‖ = sup
‖x‖=1

|((T + γ)x |x)| = sup
‖x‖=1

|(Tx |x) + γ|

= max

{∣∣∣∣∣ sup
‖x‖=1

(Tx |x) + γ

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣ inf
‖x‖=1

(Tx |x) + γ

∣∣∣∣

}
= max {|M + γ| , |m+ γ|} ,

d’après (ii). Choisissons alors γ > ‖T‖ , comme

‖T‖ ≥ sup
‖x‖=1

|(Tx |x)| ≥
∣∣∣∣ inf
‖x‖=1

(Tx |x)

∣∣∣∣ = |m| ,

on aura M + γ ≥ m+ γ > 0, d’où ‖(T + γ)xn‖ ≤M + γ, et par conséquent

(M + γ)2 − ‖(T + γ)xn‖2 ≥ 0. (14.4)

Il en résulte que

lim
n→∞

‖(T −M)xn‖2 = 0,

car dans l’hypothèse contraire, il existerait ε > 0 et xn′ extraite telle que ‖(T −M)xn′‖2 > ε,
ce qui est impossible compte tenu de (14.3) et (14.4).

⊲ Supposons maintenant que M /∈ Σ(T ), alors xn = (T −M)−1 (T −M)xn, et par
conséquent

1 = ‖xn‖ ≤
∥∥∥(T −M)−1

∥∥∥ ‖(T −M)xn‖ ,

ce qui constitue une contradiction. Nous avons donc démontré que M ∈ Σ(T ), il en résulte
que −m = sup‖x‖=1 (−Tx |x) ∈ Σ(−T ) = −Σ(T ), soit m ∈ Σ(T ).

Il n’est pas sans intérêt de faire la relation entre ce résultat et la notion de coercivité.
Considérons λ ∈ R, et posons a(x, y) = ((T − λ)x |y ) . Pour que T − λ soit inversible,
il suffit que a soit coercive, soit qu’il existe α > 0, telle que inf‖x‖=1 ((T − λ)x |x) ≥ α ;
il en résulte alors que m − λ ≥ α, soit λ < m. On voit donc que la coercivité nous
renseigne sur la possibilité d’inverser T − λ pour des valeurs de λ plus petites que m,
par contre elle est impuissante à nous instruire sur le fait que T −λ est inversible pour
λ > M.

Corollaire 14.15 Soit T ∈ L(H), alors Σ(T ∗T ) ⊂ R+.

Démonstration. D’après la proposition 14.13 ∀λ ∈ R, I + λ2T ∗T = I + (λT )∗ λT est
inversible, et par conséquent Σ(T ∗T ) ⊂ R+.
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Remarque 14.16 Nous avons vu que le spectre d’un opérateur auto-adjoint est réel
et que celui d’un opérateur unitaire est contenu dans le cercle unité, en fait il existe
une réciproque de ce résultat, qui stipule qu’un opérateur normal T est auto adjoint si
et seulement si Σ(T ) ⊂ R et qu’il est unitaire si et seulement si Σ(T ) ⊂ T ; nous nous
appuierons sur le calcul fonctionnel des fonctions continues pour démontrer ce résultat
(voir le corollaire 19.36).

14.3 La transformation de Cayley

La transformation homographique κ (ξ) = (ξ − i) / (ξ + i) , dite transformation de

Cayley, est un homéomorphisme de R sur T\ {1} , où T est le cercle unité de C ; c’est
une fonction holomorphe en dehors de ξ = −i. dont la fonction inverse est donné par
κ−1 (ζ) = i (1 + ζ) / (1 − ζ) . Notons que κ−1 (1/ζ) = −κ−1 (ζ) et que

κ (ξ) =
ξ2 − 1 − 2iξ

ξ2 + 1
,

d’où il résulte que, pour ξ ∈ R, κ (−ξ) = κ (ξ).

Proposition 14.17

(i) Si T est borné auto-adjoint, alors κ (T ) est unitaire et 1 /∈ Σ(κ (T ))

(ii) Si U est unitaire, et si 1 /∈ Σ(U), alors κ−1 (U) est auto-adjoint.

Démonstration.

⊲ Comme κ est holomorphe au voisinage de la droite réelle, d’après la proposition 13.6,

on aura (κ (T ))∗ = κ̌ (T ) , où κ̌ (ξ) = κ
(
ξ
)

= (ξ + i) / (ξ − i) = 1/κ (ξ) , d’où il résulte

que κ̌ (T ) = (1/κ) (T ) , soit (κ (T ))∗ = (κ (T ))−1 , et par conséquent que κ (T ) est unitaire.
D’après le théorème de transformation spectrale, on aura Σ (κ (T )) = κ (Σ (T )) ⊂ T\ {1} .
⊲ La fonction κ−1 (ζ) étant holomorphe au voisinage de Σ(U), on aura

(
κ−1 (U)

)∗
=

∨︷︸︸︷
κ−1 (U∗) = −κ−1 (U∗) = −κ−1

(
U−1

)
.

Choisissons maintenant un chemin Γ contenant le spectre U∗, mais pas le point 1, on aura

(
κ−1 (U)

)∗
=

1

2iπ

∫

Γ
κ−1 (ζ)

(
U−1 − ζ

)−1
dζ =

1

2iπ

∫

Γ
κ−1 (ζ)

(
−ζU−1

(
U − 1

ζ

))−1

dζ

= − U

2iπ

∫

Γ
κ−1 (ζ)R

(
1

ζ

)
dζ

ζ
=

U

2iπ

∫

Γ−1

κ−1

(
1

µ

)
R (µ)

dµ

µ

= − U

2iπ

∫

Γ−1

κ−1 (µ)

µ
R (µ) dµ = − U

2π

∫

Γ−1

1

µ

(
1 + µ

1 − µ

)
R (µ) dµ

= − U

2π

(∫

Γ−1

1

µ
R (µ) dµ+

∫

Γ−1

2

1 − µ
R (µ) dµ

)
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où le chemin Γ−1, formé des µ = 1/ζ, ζ ∈ Γ, ne contient pas de point du spectre de U mais
entoure les singularités µ = 0 et µ = 1, et ceci dans le sens rétrograde. D’après le théorème
des résidus, on aura

(
κ−1 (U)

)∗
= − U

2π
(−2iπR (0) + 4iπR (1))

= − U

2π

(
−2iπU−1 + 4iπ (U − 1)−1

)

= iU
(
U−1 − 2 (U − 1)−1

)
= iU (1 − U)−1 (U−1 (1 − U) + 2

)

= i (I + U) (1 − U)−1 = κ−1 (U) .

On voit donc que la transformation de Cayley définit un isomorphisme entre les opérateurs
bornés auto-adjoints et les opérateurs unitaires dont le spectre ne contient pas le point
1.
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Chapitre 15

Opérateurs compacts dans les
espaces de Banach

15.1 Opérateurs de rang fini

Il est aisé de construire des opérateurs linéaires continus dont la dimension ou la
codimension de l’image soit finie ; on parle dans le premier cas d’opérateur de rang fini
et dans le second d’opérateurs de co-rang fini. Considérons par exemple un sous-espace
M de X, de dimension finie, dont une base est formée des ei, i = 1,m, ainsi que m
formes linéaires continues hi. Posons alors

T (x) =
∑

i=1,m

hi(x)ei,

c’est un opérateur borné dont l’image est incluse dans M, il est donc de rang fini ≤ m.

Un procédé analogue permet de construire des opérateurs de co-rang fini :

Lemme 15.1 Soit M un sous-espace fermé de dimension finie de X dont les ei forment
une base et les fi ∈M ′ la base duale. Soit P ∈M ′ l’opérateur défini par

P (x) =
∑

i=1,m

fi(x)ei.

(i) Chaque fi se prolonge à X tout entier en un élément f̃i de X ′. La formule

P̃ (x) =
∑

i=1,m

f̃i(x)ei (15.1)

constitue un prolongement de P à X en un projecteur borné d’image M

(ii) On a X = M ⊕M ′, où M et M ′ = R
(
I − P̃

)
, sont fermés et constituent donc

une somme directe topologique, d’où il résulte que M ′ est de codimension finie.
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(iii) On a M ′ =
⋂
i=1,nN (f̃i).

Démonstration.

⊲ En vertu du théorème de Hahn-Banach 5.5 (i), chaque fj se prolonge à X tout entier
en une forme linéaire continue, et comme f̃i(ej) = fi(ej) = δij , il est clair que P̃ est un
projecteur borné d’image M.

⊲ Selon la proposition A.6, M et M ′ sont fermés ; ils forment donc une somme directe
topologique, d’après la proposition A.5. Il en résulte que M ′ est de codimension finie, d’après
la proposition B.5 (ii).

⊲ On aura ∀j,

f̃j(x− P̃ x) = f̃j(x) −
∑

i=1,m

f̃i(x)f̃j(ei) = f̃j(x) −
∑

i=1,m

f̃i(x)fj(ei) = 0,

d’où R(I− P̃ ) ⊂ ⋂i=1,mN (f̃i). Mais par ailleurs si y ∈ ⋂i=1,mN (f̃i), on a P̃ y = 0, et comme

de plus, pour z ∈ M on a (I − P̃ )z = 0, on pourra écrire y = y − P̃ y + (I − P̃ )z, d’où

y =
(
I − P̃

)
(y + z) ∈ R(I − P̃ ). Il en résulte que

R(I − P̃ ) =
⋂

i=1,m

N (f̃i), (15.2)

Proposition 15.2

(i) Si M est de dimension finie, il admet un supplémentaire topologique

(ii) Si M est fermé et de codimension finie, il admet un supplémentaire topologique.

Démonstration.

⊲ C’est une conséquence immédiate du lemme 15.1 (ii).

⊲ Comme X/M est de dimension finie, ∃ℓi ∈ X, i = 1, n tels que les
·
ℓi forment une

base de X/M ; notons gi la base duale, nous aurons
·
x =

∑
i=1,n gi(

·
x)

·
ℓi. Posons alors

P ′(x) =
∑

i=1,n gi(
·
x) ℓi, c’est un projecteur continu ; nous noterons M ′ = R(P ′) le sous-

espace engendré par les ℓi. Nous aurons
·

P ′(x) =
∑

i=1,n gi(
·
x)

·
ℓi =

·
x, et par conséquent

x − P ′(x) ∈ M, d’où R(I − P ′) ⊂ M. Réciproquement, si y ∈ M, gi(
·
y) = 0 ∀i, d’où

P ′(y) = 0 et par conséquent y = y − P ′(y), soit y ∈ R(I − P ′). Nous avons donc démontré
que R(I − P ′) = M, et par conséquent X = M ⊕M ′.
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Notons maintenant que l’ensemble des opérateurs bornés de rang fini n’est pas stable

par passage à la limite :

Proposition 15.3 Si X est un espace de Banach de dimension infinie, alors il existe
un opérateur borné de rang infini, limite d’une suite d’opérateurs de rang fini.

Démonstration. Soit Fn le sous-espace des opérateurs de rang inférieur ou égal à n, F =⋃
nFn, le sous-espace des opérateurs de rang fini, et F son adhérence ; nous supposerons la

proposition fausse, c’est-à-dire que F = F .
⊲ Commençons par démontrer que les Fn sont fermés, en effet, si nous supposons le

contraire, alors il existe Tk ∈ Fn qui converge vers T /∈ Fn. C’est dire qu’il existe xj ∈ X,
j = 1, n + 1, tels que les T (xj) soient linéairement indépendants. Le lemme 15.4 ci-dessous
nous montre alors qu’il existe ε > 0, tel que si ‖(T − Tk)xj‖ ≤ ε, ∀j = 1, n + 1, alors les
Tkxj = Txj + (Tk − T )xj sont linéairement indépendants. Mais si k est choisi suffisamment
grand pour que ‖T − Tk‖ < ε, ceci aboutit à une contradiction, puisque Tk ∈ Fn et par
conséquent les Tk(xj), j = 1, n+ 1 sont linéairement dépendants.

⊲ Considérons alors l’espace F , il est complet pour la topologie induite et c’est par
conséquent un espace de Baire, comme il n’est pas vide et ouvert pour cette topologie,
selon 3.4 l’un au moins des Fn est d’intérieur non vide dans F .

⊲ En conséquence, pour S ∈
◦
Fn et ∀T ∈ F , il existe Λ < 0, tel que S+λT ∈ Fn, ∀λ ≤ Λ,

ce qui implique T ∈ F2n. C’est dire qu’un opérateur de rang fini est en fait de rang 2n au plus,
ce qui contredit la construction d’opérateurs de rang quelconque que nous avons effectuée au
début du paragraphe.

Lemme 15.4 Si les ai ∈ X, i = 1, N forment un ensemble de N vecteurs linéairement
indépendants, alors ∃ε > 0 tel que les ai + bi soient également indépendants, dès que
‖bi‖ ≤ ε, ∀i = 1, N.

Démonstration.

⊲ Raisonnons par récurrence, et supposons qu’il en est ainsi au rang N − 1. Soit donc une
collection finie ai de N vecteurs linéairement indépendants, nous supposerons que le résultat
est faux au rang N, c’est-à-dire que pour chaque i ≤ N, il existe une suite indicée par k : bki
vérifiant

∥∥bki
∥∥ ≤ 1/k et telle que ∀k > 1/ε, les

(
ai + bki

)
, i = 1, N ne soient pas linéairement

indépendants, c’est-à-dire telle que aN+bkN appartienne à l’espace engendré par les
(
ai + bki

)
,

i = 1, N−1, puisque ces derniers sont par hypothèse linéairement indépendants. C’est dire en
fait que ∀k, existe une collection de αki , i = 1, N−1, telle que aN+bkN =

∑
i=1,N−1 α

k
i

(
ai + bki

)

⊲ Supposons maintenant que les diverses suites αki , k = 1,∞, soient bornées, alors d’après
le théorème de Bolzano-Weierstraβ, elles contiennent une sous-suite convergente, soit vers αi,
et on aura aN =

∑
i=1,N−1 αiai, ce qui contredit l’hypothèse stipulant que les ai, i = 1, N

sont linéairement indépendants.

⊲ Il en résulte que nécessairement l’une des suites αki n’est pas bornée, soit par exemple αk1 ,
et quitte à ne considérer qu’une sous-suite extraite, nous pouvons supposer que

∣∣αk1
∣∣ → ∞.
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On aura alors, avec βki = αki /α
k
1

0 = −aN + bkN
αk1

+
∑

i=1,N−1

βki

(
ai + bki

)
= a1 +

(
bk1 − aN + bkN

αk1

)
+

∑

i=2,N−1

βki

(
ai + bki

)
,

mais ck1 = bk1 −
(
aN + bkN

)
/αk1 tend vers 0, ainsi que les bki , i = 2, N − 1 ; la formule qui

précède contredit donc l’hypothèse de récurrence.

Soit maintenant S continu, de rang fini ; R(S) étant un sous-espace de dimension finie
est fermé, et par conséquent, si B est la boule unité de X, on aura S(B) ⊂ R(S).
Comme S est continu, S(B) est borné, et par conséquent compact dans R(S), qui
est de dimension finie. Il en résulte que S(B) est relativement compact dans X. La
définition suivante est donc celle d’une classe plus vaste que celle des opérateurs de
rang fini, et nous allons voir qu’en fait elle contient F .

Définition 15.5 On appelle opérateur compact un opérateur linéaire S : X → X tel
que S(B) soit relativement compact. En vertu du théorème de Bolzano-Weierstraβ, on
peut encore dire que T est compact si de l’image par T de toute suite bornée on peut
extraire une sous-suite convergente. On note K(X) l’ensemble des opérateurs compacts
X → X.

Comme un compact est borné, il en résulte que si S est compact, S(B) est borné et par
conséquent qu’un opérateur compact est continu. Nous allons voir ci-dessous que les

propriétés spectrales des opérateurs compacts sont très proches de celles des opérateurs

en dimension finie.

Proposition 15.6 Un opérateur compact, soit S : X → Y, transforme les suites
faiblement convergentes en suites fortement convergentes

Démonstration.

⊲ Supposons donc que xn ⇀ x, c’est dire que ∀f ∈ X ′, 〈f, xn〉 → 〈f, x〉 et en particulier
que les suites 〈f, xn〉 sont bornées. Considérons les applications Tn : f → 〈f, xn〉 , en vertu
du principe de la borne uniforme 3.8, la suite des ‖Tn‖ est donc bornée. Mais par ailleurs

‖Tn‖ = sup
f 6=0

〈f, xn〉
‖f‖ = ‖xn‖ ,

d’après le corollaire 5.7, la suite des ‖xn‖ est donc bornée.

⊲ Posons alors yn = Sxn et y = Sx, ∀g ∈ Y ′ on aura 〈g, yn〉−〈g, y〉 =
〈
tS (g) , xn − x

〉
→ 0,

ce qui prouve que yn ⇀ y. Supposons maintenant que ‖yn − y‖ 9 0, soit que ∃ε > 0 et une
suite extraite yn′ telle que ‖yn′ − y‖ ≥ ε. Comme xn′ est bornée, par compacité de S, il existe
une suite extraite yn′′ qui converge fortement et donc faiblement, soit vers y′′, nécessairement
différent de y. Mais yn′′ ⇀ y ce qui constitue une contradiction.
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Théorème 15.7 Si T ∈ L(X) est limite d’une suite d’opérateurs de rangs finis, alors
il est compact, soit F ⊂ K(X).

Démonstration. Comme X est un espace métrique complet, il suffira de démontrer que
T (B) est précompact, soit en fait que ∀ ε > 0, T (B) peut être recouvert par un nombre fini de
boules de rayon ε. Soit donc S de rang fini, tel que ‖T − S‖ ≤ ε/4 ; comme S(B) est compact

ainsi que nous venons de le voir, ∃yi ∈ S(B), i = 1, n tels que S(B) ⊂
(⋃

i=1,nByi(ε/4)
)
.

Pour tout i, il existe alors xi ∈ B tel que ‖S (xi) − yi‖ < ε/4, et par conséquent Byi(ε/4) ⊂
Bzi(ε/2), où zi = S(xi). Il en résulte que S(B) ⊂ S(B) ⊂

(⋃
i=1,nBzi(ε/2)

)
, d’où T (B) ⊂

(⋃
i=1,nBzi(3ε/4)

)
, et par conséquent T (B) ⊂

(⋃
i=1,nBzi(ε)

)
.

La question qui se pose alors est de savoir si F = K(X), c’est-à-dire si tout opérateur
compact est limite d’une suite d’opérateurs de rang fini. La réponse est négative en
général, mais d’une part F et K(X) sont malgré tout proches d’un point de vue spectral,
et d’autre part pour de nombreux espaces de Banach, et en particulier les espaces de
Hilbert, F = K(X). (voir le corollaire 16.3)

Proposition 15.8

(i) F est un idéal bilatère de L(X)

(ii) F et K(X) sont des idéaux bilatères fermés de L(X).

Démonstration.

⊲ Soient T ∈ L(X) et S ∈ F , d’une part il est clair que R (ST ) ⊂ R (S) , et d’autre part
que R (TS) est engendré par les Tei, où les ei forment une base de R (S) .

⊲ Si maintenant S ∈ F est la limite des Sn ∈ F , nous venons voir que SnT ∈ F , et
par conséquent ∀ε > 0, ∃N tel que ∀n > N, ‖SnT − ST‖ ≤ ε, puisque ‖SnT − ST‖ ≤
‖Sn − S‖ ‖T‖ . C’est dire que ST ∈ F , et de même on aura ST ∈ F .
⊲ Soient T ∈ L(X), S ∈ K(X). Si xn est une suite bornée alors d’une part Sxn admet une

sous-suite Sxn′ convergente et par conséquent TSxn′ converge également. D’autre part Txn
est bornée, et par conséquent on peut extraire de STxn une sous-suite convergente.

⊲ Enfin K(X) est fermé, en effet si Tk → T, où Tk ∈ K(X), alors la démonstration du
théorème 15.7 ci-dessus s’applique en remplaçant S par Tk avec k suffisamment grand, et
montre que T est compact.

15.2 Spectre des opérateurs compacts

Théorème 15.9 (Riesz) Si X est un espace de Banach et si sa boule unité fermée B̄
est compacte (on dit alors que X est localement compact), alors X est de dimension
finie.
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Démonstration. La boule BX étant compacte, elle peut être recouverte par un ensemble
fini de boules ouvertes de rayon 1/2, dont les centres seront notés xi, i = 1, k. Notons F
l’espace vectoriel, de dimension finie, engendré par les xi ; nous montrerons que X = F.

Raisonnons par l’absurde et supposons le contraire, alors ∃x ∈ X \ F. Comme F est
fermé, car de dimension finie, ∃ε > 0 tel que B(x, ε) ∩ F = ∅, et quitte à augmenter ε,
B(x, 2ε) ∩ F 6= ∅. Notons y un élément de B(x, 2ε) ∩ F et z = (x − y)/ ‖x− y‖ ; pour
tout i on peut écrire x = y + z ‖x− y‖ = y + xi ‖x− y‖ + (z − xi) ‖x− y‖ , et comme
t = y + xi ‖ x − y ‖∈ F on aura ‖z − xi‖ ‖x− y‖ > ‖x− t‖ > ε. Si nous choisissons alors
i, comme c’est possible par construction des xi, tel que ‖z − xi‖ ≤ 1/2, on en déduit que
‖x− y‖ > 2ε, ce qui constitue une contradiction.

Proposition 15.10 Si X est de dimension infinie et T compact, alors 0 ∈ Σ(T ).

Démonstration. En effet, s’il n’en n’était pas ainsi, alors T serait inversible, et par conséquent
d’après la proposition 15.8, I = TT−1 serait compact, ce qui prouverait que X est localement
compact, et par conséquent de dimension finie, d’après le théorème de Riesz 15.9.

Bien entendu il n’en est pas ainsi en dimension finie !

Théorème 15.11 Soit T un opérateur compact, alors

(i) Si R(T ) est fermé, il est de dimension finie

(ii) Si λ 6= 0, alors dimN (T − λ) < +∞.

Démonstration.

⊲ Supposons donc R(T ) fermé, alors, c’est un espace de Banach pour la topologie induite,
sur lequel T est continue et surjective. D’après le théorème de l’application ouverte 3.11,
il en résulte que T est ouverte en tant que application de X dans R(T ). L’image A de la
boule unité ouverte de X est donc un ouvert, elle contient l’origine, et par conséquent une
boule fermée B centrée à l’origine. Comme T est compact, A est relativement compacte,
et par conséquent B est compacte. Il en résulte que R(T ) est localement compact, et par
conséquent de dimension finie.

⊲ Posons Y = N (T−λ), c’est un fermé de X, et T|Y a pour image l’ensemble des u = T (v),
où λv − T (v) = 0, soit u = λv, et par conséquent si λ 6= 0, R(T|Y ) = Y. Comme T|Y est
compact, il résulte de l’item précédent que dimY < +∞.

Corollaire 15.12 Si P est une projection compacte, alors R(P ) est de dimension finie.

Démonstration. R(P ) est fermé, en effet, si Pxn converge, soit vers y, P 2xn = Pxn
converge vers Py, il en résulte que y = Py ∈ R(P ). La conclusion découle alors du théorème
15.11.
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Théorème 15.13 Si T est compact et λ 6= 0, alors

(i) R(T − λ) est fermé

(ii) R(T − λ) est de codimension finie.

Démonstration.

⊲ Nous savons que dimN (T − λ) < +∞ et nous avons vu à la proposition 15.2 que
X = N (T − λ) ⊕ M ′, où M ′ est fermé, et constitue donc un espace de Banach pour la
topologie induite.

⊲ Considérons l’opérateur Q = (T − λ)|M ′ : M ′ → X, il est injectif et vérifie R(Q) =
R(T − λ). Nous montrerons que R(Q) est fermé, et à cet effet ainsi que nous y invite le
lemme 10.2, qu’il existe r > 0 tel que ‖Q(x)‖ ≥ r ‖x‖ , ∀x ∈ M ′. Supposons qu’il n’en soit
pas ainsi, alors il existe une suite xn dans M ′ telle que ‖xn‖ = 1 et Qxn → 0 ; par compacité
de T, on peut en extraire une sous-suite xn′ telle que Txn′ converge, soit vers a ∈ X. Comme
Txn′ − λxn′ = Qxn′ → 0, il en résulte que λxn′ converge également vers a, et par conséquent
comme λ 6= 0, que a ∈M ′. Mais alors Qa = 0, et par conséquent a = 0, puisque Q est injectif,
soit encore λxn′ → 0, ce qui constitue une contradiction.

⊲ Nous allons démontrer que R(T − λ) possède un supplémentaire de dimension finie.
Si tel n’est pas le cas en effet, alors il existe une suite an dans X telle que an /∈ Vn−1, où
Vn−1 est le sous-espace engendré par R(T − λ) ∪ {a1} · · · ∪ {an−1} . Comme R(T − λ) est
fermé, il en est de même des Vn, de plus (T − λ)Vn ⊂ R(T − λ) ⊂ Vn−1 ; par conséquent
d’après le lemme 15.15 ci-dessous, il existe une suite bn ∈ Vn \ Vn−1 qui vérifie ‖bn‖ = 1
et ‖Tbn − Tbi‖ > |λ| /2, ∀i = 1, n − 1. Il en résulte que Tbn ne peut pas avoir de sous-suite
convergente, ce qui contredit le fait que T est compact, puisque bn est bornée.

Le lemme qui suit remplace dans une certaine mesure le théorème de projection sur
un sous-espace fermé dans un espace de Hilbert ; en quelque sorte, il nous assure de
l’existence de directions ’orthogonales à ε près’ à tout sous-espace fermé propre.

Lemme 15.14 (de Riesz) Si F est un espace vectoriel normé et E un sous-espace
fermé de F, tel que E 6= F, alors ∀ε > 0, ∃a ∈ F tel que ‖a‖ = 1 et d(a,E) ≥ 1 − ε.

Démonstration. Soit v ∈ F \E, comme E est fermé, on aura d = d(a,E) > 0, et on pourra
choisir w0 ∈ E tel que d ≤ ‖v − w0‖ ≤ d/ (1 − ε) . Posons alors a = (v − w0) / ‖v − w0‖ , on
aura ‖a‖ = 1 et pour w ∈ E,

‖a− w‖ = ‖v − (w0 + w ‖v − w0‖)‖ / ‖v − w0‖ ≥ d/ ‖v − w0‖ ≥ 1 − ε.

Lemme 15.15 Si T ∈ L(X), λ ∈ C, et si E et F sont deux sous-espaces fermés qui
vérifient E & F et (T − λ)F ⊂ E, alors il existe a ∈ F \ E, tel que ‖a‖ = 1 et
‖Ta− Tx‖ ≥ |λ| /2, ∀x ∈ E.
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Démonstration. Le cas λ = 0, étant trivial, nous ne considérerons que celui où λ 6= 0.

⊲ Selon le lemme 15.14 ∃a ∈ F \ E tel que ‖a‖ = 1 et d(a,E) ≥ 1/2.

⊲ Soit maintenant x ∈ E, on aura a − x ∈ F, d’où (T − λ) (a− x) ∈ E ; posons alors
y = λx− (T − λ) (a− x) on aura y ∈ E et

T (a− x) = (T − λ) (a− x) + λ (a− x) = λa− y = λ (a− z) ,

où z = x/λ ∈ E. Il en résulte que

‖T (a− x)‖ = |λ| ‖a− z‖ ≥ |λ| d(a,E) ≥ |λ| /2.

Théorème 15.16 (Décomposition en somme directe) Soit T un opérateur com-
pact, pour λ 6= 0 on pose

Nk = N (T − λ)k et Rk = R (T − λ)k ,

alors

(i) Les Nk forment une suite croissante de sous-espaces fermés de dimension finie et
les Rk une suite décroissante de sous-espaces fermés de codimension finie.

(ii) Il existe un plus petit entier n tel que, ∀k ≥ n, Nk = Nn ; on aura alors Rk = Rn,
ainsi que

X = Nn ⊕Rn.

(iii) Nn et Rn sont des sous-espaces invariants par T − λ, qui vérifient

(T − λ)n|Nn
= 0 dans L(Nn) et (T − λ)|Rn

est inversible dans L(Rn).

Démonstration.

⊲ Il est clair tout d’abord que les Nn forment une suite croissante et les Rn une suite
décroissante ; par ailleurs, les Nn sont de dimension finie en vertu du théorème 15.11, et les
Rn sont fermés et de codimension finie, d’après le théorème 15.13

⊲ Montrons que les suites Nk et Rk sont stationnaires à partir d’un certain rang. Supposons
à cet effet que Nk+1 6= Nk ∀k. Comme (T − λ)Nk+1 ⊂ Nk, le lemme 15.15 nous montre qu’il
existe une suite xk ∈ Nk+1 \ Nk telle que ‖xk‖ = 1 et ‖Txk − Txi‖ ≥ |λ| /2, ∀i < k, ce qui
est contradictoire avec la compacité de T. De même (T − λ)Rk ⊂ Rk+1, par conséquent si
Rk+1 6= Rk ∀k, il existe une suite yk ∈ Rk \Rk+1 telle que ‖yk‖ = 1 et ‖Tyk − Tyi‖ ≥ |λ| /2,
∀i > k, ce qui constitue là encore une contradiction.

⊲ Soit maintenant ν un entier tel que Nk = Nk+1, ∀k ≥ ν. Si y ∈ Nν∩Rν , on a (T − λ)ν y =
0 et y = (T − λ)ν x, d’où (T − λ)2ν x = 0, et par conséquent x ∈ N2ν = Nν . Il en résulte que
0 = (T − λ)ν x = y, soit Nν ∩Rν = {0} ; en particulier Nn ∩Rn = {0} .
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⊲ Soit alors m le plus petit entier tel que Rk = Rk+1, ∀k ≥ m, on aura Rm−1 ! Rm.
Choisissons donc z ∈ Rm−1 \ Rm, on aura (T − λ) z ∈ Rm = Rm+1, soit (T − λ) z =
(T − λ) y, où y ∈ Rm ⊂ Rm−1, et par conséquent d’une part z − y ∈ Rm−1, et d’autre part
z− y ∈ N1 ⊂ Nm−1. Supposons que m− 1 ≥ n, alors z− y = 0, puisqu’alors Nm−1 ∩Rm−1 =
{0}, ce qui constitue une contradiction car y ∈ Rm et z /∈ Rm. Il en résulte que m ≤ n.

⊲ Soit maintenant x ∈ X, on aura (T − λ)n x ∈ Rn et (T − λ)nRn = Rn ; par conséquent,
il existe y ∈ Rn tel que (T − λ)n x = (T − λ)n y, soit x − y ∈ Nn. Nous avons donc prouvé
que X = Nn ⊕Rn

⊲ Soit x ∈ Nn, on aura (T − λ)n x = 0, d’où (T − λ)n+1 x = 0, et par conséquent
(T − λ)x ∈ Nn. Par ailleurs, si x ∈ Rn, il existe y tel que (T − λ)n y = x et par conséquent
(T − λ)x = (T − λ)n+1 y ∈ Rn+1 = Rn. Il en résulte que Nn et Rn sont stables par T − λ.

⊲ Enfin R
(
(T − λ)|Rn

)
= Rn+1 = Rn, ce qui prouve que (T − λ)|Rn

est surjectif, mais

il est aussi injectif, car N1 ∩Rn ⊂ Nn ∩Rn = {0} , et par le théorème des homomorphismes
3.14 inversible.

Notons qu’en fait une telle décomposition de l’espace est unique :

Proposition 15.17 Si T est compact et λ 6= 0, il y a unicité de la décomposition
X = E ⊕ F, où E et F sont deux sous-espaces fermés stables par T qui vérifient

(i) (T − λ)|E est nilpotent

(ii) (T − λ)|F est inversible

Démonstration.

⊲ Soit x ∈ E, on aura x = y + z où y ∈ Nn et z ∈ Rn, comme (T − λ)|E est nilpotent,

il existe p tel que (T − λ)p x = 0, soit (T − λ)p y = − (T − λ)p z, mais (T − λ)p y ∈ Nn et
(T − λ)p z ∈ Rn, et par conséquent (T − λ)p z = 0. Comme T − λ est inversible sur Rn, il
en est de même de (T − λ)p , d’où il résulte que z = 0. On a donc montré que E ⊂ Nn. On
montre de même que Nn ⊂ E, et par conséquent que Nn = E

⊲ Soit maintenant x = y + z ∈ F, avec y ∈ Nn et z ∈ Rn, on aura (T − λ)n x =
(T − λ)n z ∈ Rn, et par conséquent (T − λ)n F ⊂ Rn. Comme (T − λ)|F est inversible, on

aura (T − λ)n F = F, et par conséquent F ⊂ Rn. On montre de même que Rn ⊂ F, soit
Rn = F

Le théorème suivant est essentiel, il montre que, hormis en ce qui concerne la valeur
spectrale λ = 0, le statut des opérateurs compacts est similaire à celui des matrices :

Théorème 15.18 Si λ 6= 0, les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) N (T − λ) = {0}
(ii) R (T − λ) = X

(iii) λ /∈ Σ(T )
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Démonstration.

⊲ Notons tout d’abord si (i) est vérifié, Nk = {0}, ∀k ≥ 1, et par conséquent n = 1 dans
le théorème 15.16, d’où (ii).

⊲ Si c’est maintenant (ii) qui est vérifié, alors Rk = X, ∀k ≥ 1, et par conséquent n = 1,
d’où NN 1 = {0}, soit (i).

⊲ Dans tous les cas on aura N (T − λ) = {0} et R (T − λ) = X, d’où T − λ est bijective,
et par conséquent inversible d’après 3.14, soit (iii).

⊲ Réciproquement, il est clair que si λ /∈ Σ(T ) alors N (T − λ) = {0} .

Théorème 15.19 Si T est compact

(i) Tout point de Σ(T ) autre que 0 est une valeur propre de T.

(ii) Le seul éventuel point d’accumulation de Σ(T ) est {0}
(iii) Σ(T ) est formé d’un nombre fini ou dénombrable de points

Démonstration.

⊲ Le théorème 15.18 nous montre que pour λ 6= 0, si λ ∈ Σ(T ), alors N (T − λ) 6= {0} ,
il en résulte que tout point non nul du spectre est une valeur propre.

⊲ Choisissons λ ∈ Σ(T ), λ 6= 0 et notons que ∀µ, Nn et Rn sont invariants par T − µ.
Comme (T − λ)|Nn

est nilpotent, selon la proposition 9.12 son spectre est réduit à {0} , ce
qui prouve que (T − µ)|Nn

est inversible pour tout µ 6= λ. Mais par ailleurs, (T − λ)|Rn
est

inversible et comme le spectre est un fermé, il en résulte que (T − µ)|Rn
est inversible dans un

voisinage de λ, soit pour |µ− λ| < ε. Comme X = Nn⊕Rn, il en résulte que N (T − µ) = {0}
et selon le théorème 15.18 que T − µ est inversible pour 0 < |µ− λ| < ε ; c’est dire que λ
est un point isolé du spectre.

⊲ Considérons l’ensemble Σ(T ) \
◦
B(0, 1/n), c’est un compact, puisque le spectre est com-

pact, et comme il ne peut contenir de point d’accumulation, le théorème de Bolzano-Weierstraβ
nous montre qu’il est formé d’un nombre fini de points. On en déduit que Σ(T ) est dénombrable.

Il est alors tout à fait instructif de se reporter aux résultats qui découlent de la
considération de singularités isolées. Si λ est une valeur spectrale non nulle, nous sa-
vons que c’est une singularité isolée, et nous avons démontré au paragraphe 10.3 que
X = Mλ ⊕M ′

λ où Pλ est le projecteur spectral associé à la singularité λ, Mλ = R (Pλ)
et M ′

λ = R (I − Pλ) . Les sous-espaces Mλ et M ′
λ sont fermés et stables par T, on

a T|Mλ
= λI + Dλ, où Dλ est quasi-nilpotent et (T − λ)|M ′

λ
est inversible, d’inverse

Uλ(λ). Mais en fait, comme T est compact, d’après le lemme 15.20 ci-dessous, Mλ est
nécessairement de dimension finie et par conséquent Dλ est nilpotent, en vertu de la
proposition 10.16. Il résulte alors de la proposition 15.17 que Mλ = Nn, et M ′

λ = Rn.

Lemme 15.20 Si T ∈ L(E) est compact, λ 6= 0 et T − λ quasi nilpotent, alors E est
de dimension finie.
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Démonstration. On aura ρ (T − λ) = 0, et par conséquent Σ(T ) = {λ} . Comme T est
compact, il résulte de la proposition 15.10 que dimE < +∞.

Le résultat suivant constitue essentiellement une transcription du théorème 15.19
en termes de résolution d’équation :

Corollaire 15.21 (Alternative de Fredholm) Si T est compact et λ 6= 0, alors une
et une seule des deux propositions suivantes est vérifiée :

(i) pour tout y, l’équation (T − λ)x = y admet une solution x et une seule, elle
dépend alors continûment de y.

(ii) L’équation (T − λ)x = 0 admet une solution non nulle. Dans ces conditions
l’équation (T − λ)x = y admet une solution si et seulement si

〈f, y〉 = 0,∀f ∈ N (tT − λ). (15.3)

Dans le cas des espaces de Hilbert on montre aisément que la condition (15.3) prend
la forme suivante :

(f |y ) = 0,∀f ∈ N (T ∗ − λ̄). (15.4)

Démonstration.

⊲ Si T est compact et λ 6= 0 et si (T − λ) est bijectif, alors en vertu du théorème 15.18

λ /∈ Σ(T ) ; c’est dire que (T − λ)−1 est borné. Si (T − λ) n’est pas injectif, alors λ ∈ Σ(T ),
et comme λ 6= 0, d’après le théorème 15.19 c’est une valeur propre.

⊲ Comme λ 6= 0, on sait que R(T − λ) est fermé, et par conséquent d’après la proposition
12.3, R(T − λ) = N (tT − λ)⊥.

Corollaire 15.22 Si T est compact sur X et si 0 n’est pas une valeur propre de T

(i) Si 0 est valeur propre de tT, alors {0} = Σr(T )

(ii) Si 0 n’est pas valeur propre de tT, alors {0} = Σc(T )

Démonstration.

⊲ Comme T est compact, alors 0 ∈ Σ(T ) = {0}∪ Σp(T ), et comme de plus 0 /∈ Σp(T ),
nécessairement {0} = Σr(T ) ∪ Σc(T ).

⊲ D’après le corollaire 12.4, Σp(
tT ) \ Σp(T ) = Σr(T ), et par conséquent si 0 ∈ Σp(

tT ) et
0 /∈ Σp(T ), alors 0 ∈ Σr(T ), d’où {0} = Σr(T ) ; de même, si 0 /∈ Σp(

tT ), alors 0 /∈ Σr(T ), et
par conséquent {0} = Σc(T ).
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Proposition 15.23 Si T est compact, et λ 6= 0, alors dimN (T−λ) = codimR(T−λ).

Démonstration. Notons m = dimN (T −λ) et n = dimX/R(T −λ), ainsi que xi, i = 1,m,

une base de N (T − λ) et yi, i = 1, n un ensemble de vecteurs tels que les
·
yi, i = 1, n forment

une base de X/R(T − λ). Comme N (T − λ) est de dimension finie, d’après la proposition
15.2, il possède un supplémentaire topologique, soit N :

X = N (T − λ) ⊕N.

⊲ Notons que nécessairement, les yi sont linéairement indépendants, en effet si 0 =
∑

k=1,n αkyk,

alors
·
0 =

∑
k=1,n αk

·
yk, et par conséquent les αk sont nuls.

⊲ Supposons tout d’abord que m ≤ n, et notons F l’opérateur de rang fini, et par
conséquent compact, défini par F|N = 0 et Fxk = yk, k = 1,m. On aura N

(T − λ) ∩N (F ) = {0} ,

car si x ∈ N (T − λ) alors x =
∑

k=1,m αkxk, et si de plus F (x) = 0, alors 0 =
∑

k=1,m αkyk,
d’où x = 0.

⊲ De plus

R(T − λ) ∩R(F ) = {0} ;

en effet, si y ∈ R(F ), alors y =
∑

k=1,m αkyk, et si de plus y ∈ R(T−λ), alors
∑

k=1,m αk
·
yk =

·
y = 0, et par conséquent y = 0.

⊲ Posons alors T̃ = T +F, et montrons que N (T̃ −λ) = {0} : soit x ∈ N (T̃ −λ), on aura
Tx − λx = Fx, d’où Fx ∈ R(T − λ) ∩ R(F ) = {0} , et par conséquent Tx − λx = Fx = 0,
soit x ∈ N (T − λ) ∩N (F ) = {0} .
⊲ Montrons maintenant que R(T̃ − λ) = X. Comme F est compact, T̃ l’est également, et

on aura R(T̃ − λ) = X, d’après le théorème 15.18, puisque N (T̃ − λ) = {0} .

⊲ On aura d’une part R(T̃−λ) ⊂ R(T−λ)+R(F ), et par conséquent dim
(
R(T̃ − λ)/R(T − λ)

)
≤

dimR(F ) = m, et d’autre part, d’après l’item précédent dim
(
R(T̃ − λ)/R(T − λ)

)
=

dim (X/R(T − λ)) = n, ce qui prouve qu’en fait n = m.

⊲ Supposons maintenant que n ≤ m et construisons G selon G|N = 0, Gxk = yk, k = 1, n

et Gxk = 0, k = n + 1,m. Posons T̂ = T + G et montrons que R(T̂ − λ) = X. Soit en effet

y ∈ X, on aura
·
y =

∑
k=1,n αk

·
yk, et par conséquent y = a+ b, où a =

∑
k=1,n αkyk ∈ R(G)

et b ∈ R(T − λ), soit a = G(x) et b = (T − λ)s où x =
∑

k=1,n αkxk ∈ N (T − λ) et s ∈ N.

Mais on aura également a = G(x+ s) et b = (T −λ)(x+ s), et par conséquent y ∈ R(T̂ −λ).

⊲ En vertu de la compacité de T̂ , selon le théorème 15.18 il en résulte que N (T̂−λ) = {0} ,
mais comme N (T̂ − λ) ⊃ N (T − λ)∩N (G), on en déduit que N (T − λ) est engendré par les
xk, k = 1, n, soit m = dimN (T − λ) = n.
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15.3 Le théorème de Schauder

Le théorème suivant est très important, nous aurons l’occasion d’en voir une démonstration
plus élémentaire dans le cadre des espaces de Hilbert.

Théorème 15.24 (Schauder) T est compact si et seulement si son transposé tT est
compact

Démonstration.

⊲ Notons fn une suite dans la boule unité de X ′, on aura

|fn(x) − fn(y)| ≤ ‖x− y‖ ,

ce qui prouve que H = {fn} forme un ensemble équicontinu, de plus ∀x ∈ X, {fn(x), n ∈ N}
est borné, et donc relativement compact dans C. Le théorème d’Ascoli 2.2 (iii) nous apprend
alors que H est relativement compact dans l’ensemble des applications continues X → C,
muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact.

⊲ Supposons T compact sur X et notons B la boule unité de X, comme T (B) est com-
pact dans X, il en résulte que H est relativement compact dans l’ensemble des applications
continues T (B) → C, muni de la topologie de la convergence uniforme. C’est dire que l’on
peut extraire de fn une sous-suite fn′ qui converge uniformément sur T (B), soit vers f. On
aura alors

sup
y∈T (B)

|〈fn′ − f, y〉| = sup
x∈B

|〈fn′ − f, Tx〉| = sup
x∈B

∣∣〈tT (fn′ − f) , x
〉∣∣ ,

d’où la convergence de la suite tTfn′ . Il en résulte que tT est compact.

⊲ Supposons maintenant que tT est compact, nous noterons J l’isométrie canonique X →
X ′′ définie par 〈J(x), f〉X′′,X′ = 〈f, x〉X′,X . On aura

〈J(Tx), f〉 = 〈f, Tx〉 =
〈
tTf, x

〉
=
〈
J(x),t Tf

〉
=
〈
t
(
tT
)
J(x), f

〉
,

soit J ◦T = t
(
tT
)
◦J. Soit alors x ∈ B, si B′′ est la boule unité de X ′′, on aura J(B) ⊂ B′′, et

par conséquent J ◦T (B) ⊂ t
(
tT
)
(B′′) . D’après le début du théorème, nous savons que t

(
tT
)

est compact, et par conséquent J ◦ T (B) ; comme J est une isométrie, il en est de même de
T (B).

15.4 Opérateurs de Fredholm ou à indice

Définition 15.25 On dit que T est un opérateur de Fredholm, soit T ∈ I(X), si N (T )
est de dimension finie et R(T ) est un sous-espace fermé de codimension finie.

Il en résulte en particulier que les opérateurs inversibles ainsi que les opérateurs de la
forme T − λ où λ 6= 0 et T est compact, sont de Fredholm.
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Rappelons que selon la proposition 15.8 l’ensemble K(X) des opérateurs compacts
est fermé ce qui nous permet de considérer l’algèbre de Banach quotient L(X)/K(X)
qu’on appelle algèbre de Calkin.

Théorème 15.26 (Atkinson) Un opérateur borné T est un opérateur de Fredholm

si et seulement si
·

T est inversible dans L(X)/K(X).

Démonstration.

⊲ Supposons tout d’abord que
·
T est inversible et notons S un opérateur borné tel que

·
S =

·
T
−1

; c’est dire qu’il existe K1 et K2 compacts, tels que I − ST = K1 et I − TS = K2.
On aura N (T ) ⊂ N (ST ) = N (I − K1), d’où il résulte que N (T ) est de dimension finie
d’après le théorème 15.11. D’autre part R(T ) ⊃ R(TS) = R(I −K2), qui se trouve être un
sous-espace fermé de codimension finie d’après le théorème 15.13. Il en résulte que R(T ) est
de codimension finie, d’après la proposition B.5.

⊲ Réciproquement, supposons que T est un opérateur de Fredholm, d’après la proposition
15.2, N (T ) et R(T ) admettent des supplémentaires topologiques, et par conséquent, selon la
proposition A.6, il existe deux projections P et Q telles que N (T ) = R(P ) et R(T ) = R(Q),
où P et I −Q sont de rang fini.

⊲ La restriction T0 de T à R(I − P ) est bijective R(I − P ) → R(T ) ; en effet, on aura
T0(I − P )x = T (x − Px) = Tx, et par conséquent d’une part T0 est surjective sur R(T ) et
d’autre part N (T0) ⊂ N (T ) ∩ R(I − P ) = {0} . D’après le théorème des homomorphismes
3.14, il en résulte que T0 est inversible ; soit S0 : R(T ) → R(I − P ) cet inverse et S = S0Q.
On aura QT = T et TS0 = I|R(Q), d’où

ST = S0QT = S0T = S0T0 (I − P ) = I − P et

TS = TS0Q = Q = I − (I −Q) .

Comme les opérateurs P et I −Q sont de rang fini, ils sont compacts, d’où
·
S

·
T =

·
T

·
S =

·
I.

Corollaire 15.27

(i) Un opérateur borné T appartient à I(X) si et seulement si il existe S ∈ L(X) tel
que I − ST et I − TS soient compacts.

(ii) I(X) est stable par les perturbations compactes et en particulier si T est inversible
et K compact, T +K est de Fredholm.

Démonstration.

⊲ En effet, dire que I − ST = K1 et I − TS = K2, où K1 et K2 sont compacts, c’est

exactement dire que
·
S est l’inverse de

·
T , dans L(X)/K(X), et donc que T est de Fredholm

d’après le théorème d’Atkinson 15.26.

⊲ Supposons que T ′ = T + K, où T est de Fredholm et K compact, on aura I − ST ′ =
K1 + SK et I − T ′S = K2 +KS, d’où il résulte que T ′ est de Fredholm, puisque K(X) est
un idéal bilatère.



15.4 Opérateurs de Fredholm ou à indice 169

Corollaire 15.28 I(X) est un ouvert de L(X), il est stable par multiplication.

Démonstration. D’après le théorème d’Atkinson 15.26, I(X) est l’image réciproque de

l’algèbre de Banach A = L(X)/K(X) par l’homomorphisme continu T →
·
T . La conclusion

découle alors du fait que l’ensemble G(A) des éléments inversibles de A est ouvert selon le
théorème 8.13 et forme un groupe multiplicatif.

15.4.1 Spectre essentiel

Définition 15.29 Si T ∈ L(X), le spectre de
·

T dans L(X)/K(X) est appelé spectre
essentiel de T et noté Σe(T ).

Corollaire 15.30 Si X est un espace de Banach de dimension infinie et T est borné,
alors

Σe(T ) ⊂
⋂

K∈K(X)

Σ(T +K).

Démonstration. Nous montrerons que
⋃
K∈K(X) Π (T +K) ⊂ Π

(
·
T

)
. Soit donc K com-

pact et λ /∈ Σ(T +K), alors

(T +K − λ)R(λ) = I = R(λ)(T +K − λ),

et par conséquent I−R(λ)(T−λ) = R(λ)K et I−(T−λ)R(λ) = KR(λ) ; d’après le corollaire

15.27, il en résulte que T − λ est de Fredholm et par conséquent que
·
T − λ

·
I est inversible

dans L(X)/K(X). C’est dire que λ /∈ Σ(
·
T ).

15.4.2 Indice

Définition 15.31 Si T est un opérateur de Fredholm, on appelle indice de T, et on
note

indT = dimN (T ) − codimR(T ).

Remarque 15.32

(i) Selon la proposition B.3, codimR(T ) = dimR(T )⊥, et d’après la proposition
12.2, N (tT ) = R(T )⊥ ; il en résulte donc que codimR(T ) = dimN (tT ).

(ii) En vertu de la proposition 15.23, si λ 6= 0 et T est compact, alors T − λ est un
opérateur de Fredholm d’indice nul.
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Théorème 15.33 Si T et S sont deux opérateurs de Fredholm, on a

indST = indS + indT.

La démonstration repose sur les deux lemmes suivants :

Lemme 15.34 Si A et B sont deux opérateurs de Fredholm, alors

dimN (A) + dimN (B) = dimN (AB) + dim
N (A)

R(B) ∩N (A)
.

Démonstration.

⊲ Considérons l’application linéaire L : N (AB) → R(B) ∩ N (A) définie par Lx = Bx,
∀x ∈ N (AB).

⊲ On aura tout d’abord R(L) = R(B)∩N (A) ; d’une part en effet si ABx = 0, alors Bx ∈
N (A), d’où R(L) ⊂ N (A), et comme R(L) ⊂ N (B), il en résulte que R(L) ⊂ R(B)∩N (A).
Réciproquement si y ∈ R(B) ∩ N (A), on aura y = Bz et 0 = Ay = ABz, d’où z ∈ N (AB)
et y = Lz ∈ R(L).

⊲ On aura également N (L) = N (B), car d’une part, Lx = 0 =⇒ Bx = 0, soit x ∈ N (B),
et d’autre part si Bx = 0 alors x ∈ N (AB) et x ∈ N (L). Comme N (AB) est de dimension
finie, d’après le théorème 10.9, on aura

N (AB) = R(L) ⊕N (L) = (R(B) ∩N (A)) ⊕N (B),

d’où d’après la proposition B.5 (ii),

dim (N (AB)/N (B)) = dim (R(B) ∩N (A)) .

⊲ On pourra donc écrire

dimN (B) + dim
N (AB)

N (B)
+ dim

N (A)

R(B) ∩N (A)
=

dimN (B) + dim (R(B) ∩N (A)) + dim
N (A)

R(B) ∩N (A)
,

d’où, d’après le lemme 15.36 ci-dessous

dimN (AB) + dim (N (A)/ (R(B) ∩N (A))) = dimN (B) + dimN (A).

Lemme 15.35 Si A et B sont deux opérateurs de Fredholm, alors

codimR(A) + codimR(B) = codimR(AB) + dim
R(B) + N (A)

R(B)
.

Démonstration.
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⊲ Posons M = R(B), c’est un sous-espace de X, de codimension finie, et considérons

l’application linéaire L : X/M → R(A)/R(AB) définie par L
·
v =

·
Av, dont nous allons

démontrer qu’elle est bijective.

⊲ L’application L est clairement surjective, et on a N (L) = (N (A) +M) /M, en effet

si L
·
v = 0, alors Av ∈ R(AB), c’est-à-dire qu’il existe w ∈ M tel que Av = Aw, soit

v − w ∈ N (A), ou encore v ∈ N (A) + M. Réciproquement, si
·
v ∈ (N (A) +M) /M, soit

v ∈ N (A) +M, alors Av ∈ R(AB) c’est-à-dire
·
Av = 0.

⊲ Comme X/M est de dimension finie, en vertu du théorème 10.9, on aura

dim
X

M
= dimN (L) + dimR(L) = dim

N (A) +M

M
+ dim

R(A)

R(AB)
,

soit

dim
X

R(B)
= dim

N (A) + R(B)

R(B)
+ dim

R(A)

R(AB)
,

qu’on peut encore écrire

dim
X

R(A)
+ dim

X

R(B)
= dim

N (A) + R(B)

R(B)
+ dim

R(A)

R(AB)
+ dim

X

R(A)
.

⊲ Notons
··
x les éléments de X/R(AB) et

·
y ceux de X/R(A) ; comme R(AB) ⊂ R(A), la

classe
·
x est la seule contenant

··
x ; notons L l’application

··
x → ·

x : X/R(AB) → X/R(A).

Cette application est clairement surjective, déterminons son noyau : dire que L
··
x = 0, c’est

dire qu’il existe a ∈ R(A) tel que
··
x =

··
α, ou encore que

··
x ∈ R(A)/R(AB). Il en résulte que

N (L) = R(A)/R(AB), d’où par conséquent en vertu du théorème 10.9 et de la remarque
10.10

dim
R(A)

R(AB)
+ dim

X

R(A)
= dim

X

R(AB)
;

il en résulte que

dim
X

R(A)
+ dim

X

R(B)
= dim

N (A) + R(B)

R(B)
+ dim

X

R(AB)
.

Démonstration du théorème Nous avons donc montré que dimN (AB) et codimR(AB)
sont finies dès que A et B sont des opérateurs de Fredholm, c’est-à-dire que AB est un
opérateur de Fredholm. Mais de plus, si M et N sont deux sous-espaces de X, l’application

L : M → (M +N) /N définie par
·

L(x) = {x+ a |a ∈ N } est surjective et a pour noyau
N (L) = M ∩ N ; il en résulte, toujours selon la remarque 10.10, que dim (M +N) /N =
dimM/ (M ∩N) , et en particulier

dim
N (A) + R(B)

R(B)
= dim

N (A)

N (A) ∩R(B)
.
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En vertu des lemmes 15.34 et 15.35, nous aurons donc

dimN (A) + dimN (B) − dimN (AB) = dim
N (A)

N (A) ∩R(B)
= dim

N (A) + R(B)

R(B)

= codimR(A) + codimR(B) − codimR(AB),

soit indA+ indB = indAB.

Lemme 15.36 Si Z est un espace de dimension finie, et Y un sous-espace de Z, alors
dimY + codimY = dimZ.

Démonstration. En effet Y a un supplémentaire dans Z, soit Y ′, et on aura dimZ =
dimY + dimY ′ = dimY + codimY, d’après la proposition B.5.

Corollaire 15.37 (stabilité de l’indice) Si A est un opérateur de Fredholm et K
est compact, alors ind (A+K) = indA.

Démonstration.

⊲ D’après le corollaire 15.27 du théorème d’Atkinson, il existe B borné et L compact tel
que AB = I +L, on aura alors (A+K)B = I +L+KB, et comme L+KB est compact, il
en résulte que A+K est de Fredholm.

⊲ D’après le théorème 15.33, on a

indA+ indB = indAB = ind (I + L) = 0,

en vertu de la remarque 15.32, et de même

ind (A+K) + indB = ind (A+K)B = ind (I + L+KB) = 0,

d’où indA = ind (A+K) .

Corollaire 15.38 (continuité de l’indice) Si A est un opérateur de Fredholm et si
la suite d’opérateurs bornés An converge en norme vers A, alors ∃n0 tel que ∀n ≥ n0,
An est un opérateur de Fredholm et indAn = indA.

Démonstration. D’après le corollaire 15.28, I(X) est ouvert, et par conséquent An ∈
F(X) pour n assez grand. D’après le corollaire 15.27, on aura AB = I +K, où B ∈ L(X) et
K ∈ K(X) ; mais An = A+ Tn où Tn → 0, et comme ‖TnB‖ ≤ ‖Tn‖ ‖B‖ , il en résulte que
‖TnB‖ < 1 pour n assez grand, et par conséquent que I + TnB est inversible. On aura alors

indAn + indB = ind (A+ Tn)B = ind (I + TnB +K) = 0,

d’après le corollaire 15.37 car I+TnB est inversible. Or indA+indB = indAB = ind (I +K) =
0, d’où indAn = indA.



Chapitre 16

Le cas des espaces de Hilbert

Dans le cas des opérateurs compacts normaux sur un espace de Hilbert, on aboutit
à un théorème de diagonalisation généralisant celle des matrices hermitiennes. Bien
entendu, les résultats de la section précédente, démontrés dans le cadre des espaces
de Banach restent valables, en particulier les théorèmes 15.18, 15.19 et le corollaire
15.21.

16.1 Opérateurs compacts normaux

Proposition 16.1 Si T est un opérateur compact normal, alors ses éléments spectraux
non nuls sont des valeurs propres semi-simples

Démonstration. Ce sont tout d’abord des singularités isolées d’après le théorème 15.19,
et les opérateurs quasi-nilpotents associés Dλ sont nuls. En effet Dλ = f(T ), avec f(ζ) =
(ζ − λ) eλ(ζ), d’après la formule (9.17) et D∗

λ = f̃(T ∗). Comme T et T ∗ commutent, il en est
de même de (T − ζ)−1 et (T ∗ − ζ)−1 ; il en résulte que Dλ et D∗

λ commutent c’est à dire que
Dλ est normal. Mais alors 0 = ρ(Dλ) = ‖Dλ‖ , selon la proposition 13.10 (i), ce qui implique
que Dλ = 0, soit d’après la proposition 10.8 que λ est une valeur propre semi-simple.

16.1.1 Décomposition spectrale

Théorème 16.2 (Représentation spectrale des opérateurs normaux) Soit T un
opérateur normal compact sur H. On note λk, k ≥ 1, l’ensemble de ses valeurs propres
non nulles, on pose N0 = N (T ), Nk = N (T − λk) , k ≥ 1, et on note Pk, k ≥ 1 les
projecteurs spectraux associés aux valeurs propres λk, alors

(i) N (T − λk) = N
(
T ∗ − λk

)

(ii) Les sous-espaces Nk, k ≥ 0 sont mutuellement orthogonaux et Nk = Pk(H), k ≥ 1

(iii) H =
⊕

k≥0Nk, somme directe Hilbertienne du noyau et des sous-espaces propres
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(iv) On a T =
∑

k≥1 λkPk, où la série converge en norme dans L(H).Une telle réduction
est appelée diagonalisation de l’opérateur T.

Démonstration.

⊲ Si xi ∈ Ni, on a
TT ∗xi = T ∗Txi = λiT

∗xi,

et par conséquent T ∗xi ∈ Ni. Si de plus x′i ∈ Ni, alors
(
T ∗xi

∣∣x′i
)

=
(
xi
∣∣Tx′i

)
= λi

(
xi
∣∣x′i
)
,

ce qui montre que T ∗xi − λixi ∈ Ni ∩N⊥
i , soit T ∗xi = λixi.

⊲ Pour i 6= j, on aura

λi (xi |xj ) = (Txi |xj ) = (xi |T ∗xj ) = λj (xi |xj ) ,
et par conséquent (xi |xj ) = 0

⊲ Selon la proposition 16.1, les λk, k ≥ 1 sont des valeurs propres semi-simples, et par
conséquent R(Pk) = Nk, en vertu de la proposition 10.8

⊲ Notons maintenant E =
⊕

k≥1Nk la somme directe Hilbertienne des Nk, k ≥ 1 c’est
à dire la fermeture de la somme algébrique des Nk. Comme, selon le lemme 13.4, T et T ∗

commutent avec la résolvante de T, et donc avec les Pk, les Nk sont stables par T et T ∗, et
par continuité on aura T (E) ⊂ E et T ∗(E) ⊂ E. On aura (Tx |y ) = (x |T ∗y ) = 0, ∀x ∈ E⊥,
∀y ∈ E, d’où il résulte que T (E⊥) ⊂ E⊥, et on aura de même T ∗(E⊥) ⊂ E⊥. On peut donc
considérer les restrictions de T et T ∗ à E⊥, elles commutent entre elles et par conséquent
T|E⊥ est un opérateur normal.

⊲ Supposons que Σ
(
T|E⊥

)
= {0} , alors ρ

(
T|E⊥

)
= 0 et d’après la proposition 13.10∥∥∥T|E⊥

∥∥∥ = 0. Il en résulte que si T|E⊥ 6= 0, il posséde un élément spectral, et donc une valeur

propre, non nul. Cette valeur propre serait alors une valeur propre λk de T, ce qui constitue
une contradiction, puisqu’on aurait alors Nk ∩ E⊥ 6= {0} . Il en résulte que E⊥ ⊂ N0, soit
donc en fait E⊥ = N0, puisque N0 est orthogonal à tous les Nk, k ≥ 1, et par conséquent
H =

⊕
k≥0Nk, d’après le lemme 14.4.

⊲ Supposons que Σ(T ) ne soit pas fini, et posons Tn =
∑

i=1,n λiPi ; en vertu de l’ortho-
gonalité mutuelle des Ni, on aura

‖Tn+mx− Tnx‖2 =

∥∥∥∥∥
n+m∑

i=n+1

λiPix

∥∥∥∥∥

2

=
n+m∑

i=n+1

|λi|2 ‖Pix‖2

et
n+m∑

i=n+1

‖Pix‖2 ≤
∞∑

i=0

‖Pix‖2 =

∥∥∥∥∥
∞∑

i=0

Pix

∥∥∥∥∥

2

= ‖x‖2 .

Soit alors ε > 0, comme selon le théorème 15.19, 0 est le seul point d’accumulation des λi, ∃n0

tel que |λi| ≤ ε, ∀i ≥ n0. par conséquent ‖Tn+mx− Tnx‖ ≤ ε ‖x‖ , ∀x, soit ‖Tn+m − Tn‖ ≤ ε.
C’est dire que la suite Tn converge dans L(H), soit vers S. Mais pour n ≥ p, et x ∈ Np, on
aura Tnx =

∑
i=1,n λiPix = λpx, et par conséquent Sx = λpx = Tx, ce qui montre que S et

T cöıncident sur chaque Np, p ≥ 0. Il en résulte que S = T.
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Corollaire 16.3 Sur un espace de Hilbert, un opérateur compact peut être approché
par une suite d’opérateurs de rang fini.

Démonstration. Considérons les opérateurs S = (T + T ∗) /2 et D = (T − T ∗) /2i, ce
sont des opérateurs compacts auto-adjoints. On peut donc leur appliquer le théorème de
représentation spectrale, qui nous montre que chacun d’entre eux est la limite d’une suite
d’opérateurs de rang fini, d’où le résultat, puisque T = S + iD.

Notons qu’en général, ce résultat est faux dans un espace de Banach.

Une démonstration aisée de la compacité de l’opérateur adjoint est alors disponible :

Corollaire 16.4 (Schauder) Si T est compact, alors il en est de même de T ∗.

Démonstration.

⊲ Remarquons tout d’abord que si S est de rang fini, alors R(S∗) = R(S∗S), en effet
R(S) est alors fermé, et par conséquent, selon la proposition 14.5 et le lemme 14.4, H =
R(S)⊕N (S∗). Il en résulte que R(S∗) = R(S∗S), ce qui implique que R(S∗) est de dimension
finie.

⊲ Soit Tn une suite d’opérateurs de rang fini tendant vers T, on aura ‖T ∗
n − T ∗‖ =

‖Tn − T‖ , en vertu de la proposition 14.2, et comme les T ∗
n sont de rang fini d’après l’item

précédent, il en résulte d’après le théorème 15.7 que T ∗ est compact en tant que limite d’une
suite d’opérateurs de rang fini.

Nous verrons dans la suite une autre démonstration de ce résultat à l’aide de la
décomposition polaire des opérateurs.

Proposition 16.5 Si T est diagonalisable, alors S et T commutent si et seulement si
les Nk réduisent S

Démonstration. Supposons tout d’abord que S et T commutent, alors

λkSPk = STPk = TSPk,

soit (T − λk)SPk = 0, ce qui montre que Nk = R(Pk) est stable par S. Mais
⊕

j≥0,j 6=kNj =

N⊥
k sera également invariant par S, ce qui montre que Nk réduit S. Réciproquement si S est

réduit par chaque Nk, alors, SPk = PkS, et par conséquent

ST =
∑

k≥1

λkSPk =
∑

k≥1

λkPkS = TS.
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16.1.2 Calcul fonctionnel

Proposition 16.6 Si ϕ est holomorphe au voisinage de Σ(T ), où T est supposé normal
compact, alors

ϕ(T ) =
∑

k≥1

ϕ(λk)Pk + ϕ(0)P0,

où P0 = I −∑k≥1 λkPk est la projection sur l’éventuel noyau de T. Comme le spectre
est compact, ϕ est bornée sur Σ(T ), et par conséquent la série ci-dessus converge en
norme.

Démonstration. Si ek est une fonction égale à 1 au voisinage de λk et nulle au voisinage
des autres valeurs propres, avec ψ(z) = ϕ(z)−ϕ(0), on aura ψ ◦∑k≥1 λkek =

∑
k≥1 ψ(λk)ek,

et par conséquent

ϕ(T ) = ψ(T ) + ϕ(0)1(T ) =


ψ ◦

∑

k≥1

λkek


 (T ) + ϕ(0)I

=
∑

k≥1

ψ(λk)ek(T ) + ϕ(0)I =
∑

k≥1

ψ(λk)Pk + ϕ(0)I

=
∑

k≥1

ϕ(λk)Pk − ϕ(0)
∑

k≥1

Pk + ϕ(0)I =
∑

k≥1

ϕ(λk)Pk + ϕ(0)P0.

16.2 Opérateurs compacts auto-adjoints

16.2.1 L’alternative de Fredholm

Il est possible dans ce cadre restrictif de proposer une démonstration particulièrement
simple du théorème de l’alternative de Fredholm. On a en effet démontré au théorème
14.14 (iv) que Σ(T ) ⊂ R, et par conséquent, si λ /∈ R, R (T − λ) = H et N (T − λ) =
{0} , d’où R (T − λ) = (N (T − λ))⊥ . Mais on a également démontré au théorème
15.13 (i) que pour λ 6= 0, R (T − λ) est fermé, et par conséquent pour λ ∈ R, selon la
proposition 14.5 (ii) on aura également

R (T − λ) = (N (T − λ))⊥ ,

soit d’après le lemme 14.4 (i)

H = R (T − λ) ⊕N (T − λ) , ∀λ 6= 0.

Il est alors clair qu’il y a équivalence pour T −λ entre injectivité et surjectivité, et que
T − λ = f admet une solution si et seulement si (f |x) = 0, ∀x ∈ N (T − λ) .
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16.2.2 Le quotient de Rayleigh

Les formules suivantes sont particulièrement utiles pour la détermination des valeurs
propres d’un opérateur auto-adjoint compact :

Définition 16.7 On appelle quotient de Rayleigh la quantité suivante :

R(x) =
(Tx |x)

‖x‖2 . (16.1)

Proposition 16.8 Supposons que les valeurs propres λk de T sont rangées dans l’ordre
décroissant et sont associées aux vecteurs propres ek, notons Wk le sous-espace engendré
par les ei, i = 1, k et Wk l’ensemble des sous-espaces de dimension k de H. Alors les
éléments propres (λk, ek) de T admettent les caractérisations suivantes :

λk = max
W∈Wk

min
x∈W

R(x) (16.2)

λk = min
W∈Wk−1

max
x∈W⊥

R(x) (16.3)

Démonstration.

⊲ On a de façon évidente

R(ek) = λk (16.4)

.

⊲ Si x ∈ Wk alors x =
∑k

i=1 αiei, d’où il résulte que Tx =
∑k

i=1 λiαiei et

R(x) =

(
k∑

i=1

λi |αi|2
)
/

(
k∑

i=1

|αi|2
)

≥ λk ;

par conséquent, en vertu de (16.4)

λk = min
x∈Wk

R(x), (16.5)

⊲ Si x ∈ W⊥
k−1, on peut écrire x =

∑∞
i=k αixi + y, où y ∈ N0 et on en déduit que

R(x) =

(
∞∑

i=k

λi |αi|2
)
/

(
∞∑

i=k

|αi|2 + ‖y‖2

)
≤
(

∞∑

i=k

λi |αi|2
)
/

(
∞∑

i=k

|αi|2
)

≤ λk,

et comme précédemment

λk = max
x∈W⊥

k−1

R(x). (16.6)

⊲ On déduit tout d’abord de (16.5) que

max
W∈Wk

min
x∈W

R(x) ≥ λk ;
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mais réciproquement si on choisit W ∈Wk, on ne peut avoir W ⊂ Wk−1 et par conséquent,
∃x 6= 0, ∈ W ∩ W⊥

k−1. De (16.6) on déduit alors que λk ≥ R(x), d’où il résulte que λk ≥
minw∈W R(w), ∀W ∈Wk, soit

λk ≥ max
W∈Wk

min
w∈W

R(w),

et par conséquent la formule (16.2).

⊲ On opère de même, et on choisit W ∈Wk−1 et 0 6= x ∈W⊥ ∩Wk ; on aura en vertu de
(16.5) λk ≤ R(x) ; il en résulte que

λk ≤ min
W∈Wk−1

max
w∈W⊥

R(w),

l’inégalité inverse découle alors de (16.6).



Chapitre 17

Problèmes variationnels spectraux

L’objet de ce paragraphe est l’étude de problèmes du type

−∆u− µu =f dans O, (17.1)

u =0 sur ∂O,

où µ est positif, ce qui empêche la forme bilinéaire associée d’être coercive. Dans tout

ce paragraphe nous supposerons l’ouvert O borné. Nous verrons que l’utilisation de la
théorie spectrale précédemment développée conduit à des résultats de qualité compa-
rable à celui fourni par le théorème de Lax-Milgram. La formulation variationnelle de
(17.1) est la suivante :

Trouver u ∈ H1
0 (O), tel que ∀v ∈ H1

0 (O), (17.2)∫

O

∇u · ∇v − µ

∫

O

uv =

∫

O

fv dγ.

17.1 Formulation générale

Il est facile de voir que le problème qui précède entre dans le cadre suivant :

Trouver u ∈ V, tel que ∀v ∈ V, (17.3)

a(u, v) − µ (u |v )H = q(v), où

⋄ V et H sont deux espaces de Hilbert tels que

V ⊂
c
H

(dans le cas du problème (17.2) on a V = H1
0 (O) et H = L2(O), l’injection étant

compacte en vertu du théorème de Rellich )
⋄ a et q sont respectivement une forme sesquilinéaire continue coercive sur V, et

une forme antilinéaire continue sur V.
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17.1.1 Cadre fonctionnel

Commençons par préciser quelque peu l’étude du problème variationnel

Trouver u ∈ V, tel que ∀v ∈ V, (17.4)

a(u, v) = (f | v)H , où f ∈ H.

Notons M l’application

H
M−→ V ′ : f 7→ ℓ où ℓ(·) = (f | ·)H , (17.5)

le théorème de Lax-Milgram nous montre que la solution u de (17.4) est de la forme
u = S(ℓ) où S est continue V ′ −→ V. Nous poserons alors

G = S ◦M : H −→ V, (17.6)

et nous pourrons écrire
a(Gf, v) = (f | v)H , ∀v ∈ V. (17.7)

Notons également J l’injection canonique V −→ H, supposée compacte ; nous poserons

GV = G ◦ J : V −→ V, (17.8)

et
GH = J ◦ G : H −→ H, (17.9)

ces deux applications étant compactes d’après la proposition 15.8 (ii). Le diagramme
suivant résume ces définitions :

H
GH

−→ H
J ↑ G ց ↑ J
V −→

GV

V

17.1.2 Problèmes aux valeurs propres

Nous sommes maintenant en mesure d’étudier le problème homogène (17.3), soit
en fait le problème variationnel de valeurs propres :

Trouver µ ∈ C et u 6= 0 ∈ V, tel que ∀v ∈ V (17.10)

a(u, v) = µ (u |v )H .

Compte tenu de (17.7) et (17.8), le problème (17.10) peut s’exprimer sous la forme
u = GV (µu), soit

GV u =
1

µ
u, u ∈ V. (17.11)

Proposition 17.1
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(i) Les valeurs propres µn de (17.10) sont en quantité dénombrable, ne peuvent s’ac-
cumuler qu’à l’infini et sont situées à l’extérieur d’un disque de rayon strictement
positif.

(ii) Les sous-espaces propres associés aux valeurs finies de µn sont de dimension finie.

(iii) Si V est dense dans H, alors 0 n’est pas valeur propre de GV , c’est-à-dire µ = ∞
n’est pas valeur propre de (17.10).

Démonstration.

⊲ Il s’agit essentiellement d’appliquer les Théorèmes 15.11 et 15.19, avec T = GV et
λ = 1/µ.

⊲ Comme S est un isomorphisme, 0 est n’est pas valeur propre de GV si et seulement si
N ◦J est injective ; c’est à dire si l’équation (J u |v )H = 0, ∀v ∈ V n’a que la solution nulle,

ou encore
(
V
H
)⊥

= {0}.

Proposition 17.2 Le problème de valeurs propres (17.10) peut s’exprimer sous la
forme équivalente

GH ũ =
1

µ
ũ, ũ ∈ H, (17.12)

où ũ = J u, (µ, u) étant solution de (17.11).

Démonstration.

⊲ Si (µ, u) est solution de (17.11) alors, en multipliant à gauche (17.11) par J on voit que
(µ, ũ) est solution de (17.12), ũ n’étant pas nul puisque J est injectif.

⊲ Réciproquement si (µ, ũ) est solution de (17.12) alors ũ = J (µGũ), ce qui en fait un
élément de V. Multipliant (17.12) par G, on constate que (µ,Gũ) vérifie (17.11). Il en résulte
que (17.12) est équivalent à (17.11).

17.1.3 Alternative de Fredholm

Revenons à la résolution du problème (17.3), il peut être mis sous la forme

u = GV (µu) + Sq,
soit (

1

µ
I − GV

)
u =

1

µ
Sq, u ∈ V. (17.13)

Proposition 17.3 Le problème (17.3) admet une solution et une seule dépendant
continûment de q, si et seulement si µ n’est pas valeur propre de (17.10)

Démonstration. Il ne s’agit là que d’une application du Corollaire 15.21 à la formulation
(17.13).
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17.2 Formes hermitiennes

Considérons maintenant le cas particulier où a est hermitienne, c’est-à-dire

a(u, v) = a(v, u, ).

Proposition 17.4 Si a est une forme hermitienne coercive, les opérateurs GV et GH
sont auto-adjoints, respectivement pour les produits scalaires a(·, ·) et (· |·)H .
Démonstration.

⊲ Notons d’abord que a étant continue, hermitienne et coercive, elle constitue un produit
scalaire sur V, définissant une norme équivalente à la norme initiale.

⊲ On aura, ∀u, v ∈ V,

a(GV u, v) = (J u |J v )H = (J v |J u)H = a(GV v, u).

⊲ De même, ∀ũ, ṽ ∈ H,

(GH ũ |ṽ )H = (ṽ |GH ũ)H = a(Gṽ,Gũ) = a(Gũ,Gṽ) = (ũ |GH ṽ )H

17.2.1 Quotients de Rayleigh

Si nous appliquons à la formulation (17.11) les résultats relatifs aux quotients de
Rayleigh (voir la formule (16.1)), nous sommes amenés à poser

RV (v) =
a(GV v, v)
a(v, v)

,

soit encore

RV (v) =
1

Q(v)
avec Q(v) =

a(v, v)

‖ v ‖2
H

(17.14)

Proposition 17.5 Supposons que les valeurs propres µk de (17.10) sont rangées dans
par ordre croissant et sont associées aux vecteurs propres yk, notons Wk le sous-espace
de V engendré par les yi, i = 1, k et Wk l’ensemble des sous-espaces de dimension
k de V. Alors les éléments propres (µk, ek) de (17.10) admettent les caractérisations
suivantes :

µk = min
W∈Wk

max
v∈W

Q(v) (17.15)

µk = max
W∈Wk−1

min
v∈W⊥

Q(v) (17.16)

Démonstration. Il s’agit simplement d’appliquer les résultats de la proposition 16.8 en
notant que les valeurs propres λk de GV sont les inverses de celles µk de (17.10), et que de
même RV est l’inverse de Q.
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17.2.2 Bases hilbertiennes

Nous noterons désormais (µk, ek) les éléments propres du problème (17.10).

Proposition 17.6 Si a est une forme hermitienne

(i) Les µk sont des nombres réels.

(ii) Les ek peuvent être choisis de sorte qu’ils forment une base orthonormale de V
pour le produit scalaire a(·, ·)
(iii) Si V est dense dans H, alors les µk forment une suite tendant vers l’infini.

Démonstration.

⊲ Le caractère réel des µk est une conséquence de la Proposition 13.10 (ii) appliquée à la
formulation (17.11)

⊲ D’après le Théorème 16.2 (iii) appliqué à l’opérateur GV , V est somme directe hilber-
tienne de ses sous-espaces propres ; les vecteurs propres en composant les bases pouvant alors
être choisis orthogonaux et normés, c’est-à-dire vérifiant a(ek, ek) = 1.

⊲ Nous avons vu à la Proposition 17.1 que si V est dense dans H, alors 0 n’est pas valeur
propre de GV ; V de dimension infinie est donc somme hilbertienne de sous-espaces propres
tous de dimension finie, ils sont donc en nombre infini. D’autre part on sait que le seul point
d’accumulation des 1/µk est 0, il en résulte que µk tend vers l’infini.

Afin de profiter pleinement du caractère auto-adjoint des opérateurs sous-jacents
nous serons amenés à renforcer l’hypothèse de coercivité en supposant a positive, c’est-
à-dire :

a(u, u) ≥ α ‖u‖2
V , ∀v ∈ V. (17.17)

Proposition 17.7 Si a est une forme hermitienne positive

(i) Les µk sont des réels positifs.

(ii) Les

yk = µ
1/2
k ek (17.18)

forment une base orthonormale de H.

Démonstration.

⊲ On a α ‖ek‖2
V ≤ a(ek, ek) = µ2

k‖ek‖H
, d’où le caractère positif des µk.

⊲ D’après le Théorème 16.2 (iii) appliqué à l’opérateur GH , H est également somme directe
de ces mêmes sous-espaces propres ; comme a(ek, em) = µk (ek |em )H , les ek forment une base
de H composée de vecteurs mutuellement orthogonaux, et comme a(ek, ek) = µk (ek |ek )H =
(yk |yk )H , les yk forment une base orthonormale de H.
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Proposition 17.8 Les vecteurs propres de (17.10) permettent d’obtenir les caractérisations
suivantes :

H =

{
f =

∑

k≥1

αkyk

∣∣∣∣∣‖f‖
2
H =

∑

k≥1

|αk|2 < +∞
}

(17.19)

V =

{
v =

∑

k≥1

αkyk

∣∣∣∣∣a(v, v) =
∑

k≥1

µk |αk|2 < +∞
}

(17.20)

V ′ =

{
q =

∑

k≥1

αk (yk |·)H

∣∣∣∣∣‖q‖
2
V ′ =

∑

k≥1

µ−1
k |αk|2 < +∞

}
(17.21)

Démonstration.

⊲ Le théorème de représentation 16.2 nous montre que tout élément f de H est de la
forme

f =
∑

k≥1

αkyk, (17.22)

où la série converge normalement dans H. Réciproquement, si on pose fk =
∑k

i=1 αiyi, où
les αk vérifient

∑
k≥1 |αk|2 < +∞, alors la suite fk vérifie ‖fm − fk‖ =

∑m
i=k+1 |αi|2 ; il en

résulte que fk est de Cauchy, et converge par conséquent dans H.

⊲ Le même raisonnement s’applique dans V, muni du produit scalaire a(·, ·) et prouve que

V =



v =

∑

k≥1

βkek

∣∣∣∣∣∣
a(v, v) =

∑

k≥1

|βk|2 < +∞



 .

La caractérisation annoncée découle alors simplement de la relation yk = µ
1/2
k ek.

⊲ Si q ∈ V ′, alors 〈q, v〉 = a(Sq, v), ∀v ∈ V, et comme Sq ∈ V, d’après (17.20) on aura

Sq =
∑

k≥1

α′
kyk avec

∑

k≥1

µk
∣∣α′
k

∣∣2 < +∞;

il en résulte que

a(Sq, v) =
∑

k≥1

α′
ka(yk, v) =

∑

k≥1

α′
kµk (yk |v )H ,

et par conséquent

q =
∑

k≥1

αk (yk |·)H , avec αk = α′
kµk et .

∑

k≥1

µ−1
k |αk|2 =

∑

k≥1

µ2
k

∣∣α′
k

∣∣2 < +∞.
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⊲ Réciproquement si q =
∑

k≥1 αk (yk |·)H , avec
∑

k≥1 µ
−1
k |αk|2 < +∞, alors

‖ q ‖V ′ = sup
v∈V

∑
k≥1 αk (yk |·)H
a(v, v)

= sup
{βk|Pk≥1 µk|βk|

2<+∞}

∑
k≥1 αkβ̄k∑
k≥1 µ

2
k |βk|

= sup
{βk|Pk≥1 µk|βk|

2<+∞}

∑
k≥1 µ

−1/2
k αk µ

1/2
k β̄k∑

k≥1 µk mod β2
k

=
∑

k≥1

µ−1
k |αk|2 < +∞,

ce qui montre que q ∈ V ′.

Remarque 17.9 Un prolongement naturel de ces résultats est la définition d’espaces
intermédiaires entre H et V, appelés espaces d’interpolation. Pour θ ∈ [0, 1], on pose

[H,V ]θ =

{
u =

∑

k≥1

αkyk

∣∣∣∣∣
∑

k≥1

µθk mod α2
k < +∞

}
.

On montre aisément que la norme naturelle en fait bien des espaces de Hilbert, que
[H,V ]0 = H, [H,V ]1 = V et que [H,V ]θ1 ⊂ [H,V ]θ ⊂ [H,V ]θ2 pour θ1 > θ > θ2.
On peut également montrer [?] que cette construction est intrinsèque, au sens où les
espaces d’interpolation ne dépendent pas de la forme hermitienne coercive a ayant servi
à leur détermination. Dans le cas où H = L2(Ω) et V = Hm(Ω), il s’agit là d’une façon
de définir les espaces de Sobolev d’indice non entier, on montre en effet que

[
L2(Ω), Hm(Ω)

]
θ

= Hmθ(Ω).

17.2.3 Alternative de Fredholm

Dans le cas particulier des formes hermitiennes positives, on peut préciser le résultat
de la Proposition 17.3 relative à l’alternative de Fredholm, c’est-à-dire à la résolution
du problème (17.3).

Proposition 17.10

(i) Si µ n’est pas valeur propre de (17.10), alors (17.3) est bien posé et sa solution
peut se mettre sous la forme suivante :

u =
∑

k≥1

q(yk)

µk − µ
yk, (17.23)

où la série converge dans V.
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(ii) Si µ est l’une des valeurs propres de (17.10), soit µ = µi, alors (17.3) admet une
solution si et seulement si

q(y) = 0, ∀y ∈ Si, (17.24)

où Si est le sous-espace propre associé à µi. Dans ces conditions, les solutions de (17.3)
sont de la forme

u = y +
∑

k 6=i

q(yk)

µk − µ
yk, (17.25)

où y est un élément quelconque de Si.

Démonstration. Si u ∈ V, on a vu à la Proposition 17.8 que u =
∑

k≥1 αkyk avec
∑

k≥1 µk
mod α2

k < +∞. Le fait pour u d’être solution de (17.3) implique alors

(µi − µ)αi = q(yi), ∀i ≥ 1.

⊲ Si µ 6= µi, ∀i ≥ 1, alors on en déduit la valeur de αi ∀i, et par conséquent l’expression
(17.23).

⊲ Si par contre µ est l’une des valeurs propres de (17.10) alors d’après le Théorème 15.21

(ii), selon la formule (15.4), le problème (17.13) équivalent à (17.3), admet des solutions si et
seulement si a(Sq, y) = 0 ∀y ∈ Si, soit q(y) = 0 ∀y ∈ Si.

⊲ De plus il est clair que la formule

u =
∑

k 6=i

q(yi)

µk − µ
yk (17.26)

fait de u une solution de (17.3), et que les autres en diffèrent d’une solution du problème
homogène, soit exactement d’un élément de Si.

Remarque 17.11 Ce résultat constitue une généralisation du Théorème de Lax-Milgram,
au sens où la forme sesquilinéaire a(u, v)−µ (u |v )H est coercive positive s’il existe α > 0
tel que

µ ≤ inf
v∈V

{
a(v, v)

‖v‖2
H

− α
‖v‖2

V

‖v‖2
H

}
, (17.27)

alors qu’en fait nous avons montré que (17.3) est bien posé dès que µ 6∈ V(GV ). Ce
résultat est beaucoup plus précis car les valeurs autorisées de µ ne sont pas confinées
à un disque comme pourrait le laisser penser le Théorème de Lax-Milgram. Mais de
plus, en vertu de (17.16), le problème (17.3) est bien posé dès que

µ < µ1 = min
v∈V

a(v, v)

‖v‖2
H

,

ce qui constitue une amélioration de la condition (17.27).
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17.3 Le problème de Dirichlet

Il ne nous reste plus qu’à traduire les résultats obtenus dans le cas d’un problème
pratique tel (17.1) ; ils s’appliquent sans aucune modification si on choisit de poser

V = H1
0 (O), H = L2(O),

a(u, v) =

∫

O

∇u · ∇v , et

q(v) =

∫

O

f v̄.

17.4 Le problème de Neumann

Le cas du problème de Neumann est plus instructif, soit en effet à étudier

−∆u− µu = f dans O, (17.28)

∂u

∂n
= 0 sur ∂O,

posant µ = τ − 1, on en donnera la formulation variationnelle suivante :

Trouver u ∈ H1(O), tel que ∀v ∈ H1(O), (17.29)∫

O

∇u · ∇v +

∫

O

uv − τ

∫

O

uv =

∫

O

fv.

On prendra donc, d’une façon qui a priori peut sembler un peu artificielle, mais qui a
le mérite de rendre a coercive positive

V = H1(O), H = L2(O), τ = µ+ 1

a(u, v) =

∫

O

∇u · ∇v +

∫

O

uv , et

q(v) =

∫

O

f v.

Il est clair que µ = 0 (ou τ = 1) est valeur propre de (17.29), avec pour sous-espace
propre les fonctions constantes sur O. D’après (17.24), la condition pour que (17.28)
ait une solution lorsque µ = 0 est la suivante :

∫

O

f = 0,

ce qui corrobore la condition (7.62).
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Chapitre 18

Oscillations d’un liquide dans un
réservoir

Il s’agit de l’étude des oscillations forcées d’un liquide dans un réservoir. Nous
supposons le fluide parfait, l’écoulement irrotationnel et dans l’hypothèse des faibles
mouvements. Nous notons Ω le domaine fluide, SL la position moyenne de la surface
libre, ϕ le potentiel des vitesses, π la pression à la surface libre et f le déplacement
normal imposé de la paroi du réservoir. Au premier ordre, en éliminant la hauteur de
la surface libre entre les équations cinématiques et dynamiques linéarisées, on obtient
les équations suivantes :

∆ϕ = 0dans Ω borné, (18.1)

∂ϕ

∂n
= νϕ+ πsur SL,

∂ϕ

∂n
= fsur Γ = ∂Ω \ SL.

18.1 Formulation variationnelle

A l’aide de la formule de Green, on obtient la formulation variationnelle suivante :

Trouver ϕ ∈ V, ∀ψ ∈ V, (18.2)

a(ϕ, ψ) − (ν + 1) (ϕ |ψ )H = q(ψ).

avec V = H1(Ω), H = L2(SL) et

a(ϕ, ψ) =

∫

Ω

∇ϕ · ∇ψ̄ +

∫

SL

ϕ ψ̄ dγ

q(ψ) =

∫

SL

π ψ̄ dγ +

∫

Γ

f ψ̄ dγ.

Proposition 18.1 La forme bilinéaire a est coercive sur V.
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Démonstration. En effet

a(ϕ,ϕ) = |ϕ|21,Ω +

∫ 2

SL
|ϕ|2 dγ

≥ |ϕ|21,Ω +
1

|SL|

(∫

SL
ϕdγ

)2

≥ min

(
1,

1

|SL|

)
[ϕ]2

avec

[ϕ]2 = |ϕ|21,Ω +

(∫

SL
ϕdγ

)2

,

soit
a(ϕ,ϕ) ≥ K ‖ϕ‖2

H1(Ω) ,

d’après l’inégalité de Poincaré-Friedrichs.

On note

(i) M l’application

L2(SL)
M−→ V ′ : θ 7→ q, où q(·) = (θ |·)L2(SL) . (18.3)

(ii) S l’application

V ′ S−→ V : q 7→ u (18.4)

où u est solution de

Trouver u ∈ V, tel que ∀v ∈ V, (18.5)

a(u, v) = q(v), avec q ∈ V ′.

(iii) ainsi que
G = S ◦M : L2(SL) −→ V, (18.6)

et
GV = G ◦ γ, et GH = γ ◦ G. (18.7)

où γ est la trace : V −→ L2(SL).

Le diagramme suivant résume ces définitions :

H
GH

−→ H
γ ↑ G ց ↑ γ

V −→
GV

V
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Lemme 18.2

(i) M est continue et injective.

(ii) S est un isomorphisme.

(iii) GV et GH sont compactes et auto-adjointes, respectivement par rapport à la forme
a et par rapport au produit scalaire naturel sur H.

Démonstration.

⊲ On aura

‖q‖V ′ = sup
ψ∈H1(Ω)

(θ |ψ )L2(Σ)

‖ψ‖H1(Ω)

≤ C ‖θ‖L2(Σ) ,

M est donc continue, c’est une injection car l’ensemble des traces sur SL des fonctions de
H1(Ω) est dense dans L2(SL).

⊲ C’est une conséquence du Théorème de Lax-Milgram.

⊲ La compacité de GV et GH découle de la continuité de S et M et de la compacité de γ.
On aura

a(Gg, ψ) = (g |γψ )L2(SL) , ∀g ∈ L2(SL), ∀ψ ∈ H1(Ω). (18.8)

De plus a étant continue, hermitienne et coercitive, elle constitue un produit scalaire sur V,
définissant une norme équivalente à la norme initiale ; le caractère auto-adjoint de GV et GH
en découle ; on aura en effet ∀ϕ,ψ ∈ V,

a(GV ϕ,ψ) = (γϕ |γψ )H = (γψ |γϕ)H = a(GV ψ,ϕ). (18.9)

De même, ∀ϕ̃, ψ̃ ∈ H,

(
GH ϕ̃

∣∣∣ψ̃
)
H

=
(
GH ψ̃ |ϕ̃

)
H

= a(Gψ̃,Gϕ̃) = a(Gϕ̃,Gψ̃) =
(
ϕ̃
∣∣∣GH ψ̃

)
H

(18.10)

18.2 Problèmes aux valeurs propres

Nous sommes maintenant en mesure d’étudier le problème homogène, soit en fait
le problème variationnel aux valeurs propres suivant :

Trouver ϕ ∈ V, ∀ψ ∈ V, (18.11)

a(ϕ, ψ) = µ (ϕ |ψ )H .

avec µ = ν + 1.
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Proposition 18.3 Le problème (18.11) peut s’exprimer sous les formes équivalentes
suivantes :

GV ϕ =
1

µ
ϕ, ϕ ∈ V, (18.12)

et

GHϕ̃ =
1

µ
ϕ̃, ϕ̃ ∈ H, (18.13)

où ϕ̃ = γϕ, (µ, ϕ) étant solution de (18.11).

Démonstration.

⊲ Le problème (18.11) a pour expression

ϕ = S(µM◦ γϕ),

soit encore ϕ = GV (µϕ) = µGV ϕ.
⊲ On peut présenter autrement ce raisonnement : compte tenu de (18.9), on a

(ϕ |ψ )H = (γϕ |γψ )H = a(GV ϕ,ψ);

le problème (18.11) peut donc s’exprimer sous la forme

a(ϕ,ψ) = µa(GV ϕ,ψ) ∀ψ ∈ V,

soit par coercivité de a, ϕ = GV (µϕ), ou encore (18.12).

⊲ Si (µ, ϕ) est solution de (18.12) alors, en multipliant à gauche (18.12) par γ on voit que
(µ, ϕ̃) est solution de (18.13), ϕ̃ n’étant pas nul puisque ϕ = µGϕ̃.
⊲ Réciproquement si (µ, ϕ̃) est solution de (18.13), on constate que

ϕ̃ = γ(µGϕ̃),

et multipliant par G, que (µ,Gϕ̃) vérifie (18.12). Il en résulte que (18.13) est équivalent à
(18.12).

Nous noterons désormais (µk, ek) les éléments propres du problème (18.11), choisis de
telle sorte que a(ek, ek) = 1, avec µk = νk + 1, et nous remarquons que a est positive.

On posera également yk = µ
1/2
k ek.

Théorème 18.4

(i) Les µk sont des nombres réels strictement positifs, et les ek peuvent être choisis
de façon à former un système orthonormal de V pour le produit scalaire a(·, ·).
(ii) 0 n’est pas valeur propre de GH , les µk forment une suite tendant vers l’infini et
les γyk forment une base orthonormale de L2(SL).
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(iii) 0 est valeur propre de GV , le sous-espace propre associé W n’est autre que

W =
{
v ∈ H1(Ω)

∣∣v|SL = 0
}
.

et son orthogonal

W⊥ =

{
u ∈ H1(Ω)

∣∣∣∣∆u = 0,
∂u

∂n |Γ
= 0

}

(iv) W et W⊥ sont stables sous l’action de GV et une base de H1(Ω) est formée de
l’union des ek et d’une base de W.

Démonstration.

⊲ Le caractère réel des µk est une conséquence du fait que GV est auto-adjoint. De plus on
a α ‖ek‖2

V ≤ a(ek, ek) = µ2
k ‖ek‖H , d’où le caractère positif des µk. D’après le Théorème de

représentation spectrale appliqué à l’opérateur GV , V est somme directe hilbertienne de ses
sous-espaces propres ; les vecteurs propres en composant les bases pouvant alors être choisis
orthogonaux et normés, c’est-à-dire vérifiant a(ek, ek) = 1.

⊲ Si ϕ̃ ∈ N (GH), on a (Gϕ̃)|SL = 0, mais comme d’après (18.8),

a(Gϕ̃, ψ) = (ϕ̃ |γψ )L2(SL) ,

on a ∆ (Gϕ̃) = 0 dans Ω, et ∂ (Gϕ̃) /∂n = 0 sur Γ ; comme de plus, par hypothèse Gϕ̃|SL = 0,
il en résulte que Gϕ̃ = 0. Par conséquent Mϕ̃ = 0 et donc ϕ̃ = 0. Mais par ailleurs, il est
clair que si ϕ̃ est vecteur propre de GH associé à la valeur propre θ, nécessairement non nulle,
alors

ϕ̃ = γ

(
1

θ
Gϕ̃
)

=⇒ Gϕ̃ = GV
(

1

θ
Gϕ̃
)
,

et par conséquent (θ,Gϕ̃) est élément propre de GV , c’est-à-dire que Gϕ̃ est l’un des ek, à
une constante multiplicative près. Comme θϕ̃ = γGϕ̃, on en déduit que les traces sur SL
des ek forment une base orthogonale dans L2(SL). H de dimension infinie est donc somme
Hilbertienne de sous-espaces propres tous de dimension finie, ils sont donc en nombre infini.
D’autre part on sait que le seul point d’accumulation des 1/µk est 0, il en résulte que µk tend
vers l’infini. De plus comme

a(ek, ek) = µk (ek |ek )H = (γyk |γyk )H ,

les γyk forment une base orthonormale de H.

⊲ Les éléments de W sont les fonctions ϕ 6= 0 de N (GV ), c’est-à-dire les fonctions ϕ qui
vérifient a(GV ϕ,ψ) = 0, ∀ψ ∈ H1(Ω), soit d’après (18.8) (γϕ |γψ )L2(SL) = 0 ∀ψ ∈ H1(Ω).

C’est exactement dire que ϕ|SL = 0, par densité de H1/2(SL) dans L2(SL). On aura donc

W =
{
v ∈ H1(Ω)

∣∣v|SL = 0
}
.

L’orthogonal de W est formé des fonctions ϕ telles que a(ϕ,ψ) = 0 ∀ψ ∈ H1(Ω), ψ|SL = 0,
soit les fonctions ϕ qui vérifient
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∫

Ω
∇ϕ · ∇ψ̄ = 0 ∀ψ ∈ H1(Ω), ψ|SL = 0,

ou encore ∆ϕ = 0 dans Ω et ∂ϕ/∂n = 0 sur Γ. On aura donc

W⊥ =

{
u ∈ H1(Ω)

∣∣∣∣∆u = 0,
∂u

∂n |Γ
= 0

}
.

⊲ On a bien entendu (GV )2 ϕ = 0 si ϕ ∈ W et par conséquent GV ϕ ∈ W. De plus si
ψ|SL = 0, a(GV ϕ,ψ) = (γϕ |γψ )L2(SL) = 0, soit GV ϕ ∈ W⊥. On pourra donc constituer une

base de H1(Ω), orthogonale pour a en ajoutant aux vecteurs propres de (18.11) une base de
W, soit par exemple les vecteurs propres êℓ du problème suivant :

Trouver ϕ ∈W, tel que ∀ψ ∈W, (18.14)∫

Ω
∇ϕ · ∇ψ̄ = λ

∫

Ω
ϕ ψ̄.

Nous normaliserons les êℓ de telle sorte que |êℓ|21,Ω = 1, et nous poserons ŷℓ = λ
1/2
ℓ êℓ.

La base des ŷk, est alors orthogonale dans W pour a, orthonormale dans L2(Ω), et on
aura a(ŷk, ŷj) = λkδij

18.3 L’alternative de Fredholm

Nous pouvons maintenant en revenir à l’étude du problème 18.1

Proposition 18.5 Le problème (18.1) peut se mettre sous les formes équivalentes
suivantes :

(i)
ϕ = GV (µϕ) + Sq,

(ii) soit (
1

µ
I − GV

)
ϕ =

1

µ
Sq, ϕ ∈ V. (18.15)

(iii) ou encore (
1

µ
I − GH

)
ϕ̃ =

1

µ
γ ◦ Sq, ϕ̃ ∈ H. (18.16)

Proposition 18.6 Les caractérisations suivantes sont valables :

(i)

H =

{
h =

∑

k≥1

αkyk|SL

∣∣∣∣∣‖h‖
2
H =

∑

k≥1

|αk|2 < +∞
}

(18.17)
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(ii)

V =

{
ϕ =

∑

k≥1

αkyk +
∑

ℓ≥1

α̂ℓŷℓ

∣∣∣∣∣a(ϕ, ϕ) =
∑

k≥1

µ2
k |αk| +

∑

ℓ≥1

λℓ |α̂ℓ|2 < +∞
}

(18.18)

Démonstration.

⊲ Le théorème de représentation nous montre que tout élément h de H est de la forme

h =
∑

k≥1

αkyk,

où la série converge normalement dans H. Réciproquement, si on pose hk =
∑k

i=1 αiyi, où les
αk vérifient

∑
k≥1 mod α2

k ≤ +∞, alors la suite hk vérifie ‖hm − hk‖2
H =

∑m
i=k+1 mod α2

i ;
il en résulte que hk est de Cauchy et par conséquent converge dans H.

⊲ Le même raisonnement s’applique dans V, muni du produit scalaire a(·, ·) et prouve que

V =



ϕ =

∑

k≥1

βkek +
∑

ℓ≥1

β̂ℓêℓ

∣∣∣∣∣∣
a(ϕ,ϕ) =

∑

k≥1

|βk|2 +
∑

ℓ≥1

∣∣∣β̂ℓ
∣∣∣
2
< +∞



 .

La caractérisation annoncée découle alors simplement des relations yk = µ
1/2
k ek et ŷℓ = λ

1/2
ℓ êℓ.

Théorème 18.7

(i) Si µ n’est pas valeur propre de (18.11), alors (18.1) est bien posé et sa solution
peut se mettre sous la forme suivante :

ϕ =
∑

k≥1

q(yk)

µk − µ
yk +

∑

ℓ≥1

q(ŷℓ)

λℓ
ŷℓ, (18.19)

où les séries convergent respectivement dans V et dans
{
w ∈ H1(Ω)

∣∣w|SL = 0
}
.

(ii) Si µ est l’une des valeurs propres de (18.11), soit µ = µi, alors (18.1) admet une
solution si et seulement si

q(y) = 0, ∀y ∈ Si, (18.20)

où Si est le sous-espace propre associé à µi, et les solutions de (18.1) sont de la forme

ϕ = y +
∑

k 6=i

q(yk)

µk − µ
yk +

∑

ℓ≥1

q(ŷℓ)

λℓ
ŷℓ (18.21)

où y est un élément quelconque de Si.

Démonstration.
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⊲ En vertu du Théorème de l’alternative de Fredholm, appliqué à la formulation (18.15), le
problème (18.1) est bien posé si et seulement si µ n’est pas valeur propre de (18.11). Si ϕ ∈ V,
on a vu précédemment que ϕ =

∑
k≥1 αkyk+

∑
ℓ≥1 α̂ℓŷℓ avec

∑
k≥1 µk |αk|2 +

∑
ℓ≥1 λℓ |α̂ℓ|2 <

+∞. Le fait pour ϕ d’être solution de (18.1) implique alors (µk − µ)αk = q(yk), ∀k ≥ 1 et
λℓα̂ℓ = q(ŷℓ) ∀ℓ ≥ 1. Si µ 6= µi, ∀i ≥ 1, alors on en déduit les valeur de αk ∀k, et de α̂ℓ ∀ℓ,
et par conséquent l’expression (18.19).

⊲ Si par contre µ est l’une des valeurs propres de (18.11) alors le problème (18.15)
équivalent à (18.1), admet des solutions si et seulement si Sq appartient à l’orthogonal de Si
pour le produit scalaire défini par a, soit a(Sq, y) = 0 ∀y ∈ Si, soit encore q(y) = 0 ∀y ∈ Si.
De plus il est clair que la formule

ϕ =
∑

k 6=i

q(yi)

µk − µ
yk +

∑

ℓ≥1

q(ŷℓ)

λℓ
ŷℓ

fait de ϕ une solution de (18.1), et que les autres en diffèrent d’une solution du problème
homogène, soit exactement d’un élément de Si.
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La transformée de Gelfand
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Chapitre 19

Le spectre de Gelfand

19.1 Caractères

Définition 19.1 On dit que χ : A → C est un caractère de A si c’est un homomor-
phisme complexe non nul, soit une forme linéaire vérifiant

χ (st) = χ (s) χ (t) .

Il existe une étroite relation entre les caractères d’une algèbre de Banach et le spectre
de ses éléments, et c’est ce qui explique que l’ensemble des caractères de A, noté Sp (A)
s’appelle le spectre de Gelfand de A.

Constatons tout d’abord qu’il existe une relation entre les caractères et la théorie
spectrale.

Proposition 19.2 Si χ est un caractère, alors

(i) χ (i) = 1

(ii) χ (t) ∈ Σ (t)

(iii) χ est une forme linéaire continue de norme 1.

Démonstration.

⊲ Soit s tel que χ (s) 6= 0, on aura χ (s) = χ (si) = χ (s) χ (i) , et par conséquent χ (i) = 1.

⊲ Si χ (t) /∈ Σ(t) , alors ∃s qui vérifie (t − χ (t) i)s=i, et nous aurons χ (t − χ (t) i)χ (s) =
1, ce qui est impossible car χ (t − χ (t) i) = 0.

⊲ Il en résulte que |χ (t)| ≤ ρ (t) ≤ ‖t‖ , ce qui prouve que χ est continue et ‖χ‖ = 1,
puisque χ (i) = 1.

199
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Notons la caractérisation suivante, quelque peu surprenante :

Proposition 19.3 Une forme linéaire ξ : A → C est un caractère si et seulement si
ξ (i) = 1 et ξ (t) 6= 0 pour tout t inversible.

Démonstration.

⊲ Soit p(λ) = ξ ((t − λ)n) , on aura donc d’une part

p(λ) =
n∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)
λn−kξ

(
tk
)
,

mais d’autre part

p(λ) =
n∏

i=1

(λ− λi) ,

où les λi sont les racines du polynôme p. Il en résulte que

−
(
n

1

)
λn−1ξ (t) = −λn−1

n∑

i=0

λi et

(
n

2

)
λn−2ξ

(
t2
)

= λn−2
n∑

1≤i<j≤n

λiλj ,

soit

nξ (t) =
n∑

i=0

λi et
n (n− 1)

2
ξ
(
t2
)

=
n∑

1≤i<j≤n

λiλj .

Par conséquent

n2 (ξ (t))2 = (nξ (t))2 =

(
n∑

i=0

λi

)2

=
n∑

i=0

λ2
i + 2

n∑

1≤i<j≤n

λiλj =
n∑

i=0

λ2
i + n (n− 1) ξ

(
t2
)
,

soit

n2
(
(ξ (t))2 − ξ

(
t2
))

=
n∑

i=0

λ2
i − nξ

(
t2
)
. (19.1)

⊲ Mais par ailleurs λi ∈ Σ(t) . Supposons en effet que λ ∈ Π (t) , alors (t − λ) est
inversible et par conséquent (t − λ)n , d’où par hypothèse

p(λ) = ξ ((t − λ)n) 6= 0,

ce qui prouve que λ n’est pas une racine de p. Il en résulte que |λi| ≤ ρ (t) , et par conséquent
d’après (19.1)

n
(
(ξ (t))2 − ξ

(
t2
))

≤ (ρ (t))2 − ξ
(
t2
)
, ∀n.

On en déduit que

(ξ (t))2 = ξ
(
t2
)
. (19.2)
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⊲ Pour p et q∈ A, on pourra alors écrire (ξ (p + q))2 = ξ
(
(p + q)2

)
, soit

(ξ (p))2 + (ξ (q))2 + 2ξ (p) ξ (q) = ξ
(
p2
)

+ ξ
(
q2
)

+ ξ (pq + qp) ,

et par conséquent
2ξ (p) ξ (q) = ξ (pq + qp) . (19.3)

On pourra donc écrire

4 (ξ (p))2 (ξ (q))2 = ξ
(
(pq + qp)2

)
= ξ

(
2 (pqpq+qpqp) − (pq − qp)2

)
,

soit

ξ
(
(pq − qp)2

)
+ 4 (ξ (p))2 (ξ (q))2 = 2ξ (p (qpq)+ (qpq)p) = 4ξ (p) ξ (qpq) , (19.4)

d’après (19.3).

⊲ Posons alors p=t−ξ(t)i et q=s, on aura ξ(p) = 0, et par conséquent, d’après (19.4),

0 = ξ
(
(pq − qp)2

)
, d’où ξ (ts − st) = ξ (pq − qp) = 0. Or ξ (ts + st) = 2ξ (t) ξ (s) ,

d’après (19.3) ; il en résulte que ξ (ts) = ξ (t) ξ (s) .

En particulier une forme linéaire ξ : A → C est un caractère si et seulement si
ξ(t) ∈ Σ(t), ∀t∈ A ; en effet, d’une part 0 /∈ Σ (t) si t est inversible, et d’autre part
ξ (i) ∈ Σ (i) = {1} , d’où ξ (i) = 1. Il en résulte plus généralement que les conditions
à remplir pour prétendre au statut de caractère sont peu contraignantes, ce qui laisse
un espoir de décrire le spectre des éléments de A à l’aide des caractères. L’avantage
déterminant réside dans le fait que le même ensemble d’objets, les caractères, permet
d’accéder conjointement au spectre de tous les éléments de A.

19.2 Idéaux et quotients

La notion d’idéal apparâıt de façon inéluctable lorsqu’on cherche à conserver son
caractère d’algèbre au quotient d’une algèbre de Banach par un sous-espace. C’est en
fait une notion familière, puisque les opérateurs compacts constituent un idéal bilatère
au sein des opérateurs bornés et, ce qui nous concerne plus directement ici, que le noyau
d’un caractère est également un idéal bilatère de l’algèbre de Banach.

Définition 19.4 Soit I un sous-espace vectoriel de A, c’est un idéal

(i) à gauche si ∀t∈ A, ∀s∈ I, ts∈ I,
(ii) à droite si ∀t∈ A, ∀s∈ I, st∈ I,
(iii) bilatère si ∀t∈ A, ∀s∈ I, st et ts∈ I.
De façon générale on omet le qualificatif bilatère et on parle alors simplement d’un
idéal.
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Définition 19.5 Soit I un idéal de A, (resp. à gauche, à droite)

(i) c’est un idéal (resp. à gauche, à droite) propre s’il est différent de A.
(ii) c’est un idéal (resp. à gauche, à droite) maximal s’il n’est contenu dans aucun
autre idéal (resp. à gauche, à droite) propre.

Proposition 19.6

(i) Un idéal (resp. à gauche, à droite) propre ne contient pas d’élément inversible
(resp. à gauche, à droite).

(ii) Si I est un idéal (resp. à gauche, à droite) propre, alors ‖i + s‖ ≥ 1, ∀s∈ I.
(iii) L’adhérence d’un idéal (resp. à gauche, à droite) propre est un idéal (resp. à
gauche, à droite) propre.

Démonstration.

⊲ Supposons en effet par exemple que s∈ I, idéal à droite, soit inversible à droite, alors
∃p tel que sp=i∈ I, et par conséquent, ∀t∈ A, t=spt∈ I, soit I = A.
⊲ Posons t=i+s, et supposons que ‖t‖ < 1, alors −s=i−t est inversible en vertu de la

proposition 8.5, ce qui constitue une contradiction.

⊲ Soit par exemple s∈ I, où I est un idéal à droite, on aura s= limn→∞sn, où sn ∈ I, et
si t∈ A, snt→st, où snt∈ I, puisque la multiplication est continue en vertu de l’inégalité
(8.1). Il en résulte que st∈ I, ce qui prouve que I est un idéal à droite. Mais de plus, nous
venons de voir que ‖i + sn‖ ≥ 1, d’où ‖i + s‖ ≥ 1, et ceci ∀s∈ I, et par conséquent −i/∈ I, ce
qui prouve que I est propre.

Proposition 19.7 Si I est un idéal propre fermé de A,
(i) A/I est une algèbre de Banach unitaire.

(ii) La projection canonique π : A → A/I, soit π (t) =
·
t, est un homomorphisme

d’algèbres continu de norme 1.

Démonstration.

⊲ Soient
·
t et

·
p ∈ A/I, il est loisible de poser

·
t

·
p =

·
tp, en effet, si s1 et s2 ∈ I, on a

(t + s1) (p + s2) =tp+q, où q=s1p+ts2+s1s2 ∈ I. De plus

∥∥∥ ·
t

·
p

∥∥∥ =
∥∥∥ ·
tp

∥∥∥ = inf
q∈I

‖tp + q‖ ≤ inf
s1,s2∈I

‖(t + s1) (p + s2)‖

≤ inf
s1∈I

‖t + s1‖ inf
s2∈I

‖p + s2‖ =
∥∥∥ ·
t

∥∥∥
∥∥∥ ·
p

∥∥∥ ,

ce qui fait de A/I une algèbre de Banach, puisque I est fermé. Cette algèbre a pour unité
·
i,

et d’après 19.6 (ii), on aura
∥∥∥·i
∥∥∥ = infq∈I ‖i + q‖ , avec 1 ≤ infq∈I ‖i + q‖ ≤ ‖i‖ = 1.
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⊲ On aura ‖π‖ = supt∈A

(∥∥∥ ·
t

∥∥∥ / ‖t‖
)
, où

1 =
∥∥∥·i
∥∥∥ / ‖i‖ ≤ sup

t∈A

(∥∥∥ ·
t

∥∥∥ / ‖t‖
)
≤ 1.

Proposition 19.8 Soit ω un homomorphisme d’algèbres de Banach borné : A → B.
(i) N (ω) est un idéal fermé de A
(ii) ω se factorise de façon unique sous la forme ω =

·
ω◦π, où

·
ω est un homomorphisme

injectif isométrique : A/N (ω) → B et π est la projection canonique : A → A/N (ω).

Démonstration.

⊲ Il est bien clair que si s∈ N (ω), alors ω (st) = ω (s)ω (t) = 0 = ω (ts) , soit st et
ts∈ N (ω).

⊲ Soit
·
t ∈ A/N (ω), on définit sans ambigüité

·
ω par la formule

·
ω
(

·
t
)

= ω (t) , ce qui fait

de
·
ω une injection, et on aura

·
ω
(

·
t

·
p
)

=
·
ω
(

·
tp
)

= ω (tp) = ω (t)ω (p) =
·
ω
(

·
t
)

·
ω
(

·
p
)
.

⊲ On aura d’une part ‖ω‖ =
∥∥∥ ·
ω ◦ π

∥∥∥ ≤
∥∥∥ ·
ω
∥∥∥ ‖π‖ =

∥∥∥ ·
ω
∥∥∥ , et d’autre part, ∀s∈ N (ω),

∥∥∥ ·
ω
(

·
t
)∥∥∥ = ‖ω (t)‖ = ‖ω (t + s)‖ ≤ ‖ω‖ ‖t + s‖ ≤ ‖ω‖

∥∥∥ ·
t

∥∥∥ ,

soit
∥∥∥ ·
ω
∥∥∥ ≤ ‖ω‖ .

Théorème 19.9

(i) Tout idéal (resp. à gauche, à droite) maximal est fermé

(ii) Tout idéal (resp. à gauche, à droite) est contenu dans un idéal (resp. à gauche, à
droite) maximal

Démonstration.

⊲ Soit par exemple M un idéal maximal, d’après la proposition 19.6 (iii), M est propre,
et par conséquent que M = M, puisque M est maximal.

⊲ Soit I un idéal propre, et P l’ensemble des idéaux propres contenant I ; c’est un ensemble
partiellement ordonné par l’inclusion, et il est inductivement ordonné, car si J en est un
sous-ensemble totalement ordonné, ∪J∈JJ est un idéal qui majore J ; il est propre car i

n’appartient à aucun des J . Le lemme de Zorn 1.4 permet de conclure à l’existence d’un
élément maximal dans P.
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19.3 Permanence spectrale

Nous démontrerons par la suite que c’est la considération des algèbres de Banach
commutatives qui conduit à la situation la plus satisfaisante : celle où les caractères
sont assez nombreux pour décrire l’ensemble du spectre de chaque élément de l’algèbre.
Il reste que l’algèbre qui nous intéresse au premier chef, soit L(X) est décidément
non commutative, ce qui nous conduira à considérer des sous-algèbres commutatives
fermées de L(X), qui seront donc elles-mêmes des espaces de Banach pour la topologie
induite, on parlera de sous-algèbres de Banach. La question qui se pose alors est celle
de la relation entre le spectre d’un élément dans l’algèbre initiale et celui dans la sous-
algèbre. La notion de connexité est à cet égard essentielle ; commençons par rappeler
quelques notions topologiques élémentaires.

Définition 19.10 Si S ⊂ E, espace topologique, on pose

∂S = S ∩ Sc =

(
◦

S ∪
◦

Sc
)c
,

c’est le bord de S. On aura alors

E =
◦

S ∪
◦

Sc ∪ ∂S,

où l’union est disjointe.

Définition 19.11

(i) On dit qu’un espace topologique E est connexe s’il ne peut être décomposé en
l’union de deux ouverts disjoints non vides

(ii) On dit que deux points sont connectés s’ils appartiennent à un même sous-ensemble
de E, connexe pour la topologie induite.

(iii) On appelle composantes connexes de E les classes d’équivalence du quotient de E
par la relation d’équivalence de connexion.

(iv) On dit qu’un espace topologique E est localement connexe s’il possède un système
fondamental de voisinages connexes.

Une notion plus concrète est celle de connexité par arcs

Définition 19.12

(i) On dit qu’un espace topologique E est connexe par arcs si deux points quelconques
de E peuvent être joints par un chemin continu.

(ii) On dit qu’un espace topologique E est localement connexe par arcs s’il possède
un système fondamental de voisinages connexes par arcs.

Proposition 19.13
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(i) Un espace connexe par arcs est connexe

(ii) Les composantes connexes sont des sous-ensembles connexes maximaux

(iii) Un espace topologique est l’union disjointe des ses composantes connexes

(iv) Un espace connexe, localement connexe par arcs, est connexe par arcs

(v) Dans un espace localement connexe, une composante connexe est à la fois ouverte
et fermée.

Lemme 19.14 Si B est une algèbre de Banach, si G(B) note le groupe des éléments
inversibles de B et si t∈ ∂G(B), et tn ∈ G(B) →t, alors ‖t−1

n ‖ → ∞.

Démonstration. Supposons que la conclusion soit fausse, alors il existe un nombre M
et une sous-suite tn′ extraite, tels que

∥∥t−1
n′

∥∥ < M. Pour n′ assez grand, on aura de plus
‖tn′ − t‖ < 1/M, et par conséquent

∥∥i − t−1
n′ t

∥∥ =
∥∥t−1

n′ (tn′ − t)
∥∥ < 1,

ce qui prouve, en vertu de 8.5 (i) que t−1
n′ t est inversible. Mais comme t=tn′

(
t−1
n′ t

)
, il en

résulte que t∈ G(B), ce qui est impossible, puisque G(B) est ouvert, selon le théorème 8.13.

Lemme 19.15 Si V et W sont des ouverts de l’espace topologique E, tels que V ⊂ W
et ∂V ∩W = ∅, alors V est une union de composantes connexes de W.

Démonstration. Notons Ω une composante connexe de W, telle que Ω ∩ V 6= ∅, on aura

Ω = Ω ∩
(

◦
V ∪

◦
V c ∪ ∂V

)
=

(
Ω ∩

◦
V

)
∪
(

Ω ∩
◦
V c

)
∪ (Ω ∩ ∂V ) =

(
Ω ∩

◦
V

)
∪
(

Ω ∩
◦
V c

)
;

comme
◦
V et

◦
V c sont disjoints, par connexité, il en résulte que (Ω ∩ V ) =

(
Ω ∩

◦
V

)
= Ω, soit

Ω ⊂ V.

Proposition 19.16 Si B est une sous-algèbre de Banach de A contenant l’unité, alors

(i) G(B) ⊂ G(A)

(ii) G(B) est une union de composantes connexes de G(A) ∩ B.
Démonstration.

⊲ Il est clair tout d’abord que si t∈ B possède un inverse s dans B, alors il est inversible
dans A.
⊲ Montrons que ∂G(B) ∩ G(A) = ∅ ; soit donc p∈ ∂G(B), c’est la limite d’une suite pn

d’éléments de G(B). Supposons que p∈ G(A), alors selon le théorème 8.13, par continuité de
l’inverse, on aura p−1

n →p−1 ; mais par ailleurs d’après le lemme 19.14, on aura
∥∥p−1

n

∥∥→ ∞,
ce qui constitue une contradiction. L’application du lemme 19.15 avec E = B, V = G(B) et
W = G(A) ∩ B permet alors de conclure.
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Nous appellerons trous dans ΣA(t) les composantes connexes bornées de ΠA(t).

Proposition 19.17 Si B est une sous-algèbre de Banach de A contenant l’unité, alors
∀t∈ B
(i) ΣA(t) ⊂ ΣB(t).

(ii) ∂ΣB(t) ⊂ ΣA(t)

(iii) ΣB(t) est l’union de ΣA(t) et de certains (éventuellement aucun) des trous de
ΣA(t).

Démonstration.

⊲ On a vu que G(B) ⊂ G(A), et par conséquent ΠB(t) ⊂ ΠA(t), soit ΣA(t) ⊂ ΣB(t).

⊲ Montrons que ∂ΣB(t) ⊂ ΣA(t) et supposons à cet effet que λ ∈ ΠA(t) ; alors t−λ est
inversible dans A, soit p cet inverse. Si on suppose que de plus λ ∈ ∂ΣB(t) ⊂ ΠB(t), alors
∃ λn → λ, telle que λn ∈ ΠB(t). Comme t−λn est inversible dans B, il l’est dans A, soit pn
cet inverse ; en vertu du théorème 8.13, on aura pn →p, ce qui implique que p∈ B = B, et
par conséquent que λ ∈ ΠB(t). Il s’agit là d’une contradiction, puisque ΣB(t) étant fermé,
∂ΣB(t) ⊂ ΣB(t).

⊲ Nous venons de montrer que

∂ΠB(t) = ∂ΣB(t) ⊂ ΣA(t) = (ΠA(t))c ,

soit en fait ∂ΠB(t)∩ΠA(t) = ∅ ; d’après le lemme 19.15, il en résulte que ΠB(t) également
une union de composantes connexes de ΠA(t) et donc que que ΠA(t) \ΠB(t) est une union
de composantes connexes de ΠA(t). Comme ΠA(t) \ ΠB(t) = ΣB(t) \ ΣA(t), il en résulte
que ΣB(t) est l’union de ΣA(t) et de composantes connexes de ΠA(t), ces dernières étant
nécessairement bornées, puisque ΣB(t) l’est.

Si par exemple ΣA(t) est un cercle, ΣB(t) ne peut être que ΣA(t) lui même ou le
disque dont ΣA(t) est le bord.

Corollaire 19.18 Si ΠA(t) est connexe, alors ΣB(t) = ΣA(t).

19.4 Algèbres de Banach commutatives

Il est permis de se poser la question de l’existence de caractères, en fait le théorème
suivant montre que dans le cas d’une algèbre commutative, il y en a assez pour que
l’ensemble des caractères suffise à décrire le spectre de tous ses éléments.

Théorème 19.19 (Gelfand) Soit A une algèbre de Banach commutative,

(i) L’application χ→ N (χ) est une bijection de l’ensemble des caractères dans celui
des idéaux maximaux de A.
(ii) Pour que t∈ A soit inversible, il faut et il suffit qu’il n’appartienne à aucun idéal
propre de A.
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(iii) Pour que t∈ A soit inversible, il faut et il suffit qu’il n’appartienne au noyau
d’aucun caractère.

(iv) ∀t∈ A, on a

Σ(t) = {χ(t) |χ ∈ Sp (A)} .

Démonstration.

⊲ Soit χ un caractère, il est clair tout d’abord que N (χ) est un idéal ; comme selon la
proposition B.5 (iii), N (χ) est de codimension 1, d’après 15.2 il a un supplémentaire topo-
logique, dont la dimension est égale à 1 d’après B.5 (ii). N (χ) ne peut donc être strictement
contenu dans aucun sous-espace strict de A, c’est dire que N (χ) est maximal.

⊲ Réciproquement, si I est un idéal maximal, alors il est fermé en vertu du théorème 19.9,
et A/I est une algèbre de Banach d’après la proposition 19.7, trivialement commutative.
Choisissons t∈ A \ I, et posons J = {pt + s |p ∈ A, s ∈ I } ; c’est un idéal, qui contient
strictement I, puisque t/∈ I ; d’où il résulte que J = A, et par conséquent qu’il existe
p∈ A et s∈ I tels que pt+s=i. Si π est l’homorphisme canonique A → A/I, on aura donc

π (p)π (t) + π (s) = π (i) , soit
·
p

·
t =

·
i. Il en résulte que tous les éléments non nuls de A/I

sont inversibles, et par conséquent d’après le théorème 8.19, que A/I est isométriquement
isomorphe à C ; notons θ : A/I → C, cet isomorphisme. L’application χ = θ ◦ π est alors
un caractère, dont le noyau n’est autre que I. Comme θ et π sont isométriques, on retrouve
bien le fait que ‖χ‖ = 1.

⊲ On sait déjà d’après la proposition 19.6 qu’aucun élément inversible n’appartient à un
idéal propre ; réciproquement si t n’est pas inversible, alors i/∈ At qui est par conséquent
un idéal propre. En vertu du théorème 19.9, il en résulte que At est contenu dans un idéal
maximal ; c’est dire en particulier que t appartient à un idéal maximal, c’est-à-dire au noyau
d’un caractère.

⊲ Si χ est un caractère, on a déjà vu à la proposition 19.2 (ii) que χ (t) ∈ Σ(t) , et par
conséquent un élément inversible ne peut appartenir au noyau d’un caractère. Réciproquement,
si t n’est pas inversible, nous venons de voir qu’il appartient à un idéal maximal et donc
d’après (??) au noyau d’un caractère.

⊲ Enfin, nous venons de rappeler que {χ(t) |χ ∈ Sp (A)} ⊂ Σ(t). Réciproquement, si
λ ∈ Σ(t) , alors t−λ n’est pas inversible, d’après l’item (iii) il appartient donc au noyau d’un
caractère, soit χ, et on aura

χ (t) − λ = χ (t − λ) = 0.

On ne doit pas perdre de vue le fait que c’est l’hypothèse de commutativité qui nous
a permis de démontrer l’inversibilité des éléments non nuls de A/I, et par conséquent
de mettre en œuvre le théorème 8.19.

19.4.1 La transformation de Gelfand

Définition 19.20
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(i) La transformée de Gelfand de t est l’application t̂ : Sp (A) → Σ (t) ⊂ C définie
par

t̂ (χ) = χ (t) .

(ii) L’application Γ : t→ t̂ s’appelle la transformation de Gelfand. On note

Â = R (Γ) .

Définition 19.21

(i) On appelle radical de l’algèbre de Banach commutative A, et on note RadA,
l’intersection de ses idéaux maximaux.

(ii) On dit que A est simple si le seul idéal propre qu’elle contient est {0} .
(iii) On dit que A est semi-simple si RadA = {0} .

Théorème 19.22

(i) Si on munit Sp (A) ⊂ A′ de la topologie induite par celle du dual fort A′, les t̂

sont des applications continues et Â est une sous-algèbre unitaire de C0 (Sp (A)) qui
sépare les points.

(ii) Σ (t) = R
(
t̂
)
, et

∥∥t̂
∥∥
∞

= ρ (t) , où
∥∥t̂
∥∥
∞

= supχ∈Sp(A) |χ (t)| .
(iii) La transformation de Gelfand est un homomorphisme de A sur Â, et on a

N (Γ) = RadA.

(iv) Le radical de A est formé de ses éléments quasi-nilpotents.

Démonstration.

⊲ On aura
∣∣t̂ (χ1) − t̂ (χ2)

∣∣ = |χ1 (t) − χ2 (t)| = |(χ1 − χ2) (t)| ≤ ‖(χ1 − χ2)‖ ‖t‖ ,

ce qui montre que la transformée de Gelfand d’un élément de A est continue, soit Â ⊂
C0 (Sp (A))

⊲ Notons que î = 1, puisque χ (i) = 1, ∀χ, ce qui montre que Â est unifère. De plus Â
sépare les points, en effet dire que χ1 6= χ2, c’est dire qu’il existe t tel que χ1 (t) 6= χ2 (t) ,
soit t̂ (χ1) 6= t̂ (χ2) .

⊲ En vertu du théorème 19.19, il est clair que Σ (t) = R
(
t̂
)
, et on aura de plus

∥∥t̂
∥∥
∞

=

supχ∈Sp(A)

∣∣t̂ (χ)
∣∣ , et par conséquent

∥∥t̂
∥∥
∞

= ρ (t) .

⊲ La transformation de Gelfand est un homomorphisme, en effet

λ̂t (χ) = χ (λt) = λχ (t) = λt̂ (χ) ,

et de même

p̂ + t (χ) = χ (p + t) = χ (p) + χ (t) = p̂ (χ) + t̂ (χ) =
(
p̂ + t̂

)
(χ) ,

et
p̂t (χ) = χ (pt) = χ (p)χ (t) = p̂ (χ) t̂ (χ) =

(
p̂t̂
)
(χ) .



19.4 Algèbres de Banach commutatives 209

⊲ On aura

N (Γ) = {t |χ (t) = 0, ∀χ ∈ Sp (A)} = ∩χ∈Sp(A)N (χ) = RadA,

d’après le théorème 19.19 (i). Il en résulte que t∈ RadA si et seulement si t̂ = 0, soit
ρ (t) = 0, d’après (ii).

De façon générale, on munira Sp (A) de la topologie de Gelfand σ (Sp (A) ,A) , soit
en fait la moins fine rendant les t̂ continues, c’est la restriction à Sp (A) de la topologie
∗-faible de A′.

Théorème 19.23 Muni de la topologie de Gelfand, Sp (A) est compact.

Démonstration.

⊲ Le théorème de Banach-Alaoglu nous montre que la boule unité fermée B du dual fort
A′ de A, est ∗-faiblement compacte (Schwartz p.299, Rudin p.66, Brézis p.42). D’après la
proposition 19.2 (iii), on a Sp (A) ⊂ B ; il nous suffira donc de démontrer que Sp (A) est
∗-faiblement fermée dans A′, c’est encore dire que si Λ0 appartient à l’adhérence ∗-faible de
Sp (A) , alors Λ0 est un caractère, soit en fait que Λ0 (tp) = Λ0 (t) Λ0 (p) et Λ0 6= 0.

⊲ Choisissons p et t∈ A, notons q1 =i, q2 =p, q3 =t, q4 = pt, et posons

W =
{
Λ ∈ A′ ||Λ (qi) − Λ0 (qi)| ≤ ε, ∀i = 1, 4

}
.

C’est un voisinage ∗-faible de Λ0, il contient donc un caractère, soit χ. On aura alors

|1 − Λ0 (i)| = |χ (i) − Λ0 (i)| = |χ (q1) − Λ0 (q1)| ≤ ε,

ce qui implique que Λ0 6= 0 dès que ε est assez petit. Pour tout ε, on aura également

Λ0 (tp) − Λ0 (t) Λ0 (p) = Λ0 (tp) − χ (tp) + χ (t)χ (p) − Λ0 (t) Λ0 (p)

= Λ0 (tp) − χ (tp) + (χ (p) − Λ0 (p))χ (t) + (χ (t) − Λ0 (t)) Λ0 (p) ,

= Λ0 (q4) − χ (q4) + (χ (q2) − Λ0 (q2))χ (t) + (χ (q3) − Λ0 (q3)) Λ0 (p)

d’où

|Λ0 (tp) − Λ0 (t) Λ0 (p)| ≤ (1 + |χ (t)| + |Λ0 (p)|) ε ≤ (1 + ‖t‖ + |Λ0 (p)|) ε,

et le résultat.

Il semble donc que la théorie des algèbres commutatives semi-simples se réduise à celle
des algèbres de fonctions continues ; la réalité est plus complexe, car la caractérisation
de Â peut être particulièrement difficile. Nous allons en voir ci-dessous quelques exemples
simples, mais commençons par établir deux corollaires faciles et tout d’abord la généralisation
de l’item (iii) de la proposition 19.2 :
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Corollaire 19.24 Soit Θ un homorphisme : B → A, où B est une algèbre de Banach
commutative semi-simple et A une algèbre de Banach commutative, alors Θ est continu.

Démonstration. Choisissons tn → 0 telle que Θ (tn) converge, soit vers τ. Si ξ ∈ Sp (B) ,
alors χ = ξ ◦ Θ ∈ Sp (A) , et par conséquent, χ est continu. Il en résulte que

ξ (τ) = lim
n→∞

ξ (Θ (tn)) = lim
n→∞

χ (tn) = 0,

∀ξ ∈ Sp (B) ; c’est dire que τ appartient au noyau de la transformation de Gelfand, soit
τ ∈ RadB = {0} . Le théorème du graphe fermé 3.17 nous montre alors que Θ est continu.

On a donc démontré que, dans le cas commutatif, la transformée de Gelfand d’un
élément capture l’ensemble de son spectre, par contre deux éléments qui diffèrent d’un

quasi-nilpotent ont même transformée de Gelfand, ce qui ne permet pas de caractériser
les éléments de l’algèbre par leur transformée de Gelfand.

Proposition 19.25 Dans une algèbre de Banach A commutative semi-simple, toute
involution est continue.

Démonstration. Soit χ un caractère, alors ξ défini par ξ (t) = χ (t∗) est également un
caractère, et par conséquent est continu. Soit alors tn →t, si t∗

n converge, soit vers p, on
aura

χ (p) = lim
n→∞

χ (t∗
n) = lim

n→∞
ξ (tn) = ξ (t) = χ (t∗) ,

soit χ (p) = χ (t∗) , soit encore p̂ = t̂∗. Comme A est semi-simple, la transformation de
Gelfand est injective, et par conséquent p=t∗. La continuité de l’involution en résulte d’après
le théorème du graphe fermé 3.17.

19.4.2 Les fonctions continues sur un compact

Considérons l’algèbre de Banach commutative A = C0 (K) , où K est un espace
compact. Si on pose χt(f) = f(t), il est clair que χt est un caractère ; nous allons
montrer qu’il n’y en a pas d’autres, soit en fait que si ξ est un caractère ∃t, tel que ∀f,
ξ(f) = f(t), ou encore que

⋂

f∈C0(K)

Kf 6= ∅, où Kf = {t ∈ K |ξ(f) = f(t)} .

Supposons qu’il n’en soit pas ainsi, alors comme les Kf sont fermés et donc compacts,
il existe un sous-ensemble fini de fonctions soient fi, i = 1, n, telles que

⋂
i=1,nKfi

= ∅.
Posons

g(t) =
n∑

i=1

|ξ(f) − fi(t)|2 ,
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c’est une fonction positive continue sur le compact K, qui par hypothèse ne s’annule
pas, et par conséquent ∃ε > 0, tel que g(t) − ε ≥ 0. D’après le lemme 19.26 (i) ci-
dessous, il en résulte que ξ (g − ε1) ≥ 0, soit ξ (g) ≥ εξ(1) = ε > 0. Mais d’après le
lemme 19.26 (ii), on aura également

ξ
(
|ξ(fi)1 − fi|2

)
= ξ (ξ(fi)1 − fi) ξ

(
ξ(fi)1 − fi

)
= |ξ (ξ(fi)1 − fi)|2 = 0,

et par conséquent ξ(g) = 0, ce qui constitue une contradiction.

On a donc montré que t→ χt constitue une bijection K → SpA ; elle est continue
pour la topologie ∗-faible, et comme K est compact, c’est en fait un homéomorphisme
d’après le lemme 19.27 ci-dessous. Comme f̂ (χt) = χt (f) = f(t), on aura Σ(f) =

{f(t) |t ∈ K } = R(f). Quant à la transformation de Gelfand, qui transforme f en f̂ , à
l’isomorphisme près t→ χt, ce n’est rien d’autre que l’identité de C0 (K) . On ne peut
pas affirmer qu’il s’agisse là d’un résultat extraordinaire, mais il a au moins le mérite
de la simplicité.

Lemme 19.26 SoitK compact, on pose R(f) = {f(t) |t ∈ K, f ∈ C0 (K)} , si ξ est
une forme linéaire sur C0 (K) qui vérifie ‖ξ‖ = ξ(1) = 1, alors

(i) ξ(f) appartient à l’enveloppe convexe fermée de R(f).

(ii) R(f) = R(f).

Démonstration.

⊲ Remarquons tout d’abord que l’enveloppe convexe fermée de R(f) est incluse dans
l’intersection des disques fermés contenant R(f). Comme R(f) est bornée, son enveloppe
convexe fermée est un compact, qui peut être strictement séparé par une droite d’un point t
qui lui est extérieur, en vertu du théorème 5.28. Il en résulte que l’on peut trouver un disque
fermé contenant R(f) et ne contenant pas t, et par conséquent que l’enveloppe convexe fermée
de R(f) est l’intersection des disques fermés contenant R(f).

⊲ Soit f ∈ C0 (K) , il nous faut donc montrer que tout disque fermé DR(z) contenant R(f)
contient également ξ(f). Supposons donc que R(f) ⊂ DR(z), on aura alors |f(t) − z| ≤ R,
∀t ∈ K, soit ‖f − z1‖ ≤ R, et par conséquent

|ξ (f) − z| = |ξ (f − z1)| ≤ ‖ξ‖ ‖f − z1‖ ≤ R,

soit ξ(f) ∈ DR(z).

⊲ Si f ∈ C0 (K) , on peut toujours la décomposer sous la forme f = g + ih, où g et h sont
continues sur K, à valeurs réelles. De l’item (i), il résulte que ξ (g) et ξ (h) sont réels, et par
conséquent

ξ
(
f
)

= ξ (g − ih) = ξ (g) − iξ (h) = ξ (g) + iξ (h) = ξ (f),

d’où le résultat.
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Lemme 19.27 Si f est une fonction continue et bijective : K → Y, où K est un espace
compact et Y un espace séparé, alors f−1 est continue.

Démonstration. Si F est fermé dans K, c’est un compact, et par conséquent f(F ) est
compact et en particulier fermé. Il en résulte que f−1 est continue, l’image réciproque par
f−1 d’un fermé étant fermée.

19.4.3 L’algèbre de Wiener

Notons W l’ensemble des fonctions continues sur le cercle unité T, dont la série de
Fourier converge absolument, soit l’ensemble des fonctions f : T→ C, telles que

f(t) =
∑

n∈Z

ant
n, avec

∑

n∈Z

|an| <∞.

Nous allons démontrer que si f ∈ W et ne s’annule pas sur T, alors 1/f ∈ W. Il s’agit
d’un résultat considéré comme difficile, du moins jusqu’à la mise au point par Gelfand
de la démonstration qui suit.

Considérons l’algèbre de Banach commutative A = ℓ1(Z) munie du produit de
convolution

(p = s ∗ q) ⇐⇒ pk =
∑

n∈Z

sk−nqn.

L’unité I est égale à la suite (en) dont tous les éléments sont nuls hormis e0 = 1. Si
t ∈ T, et s= (sn) ∈ ℓ1(Z), on pose

ŝ (χt) = χt(s) =
∑

n∈Z

snt
n = fs(t).

On aura χt(i) = 1, et on vérifie que χt(s∗q) = χt(s)χt(q) ; les χt sont donc des
caractères de ℓ1(Z), démontrons que ce sont les seuls.

Si ξ ∈ SpA, on pose λ = ξ (r) , avec r= (rn) où les rn sont nuls sauf r1 = 1. On
aura ‖r‖ = 1, et par conséquent |λ| = |ξ (r)| ≤ 1, puisqu’un caractère est de norme 1.
De plus r est inversible, d’inverse r̃ = (r̃n) , où les r̃n sont nuls sauf r̃−1 = 1 ; comme∥∥r̃
∥∥ = 1, on en déduit que |1/λ| = |1/ξ (r)| =

∣∣ξ
(
r̃
)∣∣ ≤ 1, et par conséquent |λ| = 1,

ce qui permet de considérer le caractère χλ.

Comme χλ(r) = λ, on aura ξ
(
rk
)

= λk = χλ(r
k), ∀k ∈ Z ; comme les rk =

(rn−k+1) forment une base de ℓ1(Z), il en résulte que ξ (s) = χλ(s), ∀s ∈ ℓ1(Z).

L’application t→ χt est donc une bijection T→ SpA, et par conséquent

Σ(s) =

{
λ ∈ C

∣∣∣∣∣∃θ,
∑

n∈Z

sne
inθ = λ

}
.
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Si fs(t) =
∑

n∈Z
snt

n ne s’annule pas, alors 0 /∈ Σ(s), et par conséquent s est

inversible, soit s̃ cet inverse ; on aura ŝ ̂̃s = 1, soit fes = 1/fs ∈ W.

19.4.4 La transformation de Fourier

On considère l’algèbre de Banach commutative L1(R), pour le produit de convo-
lution. Comme elle ne possède pas d’unité, on lui en adjoint une, que l’on nomme
usuellement δ, de la façon décrite à la remarque 8.3. On aura alors A = L1(R) × C,
avec

(f, α) ∗ (g, β) = (f ∗ g + αg + βf, αβ)

et δ = (0, 1), soit encore

(f + αδ) ∗ (g + βδ) = f ∗ g + αg + βf + αβδ,

ce qui permet encore d’écrire A = L1(R) + Cδ.

On pose 〈χt, f + αδ〉 = F(f)(t)+α, où F(f) ∈ C0(R) note la transformée de Fourier
de f, ainsi que 〈χ∞, f + αδ〉 = α. Les χt, où t ∈ R = R∪{∞} sont des caractères de
A, car

〈χt, (f + αδ) ∗ (g + βδ)〉 = F(f ∗ g + αg + βf)(t) + αβ

= F(f ∗ g)(t) + αF(g)(t) + βF(f)(t) + αβ

= (F(f)F(g)) (t) + αF(g)(t) + βF(f)(t) + αβ

= (F(f)(t) + α) (F(g)(t) + β) .

L’application t → χt est injective : R → Sp(A) ; montrons qu’elle est surjective. Soit
donc ξ ∈ Sp(A), ξ 6= χ∞ ; comme ξ est continu sur L1(R), c’est un élément de L∞(R),
au sens où ∃h ∈ L∞(R) tel que

〈ξ, f〉 =

∫

R

h(x)f(x) dx ;

comme de plus ‖ξ‖ = 1, on aura d’une part 1 = sup |〈ξ, f〉| / ‖f‖L1 ≤ ‖h‖L∞ , et

d’autre part
∣∣∣
∫ b
a
h(x) dx

∣∣∣ ≤ |b− a| , ∀a, b ∈ R. Il en résulte que ‖h‖L∞ = 1. Posons

f y(x) = f(x− y) ; pour f et g ∈ L1(R), d’après le théorème de Fubini, on aura

∫

R

〈ξ, f y〉 g(y) dy =

∫

R

h(x) dx

∫

R

f(x− y)g(y) dy = 〈ξ, f ∗ g〉

= 〈ξ, f〉 〈ξ, g〉 =

∫

R

〈ξ, f〉h(y)g(y) dy, ∀g ∈ L1(R).

Il en résulte que
〈ξ, f y〉 = 〈ξ, f〉h(y) pp. y.
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Comme l’application y → f y est continue : R→L1(R), la fonction h peut être choisie
continue. On aura de même

〈ξ, f〉h(y + z) =
〈
ξ, f y+z

〉
= 〈ξ, (f z)y〉 = 〈ξ, f z〉h(y) = 〈ξ, f〉h(z)h(y),

et par conséquent

h(y + z) = h(z)h(y).

Comme ‖h‖L∞ = 1, il en résulte qu’il existe t ∈ R, tel que h(x) = e−itx, soit 〈ξ, f〉 =
F(f)(t), ou encore ξ = χt.

Comme F(f) est continue, l’application t → χt : R → Sp(A) est continue pour
la topologie ∗-faible. Si tn → ∞, à condition de munir R de la topologie de la droite
achevée, soit celle de compactifié d’Alexandroff, alors χtn ⇀ χ∞, puisque F(f)(tn) → 0,
en vertu du théorème de Riemann-Lebesgue. Il résulte alors du lemme 19.27 que t→ χt
est un homéomorphisme R → Sp(A), puisque R est compact. Si on convient alors de
poser F(δ) = 1, on aura

f̂ + αδ (χt) = 〈χt, f + αδ〉 = F(f)(t) + α = F(f + αδ)(t),

ce qui permet de considérer la transformée de Gelfand de ϕ ∈ A comme l’applica-
tion t → F(ϕ)(t) ; c’est dire que la transformée de Gelfand n’est rien d’autre que la
transformée de Fourier. Notons que

Σ(f) = {0} ∪ {λ ∈ R, ∃t, λ = F(f)(t)} ,

ce qui n’a rien de très étonnant, car

(λ ∈ Π(f)) ⇐⇒ ∃g telle que (F(f) − λ)F(g) = 1.

19.5 Les C∗-algèbres

La difficulté qui subsiste est de même nature que dans le cas de la dimension finie
ou des opérateurs compacts : c’est l’existence d’opérateurs quasi-nilpotents (en fait
nilpotents en dimension finie) qui rend la diagonalisation de certains opérateurs im-
possible. Nous allons donc développer un cadre similaire à celui des matrices normales,
dans lequel les opérateurs quasi-nilpotents sont nuls. C’est là encore la considération
de l’adjoint, soit en fait ici de C∗-algèbres qui, de même qu’à la proposition 16.1,
permettra de conclure.

Notons déjà cette propriété valable dans toute algèbre de Banach involutive :

Proposition 19.28 Si t∈ A, algèbre de Banach involutive, alors t∈ RadA si et
seulement si t∗ ∈ RadA.
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Démonstration. Soit p∈ RadA, d’après la proposition C.13, p est quasi-nilpotent, ainsi
donc que tp et pt ∀t ∈ A, puisque selon la proposition C.9, RadA est un idéal. On aura
donc

ρ (tp∗) = ρ (t∗∗p∗) = ρ ((pt∗)∗) = ρ (pt∗) = 0, ∀t ∈ A.
Il en résulte que tp∗−i est inversible ∀t∈ A, et par conséquent d’après le corollaire C.11,
que p∗ ∈ RadA.

Remarque 19.29 Dans le cas commutatif, il s’agit d’une trivialité, puisque selon
19.22 (iv), RadA est l’ensemble des éléments quasi-nilpotents et que d’après 13.3
(v), ρ (t∗) = ρ (t) .

19.5.1 Sous-algèbres

Proposition 19.30 Si B est une C∗-sous-algèbre de Banach de la C∗-algèbre A, conte-
nant l’unité, alors ΣB (t) = ΣA (t) , ∀t∈ B.
Démonstration. Il est déjà clair que ΣA (t) ⊂ ΣB (t) . Soit alors réciproquement p∈ B,
ayant p−1 pour inverse dans A, nous montrerons que p−1 ∈ B. Comme s=p∗p∈ B est auto-
adjoint, en vertu de la proposition 13.10 (ii) on aura ΣB (s) ⊂ R. Il en résulte que ΣB (s) =
∂ΣB (s) ⊂ ΣA (s) , d’après la proposition 19.17. De plus s est inversible dans A d’après la
proposition 13.3 (iv) et par conséquent 0 /∈ ΣA (s) ⊃ ΣB (s) , ce qui prouve que s est inversible
dans B. Soit s−1 ∈ B cet inverse, considérons alors q=s−1p∗, c’est un inverse à gauche de p,
et par conséquent p−1 =q∈ B.

Il est donc possible de se restreindre à une C∗-sous-algèbre sans que soit modifiée la
notion de spectre.

19.5.2 C∗-algèbres commutatives

Théorème 19.31 (Gelfand, Naimark) Si A est une C∗-algèbre commutative, alors
la transformation de Gelfand Γ est un ∗-isomorphisme isométrique de A sur C0(Sp (A)) ;
c’est-à-dire qu’elle vérifie

t̂∗ =
(
t̂
)

et
∥∥t̂
∥∥
∞

= ‖t‖ ,
ce qui s’écrit encore

Γ (t∗) = Γ (t) et ‖Γ (t)‖∞ = ‖t‖ .
Démonstration.

⊲ Soit tout d’abord s∈ A, auto-adjoint, et χ ∈ Sp (A) , montrons que χ (s) ∈ R. Nous
poserons χ (s) = α + iβ, où α et β ∈ R, p=s+it i, et t ∈ R ; on aura pp∗ =s2 + t2i,
χ (p) = α+ i (β + t) , d’où

α2 + (β + t)2 = |χ (p)|2 ≤ ‖p‖2 = ‖pp∗‖ ≤ ‖s‖2 + t2,

et par conséquent ∀t ∈ R, α2 + β2 + 2βt ≤ ‖s‖2 ; il en résulte que β = 0.
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⊲ Soit alors t quelconque dans A ; en vertu de la proposition 13.3 (iii) nous aurons
t=p+is, où p et s sont auto-adjoints, d’où Φ ()

χ (t∗) = χ (p − is) = χ (p) − iχ (s) = χ (t),

c’est-à-dire t̂∗ =
(
t̂
)
.

⊲ Soit t∈ A, posons p=tt∗, on aura ‖t‖2 = ρ (p) , d’après la proposition 13.9 (ii). Comme

de plus t̂∗ =
(
t̂
)
, on aura p̂ (χ) = t̂t∗ (χ) = t̂ (χ) t̂∗ (χ) =

∣∣t̂ (χ)
∣∣2 , et par conséquent selon

le théorème 19.22 (ii)
∥∥t̂
∥∥2

∞
=
∥∥p̂
∥∥
∞

= ρ (p) = ‖t‖2 .

⊲ Enfin, selon le théorème de Stone-Weierstraβ 4.7, comme Â est une algèbre de fonc-
tions continues qui sépare les points dont nous venons de démontrer à l’item précédent le
caractère auto-adjoint, elle est dense dans C0(Sp (A)) ; mais de plus elle est fermée puisque
la transformation de Gelfand est une isométrie, et par conséquent Â = C0(Sp (A)).

Nous sommes maintenant en position de démontrer le résultat espéré : une C∗-algèbre
commutative ne contient pas d’éléments quasi-nilpotents non nuls.

Corollaire 19.32 Une C∗-algèbre A commutative est semi-simple.

Démonstration. En effet la transformation de Gelfand étant bijective, son noyau RadA
est réduit à {0} .

Une question essentielle n’a pas encore été abordée : une algèbre de Banach A et
un élément t∈ A étant donnés, peut-on construire une C∗-sous-algèbre commutative
B qui le contienne et permette d’en étudier le spectre ? Dans le cas où A est une
C∗-algèbre et t∈ A est normal on montre aisément que l’adhérence de l’algèbre des
polynômes de t et t∗ constitue une C∗-algèbre commutative B, stable par l’involution,
qui est dite engendrée par t ; bien entendu, les éléments de B sont normaux. Nous
savons que la transformation de Gelfand est inversible, nous allons voir qu’alors son
inverse induit, pour chaque élément de B, un prolongement du calcul holomorphe aux
fonctions continues sur le spectre.

Théorème 19.33 (calcul fonctionnel continu) Soient A une C∗-algèbre, et t∈ A,
normal ; si B est la C∗-sous-algèbre engendrée par t, alors

(i) La transformée de Gelfand t̂ de t est un homéomorphisme : Sp (B) → Σ (t) .

(ii) La formule

Φ̂ (f) = f ◦ t̂ soit encore Φ (f) = Γ−1
(
f ◦ t̂

)

définit l’unique ∗-homomorphisme d’algèbres Φ : C0 (Σ (t)) → B tel que

Φ (1) = i, et Φ (ζ) = t. (19.5)
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(iii) Φ est une isométrie : C0 (Σ (t)) → B qui vérifie

Φ
(
f̄
)

= (Φ (f))∗ .

et prolonge le calcul holomorphe.

On notera

f (t) = Φ (f) .

Démonstration.

⊲ Notons tout d’abord, qu’en vertu de la proposition 19.30, on aura ΣB (t) = ΣA (t) =
Σ (t) .

⊲ Supposons que t̂ (χ) = 0, ∀χ ∈ Sp (B) , soit χ (t) = 0. On aura alors χ (t∗) = χ (t) = 0,
et par conséquent χ (P (t,t∗)) = 0, pour tout polynôme P de t et t∗. Par densité, il en
résulte que χ (p) = 0, ∀p∈ B, soit en fait χ = 0. Nous avons donc montré que la transformée
de Gelfand t̂ de t est injective, et par conséquent d’après le théorème 19.19 (iv), qu’elle est
bijective Sp (B) → Σ(t) . Mais pour la topologie de Gelfand Sp (B) est compact et t̂ continu,
et par conséquent d’après le lemme 19.27, l’inverse de t̂ est également continu ; c’est dire
que t̂ est un homéomorphisme : Sp (B) → Σ(t) .

⊲ L’application T : f → f ◦ t̂ : C0 (Σ (t)) → C0(Sp (B)) est surjective car comme t̂ est
continûment inversible, on aura f =

(
f ◦ t̂

)
◦ t̂

−1
. C’est également une isométrie car comme

t̂ est surjective, on a

sup
λ∈Σ(t)

|f(λ)| = sup
χ∈Sp(B)

∣∣f ◦ t̂(χ)
∣∣ ,

Il résulte alors du théorème de Gelfand-Naimark 19.31 que Φ = Γ−1 ◦ T est également
isométrique et surjective, et par conséquent que c’est un isomorphisme C0 (Σ (t)) → B.
⊲ On aura

Φ̂(fg) = (fg) ◦ t̂ =
(
f ◦ t̂

) (
g ◦ t̂

)
= Φ̂(f) Φ̂(g),

d’où Φ(fg) = Φ(f)Φ(g), ce qui montre que Φ est un homomorphisme d’algèbres.

⊲ On aura de plus Φ̂ (1) = 1 ◦ t̂ = 1, soit Φ (1) =i puisque î(χ) = χ(i) = 1 ∀χ, et

Φ̂ (ζ) = t̂, d’où Φ (ζ) =t. Enfin Φ̂
(
f
)

= f ◦ t̂ = f ◦ t̂, d’où Φ̂
(
f
)∗

= f ◦ t̂ = Φ̂ (f), soit

Φ
(
f
)

= (Φ (f))∗ .

⊲ L’unicité qui résulte de la proposition 9.5 nous prouve que Φ constitue un prolongement
du calcul holomorphe, démontrons son unicité. Supposons donc que Θ soit également un ∗-
homomorphisme vérifiant (19.5) ; il est continu d’après le corollaire 19.24. Choisissons alors
f ∈ C0 (Σ (t)) , il existe une suite de polynômes Pn (z, z̄) tendant uniformément vers f sur
Σ (t) , d’où il résulte que Θ (Pn) → Θ (f) et Φ (Pn) → Φ(f) . Mais par ailleurs

Θ (Pn) = Pn
(
Θ (ζ) ,Θ

(
ζ
))

= Pn (Θ (ζ) , (Θ (ζ))∗) = Pn(t,t
∗) = Φ (Pn)

d’où le résultat.
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Dans ce cadre, le théorème de transformation spectrale reste valable :

Corollaire 19.34 Soient A une C∗-algèbre, t∈ A, normal et f ∈ C0 (Σ (t)) , alors
f (Σ(t)) = Σ (f(t))

Démonstration. En effet, ∀λ ∈ Π (f(t)) , f(t)−λi= (f − λ1) (t) est inversible ; c’est dire
en fait d’après le théorème 19.33 que f − λ1 est inversible dans C0 (Σ (t)) , ou encore que
f(µ) 6= λ, ∀µ ∈ Σ(t) . Il en résulte que f (Σ(t)) ⊂ Σ(f(t)) . Réciproquement si λ ∈ Σ(f(t)) ,
alors f − λ1 n’est pas inversible dans C0 (Σ (t)) , soit ∃µ ∈ Σ(t) tel que f(µ) = λ, et par
conséquent f (Σ(t)) ⊃ Σ(f(t)) .

Du théorème 19.33 il résulte immédiatement que pour t normal

Remarque 19.35

(i) si f ∈ C0 (Σ (t)) est à valeurs réelles, alors f(t) est auto-adjoint, puisqu’alors
Φ (f) = (Φ (f))∗ .

(ii) si |f | = 1, alors f(t) est unitaire ; en effet ff = 1, et par conséquent i= Φ
(
ff
)

=

Φ (f) Φ
(
f
)

= Φ (f) Φ (f)∗ .

En fait, on a mieux :

Corollaire 19.36 Soient A une C∗-algèbre, et t∈ A, normal, alors il est

(i) auto-adjoint si et seulement si Σ(t) ⊂ R.
(ii) unitaire si et seulement si Σ(t) ⊂ T.
Démonstration. Soit B la sous-C∗-algèbre engendrée par t, d’après le théorème 19.33, t̂

est un isomorphisme Sp(B) → Σ(t), et selon le théorème 19.31 t̂∗ = t̂, soit t̂∗ (χ) = t̂ (χ),
∀χ ∈ Sp(B) ; il en résulte que si Σ(t) ⊂ R, alors t̂∗ (χ) = t̂ (χ) , ∀χ ∈ Sp(t), et par conséquent
t̂∗ = t̂, d’où finalement t∗ = t. De même, si Σ(t) ⊂ T, alors

t̂∗t (χ) = t̂∗ (χ) t̂ (χ) =
∣∣t̂ (χ)

∣∣2 = 1,

et comme î (χ) = χ(i) = 1, il en résulte que t̂∗t = î, soit t∗t =i.



Chapitre 20

Le théorème spectral

20.1 Le calcul fonctionnel continu

Considérons désormais l’algèbre L(H) des opérateurs bornés sur l’espace de Hilbert
H. Nous avons montré que c’est une C∗-algèbre. Dans ce cadre, le théorème 19.33
prend la forme suivante :

Théorème 20.1 (Calcul continu des opérateurs normaux) Soit T un opérateur
normal dans L(H), et B la C∗-algèbre engendrée par T, le calcul holomorphe de la pro-
position 9.5 se prolonge de façon unique en un ∗-homomorphisme d’algèbres isométrique
Φ : C0 (Σ (T )) → B vérifiant Φ (1) = I et Φ (ζ) = T.

On dit alors que Φ constitue une représentation de la C∗-algèbre C0 (Σ (T )) des fonc-
tions continues sur Σ (T ) , dans la C∗-algèbre L(H) des opérateurs bornés de H. La
découverte et la classification des diverses représentations d’une C∗-algèbre donnée
constitue une question difficile. Dans le cas où on se limite à la considération d’un
opérateur auto-adjoint, ce calcul continu peut être établi de façon plus élémentaire,
à partir du calcul fonctionnel des polynômes et du théorème de Stone-Weierstraβ, en
vertu du caractère réel du spectre. (voir Lévy-Bruhl p. 46).

Corollaire 20.2 Si T un opérateur normal dans L(H), et λ ∈ Σ(T ), alors

(i) ∀ε > 0, ∃x ∈ H, tel que ‖x‖ = 1 et ‖Tx− λx‖ < ε.

(ii) Si λ est un point isolé dans Σ(T ), c’est une valeur propre.

Démonstration.

⊲ Remarquons tout d’abord que si S est normal, alors ‖Sx‖ = ‖S∗x‖ , en effet

‖Sx‖2 = (Sx |Sx) = (S∗Sx |x) = (SS∗x |x) = (S∗x |S∗x) = ‖S∗x‖2

⊲ Si λ ∈ Σ(T ), alors T − λI n’est pas inversible et par conséquent, d’après le corollaire
14.7, ∃xn telle que ‖xn‖ = 1 et, soit ‖Txn − λxn‖ → 0, soit

∥∥T ∗xn − λxn
∥∥→ 0. Mais comme

T − λI est normal, d’après l’item précédent, on aura
∥∥T ∗xn − λxn

∥∥ = ‖Txn − λxn‖ , d’où le
résultat annoncé.

219
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⊲ Nous pouvons définir une fonction f continue sur le spectre en posant f(λ) = 1 et f(µ) =
0, ∀µ ∈ Σ(T ) \ {λ} . D’après le théorème 20.1, on aura ‖(λI − T ) f(T )‖ = ‖(λ− ζ) f‖∞ = 0,
ainsi que ‖f(T )‖ = ‖f‖∞ = 1 ; par conséquent ∃x tel que y = f(T )x 6= 0, et on aura

(λI − T ) y = (λI − T ) f(T )x = 0,

ce qui prouve que λ est une valeur propre.

20.1.1 Opérateurs auto-adjoints positifs

On a vu à la proposition 14.11 (ii) que T est auto-adjoint si et seulement si
(Tx |x) ∈ R, ∀x ∈ H. Dans ce paragraphe, nous considérons une catégorie parti-
culière d’opérateurs auto-adjoints : les opérateurs positifs.

Définition 20.3 On dit que l’opérateur auto-adjoint T est positif si (Tx |x) ∈ R+, ∀x ∈
H

Notons que les valeurs propres de T sont alors des réels vérifiant (Txk |xk ) =
λk ‖xk‖2 , et sont par conséquent positives.

Proposition 20.4 Les propriétés suivantes sont équivalentes

(i) T est auto adjoint et Σ(T ) ⊂ R+

(ii) ∃S auto adjoint tel que S2 = T

(iii) ∃S tel que T = S∗S

(iv) T est positif

Démonstration.

⊲ Supposons que T est auto adjoint et Σ(T ) ⊂ R+, nous pouvons alors poser f(x) =
√
x,

et nous aurons f(T )2 = f2(T ) = T. Si nous posons S = f(T ), nous aurons T = S2 et

S∗ = f(T )∗ = f(T ) = f(T ) = S.

⊲ Si nous supposons que T = S2, où S est auto adjoint, nous aurons bien entendu T = S∗S

⊲ Dans ces conditions on aura

(Tx |x) = (S∗Sx |x) = ‖Sx‖2 ≥ 0

⊲ Admettons que T est positif, alors, selon la proposition 14.11, T est auto adjoint et par
conséquent, d’après le théorème 14.14 (iv) , Σ(T ) ⊂ R. Soit alors t > 0, nous aurons

‖(T + t)x‖ ‖x‖ ≥ ((T + t)x |x)

= (Tx |x) + t ‖x‖2 ≥ t ‖x‖2 .

Il en résulte que ‖(T + t)x‖ ≥ t ‖x‖ , et par conséquent, d’après le lemme 10.2, que T + t
est injective, d’image fermée. C’est dire que −t /∈ Σp(T )∪Σc(T ) = Σ(T ), puisqu’en vertu du
corollaire 14.9, un opérateur auto adjoint n’a pas de spectre résiduel.
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Corollaire 20.5 Si T est positif,
√
T est l’unique opérateur positif qui vérifie S2 = T.

Démonstration.

⊲ En effet si T est positif, nous venons de voir que
(√

T
)2

= T. De plus Σ(
√
T ) =

√
Σ(T ) ⊂ R+, et par conséquent

√
T est positif

⊲ L’unicité est une conséquence du calcul fonctionnel qui montre que si S2 = T, alors

S =
(
S2
)1/2

=
√
T .

Il est clair que T ∗T est positif en vertu de la proposition qui précède, on est donc fondé
à poser

|T | =
√
T ∗T ;

c’est l’unique opérateur positif qui vérifie S2 = T ∗T.

20.1.2 Décomposition polaire

Le théorème qui suit est d’une grande importance, il permet souvent de ramener
une question relative à un opérateur borné dans un espace de Hilbert à une question
relative à un opérateur positif.

Théorème 20.6 (de décomposition polaire) Si T ∈ L(H), alors il existe une unique
isométrie partielle U qui vérifie N (U) = N (T ) et T = U |T | . |T | est le module de T
et U sa phase

Démonstration.

⊲ On aura tout d’abord

‖Tx‖2 = (Tx |Tx) = (T ∗Tx |x) =
(
|T |2 x |x

)
= (|T |x ||T |x) = ‖|T |x‖2 ,

et par conséquent N (|T |) = N (T ). C’est dire que si x et x′ ∈ H et |T |x = |T |x′, alors
Tx = Tx′. Pour y = |T |x ∈ R(|T |), on est donc fondé à poser Uy = Tx, et nous aurons

‖Uy‖2 = ‖Tx‖2 = ‖|T |x‖2 = ‖y‖2 .

L’application U ainsi définie constitue donc une isométrie R(|T |) → R(T ), que nous pouvons
prolonger par continuité R(|T |) → R(T ), où

R(|T |) = N (|T |)⊥ = N (T )⊥.

Comme H = R(|T |) ⊕ N (|T |), si on pose U(y′) = 0 pour y′ ∈ N (|T |) = N (T ), on obtient
U |T | = T.

⊲ De plus N (U) = N (T ), d’une part en effet, par construction, N (T ) = N (|T |) ⊂ N (U).
Réciproquement si z ∈ H, alors z = y + y′, où y ∈ R(|T |) et y′ ∈ N (T ) ; par conséquent, si
0 = Uz, alors 0 = Uy, et par conséquent y = 0, puisque U est une isométrie de R(|T |) ; c’est
dire que z = y′ ∈ N (T ).
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⊲ Enfin, si U et U ′ ont pour noyau N (T ) et vérifient (U ′ − U) |T | = 0, alors U et U ′

cöıncident sur R(|T |) et par continuité sur R(|T |) , et comme N (U) = N (U ′) = N (T ) =

N (|T |) =
(
R(|T |)

)⊥
, il en résulte que U = U ′, d’où l’unicité.

Proposition 20.7 Si T = U |T | est la décomposition polaire de T, alors

(i) U∗T = |T | = T ∗U

(ii) U∗U et UU∗ sont les projections respectives sur N (T )⊥ et R(T )

(iii) UT ∗ = TU∗ est le module de T ∗ et U∗ sa phase.

Démonstration.

⊲ Si z1 ∈ N (T ), ∀x, y on a

(U∗Tx | |T | y + z1 ) = (Tx |U (|T | y + z1)) = (Tx |Ty )

= (|T |x | |T | y ) = (|T |x | |T | y + z1 ) ,

d’après le théorème 20.6. Mais R(|T |) +N (T ) est dense dans H, puisque R(|T |) = N (T )⊥ ;
il en résulte que U∗Tx = |T |x, ∀x, soit U∗T = |T | .
⊲ On aura U∗U |T | = U∗T = |T | , et par conséquent U∗U laisse R(|T |) et donc R(|T |) =

N (T )⊥ invariant ; comme de plus U∗U s’annule sur N (T ), il en résulte que U∗U cöıncide
avec la projection sur N (T )⊥.

⊲ De même, on aura UU∗T = U |T | = T, et comme

N (U∗) = R(U)⊥ = R(T )⊥,

UU∗ s’annule sur R(T )⊥. Il en résulte que UU∗ cöıncide avec la projection sur R(T ).

⊲ Comme |T | est auto adjoint positif, on aura |T | = S∗S, où S =
√

|T |, et par conséquent

TU∗ = U |T |U∗ = (SU∗)∗ SU∗.

Il en résulte que TU∗ est positif et vérifie

TU∗ = (TU∗)∗ = UT ∗

et
(TU∗)2 = UT ∗TU∗ = U |T |2 U∗ = U |T | |T |∗ U∗ = TT ∗.

Par conséquent, on aura TU∗ = |T ∗| .
⊲ On aura

U∗ |T ∗| = U∗UT ∗ = T ∗,

puisque U∗U laisse N (T )⊥ = R(T ∗)⊥ invariant. De plus on a vu que

N (U∗) = R(T )⊥ = N (T ∗)
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Corollaire 20.8 Si T est normal, alors sa phase U et son module |T | commutent.

Démonstration. En effet, on a tout d’abord

|T | =
√
T ∗T =

√
TT ∗ = |T ∗| ,

et par conséquent
TU∗ = |T ∗| = |T | = U∗T.

Remarque 20.9 D’après la proposition 20.7, dans le cas où T est inversible, alors
U∗U et UU∗ sont égaux à l’identité, et par conséquent U est unitaire. Dans la suite
(Rudin p.315) nous montrerons que dans le cas d’un opérateur normal T, l’isométrie
partielle U peut être prolongée à H tout entier selon un opérateur unitaire, mais alors
bien entendu, on n’a plus N (U) = N (T ).

Corollaire 20.10 Soit T ∈ L(H), alors les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) T est compact

(ii) |T | est compact

(iii) T ∗ est compact

Démonstration. On aura tout d’abord |T | = U∗T, d’après la proposition 20.7, d’où la
compacité de |T | . Mais de plus T = U |T | , et par conséquent T ∗ = |T |U∗, d’où la compacité
de T ∗.

20.2 Le calcul fonctionnel borélien

Lemme 20.11 Si T est normal, alors ∀x ∈ H, la forme linéaire

µx(f) = (f(T )x |x)

est une intégrale de Radon positive bornée sur C0(Σ(T )).

Démonstration. Considérons donc µx, c’est une forme linéaire positive, en effet si f est
réelle positive, on a

(f(T )x |x) =
(√

f(T ) ◦
√
f(T )x |x

)
=
∥∥∥
√
f(T )x

∥∥∥
2

d’après le théorème 20.1 et la remarque 19.35. Nous avons donc démontré que µx est une
forme linéaire positive et par conséquent une intégrale de Radon ; de plus µx(1) = (Ix |x) =
‖x‖2 , et par conséquent µx est bornée.
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20.2.1 Les fonctions boréliennes

Si nous voulons rassembler en une fonctionnelle unique ces diverses intégrales de
Radon µx, nous devons nous limiter aux fonctions intégrables par rapport à chacune
d’entre elles, et dans un premier temps déjà aux fonctions universellement mesurables,

c’est-à-dire mesurables pour toutes les intégrales de Radon. Il s’agit en fait des fonctions

boréliennes, c’est-à-dire mesurables pour la tribu de Borel, soit la plus petite contenant
les ouverts, puisque la tribu engendrée par une intégrale de Radon contient elle-même
les ouverts.

De plus, si Bb (Σ(T )) note l’ensemble des fonctions boréliennes bornées, on a

Bb (Σ(T )) ⊂ L1 (µx)

en vertu du théorème de convergence dominée, puisque µx est bornée. Il en résulte que,
∀x ∈ H l’intégrale de Radon f → (f(T )x |x) se prolonge à Bb (Σ(T )) . Ce prolongement
est classiquement noté

〈µx, f〉 =

∫

Σ(T )

f(λ)dµx(λ).

On dispose (Pedersen p. 231) d’une caractérisation commode des fonctions boréliennes
bornées :

Lemme 20.12 Bb (Σ(T )) est l’adhérence monotone séquentielle de C0(Σ(T )) au sein
des fonctions bornées

Cette phrase un peu sybilline doit se comprendre de la façon suivante : Bb (Σ(T )) est
le plus petit ensemble de fonctions bornées stable par limite monotone qui contienne
C0(Σ(T )).

Plus concrètement, il est possible d’exhiber une classe intéressante d’éléments de
Bb (Σ(T )) . Rappelons qu’une fonction f est semi-continue inférieurement (sci.) si son
épigraphe est fermé, soit encore si f−1 (]α,+∞[) est ouvert ∀α. On sait que l’enveloppe
supérieure d’une famille de fonctions continues est sci, mais également qu’une fonction
sci. bornée est limite croissante d’une suite de fonctions continues. (Dieudonné II p.
26). Il en résulte que les fonctions sci. (et scs. !) bornées appartiennent à Bb (Σ(T ))
(Dieudonné II p. 133).

20.2.2 Bicommutant et algèbres de Von Neumann

Nous savons que pour un opérateur normal T, le calcul continu génère la C∗-algèbre
engendrée par T. Lors de l’extension aux fonctions boréliennes bornées du calcul continu
se pose alors la question de décrire l’ensemble des opérateurs ainsi générés. Soit A une
sous-algèbre unitaire involutive de L(H), soit en fait une sous C∗-algèbre de L(H). Elle
est naturellement munie de trois topologies :
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(i) La topologie de la norme des opérateurs, soit Tn → T si ‖Tn − T‖ → 0

(ii) La topologie forte des opérateurs, soit celle découlant des seminormes x→ ‖Tx‖ ,
où x ∈ H. On aura Tn

s→ T si ‖(Tn − T )x‖ → 0, ∀x ∈ H.

(iii) La topologie faible des opérateurs, soit celle découlant des seminormes x →
|(Tx |y )| , où x, y ∈ H. On aura Tn

w→ T si ((Tn − T )x| y) → 0, ∀x, y ∈ H.

Nous noterons As
, l’adhérence de A pour la topologie forte et Aw

celle pour la topologie
faible. Bien entendu la topologie forte est plus forte que la topologie faible, et on aura

A ⊂ As ⊂ Aw
.

On notera également A′ le commutant de A, c’est-à-dire l’ensemble des opérateurs
bornés qui commutent avec A, ainsi que A′′ le bicommutant, soit en fait l’ensemble
des opérateurs bornés qui commutent avec A′. Il est clair que A′ est une sous-algèbre
involutive de A, puisque si S ∈ A′, alors ∀T ∈ A

S∗T = (T ∗S)∗ = (ST ∗)∗ = TS∗,

selon le même raisonnement, il en est alors de même de A′′ ; on aura également trivia-
lement A ⊂ A′′, mais de plus

Lemme 20.13

(i) Aw ⊂ A′′

(ii) A′ est fermé pour la topologie faible

Démonstration.

⊲ Soient T ∈ Aw
et S ∈ A′, nous cherchons à montrer que TS = ST, soit en fait que

∀x, y ∈ H, ((TS − ST )x| y) = 0. Soit alors ε > 0, comme T ∈ Aw
, ∃U ∈ A, tel que

|((T − U)Sx| y)| < ε et |((T − U)x|S∗y)| < ε, d’où

((TS − ST )x| y) = ((T − U)Sx| y) + ((US − SU)x |y ) − (S (T − U)| y)
= ((T − U)Sx| y) − ((T − U)x|S∗y) < 2ε,

et la conclusion.

On montre de même si T ∈ A′w et S ∈ A, que TS = ST, soit en fait que T ∈ A′.

Théorème 20.14 (du bicommutant (Von Neumann)) On a As
= Aw

= A′′.

Démonstration.

⊲ On a tout d’abord
As ⊂ Aw ⊂ A′′

en vertu du lemme 20.13 (i)
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⊲ Réciproquement, nous démontrerons que si T ∈ A′′, tout voisinage fort de U contient
un élément de A, ou encore

∀ε > 0, ∀n, ∀ξ1, ξ2, . . . ξn ∈ H, ∃U ∈ A, tel que
∑

k=1,n

‖(U − T ) ξk‖2 < ε2.

Il en résultera alors que A′′ ⊂ As ⊂ Aw
, soit le résultat en vertu du lemme 20.13 (i) Nous

commencerons par traiter le cas n = 1.

⊲ Notons M l’adhérence de l’espace engendré par les Sξ1 où S ∈ A, et P la projection
orthogonale sur M. et montrons que P ∈ A′ ; d’après les propositions A.3 (i) et 14.4 (i) il
suffira à cet effet de montrer que M est stable par A. Si y ∈ M, on aura y = limk Vkξ1, où
Vk ∈ A, d’où ∀S ∈ A,

Sy = lim
k
SVkξ1 ∈M.

C’est dire que M est stable par S.

⊲ Il en résulte que T commute avec P, et par conséquent, selon A.3 (ii), il laisse M
invariant. Comme ξ1 ∈ M, puisque A est unifère, on aura Tξ1 ∈ M, d’où l’existence de
Vk ∈ A tels que Tξ1 = limk Vkξ1, c’est dire que T ∈ As

.

⊲ Si n ≥ 2, on note H(n) =
⊕

k=1,nH et η = (ξ1, ξ2, . . . ξn) , ainsi que A(n) la C∗-algèbre
des opérateurs de la forme

D
(n)
S =




S 0 0

0
. . . 0

0 0 S


 ,

où S ∈ A. Si R(n) ∈ L
(
H(n)

)
, on a R(n) = (Rij) , où Rij ∈ L (H) et

(
R(n)D

(n)
S −D

(n)
S R(n)

)
ij

= RijS − SRij .

Il en résulte que R(n) ∈
(
A(n)

)′
si et seulement si les Rij ∈ A′.

⊲ Considérons maintenant les

∆
(n)
ij =




0 0 0 0
0 0 0 0
0 I 0 0
0 0 0 0


 ,

où le seul élément non nul se trouve à l’intersection de la ième ligne et de la j ème colonne. En

vertu du l’item précédent, on aura ∆
(n)
ij ∈

(
A(n)

)′
et

(
T (n)∆

(n)
ij − ∆

(n)
ij T

(n)
)
kℓ

= Tksδisδjℓ − δikδjsTsℓ = Tkiδjℓ − δikTjℓ.

Supposons que T (n) ∈
(
A(n)

)′′
, alors nécessairement Tki = 0, pour k 6= i, et Tiiδjℓ = Tjℓ,

d’où Tii = Tjj , soit T (n) = D
(n)
T11

; réciproquement, si T (n) = D
(n)
T alors de même qu’à l’item

précédent, pour R(n) ∈
(
A(n)

)′
on aura

(
R(n)D

(n)
T −D

(n)
T R(n)

)
ij

= RijT − TRij ,
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et par conséquent, comme les Rij ∈ A′, on aura T (n) ∈
(
A(n)

)′′
si et seulement T (n) = D

(n)
T

où T ∈ A′′.

⊲ On peut alors appliquer dans ce contexte le résultat obtenu pour n = 1, en remplaçant le

vecteur ξ1 par le vecteur η ∈ H(n) et et en déduire que ∀T ∈ A′′, D
(n)
T η ∈ A(n)η

s
, soit ∀ε > 0

l’existence de U ∈ A, tel que
∥∥∥D(n)

T η −D
(n)
U η

∥∥∥ < ε, c’est-à-dire
∑

k=1,n ‖(U − T ) ξk‖2 < ε2.

Si A est fermée pour la topologie faible, on a A = A′′, et on dit que A est une algèbre

de Von Neumann.

Corollaire 20.15 On aura

(i) A′′′ = A′

(ii) Si A est commutative, alors A′′ est commutative et A ⊂ A′′ ⊂ A′

(iii) Si A et A′ sont commutatives, alors A′′ = A′

Démonstration.

⊲ D’après le lemme 20.13 (ii), A′ est fermé pour la topologie faible, et par conséquent
A′ = A′w = A′′′, d’après le théorème 20.14.

⊲ Soient A,B ∈ A′′, comme A et B ∈ A′s, ∀x ∈ H, ∀n, ∃An et Bn ∈ A, tels que

‖(An −A)x‖ ≤ 1

n
et ‖(Bn −B)x‖ ≤ 1

n
.

D’après le théorème de la borne uniforme 3.8, il en résulte que les suites ‖An‖ et ‖Bn‖ sont
bornées, soit par C. On aura alors

‖(AB −BA)x‖ = ‖((A−An)B +An (B −Bn) − (B −Bn)A−Bn (A−An) + (AnBn −BnAn))x‖
= ‖((A−An)B +An (B −Bn) − (B −Bn)A−Bn (A−An))x‖
≤ ‖(A−An)Bx‖ + ‖An (B −Bn)x‖ + ‖(B −Bn)Ax‖ + ‖Bn (A−An)x‖
≤ C {‖(A−An)x‖ + ‖(B −Bn)x‖ + ‖(B −Bn)x‖ + ‖(A−An)x‖}
≤ 4C/n.

On en déduit que AB = BA, soit que A′′ est commutative, et il en résulte que A′′ ⊂ A′′′ = A′.

⊲ Si de plus A′ est commutative, on aura donc A′ = A′′′ ⊂ A′′, et par conséquent A′′ = A′.

Nous noterons W ∗ (T ) le bicommutant de la C∗-algèbre commutative B engendrée
par l’opérateur normal T, en vertu des résultats qui précèdent, c’est une C∗-algèbre
commutative contenant B.

20.2.3 Le calcul fonctionnel

Théorème 20.16 (Calcul Borélien des opérateurs normaux) Si T est un opérateur
normal, alors l’application Φ : C0(Σ(T )) → L(H) du théorème 20.1 se prolonge à
Bb(Σ(T )) en un unique ∗-homomorphisme d’algèbres Θ : Bb(Σ(T )) → W ∗(T ), qui
vérifie
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(i) Θ(1) = I et Θ(ζ) = T.

(ii) si gn ∈ Bb(Σ(T )) est une suite croissante bornée de fonctions à valeurs réelles et
g = sup gn, alors Θ(gn) est une suite croissante d’opérateurs auto-adjoints qui converge
fortement vers Θ(g).

Démonstration. Dans un premier temps, nous nous restreindrons à ne considérer que des

fonctions à valeurs réelles

⊲ Imitant l’égalité de polarisation, nous poserons

〈µxy, f〉 =
1

4

∑

k=0,3

ik
〈
µx+iky, f

〉
, (20.1)

où les mesures positives µz ont été définies au lemme 20.11. Notons B1, le sous-ensemble des
fonctions de Bb(Σ(T )) telles que (x, y) → 〈µxy, f〉 soit une forme hermitienne continue sur
H. Tout d’abord si g ∈ C0(Σ(T )), selon la remarque 19.35 , comme g est à valeurs réelles,

g(T ) est auto-adjoint, et

〈µxy, g〉 =
1

4

∑

k=0,3

ik
(
g(T )

(
x+ iky

) ∣∣∣x+ iky
)

= (g(T )x |y ) = (x |g(T )y ) = (g(T )y |x) = 〈µyx, g〉.

(20.2)
Il en résulte que

|〈µxy, g〉| ≤ ‖g(T )‖ ‖x‖ ‖y‖ = ‖g‖L∞ ‖x‖ ‖y‖ , (20.3)

d’après le théorème 20.1 ; et par conséquent que C0(Σ(T )) ⊂ B1.

⊲ Soient alors fn ∈ B1 et f ∈ Bb(Σ(T )) tels que fn ↑ f ; en vertu du théorème de
convergence monotone, on aura tout d’abord 〈µz, f〉 = limn ↑ 〈µz, fn〉 , d’où tout d’abord à
l’aide de (20.1)

〈µxy, f〉 = lim
n

〈µxy, fn〉 = lim
n

〈µyx, fn〉 = 〈µyx, f〉. (20.4)

Posons alors (Mnx |y ) = 〈µxy, fn〉 ; on vient de voir que 〈µxy, fn〉 → 〈µxy, f〉 , et par
conséquent, ∀ x et y fixés, la famille des |(Mnx |y )| est bornée. En vertu du théorème de
la borne uniforme 3.8, il en résulte dans un premier temps que la famille des ‖Mnx‖ est
bornée, puis dans un second temps celle des ‖Mn‖ , soit par C. C’est dire que

|〈µxy, fn〉| ≤ C ‖x‖ ‖y‖ ,

d’où
|〈µxy, f〉| ≤ C ‖x‖ ‖y‖ ,

et par conséquent f ∈ B1. Nous avons donc démontré que B1 ⊂ Bb(Σ(T )) est stable par
limite monotone, d’où Bb(Σ(T )) = B1 selon le lemme 20.12.

⊲ En vertu du théorème de représentation de Riesz, nous pouvons donc conclure que, pour
f à valeurs réelles,

∀f ∈ Bb(Σ(T )), ∃Θ(f), borné auto-adjoint, tel que 〈µxy, f〉 = (Θ(f)x |y ) ;

l’application Θ est clairement linéaire, et elle prolonge Φ, car pour f ∈ C0(Σ(T )),

(Θ(f)x |x) = 〈µx, f〉 = (f(T )x |x) ,
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d’où il résulte d’après l’égalité de polarisation (14.1) que

(Θ(f)x |y ) = (f(T )x |y ) , ∀x, y.
⊲ De plus, si fn ↑ f ∈ Bb(Σ(T )) où fn ∈ Bb(Σ(T )), alors

(Θ(f)x |y ) = 〈µxy, f〉 = lim
n

〈µxy, fn〉 = lim
n

(Θ(fn)x |y ) .

Comme µx est une mesure positive, et fn une suite croissante, la suite des opérateurs auto-
adjoints Θ(fn) est croissante, et par conséquent, selon le lemme 20.17 ci-dessous, Θ(f) =
supn Θ(fn), avec

‖(Θ(f) − Θ(fn))x‖ → 0,∀x. (20.5)

⊲ Montrons maintenant que Θ(f2) = Θ(f)◦Θ(f), et notons à cet effet B2 le sous-ensemble
de Bb(Σ(T )) tel que cette relation soit vérifiée. Supposons tout d’abord qu’il existe une suite
fn de fonctions positives de B2 telle que fn ↑ f ∈ Bb(Σ(T )). Nous aurons f2 = lim ↑ f2

n, et
par conséquent, d’après (20.5)
(
Θ(f2)x |x

)
= lim

n

(
Θ(f2

n)x |x
)

= lim
n

(Θ(fn) ◦ Θ(fn)x |x)

= lim
n

(Θ(fn)x |Θ(fn)x) = lim
n

‖Θ(fn)x‖2 = ‖Θ(f)x‖2 = (Θ(f) ◦ Θ(f)x |x) ,

toujours en vertu de (20.5). Il en résulte par polarisation que Θ(f2) = Θ(f) ◦ Θ(f), soit
f ∈ B2.

⊲ Dans le cas où fn est une suite quelconque de fonctions de B2 telle que fn ↑ f ∈
Bb(Σ(T )), il existe τ ∈ R, tel que gn = fn + τ ≥ 0, et on aura gn ∈ B2, et gn ↑ g = f + τ ; or
nous venons de démontrer que f + τ et par conséquent f appartient à B2. Il en résulte que
B2 est stable par suites monotones et par conséquent que B2 = Bb(Σ(T )).

⊲ Mais alors ∀f, g ∈ Bb(Σ(T ))

Θ(fg) = Θ
((

(f + g)2 − f2 − g2
)
/2
)

=
1

2

(
Θ
(
(f + g)2

)
− Θ

(
f2
)
− Θ

(
g2
))

=
1

2
(Θ (f + g) ◦ Θ (f + g) − Θ (f) ◦ Θ (f) − Θ (g) ◦ Θ (g)) = Θ(f) ◦ Θ(g).

Ce qui prouve que Θ est un homomorphisme d’algèbres.

⊲ Notons maintenant B3 le sous-ensemble de Bb(Σ(T )) tel que Θ(f) ∈W ∗ (T ) . En vertu
du calcul continu du théorème 20.1, on aura C0(Σ(T )) ⊂ B3, puisque B ⊂ W ∗ (T ) . Si
f ∈ Bb(Σ(T )) est la limite monotone d’une suite fn de fonctions de B3, selon (20.5) on aura
‖(Θ(f) − Θ(fn))x‖ → 0,∀x. Mais Θ(fn) ∈ W ∗ (T ) , fortement fermé, d’où Θ(f) ∈ W ∗ (T ) .
Il en résulte que B3 est stable par suites monotones et par conséquent que B3 = Bb(Σ(T )).

⊲ Il ne reste plus qu’à prolonger Θ aux fonctions à valeurs complexes, on posera à cet effet

Θ(f) = Θ(Re f) + iΘ(Im f).

⊲ On aura alors Θ∗(g) = Θ(g) en effet cette relation est vérifiée par Φ, et comme g ∈
Bb(Σ(T )) est limite croissante d’une suite gn ∈ C0(Σ(T )), on aura

(Θ(g)∗x |y ) = (x |Θ(g)y ) = lim
n

(x |Θ(gn)y )

= lim
n

(x |Φ(gn)y ) = lim
n

(Φ∗(gn)x |y ) = lim
n

(Φ(gn)x |y )

= lim
n

(Θ(gn)x |y ) = (Θ(g)x |y ) .
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⊲ L’unicité découle de celle de Φ, de (ii) et du lemme 20.12.

Notons que cette extension du calcul continu a été obtenue au prix de la perte de
l’isomorphisme isométrique du théorème 20.1.

Lemme 20.17 Si Tn est une suite d’opérateurs auto-adjoints

(i) croissante, c’est-à-dire telle que ∀n, Tn − Tn−1 soit positif

(ii) bornée, c’est-à-dire telle que ∃c > 0, avec Tn ≤ cI, ∀n
alors

(i) il existe un plus petit opérateur auto-adjoint T, noté supTn, qui majore tous les
Tn

(ii) la suite Tn converge fortement vers T, c’est-à-dire ‖(T − Tn)x‖ → 0, ∀x ∈ H.

Démonstration.

⊲ Soit x ∈ H, la suite (Tnx |x) est croissante et bornée par c ‖x‖2 , elle converge par
conséquent, soit vers b(x, x), qui est réel puisque (Tnx |x) = (x |Tnx) = (Tnx |x). De plus,
∀σ ∈ C, on aura b(σx, σx) = |σ|2 b(x, x), et par conséquent, d’après l’égalité de polarisation
(14.1) :

b(x, y) =
1

4

∑

k=0,3

ikb(x+ iky, x+ iky),

b est une forme hermitienne bornée, d’où il résulte par le théorème de représentation de
Riesz, qu’il existe un opérateur borné auto-adjoint T tel que b(x, y) = (Tx |y ) . Enfin on aura
(Tx |x) = b(x, x) = limn→∞ (Tnx |x) ∀x ∈ H, et par conséquent T = lim supTn.

⊲ D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée à la forme bilinéaire symétrique positive
((T − Tn)x |y ) , on aura

|((T − Tn)x |y )| ≤ ((T − Tn)x |x)1/2 ((T − Tn) y |y )1/2 ,

et par conséquent

‖(T − Tn)x‖2 = sup
‖y‖=1

|((T − Tn)x |y )|2 ≤ ((T − Tn)x |x) sup
‖y‖=1

((T − Tn) y |y )

≤ ((T − Tn)x |x) sup
‖y‖=1

((T − T0) y |y ) ≤ ((T − Tn)x |x) ‖T − T0‖ .

Il en résulte que ‖(T − Tn)x‖ → 0 ∀x.
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20.3 La mesure spectrale

Nous allons voir dans ce paragraphe que le calcul fonctionnel des fonctions boréliennes
bornées découle en fait aisément du calcul fonctionnel des seules fonctions caractéristiques
des boréliens. Cette nouvelle expression du calcul borélien conduit en fait à une généralisation
du théorème 16.2 et en particulier de la formule

T =
∑

k≥1

λkPk (20.6)

au cas d’opérateurs normaux non nécessairement compacts.

20.3.1 Projections orthogonales

Commençons par rappeler quelques propriétés élementaires des projections ortho-
gonales : on dit que P linéaire idempotente est une projection orthogonale si

(x− Px |Py ) = 0,∀x, y ∈ H. (20.7)

Proposition 20.18

(i) Une projection orthogonale est un opérateur continu auto-adjoint positif de norme
inférieure ou égale à 1.

(ii) On a ‖x− Px‖ ≤ ‖x− Py‖ , ∀x, y ∈ H.

(iii) Si P et Q sont deux projections orthogonales alors P ≤ Q, si et seulement si
R(P ) ⊂ R(Q).

Démonstration.

⊲ En effet, on aura tout d’abord ‖Px‖2 = (x |Px) ≤ ‖x‖ ‖Px‖ , d’où ‖Px‖ ≤ ‖x‖ . On
aura également (x |Py ) = (Px |Py ) , et par conséquent

(y |P ∗x) = (P ∗x |y ) = (x |Py ) = (Py |Px) = (y |Px) ,

soit P = P ∗.

⊲ On aura en effet

‖x− Py‖2 = ‖x− Px+ P (x− y)‖2 = ‖x− Px‖2 + ‖P (x− y)‖2 ,

puisque x− Px est orthogonal à P (x− y) .

⊲ On aura
‖Qx‖2 + ‖x−Qx‖2 = ‖x‖2 = ‖Px‖2 + ‖x− Px‖2 ,

soit
(x |Qx) + d(x,R(Q))2 = (x |Px) + d(x,R(P ))2,

ce qui prouve que d(x,R(P )) ≥ d(x,R(Q)) ∀x, soit R(P ) ⊂ R(Q), si et seulement si P ≤ Q.
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Proposition 20.19 Soit B la σ-algèbre des boréliens d’un espace topologique X,
P(H) l’ensemble des projections orthogonales de H, et P une application : B →
P(H) ⊂ L(H), telle que

(i) P (∅) = 0, et

P (X) = I

(ii) P (E ∪ F ) = P (E) + P (F ) si E ∩ F = ∅

alors elle vérifie les propriétés suivantes

(i) Si E ⊂ F, alors P (E) ≤ P (F )

(ii) Si E ∩ F = ∅, alors P (E) ⊥ P (F ) , ce qui signifie en fait que R (P (E)) et
R (P (F )) sont des sous-espaces orthogonaux

(iii) P (E ∩ F ) = P (E)P (F ), d’où il résulte que P (E) et P (F ) commutent.

(iv) Pour toute suite Ei de boréliens disjoints la série
∑

i=1,∞ P (Ei) converge au sens
de convergence forte des opérateurs.

Démonstration.

⊲ Si E ⊂ F on a F = E ∪ (F \ E) , et par conséquent

P (F ) = P (E) + P (F \ E) ≥ P (E),

d’après 20.18 (i).

⊲ On aura I = P (E ∪ (C \ E)) = P (E) + P (C \ E) , or F ⊂ C \ E, et par conséquent
P (F ) ≤ P (C \ E) = I − P (E). Mais I − P (E) est une projection orthogonale, dont l’image
est l’orthogonal de R(P (E)), et on aura donc R(P (F )) ⊂ R(P (E))⊥ d’après 20.18 (iii), soit
P (E) ⊥ P (F ) .

⊲ On aura E = (E ∩ F ) ∪ (E \ F ) , ensembles disjoints, et par conséquent

P (F )P (E) = P (F )P (E ∩ F ) + P (F )P (E \ F ) ,

mais d’une part P (E ∩ F ) ≤ P (F ), et par conséquent, selon 20.18 (iii) R (P (E ∩ F )) ⊂
R (P (F )) ; d’autre part selon l’item (ii) P (F ) ⊥ P (E \ F ) , d’où P (F )P (E \ F ) = 0. Il en
résulte que P (F )P (E) = P (E ∩ F ) .

⊲ Comme les Ei sont disjoints, on aura P
(⋃

i=1,nEi

)
=
∑

i=1,n P (Ei) , où les P (Ei) sont

deux à deux orthogonaux. De plus P
(⋃

i=1,nEi

)
≤ I, et par conséquent, ∀x ∈ H,

‖x‖2 ≥

∥∥∥∥∥∥
∑

i=1,n

P (Ei)x

∥∥∥∥∥∥

2

=
∑

i=1,n

‖P (Ei)x‖2 ;

la convergence de la série en résulte.
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20.3.2 Mesures spectrales

Définition 20.20 On dit qu’une application P : B → P(H) est une mesure spectrale
si elle vérifie

(i) P (∅) = 0, et P (X) = I

(ii) Pour toute suite Ei de boréliens disjoints,

P

( ⋃

i=1,∞

Ei

)
=
∑

i=1,∞

P (Ei) .

On en déduit une famille de mesures classiques sur les boréliens par la formule suivante :

νξ,η(E) = (P (E)ξ |η ) , ∀ξ, η ∈ H,

chacune étant bornée par ‖ξ‖ ‖η‖ , et si f est une fonction borélienne bornée, (ξ, η) →∫
X
f dνξ,η est une forme sesquilinéaire bornée dont la norme est inférieure ou égale à

‖f‖∞ ‖ξ‖ ‖η‖ . Il en résulte par le théorème de Riesz qu’il existe π(f) ∈ L(H), tel que

(π(f)ξ |η ) =

∫

X

f dνξ,η.

On a donc défini π en tant que opérateur linéaire Bb(X) → L(H), et on aura

‖π(f)‖ ≤ ‖f‖∞ .

Proposition 20.21 L’opérateur π vérifie les propriétés suivantes :

(i) π(1) = I et π(g) = π(g)∗, ∀g ∈ Bb(X)

(ii) π(gh) = π(g)π(h), ∀g, h ∈ Bb(X)

(iii) Si fn est une suite croissante bornée de fonctions boréliennes convergeant vers f,
alors π(f) = supπ(fn)

Démonstration.

⊲ On aura tout d’abord π(1) = P (X) = I. Soit maintenant g une fonction borélienne
étagée, on aura g =

∑
n αnχYn , où les Yn sont des boréliens, et π(g) =

∑
n αnP (Yn) . On

aura également g =
∑

n αnχYn et par conséquent

π(g) =
∑

n

αnP (Yn) =
∑

n

(αnP (Yn))
∗ = π(g)∗.

La conclusion découle de la densité des fonctions étagées dans Bb(X)
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⊲ De même si h =
∑

m βmχZm , on aura π(h) =
∑

m βmP (Zm) , d’où

π(g)π(h) =

(∑

n

αnP (Yn)

)(∑

m

βmP (Zm)

)
=
∑

n,m

αnβmP (Yn)P (Zm) =
∑

n,m

αnβmP (Yn ∩ Zm) ;

il en résulte que π(g)π(h) = π (gh) , puisque

gh =
∑

n,m

αnβmχYnχZm =
∑

n,m

αnβmχYn∩Zm ,

et la conclusion par densité.

⊲ En vertu du théorème de convergence monotone, on aura en effet (π(f)ξ |ξ ) = lim (π(fn)ξ |ξ ) ,

On note classiquement

π(f) =

∫

X

f dP,

ce qui constitue en fait une intégrale faible, mais il faut bien voir que l’intégrale associée
à une mesure spectrale possède des propriétés très particulières ; on a en effet

(∫

X

g dP

)(∫

X

h dP

)
=

∫

X

gh dP,

puisque π(g)π(h) = π (gh) .

Nous nous intéresserons par la suite tout particulièrement à la mesure spectrale
suivante :

Définition 20.22 La mesure spectrale associée à l’opérateur normal T est donnée par

P (E) = χE(T ),

où χE est la fonction caractéristique du borélien E ⊂ ⊀(T ).

Vérifions qu’il s’agit bien d’une mesure spectrale. On prendra pour X l’espace topolo-
gique Σ(T ), et on aura

(i) (P (E))2 = (χE(T ))2 = (χE)2 (T ) = χE(T ) = P (E)

(ii) P (∅) = χ∅(T ) = 0(T ) = 0

(iii) P (X) = χΣ(T )(T ) = 1(T ) = I

(iv) P
(⋃

i=1,∞Ei

)
= χS

i=1,∞ Ei
(T ) =

∑
i=1,∞ χEi

(T ) =
∑

i=1,∞ P (Ei)

Proposition 20.23 Soit T un opérateur normal, si on prend pour mesure spectrale
celle associée à T, on a π = Θ.
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Démonstration. Montrons tout d’abord que si g est une fonction étagée sur Σ(T ), alors
π(g) = g (T ) . On aura en effet g =

∑
n αnχYn , et par conséquent

(π(g)ξ |η ) =
∑

n

αn (π(χYn)ξ |η ) =
∑

n

αn (P (Yn) ξ |η ) =
∑

n

αn (χYn (T ) ξ |η ) = (g(T )ξ |η ) .

Comme toute fonction f ∈ Bb(Σ(T )) est limite croissante d’une suite de fonctions étagées,
d’après le théorème de convergence monotone et le théorème 20.16 (ii), il en résulte que
π(f) = f(T ), soit encore

f(T ) =

∫

Σ(T )
f dP. (20.8)

On aura en particulier

T =

∫

Σ(T )

λ dP (λ), (20.9)

formule qui généralise (20.6) au cas d’un opérateur normal non compact et

‖f(T )‖ = ‖π(f)‖ ≤ ‖f‖L∞(Σ(T )) (20.10)

.

La mesure spectrale constitue un outil fin d’analyse du spectre qui permet entre
autres d’en distinguer le spectre ponctuel.

Proposition 20.24 Soit T un opérateur normal de mesure spectrale associée P, et f
une fonction borélienne bornée sur Σ(T ), alors

(i) λ ∈ Σ(f(T )) si et seulement si ∀ε > 0, P (Qε) 6= 0, où Qε = f−1 (Bε(λ)) .

(ii) λ ∈ Σp(f(T )) si et seulement si P (Q0) 6= 0, où Q0 = f−1 ({λ}) ; auquel cas P (Q0)
est la projection Pλ sur le sous-espace propre de f(T ) associé à λ.

Démonstration.

⊲ Supposons que P (Qε) = 0, on aura χQε(µ) = 1 dès que |λ− f(µ)| ≤ ε, et χQε(µ) = 0
sinon, d’où il résulte que la fonction g(µ) = (1 − χQε(µ)) / (λ− f(µ)) vérifie ‖g‖∞ ≤ 1/ε. On
aura donc

g(T ) (λI − f(T )) =

∫

Σ(T )
g(µ) (λ− f(µ)) dP (µ) =

∫

Σ(T )\Qε

dP = P (Σ(T )) − P (Qε) = I,

d’où λ ∈ Π(f(T )).

⊲ Réciproquement si P (Qε) 6= 0, on peut choisir xε ∈ R (P (Qε)) tel que ‖xε‖ = 1 ; alors
si yε = (λI − f(T ))xε, on a

‖yε‖ = ‖(λI − f(T ))P (Qε)xε‖ ≤ ‖(λI − f(T ))P (Qε)‖
≤ ‖(λI − f(T ))χ(Qε)(T )‖ = ‖(χ(Qε) (λ− f)) (T )‖ ≤ ‖χ(Qε) (λ− f)‖∞ ≤ ε.

Supposons maintenant que λ ∈ Π(f(T )), on aura xε = (λI − f(T ))−1 yε → 0, ce qui constitue
une contradiction.
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⊲ Si P (Q0) 6= 0, alors

f(T )P (Q0) =

∫

Σ(T )
f(µ)χQ0(µ)dP (µ) =

∫

Q0

fdP = λP (Q0),

et par conséquent R (P (Q0)) ⊂ N (f(T ) − λ) = R(Pλ), ce qui prouve que N (f(T ) − λ) 6= ∅,
c’est-à-dire que λ est une valeur propre de f(T ). Selon la proposition 20.18 (iii) on pourra
également écrire P (Q0) ≤ Pλ.

⊲ Réciproquement, supposons λ soit une valeur propre de f(T ), et considérons la suite de

Boréliens Yn = {µ ∈ Σ(T ) |1/ (n+ 1) < |λ− f(µ)| ≤ 1/n} ; on aura Σ(T ) = Q0∪
(⋃

n≥0 Yn

)
,

et par conséquent I = P (Q0) +
∑

n≥0 P (Yn). Posons alors gn(µ) = χYn(µ) (1/ (f(µ) − λ)) ,
on aura n < |gn(µ)| < n+ 1 et

gn(T ) (f(T ) − λI) = (gn (f − λ)) (T ) = χYn(T ) = P (Yn) ;

par conséquent si x ∈ N (f(T ) − λ) , P (Yn)x = 0 d’où P (Q0)x = x. Il en résulte que
N (f(T ) − λ) ⊂ R (P (Q0)) , ce qui prouve que P (Q0) 6= 0, et peut encore s’exprimer sous la
forme P (Q0) ≥ Pλ

⊲ On a donc finalement démontré que Pλ 6= 0, soit que λ est valeur propre de f(T ), si et
seulement si P (Q0) 6= 0, auquel cas P (Q0) = Pλ.

Corollaire 20.25

(i) Si f est une fonction borélienne bornée, alors Σ (f(T )) ⊂ f (Σ(T )) (adhérence !)

(ii) Si λ ∈ Σ(T ), on a P ({λ}) = 0, sauf si λ est une valeur propre, auquel cas P ({λ})
est la projection sur le sous-espace propre associé.

Démonstration.

⊲ Supposons qu’il n’en soit pas ainsi, alors ∃λ ∈ Σ(f(T )) et ε > 0 tels que Bε(λ) ⊂
f (Σ(T ))c , soit f−1 (Bε(λ)) ⊂ (Σ(T ))c . On aura donc P

(
f−1 (Bε(λ))

)
= χf−1(Bε(λ))(T ) = 0,

ce qui constitue une contradiction en vertu de la proposition 20.24 (i).

⊲ Il suffit d’appliquer le résultat de 20.24 (ii) avec f = ζ.

Considérons maintenant le cas particulier d’un opérateur T de la forme

T =
∑

k≥1

λkPk,

où les Pk sont des projections sur des sous-espaces orthogonaux, et où la série converge
au sens de la convergence forte des opérateurs ; c’est en particulier le cas d’un opérateur
compact normal, d’après le théorème 16.2. Notons P0 la projection sur le supplémentaire
orthogonal de la somme hilbertienne des R (Pk) , nous aurons I =

∑
k≥0 Pk, d’où il

résulte que

T − µI = −µP0 +
∑

k≥1

(λk − µ)Pk,
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soit

(T − µ)x = −µP0x+
∑

k≥1

(λk − µ)Pkx.

Il en résulte que µ 6= 0 est valeur propre si et seulement si P0x = 0 et (λk − µ)Pkx = 0,
k ≥ 1, les Pkx, k ≥ 0 n’étant pas tous nuls, c’est donc que ∃m ≥ 1 tel que µ = λm. C’est
dire que les λk forment l’ensemble des valeurs propres non nulles de T. Considérons
alors la valeur propre λm, m ≥ 1, on aura

(T − λm) x = −λmP0x+
∑

k≥1, k 6=m

(λk − λm)Pkx,

ce qui prouve que x est un vecteur propre si et seulement si Pkx = 0, k ≥ 0, k 6= m,
soit

x =
∑

k≥0

Pkx = Pmx,

c’est-à-dire x ∈ R (Pm) . Nous avons donc démontré que les λk, k ≥ 1, sont les valeurs
propres non nulles de T, et que les sous-espaces propres associés sont les R (Pk) . D’après
20.24 (ii), il en résulte que

T =
∑

λ∈Σd(T )

λP ({λ}) , (20.11)

qui se compare favorablement à (20.9).

Soit alors µ /∈ Σd(T ) et Y = Bε (µ) une boule qui ne rencontre pas Σd(T ), si χk est
la fonction caractéristique de λk, nous aurons χY

∑
k≥1 λkχk = 0, soit T χY (T ) = 0. Si

0 n’est pas valeur propre, il en résulte que χY (T ) = 0, et par conséquent selon 20.24
(i) que µ /∈ Σ(T ). Dans le cas où 0 est valeur propre, pour que x ∈ N (T ), il faut et il
suffit que

∑
k≥1 Pkx = 0, soit x ∈ R (P0) ; c’est dire que P0 = χ0(T ), d’où

χY (T ) = χY (T )
∑

k≥0

Pk = χY (T )
∑

k≥0

χk(T ) =

(
χY
∑

k≥0

χk

)
(T ) = 0.

Nous avons donc démontré que Σ(T ) ⊂ Σd(T ), soit en fait Σ(T ) = Σd(T ). La mesure
spectrale est alors totalement concentrée sur Σd(T ), et on pourra écrire

f(T ) =
∑

λ∈Σd(T )

f(λ)P ({λ}) , (20.12)

20.3.3 La formule de Stone

La définition de la mesure spectrale reste malgré tout bien abstraite ; dans le cas
des opérateurs auto-adjoints il est facile d’en donner une expression plus concrète à
l’aide de la résolvante.
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Soit T ∈ L(H) un opérateur auto-adjoint ; si on choisit ε > 0, alors ∀λ réel les
fonctions µ → (µ± εi− λ)−1 sont régulières sur R. Si ]a, b[ est alors un intervalle
ouvert de R, et δ > 0 est choisi de telle façon que a+ δ < b− δ, on pose

fδ,ε(λ) =
1

2iπ

∫ b−δ

a+δ

[
1

µ− εi− λ
− 1

µ+ εi− λ

]
dµ.

On a en fait

fδ,ε(λ) =
1

π

[
Arc tg

b− δ − λ

ε
− Arc tg

a+ δ − λ

ε

]
,

et par conséquent

lim
ε→0

fδ,ε(λ) =
π si λ ∈ ]a+ δ, b− δ[
0 si λ /∈ [a+ δ, b− δ] ,

d’où limδ→0 limε→0 fδ,ε(λ) = χ]a,b[(λ).

Mais par ailleurs, comme le spectre de T est réel, et que l’intégrale est la limite des
sommes de Riemann associées, on aura

fδ,ε(T ) = − 1

2iπ

∫ b−δ

a+δ

[R (εi− µ) −R (−εi− µ)] dµ.

; La formule de Stone en découle :

P (]a, b[) = − lim
δ→0

lim
ε→0

1

2iπ

∫ b−δ

a+δ

[R (εi− µ) −R (−εi− µ)] dµ. (20.13)

Notons également que, si a < c < b, on aura ]a, b[ = ]a, c[ ∪ {c} ∪ ]c, b[ , d’où

P ({c}) = − lim
δ→0

lim
ε→0

1

2iπ

∫ c+δ

c−δ

[R (εi− µ) −R (−εi− µ)] dµ. (20.14)

20.4 Diagonalisation

Commençons par généraliser quelque peu la notion d’opérateur unitaire :

Définition 20.26 Soit U ∈ L(H1, H2)

(i) On appelle adjoint de U et on note U∗ l’unique élément de L(H2, H1) qui vérifie
(Ux |y )2 = (x |U∗y )1 , ∀ (x, y) ∈ H1 ×H2.

(ii) On dit que U est unitaire si U∗ = U−1.

A l’aide de l’égalité de polarisation, selon la même démonstration que celle de la pro-
position 14.11 on montre aisément qu’un opérateur isométrique surjectif est unitaire.

Considérons maintenant le cas d’un opérateur T compact normal ; d’après le théorème
16.2, on a H =

⊕
k≥0Pk(H) et T =

∑
k≥1 λkPk, ce qui prouve que le choix d’une base

orthonormale dans chaque Pk(H) permet la construction d’une base hilbertienne ek qui
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diagonalise T, soit telle que Tek = λkek. Une telle description est inadéquate dans le cas
où le spectre n’est pas purement ponctuel, nous allons donc en donner une formulation
plus aisée à généraliser.

En fait la formule U (α) =
∑

k αkek, où α = (αk) ∈ ℓ2, définit un opérateur U
unitaire : ℓ2 → H, et l’application qui à (ek) fait correspondre U constitue une bijection
entre les bases hilbertiennes de H et les opérateurs unitaires U : ℓ2 → H. En effet, si
U est unitaire, on posera fk = U(δk), où

δk = (0, 0, · · · , 1, 0, · · · )︸ ︷︷ ︸
kième position

et on aura U(α) = U (
∑

k αkδk) =
∑

k αkU (δk) , et comme U est unitaire,

(U (δi) |U (δj))H = (δi |U∗U (δj))ℓ2 = (δi |U∗U (δj))ℓ2 = (δi |δj )ℓ2 = δij.

Considérons alors l’opérateur

B = U−1TU : ℓ2 → ℓ2.

On aura

B (α) = U−1
∑

k

αkTek = U−1
∑

j

ej
∑

k

αk (Tek |ej ) =
∑

k

αk (Tek |ej ) ,

qui sera un opérateur de multiplication ℓ2 → ℓ2, si et seulement si (Tek |ej ) = 0 pour
k 6= j, soit en fait Tek = λkek. On aura alors B (α) = αλ, où λ = (λk) ∈ ℓ∞. C’est dire
qu’un opérateur compact est diagonalisé par le choix d’une base orthonormale (ek) si
et seulement si l’opérateur B correspondant est un opérateur de multiplication dans
ℓ2.

Dans le cas d’un opérateur non compact, nous remplacerons l’espace discret ℓ2 par
un espace mesuré L2 (X,µ) et la multiplication par λ ∈ ℓ∞ par la multiplication par
f ∈ L∞ (X,µ) , et nous serons conduits à la définition suivante :

Définition 20.27 Un opérateur T sur un espace de Hilbert séparable H est dit dia-
gonalisable si il existe un espace mesuré σ-fini (X,µ) , où µ est une mesure positive,
une fonction g ∈ L∞ (X,µ) , et un opérateur unitaire U : L2 (X,µ) → H, tels que
UMg = TU, où Mg : L2 (X,µ) → L2 (X,µ) est l’opérateur de multiplication par g :

Mgξ(x) = g(x)ξ(x), x ∈ X, ξ ∈ L2 (X,µ) .
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20.4.1 Les opérateurs de multiplication

Théorème 20.28 Si µ est une mesure positive et g ∈ L∞ (X,µ) , l’opérateur Mg est
borné dans H = L2 (X,µ) ; l’application g →Mg est un ∗-isomorphisme isométrique :
L∞ (X,µ) → M, où M est une C∗-algèbre commutative d’opérateurs incluse dans
L(H).

Démonstration.

⊲ Il est clair que M : g →Mg est un ∗-homorphisme d’algèbres.

⊲ On aura tout d’abord |gf(x)| ≤ ‖g‖∞ |f(x)| presque partout, et par conséquent ‖gf‖2 ≤
‖g‖∞ ‖f‖2 , d’où il résulte que ‖Mg‖ ≤ 1. Réciproquement, Supposons que g 6= 0 et choisissons
c tel que 0 < c < ‖g‖∞ , comme µ est σ-finie, et que µ ({x |g(x) > c}) est strictement positif,
∃E ⊂ {x |g(x) > c} de mesure bornée, strictement positive. On aura donc χE ∈ L2 (X,µ) ,
et ‖MgχE‖2 ≥ c ‖χE‖2 , d’où ‖Mg‖ ≥ c, ∀c < ‖g‖∞ ; il en résulte que ‖Mg‖ ≥ ‖g‖∞ .

⊲ Comme M est une isométrie, M est complet, et donc fermé, puisque L∞ (X,µ) est un
espace de Banach.

Déterminons maintenant le spectre de Mg.

Définition 20.29 On appelle image essentielle de g l’ensemble suivant :

{λ ∈ C |∀ε > 0, µ(Gλ(ε)) 6= 0} , (20.15)

où

Gλ(ε) = {x ∈ X ||g(x) − λ| < ε} . (20.16)

L’image essentielle de g est en fait le support de la mesure µg définie par µg(E) =
µ (g−1 (E)) . (Arveson p.44)

Proposition 20.30 Σ(Mf ) est l’image essentielle de f .

Démonstration.

⊲ Supposons que ∃ε > 0, tel que Gλ(ε) soit négligeable, et posons h(x) = 1/ (g(x) − λ) si
g(x) 6= λ, et 0 sinon. On aura donc µ−presque partout |h(x)| < 1/ε et h(x) (g(x) − λ) = 1. On
en déduit que h(x) ∈ L∞ et Mh (Mg − λ) = (Mg − λ)Mh = I, et par conséquent λ /∈ Σ(Mg)

⊲ Réciproquement si λ appartient à l’image essentielle de g, ∀n on aura µ(Gλ(1/n)) > 0,
et comme µ est σ-finie, ∃En ⊂ Gλ(1/n), telle que 0 < µ (En) < +∞. Posons alors ξn =

(µ (En))
−1/2 χEn , on aura ‖ξn‖L2(X,µ) = 1 et |(g(x) − λ) ξn(x)| ≤ n−1 |ξn(x)| , d’où il résulte

que ‖(g(x) − λ) ξn(x)‖L2(X,µ) ≤ 1/n ; c’est dire que λ ∈ Σ(Mg), d’après le corollaire 14.8.
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Il est clair qu’un opérateur de multiplication est normal, puisque (Mg)
∗ = Mg, d’où il

résulte qu’un opérateur diagonalisable est normal ; en effet

TT ∗ = U∗MgUU
∗ (Mg)

∗ U = U∗Mg (Mg)
∗ U = U∗ (Mg)

∗MgU = T ∗T.

20.4.2 Opérateurs simples

Définition 20.31

(i) On dit qu’un vecteur e est cyclique (ou totalisateur) pour la C∗-algèbre B si
H = Be.
(ii) On dit qu’un opérateur T est simple si la C∗-algèbre engendrée par T possède un
vecteur cyclique.

Considérons par exemple le cas d’un opérateur normal compact ; si f est continue sur
Σ(T ), de même qu’à la proposition 16.6, on aura

f(T ) =
∑

k≥1

f(λk)Pk + f(0)P0,

où les Pk, k ≥ 1 sont les projecteurs spectraux associés aux valeurs propres non nulles
et P0 la projection sur le noyau. Selon le théorème 20.1, on a R(Φ) = B, ce qui revient
à dire que B = {f(T ) |f ∈ C0 (Σ(T ))} . Dire que e ∈ H est cyclique revient donc à dire
que ∀x ∈ H, il existe une suite fn ∈ C0 (Σ(T )) telle que

x = lim
n→∞

∑

k≥1

fn(λk)Pke+ fn(0)P0e.

On aura x =
∑

k≥0 Pkx, et par conséquent e est cyclique si et seulement si ∀x, ∃µk, tels
que µkPke = Pkx ; c’est dire en fait que rgPk = 1, ∀k ≥ 0. Les opérateurs normaux
compacts simples ont donc des valeurs propres simples.

Proposition 20.32 Soit T un opérateur normal simple, alors il existe une mesure
positive µ sur Σ(T ) et un opérateur unitaire U : L2 (Σ(T ), µ) → H tels que

UMf = f(T )U, ∀f borélienne bornée.

Démonstration.

⊲ Notons e un vecteur cyclique pour B, et posons

µe(E) = (χE(T )e |e) ;

Si h est une fonction borélienne bornée sur Σ(T ), nous aurons

‖h(T )e‖2 = (h(T )e |h(T )e) =
(
|h|2 (T )e |e

)
=

∫

Σ(T )
|h|2 (λ) dµe = ‖h‖2

L2(µe)
,

soit le caractère isométrique de l’application V : h→ h(T )e : Bb (Σ(T )) ⊂ L2 (Σ(T ), µe) →
H. Comme C0 (Σ(T )) ⊂ Bb (Σ(T )) est dense dans L2 (µe) , V se prolonge en une isométrie
U : L2 (Σ(T ), µe) → R(V ), soit en fait L2 (Σ(T ), µe) → H puisque e est cyclique et
R(V ) = Be. Il en résulte d’après la proposition 14.11 (i) que U est unitaire L2 (µe) → H.
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⊲ ∀ f, h ∈ Bb (Σ(T )) , on aura alors

UMfU
−1 (h(T )e) = UMfh = Ufh = (fh) (T )e = f(T )h(T )e,

d’où UMfU
−1 = f(T ) sur R(V ), dense dans H, et par conséquent U−1TU = Mζ.

On voit donc qu’un opérateur simple est diagonalisable, avec X = Σ(T ), µ = µe, et
g = ζ.

20.4.3 Opérateurs normaux

Lemme 20.33 Si T est un opérateur borné sur un espace de Hilbert séparable H, et
B l’algèbre engendrée par T, T ∗ et I, alors il existe une suite de sous-espaces fermés Hi

de H, stables par B, où chaque Hi contient un vecteur cyclique (relativement à B|Hi
),

et tels que H =
⊕

i∈N
Hi, somme directe Hilbertienne des Hi.

Démonstration.

⊲ Soit P l’ensemble des familles (Hi) , i ∈ I de sous-espaces fermés de H stables par B,
mutuellement orthogonaux, et contenant un vecteur cyclique. L’ensemble P est inductivement
ordonné, et le lemme de Zorn nous apprend alors qu’il contient un élément maximal.

⊲ Soit P = {Hi, i ∈ I} un tel élément maximal, comme H est séparable et les Hi or-
thogonaux, I est au plus dénombrable. Posons B =

⊕
i∈N

Hi ; si B 6= H, il possède un
supplémentaire orthogonal, soit K 6= {0} . Le sous-espace K est stable par B, car si y ∈ K,
et Q ∈ B, ∀x ∈ B on aura (Qy |x) = (y |Q∗x) = 0, puisque Q∗ ∈ B et que les Hi et donc B
sont stables par B. Soit alors ξ ∈ K, on aura K0 = Bξ ⊂ K, ce qui prouve que K0 peut être
adjoint à la famille des Hi, contredisant ainsi le caractère maximal de P.

Théorème 20.34 Si T est un opérateur normal sur un espace de Hilbert séparable
H, il existe une suite Pn de projections mutuellement orthogonales telles que

I =
∑

n∈N

Pn,

une suite de mesures de Radon µn, et une suite d’opérateurs unitaires Un : L2 (Σ(T ), µn) →
Hn = R(Pn), tels que

f(T ) =
∑

n∈N

UnMfU
∗
nPn, ∀f ∈ Bb (Σ(T )) . (20.17)

Démonstration.

⊲ Notons Pn les projections sur les sous-espaces Hn du lemme 20.33, et en un vec-
teur cyclique dans Hn. Selon la démonstration de la proposition 20.32 on pose µn(E) =
(χE(T )en |en ) , et il en découle un opérateur unitaire Un : L2 (µn) → Hn telle que UnMfU

−1
n =

f(T ) sur Hn, soit UnMfU
∗
nPn = f(T )Pn.
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⊲ Remarquons maintenant que la série
∑

n∈N
UnMfU

∗
nPn converge fortement. En effet si

x ∈ H, ∑

n≤N

UnMfU
∗
nPnx =

∑

n≤N

UnMfU
∗
nxn,

où xn = Pnx, d’où
∥∥∥∥∥∥
∑

n≤N

UnMfU
∗
nPnx

∥∥∥∥∥∥

2

=
∑

n≤N

‖UnMfU
∗
nxn‖2 ≤ ‖Mf‖2

∑

n≤N

‖xn‖2 ≤ ‖Mf‖2 ‖x‖2 .

⊲ Il en résulte que

f(T ) = f(T )
∑

n∈N

Pn =
∑

n∈N

f(T )Pn =
∑

n∈N

UnMfU
∗
nPn

Corollaire 20.35 Tout opérateur normal d’un espace de Hilbert séparable est diago-
nalisable.

Démonstration. Posons X =
⋃
n∈N

(Σ(T ) × {n}) , soit l’union disjointe d’une quantité
dénombrable de copies de Σ(T ), encore notée

⊔
n∈N

Xn, avec Xn = Σ(T ). La collection des
sous-ensembles E de X tels que ∀n, E ∩ Xn soit un borélien, constitue une σ-algèbre, et
µ(E) =

∑
n∈N

µn (E ∩Xn) une mesure σ-finie sur cette σ-algèbre. On aura
∫

X
hdµ =

∑

n∈N

∫

Σ(T )
h|Xn

dµn,

d’où il résulte que h ∈ L2 (X,µ) si et seulement si h|Xn
∈ L2 (Σ(T ), µn) , et

‖h‖2
L2(X,µ) =

∑

n∈N

∥∥h|Xn

∥∥2

L2(Σ(T ),µn)
.

Si on pose alors (V ∗x)|Xn
= U∗

nPnx, alors V est unitaire H → L2 (X,µ) et

f(T )x =
∑

n∈N

UnMfU
∗
nPnx =

∑

n∈N

UnMf (V ∗x)|Xn
=
∑

n∈N

Un (MfV
∗x)|Xn

= VMfV
∗x,

soit
f(T ) = VMfV

∗. (20.18)

En effet

(x |V g )H = (V ∗x |g )L2(X,µ) =
∑

n∈N

(
(V ∗x)|Xn

∣∣g|Xn

)
L2(Σ(T ),µn)

=
∑

n∈N

(
U∗
nPnx

∣∣g|Xn

)
L2(Σ(T ),µn)

=
∑

n∈N

(
x
∣∣PnUn

(
g|Xn

))
H

d’où
V g =

∑

n∈N

PnUn
(
g|Xn

)
=
∑

n∈N

Un
(
g|Xn

)
.
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Notons que, réciproquement, les opérateurs diagonalisables sont normaux, puisque les
opérateurs de multiplication sont eux-mêmes normaux, et que

Σ(f(T )) = Σ(Mf ), (20.19)

puisque V est unitaire.

20.4.4 Les opérateurs normaux compacts

La décomposition spectrale des opérateurs normaux compacts sur un espace de
Hilbert que nous avons obtenue précédemment à partir du théorème portant sur les
opérateurs compacts, peut également se déduire du théorème spectral relatif aux opérateurs
normaux.

Proposition 20.36 Si T est un opérateur normal sur l’espace de Hilbert H séparable
de dimension infinie, et si λ ∈ Σ(T ) est un point d’accumulation, alors il existe une
suite orthonormée (xi) dans H telle que

lim
n→∞

‖Txn − λxn‖ = 0.

Démonstration.

⊲ D’après le théorème spectral, on aura

f(T ) = VMfV
∗

et par conséquent

‖Txn − λxn‖ = ‖V ∗ (T − λ)V V ∗xn‖ = ‖(Mζ − λ) ξn‖ ,

où ξn = V ∗xn.

⊲ Choisissons alors une suite λn ∈ Σ(T ) = Σ(Mζ) qui converge vers λ, et une suite εn → 0
telle que les disques Bn = Bεn(λn) soient disjoints. Selon la proposition 20.30, Σ(Mζ) est
l’image essentielle de ζ, et par conséquent µ(Bn) 6= 0.. Comme µ est σ-finie, on peut choisir
dans chaque Bn un sous-ensemble En de mesure finie non nulle.

⊲ Les En étant disjoints, les fonctions χEn sont mutuellement orthogonales dans L2(X,µ).
De plus

|ζ − λ1|χEn ≤ (|ζ − λn1| + |λn − λ|)χEn ≤ (εn + |λn − λ|)χEn

d’où

‖(Mζ − λ)χEn‖ ≤ (εn + |λn − λ|) ‖χEn‖ = (εn + |λn − λ|) (µ (χEn))1/2 ,

d’où le résultat, avec ξn = (µ (χEn))−1/2 χEn et xn = V ξn.
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Théorème 20.37 Si T est un opérateur normal compact sur un espace de hilbert
séparable H, alors

(i) 0 ∈ Σ(T ) et Σ(T ) \ {0} est formé d’une suite bornée (λn) , n = 1,∞ ayant pour
seul (éventuel) point d’accumulation 0.

(ii) Les λn sont des valeurs propres, associées à des sous-espaces propres Hn de di-
mension finie.

(iii) on a

T =
∑

n=1,∞

λnPn,

où les Pn sont les projections sur les Hn.

Démonstration.

⊲ Ainsi qu’on l’a noté à la proposition 15.10 un opérateur compact n’est pas inversible,
et 0 appartient donc à son spectre.

⊲ Soit λ 6= 0 un point d’accumulation de Σ(T ), selon la proposition 20.36, il existe une
suite orthonormale (xn) telle que ‖Txn − λxn‖ → 0 quand n→ ∞. Comme T est compact il
existe une sous-suite xn′ extraite telle que Txn′ converge, soit vers v, d’où il résulte que xn′

converge vers v/λ. On aura alors 0 = λ2 (xm′ |xn′ ) → ‖v‖2 , ce qui constitue une contradiction
et prouve par conséquent que le seul point d’accumulation possible de Σ(T ) est 0.

⊲ Supposons (par exemple) que la suite (λn) ne soit pas finie, alors λn → 0, et comme ∀n
χ{λn} ∈ C0 (Σ(T )) , on aura

ζ =
∑

n=1,∞

λnχ{λn},

où la série converge uniformément dans C0 (Σ(T )) . Il en résulte que

T = ζ(T ) =
∑

n=1,∞

λnχ{λn}(T ) =
∑

n=1,∞

λnPn,

où Pn est la projection sur le R
(
χ{λn}(T )

)
, qui n’est pas réduit à 0, puisque χ{λn} 6= 0.

⊲ De plus
(T − λn)χ{λn}(T ) =

(
(ζ − λn1)χ{λn}

)
(T ) = 0

ce qui prouve que R
(
χ{λn}(T )

)
⊂ Hn, et par conséquent que les λn sont des valeurs propres.

Réciproquement, si (T − λk)x = 0, alors

λkx = Tx =
∑

n=1,∞

λnPnx

et par conséquent

(λkx |Pℓx) =


 ∑

n=1,∞

λnPnx |Pℓx


 = (λℓPℓx |Pℓx) = λℓ (Pℓx |Pℓx) = λℓ (x |Pℓx) ,

d’où (x |Pℓx) = 0 si k 6= ℓ, et 0 = λℓ ‖Pℓx‖2 . Il en résulte que x = Pkx, soit Hn ⊂
R
(
χ{λn}(T )

)
. On a donc montré que les Hn = R

(
χ{λn}(T )

)
, et que les Pn sont les pro-

jections sur les sous-espaces propres.
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⊲ Notons également que Hn est stable par T et que T|Hn
= λnI, c’est donc un opérateur

compact inversible, ce qui prouve que Hn est de dimension finie.

Il reste bien entendu de nombreux aspects qui ont été omis ou à peine effleurés, au
nombre desquels

(i) La décomposition du spectre découlant de la décomposition de Lebesgue des me-
sures, ainsi que la notion de spectre essentiel. (Dieudonné T2 P.188, Reed&Simon p.236,
Conway p. 358, Levy-Bruhl p.24, Schechter)

(ii) La décomposition des opérateurs découlant de la notion de multiplicité (Conway
p. 293, Arveson)

(iii) Les algèbres commutatives maximales (Pedersen p.180-188, Conway p. 274-289,
Arveson)

(iv) Les opérateurs à trace et de Hilbert-Schmidt (Dunford&Schwartz, Schechter, Levy-
Bruhl p.77 .. )



Appendice C

Le radical

Notre hâte à nous tourner vers les algèbres de Banach commutatives n’était pas
innocente. L’annexe qui suit, de nature essentiellement algébrique, peut donner un
avant-goût des difficultés qui découlent de l’abandon de cette hypothèse.

Définition C.1

(i) On appelle radical de A, et on note RadA, l’intersection de ses idéaux maximaux
à gauche, c’est bien entendu un idéal à gauche.

(ii) On dit que A est simple si le seul idéal propre qu’elle contient est {0} .
(iii) On dit que A est semi-simple si RadA = {0} .

Si I est un idéal propre à gauche de A, A/I est un A-module ; il suffit à cet effet de

poser p
·
t =

·
pt, où

·
t ∈ A/I, et p∈ A, ce qui est loisible car, si q∈ I, p(t + q) =pt+s,

où s=pq∈ I.

Une part importante de notre travail va consister à restaurer la symétrie de cette
définition et à montrer que le radical est également l’intersection des idéaux maximaux
à droite.

Définition C.2 Un module est simple si son seul sous-module propre est {0} .

Lemme C.3 Si I est un idéal à gauche, pour qu’il soit maximal, il faut et il suffit que
A/I soit un A-module simple.

Démonstration.

⊲ Supposons I maximal, notons
·
D un sous-module propre de A/I, et ·

t un élément de
·
D.

Supposons que t/∈ I et considérons At + I, c’est un idéal à gauche, qui contient strictement

I, et par conséquent, comme I est maximal, At+I = A. Il en résulte que
·
D ⊃ A ·

t = A/I,
d’où

·
D = A/I, ce qui constitue une contradiction et implique par conséquent t∈ I. Il en

résulte alors que t∈ I et par conséquent
·
t = 0, d’où

·
D = {0} .

247
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⊲ Supposons réciproquement que A/I est un A-module simple, et M un idéal à gauche

contenant I. Notons
··
t les éléments de A/M ; comme

··
s =

··
q ∀s,q∈ ·

t, on peut définir une

application surjective θ : A/I → A/M par θ(
·
t) =

··
t. Soit alors

··
p ∈ A/M, posons V =

θ−1(
··
p), c’est un sous-module de A/I, car si

·
s et

·
q appartiennent à V, soit θ(

·
s) = θ(

·
q) =

··
t =

{t + m |m ∈ M} , alors il existe m, m′ ∈ M, j, et j′ ∈ I, tels que t+m=s+j et t+m′ =q+j′,

et par conséquent θ
(
·
s +

·
q
)

=
··
t. Comme A/I est simple, il en résulte que soit V = A/I, soit

V = {0} , et par conséquent que A/M est réduit à un seul élément, c’est-à-dire que M = A.

Définition C.4 Soit V un A-module, on appelle annihilateur de V et on note

Ann(V ) = {t ∈ A |tV = 0} .

Lemme C.5

(i) L’annihilateur d’un module est un idéal

(ii) Si I est un idéal maximal dans A, c’est l’annihilateur de A/I.
Démonstration.

⊲ Soit en effet V un A-module et Ann(V ) son annihilateur, si q∈ Ann(V ), on aura qv = 0
∀v ∈ V. Soit alors t∈ A, on aura (tq) v = t (qv) = 0 ∀v ∈ V ainsi que (qt) v =q(tv) = 0,
puisque tv ∈ V.

⊲ En effet, comme I est un idéal, alors ∀p∈ I, ∀t∈ A, on a pt∈ I, soit p
·
t = 0, c’est

dire que I ⊂ Ann(A/I). D’après l’item (??), Ann(A/I) est un idéal ; comme I est propre,

A 6= Ann(A/I), si tel n’était pas le cas, on aurait en effet
·
t =i

·
t = 0 ∀ ·

t, d’où I = A. Il en
résulte que I = Ann(A/I).

Définition C.6 On dit qu’un idéal est primitif si c’est l’annihilateur d’un A-module
simple.

Lemme C.7 Un idéal maximal est primitif

Démonstration. En effet, si I est un idéal maximal, c’est d’après le lemme C.5 l’annihi-
lateur de A/I, qui est lui-même un module simple, d’après le lemme C.3

Le contraire est faux : les idéaux primitifs ne sont pas tous maximaux.

Proposition C.8

(i) Tout idéal maximal à gauche contient un idéal primitif

(ii) Tout idéal primitif est l’intersection des idéaux maximaux à gauche qui le contiennent

Démonstration.
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⊲ Soit I un idéal maximal à gauche, d’après le lemme C.3, A/I est un A-module simple,
c’est dire que l’annihilateur de A/I est un idéal primitif. Il est contenu dans I car dire que

t∈ Ann(A/I), c’est dire que t
·
p = 0, ∀ ·

p ∈ A/I, ou encore que tp∈ I, ∀p∈ A ; il en résulte
en particulier que t∈ I.
⊲ Réciproquement, si I est un idéal primitif de A, c’est l’annihilateur d’un A-module

simple, soit V. On aura donc I =
⋂
v∈V,v 6=0 Mv, où Mv = {p ∈ A |pv = 0} . Il est clair que

Mv est un idéal à gauche, et que si v ∈ V, Av est un sous-module de V ; comme V est simple,

on aura V = Av. Si
·
t et

·
p ∈ A/Mv, alors

·
t =

·
p dès que tv =pv, et on peut définir une

application θ linéaire : Av → A/Mv par la formule
·
t = θ(w), où w =tv. Mais de plus si

·
t = 0, alors t∈ Mv et par conséquent w = 0 ; il en résulte que θ est un isomorphisme soit
V ⋍ A/Mv. Comme de plus V est simple, d’après le lemme C.3, Mv est un idéal maximal
à gauche.

Proposition C.9 Le radical est un idéal, il est inclus dans l’intersection des idéaux
maximaux.

Démonstration.

⊲ En vertu de la proposition C.8 (i), comme RadA est un idéal à gauche, il contient un
idéal primitif. Mais d’autre part selon C.8 (ii) tout idéal primitif est une intersection d’idéaux
maximaux à gauche, et contient donc RadA. Il en résulte que RadA est l’intersection des
idéaux primitifs, et par conséquent un idéal.

⊲ Comme selon le lemme C.7, un idéal maximal est primitif, il en résulte que RadA est
inclus dans l’intersection des idéaux maximaux.

Proposition C.10 Soit I un idéal à gauche, alors les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) I ⊂ RadA
(ii) i−p est inversible à gauche ∀p∈ I
(iii) i−p est inversible ∀p∈ I
Démonstration.

⊲ Supposons que I ⊂ RadA, si p∈ I, alors il appartient à tous les idéaux maximaux à
gauche, et comme d’après la proposition 19.6, i n’appartient à aucun idéal à gauche, il en
résulte que i−p n’appartient à aucun idéal maximal à gauche. Mais A (i − p) est un idéal à
gauche, auquel appartient i−p, et par conséquent A (i − p) = A, ce qui implique que i−p soit
inversible à gauche.

⊲ Supposons que i−p est inversible à gauche ∀p∈ I et choisissons t∈ I, alors il existe
p′ ∈ A tel que p′ (i − p) = i. Mais −p′p∈ I, et par conséquent i+p′p =p′ est inversible à
gauche ; c’est dire en fait que p′ est inversible à gauche et à droite et donc inversible, d’inverse
i−p, et par conséquent que i−p est inversible.
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⊲ Supposons que i−p est inversible ∀p∈ I, et qu’il existe un idéal maximal à gauche M
qui ne contienne pas I ; alors I + M = A, puisque I + M est un idéal, ce qui implique
l’existence de p∈ I et q∈ M tels que i= p + q. Par conséquent q=i−p est inversible ce qui
implique M = A d’après la proposition 19.6, soit une contradiction.

Corollaire C.11 Les ensembles suivants sont identiques

(i) RadA = ∩ idéaux maximaux à gauche de A.
(ii) D′ = ∩ idéaux maximaux à droite de A.
(iii) G = {p ∈ A |tp − i est inversible ∀t ∈ A}
(iv) D = {p ∈ A |pt − i est inversible ∀t ∈ A} ;

Démonstration.

⊲ Si on considère l’algèbre A′ formée des éléments de A mais dans laquelle le produit est
défini par p∗t=tp, alors d’après la proposition C.9 RadA′ = D′ est un idéal de A′ et donc
de A, et d’après la proposition C.10, les éléments de la forme i−p sont inversibles dans A′

et donc dans A, ∀p∈ D′. Il en résulte que D′ ⊂ RadA, et on démontrerait de même que
RadA ⊂ D′, soit D′ = RadA.
⊲ Comme RadA est un idéal, d’après la proposition C.10, i−p est inversible ∀p∈ RadA,

et par conséquent i−tp est inversible ∀p∈ RadA, ∀t∈ A, soit RadA ⊂ G. Réciproquement
si p∈ G, et p/∈ RadA, alors il existe un idéal maximal à gauche M auquel p n’appartient pas,
et comme Ap est un idéal à gauche, il en résulte que M + Ap= A. C’est dire qu’il existe q

tel que i−qp∈ M, et par conséquent i∈ M, ce qui constitue une contradiction.

Remarque C.12 Il est facile de démontrer directement que si λ 6= 0, tp−λ est inver-
sible si et seulement si pt−λ l’est. Il en résulte que

Σ(tp) ∪ {0} = Σ(pt) ∪ {0} ,
et par conséquent que ρ(tp) = ρ(pt).

Démonstration. Supposons que tp−λ a pour inverse q, d’où tpq=qtp=i+λq, on aura
alors

(pt − λ) (pqt − i) = ptpqt − pt − λpqt + λi

= p (i + λq)t − pt − λpqt + λi = λi,

et

(pqt − i) (pt − λ) = pqtpt − pt − λpqt + λi

= p (i + λq)t − pt − λpqt + λi = λi.
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Proposition C.13

(i) RadA est inclus dans l’ensemble des éléments quasi-nilpotents de A.
(ii) L(X) est semi-simple.

Démonstration.

⊲ D’après le corollaire C.11, RadA = G ; nous montrerons que G est contenu dans l’en-
semble des éléments quasi-nilpotents. En effet si p∈ G, alors µp−i est inversible ∀µ, et par
conséquent p − λi est inversible ∀λ 6= 0 ; il en résulte que Σ(p) = {0} , soit ρ(p) = 0.

⊲ Soit x ∈ X, x 6= 0, posons Jx = {T ∈ L(X) |Tx = 0} ; c’est un idéal à gauche de L(X),
dont nous allons montrer qu’il est maximal.

⊲ Supposons à cet effet que Jx est strictement inclus dans un idéal à gauche propre, soit
U . Alors Ux = {Tx |T ∈ U } est un sous-espace de X, invariant par tout S ∈ L(X) et n’est
pas réduit à {0} , puisque U contient un élément n’appartenant pas à Jx.
⊲ Supposons alors que Ux 6= X, et choisissons y ∈ Ux, y 6= 0, ainsi que z /∈ Ux. D’après le

corollaire 5.5 du théorème de Hahn-Banach, il existe une forme linéaire continue f sur X qui
vérifie f(y) = ‖y‖ , et par conséquent l’application S ∈ L(X) définie par Sx = zf(x)/ ‖y‖
vérifie Sy = z, ce qui constitue une contradiction, puisque Ux est invariant par S. Il en résulte
que Ux = X.

⊲ Par conséquent il existe U ∈ U tel que Ux = x ; pour tout S ∈ L(X), on aura alors
SUx = Sx, soit SU − S ∈ Jx, d’où S ∈ Jx + U ⊂ U + U = U , et par conséquent L(X) = U .
Il en résulte que U n’est pas un idéal propre et par conséquent que Jx est maximal. On aura
donc RadA ⊂ ∩x 6=0Jx = {0} .


