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Premiere partie

Quelques théoremes essentiels de
I’analyse fonctionnelle






Chapitre 1

L’axiome du choix

Une grande partie de ’analyse fonctionnelle repose sur 1’axiome du choix, il nous a
donc paru nécessaire de I’énoncer avec précision.

Notons S(X) I'ensemble des parties de I'ensemble X :

Proposition 1.1 (Axiome du choix) Si X est un ensemble non vide et S(X) note
Iensemble de ses parties, il existe une fonction ¢, dite fonction de choix : S(X)\{@} —
X, telle que

cY)eY, VY e S(X)\ {o}. (1.1)

En langage concret, il s’agit simplement de I'affirmation qu’a tous les sous-ensembles de
X, on peut faire simultanément correspondre (choisir) un élément de ce sous-ensemble.
Ceci pourrait étre considéré comme une évidence, il n’en est rien, et sous son aspect
inoffensif, cet axiome formulé par Zermelo recele de considérables potentialités.

L’utilisation pratique de cet axiome fait intervenir la notion d’ordre

Définition 1.2

(i) Un ensemble X est totalement ordonné par < si
Vr,y € X, on a soit x <y, soity < x. (1.2)

six <y etx#y, on notera x < y.

(ii) Un ensemble X est bien ordonné si tout sous-ensemble non vide Y de X posséde
un élément minimal, soit

VY e S(X)\{@},3z €Y tel que z < y,Vy €Y. (1.3)

(iii) Un ensemble X est inductivement ordonné si tout sous-ensemble Y totalement
ordonné de X est majoré dans X.

Notons qu'un ensemble bien ordonné est totalement ordonné, il suffit pour le montrer
de considérer 'ensemble Y = {x,y}.

11
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Proposition 1.3 (Principe de bon ordre : Cantor) Tout ensemble peut étre muni
d’un ordre de telle sorte qu’il soit bien ordonné

Proposition 1.4 (Lemme de Zorn) Tout ensemble X inductivement ordonné posséde
un élément maximal, soit dz € X, tel que si x € X verifie z < x, alors x = z.
Si A est un sous ensemble de X, on note respectivement
X={vly>z, Vyc A} et X ={aly<uz, Vyc A} (1.4)

Soit C' un sous ensemble bien ordonné de X, on notera min C' le plus petit élément
de C. 1l est clair que, pour tout sous ensemble A de X, x € AN {zx}.

Définition 1.5 Soit X un ensemble muni de la fonction de choix ¢, on dit que C C X

est une chalne si
C(Cﬂﬁ) =z (1.5)

Notons que pour toute chaine C, min{z} = ¢(X), en effet C Nmin{z} = &, et par
conséquent C' N {z} = X.

Lemme 1.6 Si C et (5 sont deux chaines telles que C} SZ Csy, alors dx, € C tel que
02 = Ol N {331} (16)
On a en fait x1 = min{C; \ Cy}.

DEMONSTRATION.

> Comme C] est bien ordonné, on peut poser z; = min {C} \ Ca}, on aura alors
cin {561} C Oy,

en effet, si z € C1 N{x1}, on aura 2 < z1, et par conséquent z ¢ C; \ Oy, soit z € (C1)°U Cy,
or z € Cq, dou z € Cs.

> Supposons que Cy N {z1} ¢ Cy, comme Cy \ <C’1 N {xl}) C Cy, on peut poser xo =

min {02 \ <C’1 N {xl})} , et comme précédemment, on aura
Co N {as} C (c1 N {xl}) : (1.7)

> Sion suppose la encore que Con{za} € (Cl N @) , comme (C’l N {x1}>\<Cg N @) C
C1NCy, on peut poser y = min { <C’1 ﬂ@) \ (CQ ﬂ@)} . On aura (Cl ﬁ@ﬂ@) C

(CQ N {1’2}) , mais comme y € C1N{x1}, on aura y < x1, d'out {y} C {z1}, et par conséquent
CyNn{xy} ﬂ@: Ch ﬂ@, d’ou

(erniyr) € (Caniea). (1.8)
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> Notons maintenant que si z € Cy et z < x pour un certain x € Cy N {x2}, alors

z € CoN{xa}. Cest en particulier le cas de y € <C’1 N {x1}> C C9, comme C5 est totalement
ordonné, il en résulte que y > z, Vo € Cy N {x2}. On aura donc <Cg N {x2}> C {y}, or
(CQ N {x2}> C (Cl N {xl}) C C1, d’ou par conséquent (Cg N {[172}) C C’lﬂ{i}, et finalement

(erniy}) = (C2niead). (1.9)
> Comme C] et C5 sont des chaines, on aura

y:C<C1 ﬂ@) :c<02 ﬂ@) = T2, (1.10)

soit y = g, et par conséquent xo € (C’l N {1‘1}> , ce qui n’est pas possible. Il en résulte qu’en

fait Cy N {x2} = (01 N {xl}) , et par conséquent

mzc(Cl ﬂ@) =C<CQ ﬂ@) =1, (1.11)

soit x1 = x9, d'oul 71 € <C’1 N {x1}> ce qui la encore est contradistoire. Finalement donc on
en déduit que

cin {xl} =y

Théoreme 1.7

(i) L’axiome du choix,

(i) le principe de bon ordre et
(iii) Ie lemme de Zorn

sont équivalents.

DEMONSTRATION.
(i) Supposons que X est inductivement ordonné, et soit ¢ une fonction de choix pour X.

> Considérons I'ensemble Cj, j € J des chaines dans X et posons C' = |J
z; € Cj, on aura

e C;. Pour tout

(Cﬂ@> = (Cj“@>v (1.12)

en effet, si y € (C’ﬂ {x]}) , on aura y € (C’i N {acj}) pour un certain . Dans le cas ou

C; C Cj,alors y € <Cj N {mj}) ; tandis que dans le cas contraire, selon le lemme 1.6, il existe

z; € C; tel que C; = <C’i N {xl}) . On aura alors y < z; < z;, don y € (C’i N {331}) = Cj.
Dans tous les cas, on aura donc y € C}.
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> Supposons alors que C' O Y # &, alors 3j tel que Y N C; # @. Comme C; est bien
ordonné, on peut poser y; = min (C; NY'), on aura alors

(C N {yj}) = (Cj N {yj}) =g,
et par conséquent y; = min (C'NY). C’est dire que C est b

> ien ordonné.
> Soit x € C, il existe alors j tel que x € Cj, et on aura (C’ N @) = (C’j N @) , d’apres

(1.12), d’ou ¢ (C ﬂﬂ) =c (C’j ﬂ@) , ce qui prouve que C' est une chaine.

> Supposons que C ne soit pas vide, et posons o = ¢ (6) . L’ensemble D = C' U {zp}
est une chaine, en effet il est bien ordonné, et D N {zg} = C, d’ott DN {xo} = C et par

conséquent c(D N {x0}> = xg. Comme C est I'union de toutes les chaines, il en résulte que
C=0.
> Comme X est inductivement ordonné, C' possede un majorant z dans X, et comme

C =@,0naz=maxC. Sit € X majore strictement z, alors t € C, ce qui prouve que z est
maximal dans X.

(ii) Supposons maintenant le lemme de Zorn vérifié et considérons le systeme M des sous-
ensembles non vides D; de X munis d’un ordre <; les rendant bien ordonnés.

> Les sous-ensembles formés d’un seul élément appartiennent a M, qui par conséquent
n'est pas vide. On définit un ordre sur M de la facon suivante : (D;, <;) <u (Dj, <) si
(Dj, S]) = (DZ, SZ) ou si
<i = <o, et 3z € Dy tel que D; = {x € Dj |z <j x5} (1.13)
En particulier, si (D;, <;) <ar (Dj, <), on aura D; C Dj.
> Montrons que M est inductivement ordonné. Soit N un sous-ensemble totalement or-
donné de M, et D I'union des D; appartenant a N. Définissons un ordre sur D selon
x <ysidjtel que {z,y} C Djetx<;y, (1.14)
et remarquons que cette définition n’est pas ambigiie en vertu du fait que N est totalement
ordonné par <,; . {z,y} C D; € N et x <; v,
> Soient Dq et Dy € N, comme N est totalement ordonné, si Dy SZ Ds, on aura Dy <ps D1,

d’ou Dexistence de x € D tel que Dy = {x € Dy |z <; 2} } . Comme D; est bien ordonné,
Dy \ D;y possede un élément minimal, soit 21. On ne peut avoir 2} > 1, car on aurait alors

x1 € Dy. On aura donc 2} < 1 et par conséquent Dy C <D1 N {:1:1}) ; en fait on aura

D2=<Dm@),

car si y € <D1 N {x1}> \ D, alors z}; < y < z7. La conclusion du lemme 1.6 s’applique donc

aux D; € N, et par conséquent la formule (1.12) s’applique aux D, soit pour tout y; € D;,

(P ) = (D50 fud) (1.15)

et comme précédemment, il en résulte que D est bien ordonné pour <, c’est donc un élément
de M.



15

> Montrons que N est majoré, c’est bien sir le cas s’il admet un élément maximal. Sinon
tout (D, <;) de N admet un majrant strict (Dj, <;) dans N, et on aura donc

Di={z e Djle <ju;} = (Dj N {%‘}> U {z;}
pour un certain z; € Dj. Selon (1.15) on aura donc
D; = (Dm{xj}) U{z;}={zeDlz<a;},

c’est dire que (D, <) majore N, qui est par conséquent inductivement ordonné. Selon le lemme
de Zorn, M admet donc un élément maximal, soit (P, <p).

> Si P # X, on peut choisir p € X'\ P et prolonger <pa PU{p}, en posant x <p p,Vx € P.
On obtient ainsi un ensemble bien ordonné qui majore (P, <p) pour la relation d’ordre de
M, ce qui aboutit a une contradiction. Il en résulte que P = X, qui est par conséquent bien
ordonné.

(iii) Enfin si X est un ensemble sur lequel on met un bon ordre, et si Y C X, on notera ¢(Y")
comme étant I’élément minimal de Y.

On a pu démontrer (Cohen 1963) que I'axiome du choix était indépendant du
systeme d’axiomes de la théorie des ensembles de Zermelo et Frankl, ce qui fait qu’on
peut a volonté choisir de I'accepter ou de le rejeter sans risque de nuire a la cohérence
des mathématiques. Cependant on n’a jamais pu trouver d’avantage autre que philoso-
phique a son rejet, tandis que nombre de résultats essentiels de 'analyse en découlent,
nous n’aurons donc pas d’états d’ame a cet égard.
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Chapitre 2

Le théoréeme d’Ascoli

La compacité est une propriété topologique de premiere importance, mais au sein
des espaces de fonctions, il est généralement difficile d’en apporter la preuve. C’est
la qu’intervient le théoreme d’Ascoli qui fait découler la compacité d’une propriété
beaucoup plus élémentaire d’équicontinuité.

2.1 Convergence uniforme et convergence simple

Soient E et F deux espaces normés, on note classiquement F'¥ I’ensemble des ap-
plications E' — F|, et C(E, F) 'ensemble des applications continues £ — F.

2.1.1 Convergence simple

Si a est un point de E, nous noterons

pa(f) = (@), ot f € F". (2.1)

La topologie de la convergence simple est celle définie par I’ensemble des semi-normes
P, OU @ parcourt £ ; c’est également la topologie produit sur FZ. L’ensemble F'¥ muni
de la topologie de la convergence simple est noté FF, le sous-ensemble C(E, F) des
fonctions continues muni de la topologie induite par celle de la convergence simple est
noté Cs(E, F'). Si a ne parcourt qu'un sous-ensemble A de E, on parlera de topologie
de la convergence ponctuelle sur le sous-ensemble A de E.

2.1.2 Convergence uniforme

Si K est une partie compacte de E, nous noterons
Pic(f) = sup [ f(a)ll, ou f € C(E, F). (2.2)
ac

Comme une fonction continue sur un compact est bornée, Pi(f) est bien définie. La
topologie de la convergence uniforme sur les compacts, ou plus simplement topologie

17
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de la convergence compacte, est celle définie par I'ensemble des semi-normes Pk (f) ;
I'espace C(E, F') muni de cette topologie est noté C.(E, F).

Rappelons que dans un espace X semi-normé, soit par les p;, i« € I, une base de
voisinages de 0 est constituée des intersections finies de semi-boules :

() {z € X|pi(z) <&},

j=1ln

et que la topologie produit sur [],., X; a pour base d’ouverts les [],.; 4;, ol les A,
sont tous égaux a X; hormis un nombre fini d’entre eux A;, j = 1,n, respectivement
ouverts de X;.

2.2 Equicontinuité et compacité

Définition 2.1 Soit ‘H une famille d’applications E — F, on dit que H est équicontinue
au point x, si pour tout voisinage V de 0 dans F, il existe un voisinage U de x tel que
fly) — f(z) € V,Vy € U, Vf € H. On dit que H est équicontinue sur F, ou tout
simplement équicontinu, si H est équicontinue en tout point de F.

Théoréme 2.2 (Ascoli) Soient E et F' deux espaces normés et ‘H un sous-ensemble
équicontinu de C(E, F'), alors
(i) L’adhérence H de H dans Cy(E, F) est un ensemble équicontinu de C(E, F).

(ii) Sur H, et donc sur H, les topologies de la convergence ponctuelle sur un sous-
ensemble dense, de la convergence ponctuelle sur E, et de la convergence uniforme sur
les sous-ensembles compacts sont les mémes.

(i) SiVe € E, H(z) = {f(x)|f € H} est relativement compact dans F, alors H est
relativement compact dans C.(E, F).
DEMONSTRATION.

(i) Soient x € E, et € > 0, d’apres I'équicontinuité de H, In, > 0, tel que

(llz =yl <ne) = (If(y) = f(@)| </3Vf € H.)

Choisissons un tel y, si on prend maintenant g € H, alors dans tout voisinage de g pour
Cy(E, F), 3 € H tel que ||g(x) — f(2)]| < /3 et lg(y) = F(y)]| < /3. On aura done

lg(x) =gl < llg(=) = f(@) + lf(x) = FW + [1f () — 9]l <e,
d’ou 'équicontinuité de H au point .
(ii) Il est clair que la convergence uniforme sur tout compact entraine la convergence simple.
Il nous suffira donc de démontrer la réciproque, soit que sur C(F, F') la topologie 7; de

la convergence sur un sous-ensemble dense A de E est plus fine que la topologie 7. de la
convergence uniforme sur tout compact. Soit donc K C F compact, et g € H, il nous suffira
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de montrer que {f € H|Px(f —g) <1} contient un voisinage de g pour 7;. Comme H est
équicontinue, Vo € K, 3n, > 0, tel que Yy € By, (z), Vf € H, || f(y) — f(z)| < 1/5. Comme
K est compact et que les B, (x) le recouvrent, 3z;,7 = 1,n tels que K C U;—1 » By, (x;). Mais
les B, (x;) sont des voisinages de x; et contiennent donc chacun au moins un point de A, soit

a;, et nous aurons Yy € By, (x;), Vf, g € H,

1) =gl < () = fQ@)ll + 1 f(2i) — fla)ll + (| f(a:) — g(a)||
+ [lg(ai) — g(xi) || + llg(xi) — g(y)||
<4/5+ | f(a;) — gla)|l-

Il en résulte que
Prc(f —g) < 4/5 + max | f(ai) — g(a:)|

soit Px(f —g) <1 des que max;—1 , pq, (f —g) < 1/5.

(iii) Supposons que Yz, H(x) est relativement compact dans F, alors d’apres le théoreme de
Tychonoff (Corollaire 2.16 ci-dessous), [[,cp H(z) = [[,cx H(z) est compact dans FF =
Cs(E, F). Cest dire en fait que ’ensemble des applications E — F telles que f(z) € H(x)
Vxr € E, est relativement compact dans Cs(E, F'). En particulier, il en résulte que H est
relativement compact dans Cs(E, F'). Nous venons de démontrer a l'item (ii) que sur H,
Cs(E,F) et C.(E, F) coincident, il en résulte que H est relativement compact dans C.(E, F).

O

Ce résultat reste valable si E est un espace topologique et F' un espace vectoriel topo-
logique localement convexe.

Corollaire 2.3 Si E est compact, et F est borné et équicontinu, alors F est relative-
ment compact dans C(E, F').

2.3 Le théoreme de Tychonoff

L’ingrédient non trivial dans le théoreme d’Ascoli est constitué du théoreme de
Tychonoff qui assure qu'un produit quelconque d’espaces compacts est compact. Sa
démonstration repose sur la généralisation du théoreme de Bolzano-Weierstrafs aux
espaces non métrisables ; elle fait intervenir non plus des suites mais des filtres et fait
explicitement appel au lemme de Zorn 1.4.

2.3.1 Filtres
Définition 2.4

(i) On appelle filtre dans E, une collection F de sous ensembles non vides de E tels
que
>siAet BeF,alors ANBeF
>siAeFet AC B, alors Be F
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(ii) On appelle base de filtre dans E, une collection B de sous ensembles non vides de
E tels que si A et B € B, alors 3C € B tel que C C AN B.

(iii) Si B est une base de filtres, le filtre engendré par B est formé de I'ensemble des
parties de E contenant un élément de B, c’est le plus petit filtre contenant B.

Si F C G, on dit que le filtre G est plus fin que F.

Proposition 2.5 Si u est une application E — F, et si B est une base de filtre dans
E, alors u(B) est une base de filtre dans F. On dira que u(B) est I'image de B par u.

DEMONSTRATION. En effet u(A N B) C u(A) Nu(B).

Méme si B est un filtre, u(B) n’est pas nécessairement un filtre.

Les filtres constituent une généralisation des suites : a la suite x,, est associée la
base de filtre dénombrable formée des X, = {z,, |[n > p}. Ils constituent également une
généralisation des voisinages, I’ensemble des voisinages d’un point a formant le filtre

V(a).

2.3.2 Filtres et continuité

Dire que la suite z,, converge vers a, c’est dire que tout voisinage de a contient un
X,, ou encore que V(a) est contenu dans le filtre engendré par les X,. Nous sommes
donc conduits a adopter la définition suivante :

Définition 2.6 On dit que le filtre F converge vers le point a s’il contient le filtre des
voisinages de a.

Les filtres jouent vis-a-vis des espaces non métrisables le méme role que les suites pour
ces derniers.

Proposition 2.7 Dans un espace topologique séparé, un filtre ne peut avoir plus d’une
limite

DEMONSTRATION. En effet, si a et b étaient deux limites distinctes du filtre F, alors il
contiendrait V(a) et V(b), et en particulier A et B disjoints appartenant respectivement a
V(a) et V(b), ce qui est impossible.
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Proposition 2.8 Si A est un sous-ensemble de I'espace topologique E, et s’il existe
un filtre F dont A soit un élément qui converge vers a, alors a € A. Réciproquement
sia € A, alors il existe un filtre F convergeant vers a, dont une base est formée de
sous-ensembles de A.

DEMONSTRATION. Rappelons tout d’abord que a € A si et seulement si ANV # @, VV €
V(a).

> Si F converge vers a, et A € F, alors comme F est plus fin que V(a), on aura bien
ANV #@,VV € V(a).

> Réciproquement, si ANV # @&, VV € V(a), alors les ANV ou V parcourt V(a) forment

une base de filtre, soit F, dont les éléments sont des sous-ensembles de A, et par conséquent
F est plus fin que V(a).

O

Voici par exemple la généralisation aux espaces topologiques quelconques d’un théoreme
classique dans le cadre des espaces métrisables.

Théoreme 2.9 Une application u : E — F est continue en a € FE si et seulement si,
pour tout filtre F convergeant vers a, le filtre engendré par u(F) converge vers u(a).

DEMONSTRATION.

> Supposons u continue en a, alors si W est un voisinage de u(a), il existe V € V(a),
tel que u(V) C W. C’est dire que le filtre engendré par u(V(a)) est plus fin que le filtre des
voisinages de u(a). Si on choisit alors un filtre &/ dans E, plus fin que V(a), son image sera
plus fine que u(V(a)), et par conséquent que le filtre des voisinages de u(a).

> Réciproquement choisissons pour F le filtre des voisinages de a, et supposons que le
filtre engendré par u(F) converge vers u(a). Si W est un voisinage de u(a), il contiendra
un élément de u(F), c’est-a-dire 'image d’un voisinage de a. Nous avons donc montré la
continuité de u en a.

2.3.3 Compacité

Le résultat qui suit joue le méme role que le théoreme de Bolzano-Weierstra/3 pour
les espaces non métrisables.

Théoreme 2.10 Un espace topologique E est compact si et seulement si pour tout
filtre F défini sur E, il existe un filtre plus fin qui converge.

DEMONSTRATION.

> Considérons un filtre F sur E, supposé compact. Si F est formé de la famille des A;,7 € I
alors, par définition, V.J sous-ensemble fini de I, NjcjA; # @, et par conséquent Nje sz #+ O.
Par compacité de F, il en résulte que Nje IZj # @. 1l existe donc un point a adhérent & tous
les A;, c’est-a~dire dont tout voisinage V' rencontre chaque A;. L’ensemble des V' N A; forme
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la base d’un filtre plus fin que F qui est également plus fin que la base des voisinages de a,
et qui converge par conséquent vers a.

> Réciproquement supposons que pour tout filtre F, il existe un filtre convergent plus fin,
et considérons une famille de fermés F; dont les intersections finies sont non vides. La famille
F; forme la base d’un filtre, et il existe par hypothese un filtre G, plus fin qui converge, soit vers
a. Le point a appartient & 'adhérence de tous les Fj, et par conséquent a leur intersection ;

la compacité de F en résulte.

2.3.4 Ultrafiltres

On peut donner de ce théoreme une autre expression, mieux adaptée a la démonstration

de résultats de compacité, et c’est la qu’interviennent la notion d’ultrafiltre et le lemme
de Zorn.

Définition 2.11 On dit qu’un filtre U sur E est un ultrafiltre s’il n’existe pas de filtre
strictement plus fin qui le contienne.

Proposition 2.12 Un filtre U sur F est un ultrafiltre si et seulement si VA C E, on
aAelouA®el.

DEMONSTRATION.

> Soit U un filtre contenant A ou A¢ VA C E. Si U n’était pas un ultrafiltre, il existerait
un filtre F strictement plus fin, et par conséquent, il existerait A C E tel que A € F et
A ¢ U, mais alors A° € U, et par conséquent A° € F qui est plus fin. Il en résulte que
g=ANA° e F, ce qui est impossible.

> Réciproquement, si U est un ultrafiltre et A ¢ U, alors aucun élément V' de U n’est
inclus dans A, et par conséquent V N A¢ # @ VV € U. Mais I'ensemble des V' N A¢ ou V
parcourt U est une base de filtre et engendre donc un filtre, soit V. Comme VN A C V, V
est plus fin que U, d’out V = U, puisque U est un ultrafiltre; comme A= E N A° €V, il en
résulte que A° € U.

Corollaire 2.13 Si B est une base d’ultrafiltre sur E, son image par une application
f + E — F est une base d’ultrafiltre sur F.

DEMONSTRATION. Soit B C F, f~1(B) et f~1(B¢) sont complémentaires, et par conséquent
I'un d’eux appartient au filtre engendré par B. Il en résulte que B ou B¢ appartient au filtre
engendré par f(B), qui constitue donc une base d’ultrafiltre.

m|
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Théoréme 2.14 Tout filtre est contenu dans un ultrafiltre.

DEMONSTRATION.

> Soit F;,i € I, une famille de filtres sur F, totalement ordonnée, c’est-a-dire telle que
de deux filtres de la famille, I'un soit nécessairement plus fin que 'autre. Considérons les
sous-ensembles de E qui appartiennent a 'un des F;. Ils forment un filtre S, car si A; € F;
et A; € Fj, alors I'un des deux filtres, soit par exemple F;, est plus fin que I'autre, et on aura
Aj € F;. Par conséquent A; N A; € F;, d’ou il résulte que A; N A; € S. Enfin il est clair que
S constitue la borne supérieure des F;.

> Considérons alors I’ensemble ¥ des filtres plus fins qu'un filtre donné F. 1l résulte du
lemme de Zorn 1.4 que ¥ admet un élément 7 maximal, c’est-a-dire un filtre n’admettant
pas de majorant dans X. Ce filtre est d’'une part un ultrafiltre, car s’il admettait un majorant,
ce dernier serait nécessairement dans ¥, et d’autre part il est plus fin que F.

Corollaire 2.15 Un espace topologique E est compact si et seulement si il est séparé
et si tout ultrafiltre sur EJ' converge.

DEMONSTRATION. Soit ¢/ un ultrafiltre sur E supposé compact, alors comme il n’existe pas

de filtre strictement plus fin, & converge. Réciproquement si tout ultrafiltre sur F converge,

alors F est compact, puisque pour tout filtre F, il existe un ultrafiltre convergent plus fin.
m|

Corollaire 2.16 (Théoréeme de Tychonoff) Tout produit d’espaces compact est
compact.

DEMONSTRATION. Soit U/ un ultrafiltre sur £ = HiEI E; ou les E; sont compacts. Alors,
Vi € I, 'image U; de U par 'application coordonnée p; est un ultrafiltre sur F;, en vertu du
corollaire 2.13; il converge donc selon le corollaire 2.15, soit vers a;. Notons a = (a;);er et
V un voisinage de a dans E. Par définition, V' contient un pavé ouvert [[,.; Vi, avec V; = E;
pour i ¢ J fini, et V; € V(a;). Comme U; converge vers a;, on aura V; € U; ; il en résulte
que p; *(V;) € U, et par conséquent [Lc; Vi = ﬂier;l(V;) € U. L'ultrafiltre U est donc
convergent, ce qui prouve, toujours selon 2.15, que E est compact.

O
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Chapitre 3
La propriété de Baire

Les théoremes de ce chapitre sont particulierement importants, ils découlent de la
propriété de Baire, qui essentiellement n’est valable que dans les espaces métriques,
ce qui constitue une sérieuse limitation. Le développement de I'analyse fonctionnelle a
cependant permis d’exhiber une classe particuliere, mais assez large, d’espaces vectoriels
topologiques, les espaces tonnelés, pour lesquels le théoreme de Banach-Steinhaus est
valable bien que la propriété de Baire ne le soit pas.

3.1 Espaces de Baire

Définition 3.1

(i) On dit qu'un sous-ensemble A d’un espace topologique E est rare si son adhérence
est d’intérieur vide.

(ii) On dit qu’un sous-ensemble A d’un espace topologique E est maigre s’il est contenu
dans une réunion dénombrable d’ensembles rares, ce qui revient a dire que A est contenu
dans une réunion dénombrable de fermés d’intérieur vide.

Définition 3.2 On dit qu’un espace topologique E est un espace de Baire si tout
sous-ensemble maigre de E est d’intérieur vide, soit plus explicitement

VF;, fermés tels que F; = &, VA C U F;, alors A = @.
i=1n
Remarque 3.3 On peut donner de cette définition diverses formes équivalentes :

(i) E est un espace de Baire si, lorsqu’une union dénombrable de fermés contient un
ouvert non vide, alors I'un au moins des fermés est d’intérieur non vide.

(ii) Par passage au complémentaire, E est un espace de Baire si tout sous-ensemble
de E contenant une intersection dénombrable d’ouverts denses est lui-méme dense.

Théoreme 3.4 Un espace métrique complet, est de Baire.

25
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Remarque 3.5 En fait on démontre une propriété topologique (le fait d’étre de Baire),
a partir d’une propriété uniforme (la complétude) ; il suffit donc que I'espace soit com-
plet pour I'une des métriques compatibles avec la topologie, pour que celle-ci soit une
topologie d’espace de Baire.

DEMONSTRATION.

> Soit une suite de fermés A,, dont I'union contient une boule ouverte S. Raisonnons par
I’absurde et supposons qu’aucun des A, ne contienne de boule ouverte. C’est dire que Vn,
I'ouvert A{ recoupe toutes les boules ouvertes, et en particulier S.

o
> Notons alors B, (xg) une boule ouverte contenue dans Aj N S. On notera de méme
o e] o
B, (w1) une boule ouverte contenue dans A{ N B, (7o), et par récurrence By, ,, (Tn+1) une

o
boule ouverte contenue dans Ay, 1 N B, a2(zy).

> Les boules fermées B, (x,,) sont emboitées et leur rayon tend vers 0 ; par conséquent en
vertu du lemme 3.6 ci-dessous, 3z € NpenB),, (2,,). Mais z € S et € NpenAS = (Unendn)©,
ce qui constitue une contradiction, puisque S C UpenAn.

O

Lemme 3.6 Soit E un espace métrique complet et B,, une suite de boules emboitées
dont le rayon tend vers 0, alors N,cnB,, est réduite a un point.

DEMONSTRATION.

> Notons z, le centre de B,, et p, son rayon. Vn, Vp,q > n, on aura d(zp,z,) < 2p,, la
suite z, est donc de Cauchy, et converge par conséquent, soit vers x. Pour p > n donné, on
aura x, € By, et par conséquent, comme B,, est fermée, x = limx, € B,,, ce qui prouve que
T € NpenBn.

> Aucun autre point ne peut appartenir a N,cnBy, soit en effet y un tel point, on aura
d(y,zyn) < pp, Vn, et par conséquent x,, — y.

Une application élémentaire

Proposition 3.7 Soit E un espace métrique complet et F une famille d’applications
continues E — C, telle que

Ve e E, 3k >0, tel queVf € F, on ait |f(z)| <k,
alors, il existe une boule ouverte S C E, et K > 0, tels que
Vre S, VfeF, |flx) <K.

DEMONSTRATION. Posons Ay = {z € E\Vf € F, |f(x)] <k}, les Ay sont fermés, en tant
que intersections de fermés, et leur union est E tout entier. Il en résulte 'existence de K tel
que A contienne une boule ouverte S.

m|
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La simplicité de la preuve ne doit pas masquer I'intérét d’un tel résultat : a partir d’une
borne ponctuelle sur un ensemble de fonctions on a démontré I'existence d’une borne
uniforme dans un ouvert. Ce résultat va prendre toute son ampleur dans le cas d'une
famille d’applications linéaires.

3.2 Théoréemes de la borne uniforme

Théoréme 3.8 (de la borne uniforme) SilesT;,i € I forment une famille d’appli-
cations linéaires continues d’un espace de Banach E, dans un espace normé F, et si
Vz, la famille des ||T;(z)|| .7 € I est bornée, alors la famille des T; est bornée dans
L(E,F).

DEMONSTRATION. Posons A, = {z € E |sup, T;(z <k}, de méme qu’a la démons-
i€l F

tration de la proposition 3.7, 'un au moins des Ay, soit Ax contient une boule ouverte, soit
[¢]

B, (y). Posons K’ = sup;c; ||T5(y)||z, choisissons z tel que ||z|| < r et posons z =y + z, on

aura © € B,(y) et par conséquent Vi € I, Vz € B,(0),
1Ty () ||y < 1T @) e + 1T @)l < K + K

il en résulte que Vi € I, | T;|| < (K + K') /r.

Théoréme 3.9 (de Banach-Steinhaus) Si les T;, forment une suite d’applications
linéaires continues d’un espace de Banach E, dans un espace normé F, et si Vx, T, (x)
possede une limite, soit Tx, (c’est-a-dire si T,, converge simplement vers T'), alors

(i) lapplication T ainsi définie est linéaire continue et vérifie | T|| < liminf, . ||T,.||

(ii) Ia suite T,, converge vers T' uniformément sur tout compact.

DEMONSTRATION.

(i) La norme étant continue, ||T5,(x)||y est borné Vz, et par conséquent, en vertu du
théoreme 3.8, ||T},|| est également borné; nous poserons M = sup,cy ||Tn]|. On aura donc
Ve e E,VYn €N, |T,(2)||z < M ||z||, et par conséquent

IT(@) 5 = Jim [ To(@)]l = liminf [T, (@) | < liminf [ 7] 2]

soit || T|| < liminf, o || Tl

(ii) Comme ||T},|| est bornée, on en déduit que la suite 7T}, est équicontinue, et le théoréme
d’Ascoli 2.2 nous montre alors que la convergence ponctuelle est équivalente & la convergence
uniforme sur tout compact.

@

Y
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Il s’agit 1a d’un théoreme remarquable, puisqu’a partir de la convergence simple d’une
suite de fonctions linéaires continues, il assure la continuité de la limite et la conver-
gence uniforme sur tout compact. Bien entendu, la linéarité est ici essentielle.

Ce théoreme admet une généralisation au cas ou E est un espace de Fréchet (c’est-
a~dire un espace métrique complet) et F' un espace vectoriel topologique localement
convexe :

Théoreme 3.10 Si les T,, forment une suite d’applications linéaires continues d’un
espace de Fréchet E, dans un e.v.t.l.c. F, et si T, converge simplement, soit vers T,
alors T' est continue et T}, converge vers 1" uniformément sur tout compact de E.

3.3 Théoréeme des homomorphismes

Une autre conséquence de la propriété de Baire est relative a la relation entre
inverses algébrique et topologique. De fagon surprenante, il suffit qu'une application
linéaire continue soit bijective pour que sont inverse soit continu.

Théoréme 3.11 (de ’application ouverte) SiT est une application linéaire conti-
nue surjective & — F, ou E et F' sont des espaces de Banach, alors I'image par T' de
tout ouvert de E est un ouvert de F. On dit que T est une application ouverte.

DEMONSTRATION.

> Notons E, et F,. les boules ouvertes respectives de rayon r et de centre 0 dans E et
F. Choisissons gy > 0, et posons &; = 27 %g. Comme T est surjective, son image n’est pas
maigre, et le lemme 3.12 ci-dessous nous montre alors que Vi, In; > 0 tel que F;, C T(Ex,),
puis le lemme 3.13 que l'image par T' d’un voisinage quelconque de 0 dans E contient un
voisinage de 0 dans F.

> Soit maintenant O un ouvert non vide de F, et y € T(0). 1l existe donc x € O tel que
y =Tz, et comme O est un voisinage de z, il existe un voisinage U de 0, tel que O = x + U.
Nous venons de voir qu’il existe un voisinage, soit W de 0 dans F' tel que W C TU ; on aura
alors

y+W CTx+TU =T(x+U) CT(O).

C’est dire que T'(O) est ouvert.

Lemme 3.12 SiT est une application linéaire : E — F, ou E et F sont normés, et si
R(T), image de T, n’est pas maigre, alors ¥Vr > 0, il existe n > 0, tel que F,, C T'(E,),
ou E, et F, notent les boules ouvertes respectives de rayon p et de centre 0 dans E et

F.
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DEMONSTRATION. On aura E = {J,cnynFE, /2 et par conséquent R(T) = UnennT(E,)2).
Comme par hypothese R(T') n’est pas maigre, il existe ng tel que 'intérieur de noT(E, /2) ne
soit pas vide, c’est dire que l'intérieur O de T'(E, /2) n’est pas vide. On aura

T(ET) ) T<Er/2 - Er/?) ) T<E7”/2) - T(ET/Q) >0-0.

Mais O — O est un ouvert qui contient l'origine, le résultat en découle.

Lemme 3.13 Si Vr > 0, il existe n > 0, tel que F,, C T(E,), ou E, et F, notent les
boules ouvertes respectives de rayon p et de centre 0 dans E et F, alors I'image par T’
d’un voisinage quelconque de 0 dans E contient un voisinage de 0 dans F.

DEMONSTRATION.

> Quitte a diminuer les 77;, nous pouvons les choisir de telle sorte que 7; — 0. Soit yg € F,,
Yo + F;, est un voisinage de yo, et comme yo € T'(E.,), (yo + Fy,) N T(E.,) n’est pas vide.
C’est dire qu’il existe g € Eg, tel que y1 = yo — T'xg € F;,. Par récurrence, on construit
ainsi deux suites y, et z, telles que x,, € E,, et

Yn+1 = Yn — Txn =Y — T (Zi:O,n 5’31) € an+1'

> Posons s, = >, ¥i, la suite s, est de Cauchy, puisque pour m > p, [|sy, — sp|| <
> impi1m lzill < 27Peg. Soit s sa limite, on aura [|s|| <>,

est continue et 7; — 0, il en résulte que yo = T's, ce qui montre que F,y C T (E3,) .

|zi]| = 260 < 3gp. Comme T'

Corollaire 3.14 (Théoréeme des homomorphismes de Banach) SiT est une ap-
plication linéaire continue bijective £ — F, ou F et F' sont des espaces de Banach, @
alors T' est un isomorphisme.

DEMONSTRATION. En effet T est ouverte d’apres le théoréme 3.11, ce qui signifie exactement
que T! est continue.
O

Il s’agit la d’un théoreme particulierement utile, car il permet de conclure a la
stabilité, a partir d’un résultat d’existence et d’unicité.

3.4 Théoreme du graphe fermé

Définition 3.15 Si E et F sont deux espaces normés. et si f est une application
ACFE — F,

(i) On appelle graphe de f, et on note G(f), le sous-ensemble de E x F suivant :
G(f) ={(z.y) e ExFly=f(x)}.
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(ii) On dit que f est fermée si G(f) est fermé dans E x F.

Dans le cas ou f est linéaire, la remarque suivante est utile :

Lemme 3.16 Si f : E — F, normés, est linéaire, alors G(T') est fermé si et seulement
Si
(n, — 0 et f(z,) = h) = h=0.

DEMONSTRATION. Supposons que y, — y et f (y,) — 2, alors y, —y =, — 0, et f(z,) =
f(yn) — f(y) = z — f(y). Selon 'hypothese z — f(y) = 0, soit en fait z = f(y), ce qui prouve
que le graphe de f est fermé.

|

Théoréme 3.17 (du graphe fermé) Soient E et F' deux espaces de Banach et T' un
opérateur linéaire fermé EE — F’, alors T est continu.

DEMONSTRATION. Le sous-espace G(T') étant fermé est lui-méme un espace de Banach.
Considérons alors les projections respectives P et @, de G(T') sur E et F' : P(x;Tx) = x et
Q(z,Tx) = Tx ; P est linéaire bijective et continue G(T') — E, c’est donc un isomorphisme
d’apres le corollaire 3.14, et comme @ est continue, T'= Q o P~! I'est également.

m]

On constate donc que pour démontrer la continuité d’'un opérateur linéaire, il n’est
pas nécessaire de démontrer que Tz, converge vers Tx des que x, converge vers z,
mais simplement que si x,, et T'z,, convergent, soient respectivement vers x et y, alors
y="Tx.



Chapitre 4

Le théoreme de Stone-WeierstraQ

La construction d’un opérateur linéaire continu sur une classe donnée de fonctions
passe souvent par sa définition sur un sous-espace de fonctions simples, pour lequel
on peut réaliser des calculs plus explicites. A cet égard le théoreme de Weierstraf
qui assure que les fonctions continues peuvent étre uniformément approchées par des
polynomes constitue un résultat important. Son extension sous forme du théoreme de
Stone a des sous-espaces de fonctions simples autres que les polynomes s’est révélée
particulierement utile.

Théoréme 4.1 (Weierstra3) Une fonction numérique continue sur un intervalle com-
pact de R peut étre approchée uniformément par une suite de polynomes. Q

DEMONSTRATION. La démonstration est aisée, donnons la dans le cas de fonctions & valeurs
réelles ; dans le cas de fonctions a valeurs complexes il suffit d’en considérer indépendamment
les parties réelles et imaginaires. Une méthode constructive consiste a poser

n() = y £ /) () (= 2y (4.1)

ple) =2, (k)

et a montrer que [|p, — f[lo, = supgeo,1) [Pn(z) — f(z)| — 0 quand n — oo.

> Comme
T no_ n xk n—k '
o =3 (3)e (1.2
pe) = £a) = 32 (7 (/) = 5@ () (1= " (4.3
k=0

> Soit alors € > 0, comme f est continue sur un compact, elle est uniformément continue,
et par conséquent 36 > 0, tel que |z —y| < 0 = |f(z) — f(y)| < . Posons alors

i}

L = {k € [0, n]

<6} et Izz{ke[o,n]

— -z — -
n n
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on aura pp(z) — f(z) = S1 + Sa, avec

B ) (o

> On aura alors, d’une part
|S1] < e Z ( ) (1—z)"F=¢, (4.4)
kel;
et d’autre part

s <2010 3 (1 )a @0 <20l Y (’“ ;5“”7)2 EXEN

kels kels

- n252 4n52
kels

> En effet, par différentiation on déduit de (4.2) que

n(z+y)" Zk( ) ek (4.6)

d’ou, d’une part

nz = Zk(Z) 2F (1 — )" (4.7)
k=0
et d’autre part, par différentiation de (4.6)
nin—122=> k(k—1) <Z> "2 (1 —2)" (4.8)

k=0
et par conséquent

> (k—na)” (Z) e (1—2)" =37 (k(k— 1)+ k — 2knz + n’a?) <Z> 2 (1— )" "

kels kel
=n(n—1z%+nz(l—2nz)+n’z?=nz(l-x).

4.1 Le théoreme de Machado

Si on accepte d’abandonner I'aspect constructif de la démonstration, le théoreme de
Weirstra(3 est susceptible d'une généralisation considérable, due a Stone. La démonstration
que nous allons en donner est particulierement simple, elle utilise un résultat de Ma-
chado qui fait explicitement appel au lemme de Zorn.
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Définition 4.2

(i) On dit que A est une algébre si c’est un espace vectoriel muni d’une structure
d’anneau compatible.

(ii) L’algebre A est dite unitaire si elle contient ’élément neutre 1 de la multiplication.

C’est en particulier le cas de C(K), ensemble des fonctions numériques continues sur
le compact K, muni de la topologie de la convergence uniforme.

Considérons maintenant des sous-algebres A de C(K).

Définition 4.3
(i) L’algébre A est dite auto-adjointe si h € A => h € A.

(ii) Un sous-ensemble E de K est dit A—antisymétrique si les seuls éléments de A a
valeurs réelles sur E sont des fonctions constantes sur E.

(iii) On dit que la sous-algébre A sépare les points si Vx,y € K, avec x # y, 3f € A
telle que f(z) £ (3).

Soient A une sous-algebre fermée de C(K), f € C(K) et F fermé non vide de K, nous
poserons

[/l = sup [f(2)] et df(F) = inf || —gl|p.
TEF geA
Notons que Fy C Fy = ds(Fy) < d¢(F).

Théoréme 4.4 (Machado) Si A est une sous-algeébre fermée unitaire de C(K), et
f € C(K), alors il existe un sous-ensemble fermé A—antisymétrique £ C K vérifiant

dy(E) = df(K).
DEMONSTRATION.

> Notons F l'ensemble des sous-espaces fermés non vides de K vérifiant ds(E) = d¢(K),
on aura K € F, qui n'est donc pas vide. Soit alors C une sous-famille de F totalement
ordonnée par la relation d’inclusion, nous poserons G = NpecF, c’est bien entendu un fermé,
et on aura ds(G) < ds(K), puisque G C K.

> Montrons que G € F. Soit g € A, considérons les ensembles

Ho ={z € G|[f(x) —g(x)| = d;(K)} et Hr = {x € F[[f(x) = g(z)| = df(K)} ;

on a Hy = NpecHp. Les ensembles Hp sont fermés en tant que image réciproque de
[d¢(K),+00] par une application continue; ils ne sont pas vides car

DSUEEIf(ﬂ?) —9@)| =l = gllp = ds(F) = ds(K),

et comme F' est fermé et f — g continue, sup,cp |f(z) — g(x)| est atteint. Les Hp étant
emboités, puisque F est totalement ordonnée, l'intersection d’une famille finie de Hr n’est
pas vide; il en résulte par compacité de K que Hqg n’est pas vide.
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> On constate donc que Vg € A, 3z € G tel que |f(x) — g(x)| > d¢(K) ; par conséquent
| f —9gllg = df(K), dott df(G) = infyeq ||f — gl = df(K), et finalement df(G) = ds(K).
Nous avons donc montré que G € F ; en vertu du lemme de Zorn, F possede donc un élément
minimal, soit . Nous allons maintenant montrer que E est A—antisymétrique.

> Raisonnons par I'absurde, et supposons que h' € A est réelle et non constante sur E.
Alors la fonction
h = (h' — min h'(x)l) / (max h' — min h’(x))
zeFE zeE zeE
vérifie mingcp h(x) = 0, max,ep h = 1 et appartient a A, puisque A est une algebre unitaire.
Posons
Ei={zcE0<h(x)<2/3} et Ba={x € E|1/3<h(z)<1},

on aura B = E1UF,. Les F; ne sont pas vides, sont inclus dans F, et par conséquent dg; € A
tels que [|f — gil| 5, < dy(K), en vertu de la propriété de minimalité de E. Posons alors

b = (1 — B™)*" et kp = hngi + (1 — hy) g2 € A.

Nous allons montrer que || f — k|| 5 < d¢(K) pour n assez grand, ce qui constitue une contra-
diction.

> Tout d’abord, pour x € F1 N Es, on a déja
|f(2) = kn(2)| < hn(2) ||f - gl”EmEg + (1 = hn(x) | f - 92||E10E2 < df(K)'

> Mais de plus la fonction (1 — y)% est convexe, et par conséquent Vyp, (1 — y)zz >
(1 —y0)%* — 20y (1 — o), et en particulier pour yo = 0, (1 — y)* > 1 — 2¢y. Par conséquent
pour x € By \ By ={z € E|0 < h(z) <1/3}, hp(x) > 1—2"h"(z) > 1—(2/3)".

> Enfin pour 0 < y < l,ona 0 < (1—y)/(1+y) <1, et par conséquent (1 —y)~ <
(14 y) "% or par convexité (1+ y)% > 1420y > 20y, soit par conséquent (1 — 9 < 1/2¢0y.
Il en résulte que pour z € Ex\Ey = {z € E|2/3 < h(z) <1},onah,(x) <1/2"h" < (3/4)".

> On constate donc que k;,, tend uniformément vers g; sur E; \ E2 et vers go sur Fs \ Ej,
avec ||f — gill g, < dy(K). La conclusion en découle

)QZ

4.2 Le théoréeme de Stone

Lemme 4.5 Si A est une sous-algébre auto-adjointe de C(K) qui sépare les points, ses
seuls sous-ensembles antisymétriques sont réduits a un point.

DEMONSTRATION. Soit donc E C A, antisymétrique. Supposons 3 = # y € E, alors 3
h € A tel que h(z) # h(y), et il en sera de méme d’au moins 'une des deux fonctions
Reh = (h + E) /2 ouJmh = (h — E) /2i. Mais elles sont a valeurs réelles, et par conséquent
constantes sur F, ce qui constitue une contradiction.

m|
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Théoréme 4.6 (Stone) Si A est une sous-algeébre fermée auto-adjointe unitaire de
C(K) qui sépare les points, alors A = C(K).

DEMONSTRATION. Soit f € C(K), le théoreme de Machado montre qu’il existe E, sous-
ensemble fermé A—antisymétrique de K vérifiant d;(E) = df(K). Mais nous savons par
ailleurs qu'un tel ensemble est réduit & un point, soit {e} ; choisissons alors g = f(e)1, on
aura df(K) = df(E) < ||f — gllg = 0; cest dire que infges ||f — gllc(x) = 0, et comme A est
fermé dans C(K), il en résulte que f € A.

O

Comme le fait d’étre une algebre auto-adjointe unitaire séparant les points se conserve
par passage a I’adhérence, il en résulte le

Corollaire 4.7 Une sous-algébre auto-adjointe unitaire de C(K') qui sépare les points,
est dense dans C(K).

Bien entendu dans le cas de fonctions a valeurs réelles, la condition pour A d’étre auto-
adjointe disparait, par contre elle est nécessaire pour des fonctions a valeurs complezes.
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Chapitre 5

Les théoremes de Hahn-Banach

Dans le cas des espaces de Hilbert, le produit scalaire nous permet de construire
aisément des formes linéaires continues et, de fagon surprenante le théoréme de repré-
sentation de Riesz, nous assure que ce sont les seules. Dans le cas d'un espace de
Banach X | la question est plus difficile, et sans méme tenter de les construire toutes,
on peut se demander si en I'absence de produit scalaire, il existe des formes linéaires
continues! Si on choisit un vecteur zo € X, et qu’on considere le sous-espace [xq] de
dimension 1 qu’il engendre, la forme linéaire y = g — « est continue sur [z] , puisque
lal = ||lyll / ||o|| ; une fagon d’aborder la question consiste donc & tenter de prolonger
une telle application a X tout entier en préservant la continuité; c’est la 1'objet du
théoreme de Hahn-Banach.

Les résultats qui suivent sont valables pour des espaces vectoriels sur R, et certains
d’entre eux également pour des espaces vectoriels sur C. Dans les énoncés on a noté K
le corps de base quand il pouvait étre indifféremment pris égal a R ou C.

5.1 Formes analytiques

Définition 5.1 On appelle fonction sous-linéaire sur un espace vectoriel E sur R, toute
application p : E — R vérifiant

(i) Vo € E, VA € R, p(Ax) = Ap(x)
(i) Vz,y € E, p(z +y) < p(z) + p(y)

Théoréme 5.2 (Hahn-Banach, cas réel) Soit E un espace vectoriel sur R, F' un
sous-espace vectoriel de E, et f une forme linéaire sur F, majorée par une fonction
p sous-linéaire sur E. Alors il existe une forme linéaire g sur E, majorée par p qui
prolonge f.

DEMONSTRATION.

> Considérons ’ensemble P des couples (h, H), ou H est un sous-espace de E contenant
F, et h une forme linéaire sur H majorée par p prolongeant f. Nous noterons (h, H) < (h/, H')

37
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si HC H et h] y = h, il s’agit la d’une relation d’ordre. Il est clair que P n’est pas vide,
et qu’il est inductivement ordonné, car si ‘H est un sous-ensemble totalement ordonné de P,
formé des couples (h;, H;), i € I, alors en notant H = U;erH; et en définissant h sur H par
h(xz) = hi(z), Vo € H;, on constate que (h, H) € P est un majorant de H. Selon le lemme de
Zorn, P possede alors un élément maximal, soit (g, G) ; nous montrerons que G = E.

> Supposons le contraire, et choisissons a ¢ G dans E. Remarquons que Vz,y € G, on a

9(x) +9(y) =gz +y) <plz+y) <plx—a) +ply+a),
et par conséquent
9(x) —p(z —a) < p(y +a) — g(y), Vz,y € G,
d’ou

sup (9(z) — p(z —a)) < inf (p(y +a) — g(y)) - (5.1)

f
ze€G yeG

Notons alors G’ I'espace [G, a] engendré.par G et a. Pour A € R, et x € G, on pose
J (z +ta) = g(z) + M, Vt € R,

ce qui définit une forme linéaire sur G’. Nous allons montrer qu'un choix judicieux de A
permet de prouver que ¢'(z + ta) < ¢'(x + ta), ce qui contredit ’hypothese que (g, G) est
maximal. Selon (5.1) on peut choisir A vérifiant

g(y) —ply —a) A <ply+a)—g(y), Yy € G, (5.2)

Sit # 0 on note alors y = x/ |t|, et on aura d’apres (5.2)

g (x+ta) =t(g(y) + ) < tp(y + a) = p(x + ta) pour t > 0
g (x+ta) = —t(g(y) — \) < —tp(y — a) = p(x + ta) pour t < 0.

Définition 5.3 On appelle semi-norme sur un espace vectoriel E sur K, toute appli-
cation p : E — R" vérifiant

(i) Vo € E, VA € K, p(Az) = |A| p(x)
(ii) Va,y € E, p(z +y) < p(z) + p(y)

Théoréme 5.4 (Hahn-Banach, cas complexe) Soit E un espace vectoriel sur K,
F' un sous-espace vectoriel de E, et f une forme linéaire sur F, dont le module est
majoré sur E par une semi-norme p. Alors il existe une forme linéaire g sur E, majorée

par p, qui prolonge f.

DEMONSTRATION. SiK = R, ce résultat est une conséquence évidente du théoréme 5.2. Nous
traiterons donc le cas ou K = C.
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> On aura f(z) = f{(x)+ifa(x), ot f| = Re f et fo = TIm f sont des formes linéaires sur
F considéré comme un espace vectoriel réel.. Elles vérifient de plus fa(x) = —f](ix), en effet

filiz) +ifa(ix) = f(iz) = if (v) =i (fi(x) +if2(2)) = —fa(@) +ifi(2). (5:3)

La forme linéaires f{ étant majorée par p, d’apres le théoréme précédent Jg;, forme linéaire
sur F considéré comme un espace vectoriel réel prolongeant f; et majorée par p.

> Posons alors g(y) = g1(y) — ig1(iy), c’est une forme linéaire sur E considéré comme un
espace vectoriel complexe, puisque

g(\y) = g((A +ix2) y) = g1(M +iX2) y) —igi((=A2 + A1) y)
= (A1 +iX2) g1(y) + (A2 — iA1) g1(iy) = (M +iX2) g(v).

De plus g prolonge f, puisque pour z € F,on a g(z) = fi(x)—ifi(iz) = fi(z)+if2(z) = f(x).
Enfin, on peut écrire g(y) = |g(y)| e? et par conséquent

9(y) = g(e y) = Reg(e y) = g1(e”"y) < ple™*y) = p(y). (5.4)

O

5.1.1 Conséquences topologiques

Corollaire 5.5

(i) Si M est un sous-espace de 'espace vectoriel normé X sur K, si g est une forme
linéaire continue sur M, alors il existe f continue sur X, qui prolonge g et vérifie

f(z) g(z)
N G 1 T T N G}
zeX, x#£0 ||:BH xeM, x#0 ”ZUH

(ii) Si X est un espace vectoriel normé sur K, et a € X, a # 0, alors il existe une
forme linéaire continue f sur E qui vérifie

IfIl =1 et f(a) = [lal.
En particulier, si f(a) = 0 pour toute forme linéaire continue f sur E, alors a = 0.
DEMONSTRATION.
> Notons p la semi norme définie sur X par p(z) = ||g] |z, elle majore |g| sur M, et
par conséquent il existe f linéaire sur X qui prolonge g. et vérifie |f(z)| < p(z) = ||g|| |||

Vx € X. Il en résulte que | f|| < ||g|l, comme en tout état de cause on a ||f] > |lg], la
conclusion en découle.

> Notons M le sous-espace de dimension 1 engendré par a, et posons g(Aa) = Ala,
comme g est de norme 1, la conclusion résulte de I'item précédent.
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Plus généralement, si X est un espace vectoriel topologique localement convexe, M un
sous-espace vectoriel de X, et g une forme linéaire continue sur M, alors il existe une
forme linéaire continue f sur X qui prolonge g.

Notons maintenant ce résultat quelque peu surprenant :

Théoréme 5.6 Si X est un espace vectoriel normé sur K, alors son dual X' est un
espace de Banach.

DEMONSTRATION. Si f,, est une suite de Cauchy dans X', c’est-a-dire vérifiant Ve > 0, AN,
m,n > N = ||f, — fm|l < e, ou de facon équivalente

[fn(x) = fm(@)| <ellz]|,Vz € X, (5.5)
alors fp,(z) est également une suite de Cauchy, et converge par conséquent, soit vers f(x). La
fonction f ainsi définie est linéaire et bornée, puisque, pour m — oo I'inégalité (5.5) implique
|fn(@) = f(z)| < ellzf|, don

[f(@)] <ellzll + [fn(x)] < (e + ([ fal) 2]

Nous avons donc montré que f € X'.

Le théoreme de Hahn-Banach conduit alors & une intéressante relation de dualité :

Corollaire 5.7 Si X est un espace vectoriel normé sur K, alors

ol = e H@L
rextrzo ||f]
DEMONSTRATION. On a |f(z)| < |||l ||z, et par conséquent ||z| > SUDfex7, £-£0 lf @)/ If]l -
Mais nous savons que Vo € X, 3f € X’ telle que ||f|| = 1 et f(z) = ||z||, la conclusion en
découle.
O

5.2 Formes géométriques

Définition 5.8

(i) Si E est un espace vectoriel sur K, on appelle hyperplan linéaire un sous-espace de
codimension 1, c¢’est-a-dire un sous-espace dont un (tout!) supplémentaire algébrique
est de dimension 1.

(ii) Si H est un hyperplan linéaire et a € E, a+ H ={rx € Elr =a+h, h € H} est
appelé hyperplan affine.

Les hyperplans affines découlent de la résolution d’équations linéaires
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Proposition 5.9 L’application H : (f,a) — {x € E|f(x) = a}ou(f,«a) € (E*\ {0})x

K, définit une surjection dans ’ensemble des hyperplans affines de E. Pour que H (f, «) =
H (g, ) il faut et il suffit que f = ag si aff # 0, ou f et g soient proportionnels, si
a = =0. On dit que f(x) = a est I’équation de ’hyperplan.(I'une des, en fait)

DEMONSTRATION.

> Tout d’abord, comme f est linéaire, H (f,0) est un sous-espace vectoriel de E, et comme
de plus f # 0, Jy € E tel que f(y) = 1. Si z € E, et si on pose x = z — f(z)y, on aura alors
f(x) =0, soit x € H(f,0), et par conséquent que E = H (f,0) @ Ky, soit H (f,0) est un
hyperplan..On aura de plus H (f,«) = H (f,0) + ay.

> Réciproquement, si a + H est un hyperplan affine dans E, choisissons y € E \ H, et
définissons la forme linéaire f sur £ = H @ Ky de la fagon suivante :

f(2)=0,sizeH, et f(y) =1.

Il est clair que H = H (f,0), et par conséquent a + H = H (f,«) ol on a on posé o = f(a).

> Solent maintenant (f,«) et (g,8) € (E*\{0}) x K, si § # 0, on aura H (f,a) =
H(Bf,afb), et de méme si « # 0, on aura H (g, 5) = H (ag, af) . Il en résulte que H (f, o) =
H (g,0) dés que ag = Sf, af # 0. Enfin, il est clair que si f = Ag, ou A # 0, H(f,0) =
H (g,0).

> Réciproquement, supposons que H (f,a) = H(g,8) = a+ H, on aura fijg = 0 = g
ainsi que f(a) = a et g(a) = . Tout point z € E est de la forme z = Aa + h, ou h € H, et
par conséquent f(z) = Af(a) = Aa et g(z) = Ag(a) = A\B, il en résulte que Bf = ag.

Définition 5.10 Soit E' un espace vectoriel sur K et A un sous-ensemble de E,on dit
que x € A est point interne de A siVy € E, 3e > 0, tel que ¥V |0| < ¢, x + dy € A.

Définition 5.11 Soit E un espace vectoriel sur K et A un sous-ensemble convexe de
E dont 0 est point interne, on appelle jauge de A la fonction p : E — R* définie par
plz) =inf{A e Rt [z € NA}.

Notons que
0 <p(x) <+ooVzrekE.

Proposition 5.12 Si 0 est point interne de A, convexe, et si p(x) < 1, alors x est
point interne de A.

DEMONSTRATION. En effet, il existe alors y € A et A < 1 tels que z = Ay, comme de plus
0 est point interne, 3¢ > 0, tel que pz € A deés que |u| < e. Notons alors 6 = (1 — )y, par
convexité, x + 0z = Ay + (1 — N uz € A.

m|
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Proposition 5.13 La jauge d’un sous-ensemble convexe de E/ dont 0 est point interne,
est une fonction sous-linéaire sur E.

DEMONSTRATION. Notons tout d’abord que Va > 0, p(az) = ap(z), et choisissons x et y € E.
Si A > p(x) et p > p(y), alors x/X et y/u € A, et d’apres la convexité, il en est de méme de
(x +y)/ (A4 p); c’est dire que z +y € (A4 u)A, et donc que p(z +y) < A+ p.. Il en résulte

que p(z +y) < p(z) + p(y).
|

Définition 5.14 Si A et B sont deux sous-ensembles de ’espace vectoriel E sur R,

(i) on dit que A et B sont séparés par I’hyperplan affine H d’équation f(x) = a si A
et B sont chacun inclus dans I'un des deux demi-espaces de E :

{r e E|f(z) >a} et {reF|f(x)<a}

(ii) on dit que A et B sont strictement séparés par I’hyperplan affine H d’équation
f(z) = a si A et B sont chacun inclus dans I'un des deux demi-espaces de E :

{r e E|f(z)>a} et {r e E|f(z)<a}.

Théoréme 5.15 (Hahn-Banach, cas réel) Soit E un espace vectoriel sur R, M et
N deux sous-ensembles convexes de E vérifiant

(i) M possede un point interne
(ii) N ne contient aucun point interne de M

alors il existe un hyperplan H qui sépare M et N.

DEMONSTRATION.

> Par translation, on peut toujours se ramener au cas ou 0 est point interne de M
Considérons ’ensemble M — N, il est également convexe. Soit alors z € E, comme 0 est point
interne de M, pour € assez petit et 0] < &, on aura 0z € M, et si zy € N, 6z —x9 € M — N.
Il en résulte que —z( est point interne de M — N des que zg € N, ou encore que 0 est point
interne de K = 29 + (M — N).

> Montrons maintenant que xg n’est pas point interne de K. S’il en était autrement, en
effet, 0 serait point interne de M — N, et Vz € E on aurait az € M — N, pour |a| suffisamment
petit, soit encore ay = m —n, ou m € M et n € N. On aurait donc

(ay+n)/(a+1)=m/(a+1), (5.6)

et par conséquent (ay+n)/(a+1) € N par convexité si on choisit z € N. Par ailleurs, comme
0 est un point interne de M, si z € E, 6z € M pour |§| < &, et si on choisit a > 0, par
convexité m/(a+1) 4+ dza/(a+ 1) € M ; il en résulte que m/(a + 1) est point interne de M,
ce qui contredit (5.6).
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> Notons p la jauge de K, on a p(z) < 1, Vz € K, et comme x( n’est pas point interne de
K, p(xg) > 1. Sur le sous-espace Rz, la forme linéaire f définie par f(Azg) = Ap(xg) vérifie
f(zo) = p(xo) ainsi que, pour A > 0, f(Azxg) = p(Azg), et pour A < 0,

f(Azo) = — [A| p(xo) < 0 < p(Azo) ;

il en résulte que sur Rzg, f(z) < p(x).

> On peut alors appliquer le théoreme de Hahn-Banach sous sa forme analytique, et
prolonger f en une forme linéaire F' sur E tout entier, avec F(z) < p(x), Vo € E. Pour
m € M et n € N, on aura alors

F(zo)+ F(m—n)=F(zo+m—n) < plxg+m—n) <1,

et comme F(xg) = f(z9) = p(xo) > 1, on aura F(m) — F(n) = F(m —n) < 0. Il en résulte
que sup,,cys F'(m) < inf,cn F(n), et par conséquent pour a € [sup,,,cps F(m),inf,cn F(n)],
Ihyperplan d’équation F(z) = « sépare M et N.

Lemme 5.16 Si K est un sous-ensemble convexe de I'espace vectoriel E sur R, dont
tous les points sont internes, si f est une forme linéaire non nulle sur E vérifiant
f(z) <eVz € K, alors on a en fait f(x) < cVz € K.

DEMONSTRATION. Supposons en effet qu'’il existe zg € K tel que f(zg) = ¢, comme f n’est
pas identiquement nulle, il existe z tel que f(z) # ¢. Posons y = dz+(1—08)xg = xo+0(z—x0),
pour |§| assez petit, comme x( est un point interne, on auray € K, et f(y) = c+d (f(z) —¢) >
¢, en choisissant judicieusement le signe de d, ce qui constitue une contradiction.

|

Proposition 5.17 Soit E un espace vectoriel sur R,.K un sous-ensemble convexe de
E dont tous les points sont internes, et D une variété affine qui ne rencontre pas K,
alors il existe un hyperplan affine qui contient D et ne rencontre pas K.

DEMONSTRATION.

> Par translation, on peut se ramener au cas ou 0 € D, on a vu que K et D sont séparés
par un hyperplan d’équation f(z) = ¢, que nous choisirons par exemple telle que f(z) < ¢
Ve € K et f(x) > cVax € D. Comme 0 € D, on a nécessairement ¢ < 0, et d’apres le lemme
qui précede, il en résulte que f(z) < ¢V € K.

> Supposons qu’il existe x € D tel que f(z) # 0, par linéarité, Az € D et on peut
trouver A tel que f(Ax) < ¢, ce qui constitue une contradiction. Il en résulte que D C H =
{z € E'|f(x) =0}, hyperplan qui ne rencontre pas K.

@
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I1 est facile d’en déduire un résultat valable dans le cas d'un espace vectoriel sur C

Théoréme 5.18 (Hahn-Banach, cas complexe) Soit E' un espace vectoriel sur K,
K un sous-ensemble convexe de E dont tous les points sont internes, et DD une variété
affine qui ne rencontre pas K, alors il existe un hyperplan affine qui contient D et ne
rencontre pas K.

DEMONSTRATION. On se rameéne encore par translation au cas o D est un sous-espace
vectoriel. de F. L’espace E peut également étre considéré comme un espace vectoriel sur R,
le sous-espace D comme sous-espace réel, et comme de plus un point interne au sens complexe
I’est également au sens réel, on peut appliquer la proposition 5.17, qui nous prouve I’existence
du sous-espace vectoriel réel H contenant D et ne rencontrant pas K. Notons maintenant que
D C iH, et par conséquent D C G = HNiH. Comme G = iG, G est un espace vectoriel sur
C, qui ne rencontre pas K. Enfin la codimension de G en tant que espace vectoriel sur R est
nécessairement égale a 1 ou 2, et par conséquent égale a 1 en tant que espace vectoriel sur C.

m|

5.2.1 Conséquences topologiques
Lemme 5.19 Soit A C X espace vectoriel normé sur K, alors
(i) tout point de A est interne
(ii) Si A est convexe d’intérieur non vide et b est interne a A, alors b € A

DEMONSTRATION.

[¢]
> En effet, si a € A, alors il existe une boule B centrée en a incluse dans X, soit r son
rayon, si z € X, on aura a + dz € B des que |3 < 7/ ||y]|

> Soit a € jl, et b interne a A, pour 0 de module suffisamment petit, comme b est un
point interne & A, on aura ¢ = b+ d6(a —b) = da + (1 — §)b € A. Si on choisit § < 0, alors
b est 'homothétique de a dans I’homothétie de centre ¢ et de rapport &k = —§/(1 — ), ou
0 < k < 1. Si B est une boule de centre a incluse dans A, et B’ son homothétique, ¢’est une

o
boule de centre b, incluse dans A, en vertu de la convexité. Il en résulte que b € A.

Proposition 5.20
(i) Un hyperplan dans un espace vectoriel X normé sur K, est fermé ou dense
(ii) Soit f une forme linéaire non nulle sur X, pour que f soit continue, il faut et il
suffit que I’hyperplan associé N (f) soit fermé.
DEMONSTRATION.

> En effet, ’adhérence H d’un sous-espace vectoriel H est encore un sous-espace vectoriel,
et comme H est de codimension 1, H D H est de codimension 1 ou 0, soit H = H ou H = X.

@
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> 11 est clair que N(f) est fermé si f est continue. Réciproquement, nous démontrerons
que f est continue en 0 dés que N(f) est fermé. Soit xyg € X tel que f(xp) = 1, notons
M Thyperplan affine v + H = {x|f(xz) = 1}, il est également fermé et son complémentaire
étant un voisinage de 0 contient une boule B centrée en 0.

> On aura nécessairement |f(x)| < 1 pour = € B, en effet si y € B, avec |f(y)| > 1, alors
z =1y/f(y) € B, mais par ailleurs f(z) =1, d’ou z € M, ce qui constitue une contradiction.
Par homothétie, il en résulte que pour tout € > 0, | f(z)| < € des que = € B, soit la continuité
de f en 0.

Théoreme 5.21 Si X est un espace vectoriel normé sur K, €2 un ouvert convexe non
vide de X et F un sous-espace affine de X tel que F N ) = &, alors il existe un
hyperplan fermé H tel que FF C H et HN ) = &.

DEMONSTRATION. L’existence de H est une conséquence du théoréme 5.18, et le fait qu'il
soit fermé découle de ce qu’il ne rencontre pas €.
m]

Corollaire 5.22 Soit X un espace vectoriel normé sur K, et F' un sous-espace de X.
Pour que F soit dense dans X, il faut et il suffit que toute forme linéaire continue qui
s’annule sur F s’annule sur E tout entier.

DEMONSTRATION. Supposons que F ne soit pas dense, alors Ja ¢ F. Notons 2 une boule
centrée en a qui ne rencontre pas le sous-espace F, alors il existe alors un hyperplan fermé H
tel que F C H et HNQ = @ ; c’est dire qu’il existe une forme linéaire continue f non nulle
sur X, de noyau H.

O

Théoreme 5.23 Soient A et B deux ensembles convexes non vides dans un espace

vectoriel X normé sur R. Si on suppose A non vide et BN A = @, alors il existe un
hyperplan fermé H qui sépare A et B.

DEMONSTRATION. Selon le lemme 5.19, A constitue I’ensemble des points internes de A, et
le résultat découle alors du théoreme 5.15, et du fait que H n’est pas dense.
m|

Théoréeme 5.24 Soient A et B deux ouverts convexes non vides dans un espace vec-
toriel X normé sur R. Si on suppose que BN A = @, alors il existe un hyperplan fermé
H qui sépare strictement A et B.

DEMONSTRATION. C’est une conséquence du théoréme 5.23 et du lemme 5.16.
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Les théoremes qui précedent restent valables dans tout espace vectoriel topologique,
ceux qui suivent par contre ne le sont que dans les espaces vectoriels topologiques
localement convexes.

Définition 5.25 Soit A C X, espace vectoriel sur K. On dit que W est un voisinage
uniforme de A si W = A+ V, ot V est un voisinage de 0.

Proposition 5.26 Si A C X, espace vectoriel sur K
(i) A est I'intersection de ses voisinages

(ii) A est I'intersection des voisinages uniformes de A.

DEMONSTRATION.

> Notons W I'ensemble des voisinages de A. Soit z ¢ A, alors {z}“ est un ouvert contenant
A, c’est donc un élément de W ne contenant pas z. Il en résulte que Ny ey W C A, et comme
I'inclusion opposée est triviale que Ny eyyW = A.

> Notons V I'ensemble des voisinages uniformes de A. Soit z ¢ A, alors il existe un
voisinage de 0, V' tel que (z + V)N A = @ ; c’est aussi dire que x ¢ A+ V, et par conséquent
NweyW C A.

> Réciproquement, si z € A, pour tout voisinage V de 0, (x + V)NA # &, soit x € A+V,
d’ou il résulte que A C Ny W.

Proposition 5.27 Si K est compact, les voisinages uniformes de K forment une base
de voisinages de A.
DEMONSTRATION.

> Soit W un voisinage de K, alors Ya € K, W — a est un voisinage de 0 ; il contient donc
une boule centrée a l'origine, soit B,. On aura K C Ugecqa + ér /2, €t comme K est compact,
da; € K, i = 1,n tels que K C Uj—1 na; + ]?3”/2. Posons alors V = ﬁi:Lnéri/Q, nous allons
démontrer que K +V C W.

> Soit donc x € K+ V, Jy € K tel que x € y+ V, mais 3 tel que y € a; +§n/27 d’ou
T € a; +l?3ri/2 +§”/2 CcW.

Théoréme 5.28 Soient A et K deux sous-ensembles convexes disjoints de ’espace
vectoriel normé X sur R, A étant fermé et K compact, alors il existe un hyperplan
fermé qui sépare strictement A et K.

DEMONSTRATION.

> L’ensemble A€ est un voisinage de K, et par conséquent, d’apres la proposition 5.27, il
existe une boule B, centrée a l'origine telle que K + B, C A°.
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o [¢]
> Montrons que ( K + B, /3 | N | A+ B,/3 | = @. Sinon en effet il existerait a € A et
be K et x tels que b —a =2z et ||x|| < /2, ce qui contredit I'inclusion K + B, C A°.

> Il ne reste plus qu’a constater que K + B, /5 et A+ B, /» sont des ouverts convexes
disjoints qui peuvent par conséquent, d’apres le théoreme 5.24, étre strictement séparés par
un hyperplan fermé.

Un cas particulier important de ce théoreme est le suivant :

Corollaire 5.29 Si A est convexe fermé dans ’espace vectoriel normé X sur R, et
a ¢ X, alors il existe un hyperplan fermé qui sépare strictement a de A.

Corollaire 5.30 Un convexe fermé A dans un espace vectoriel normé sur R est 'in-
tersection des demi-espaces fermés qui le contiennent.

DEMONSTRATION. D’une part A est contenu dans 'intersection des demi-espaces fermés qui
le contiennent, et d’autre part si a ¢ A, il peut étre séparé strictement de A par un hyperplan
fermé, selon le corollaire 5.29 et par conséquent a n’appartient pas au demi-espace fermé
contenant A associé a cet hyperplan.

O

Il en résulte en particulier que dans un espace vectoriel sur R normé, ’enveloppe
convexe fermée d’un ensemble A est l'intersection des demi-espaces fermés qui le
contiennent.

Corollaire 5.31 Un sous-espace fermé A strictement inclus dans l'espace vectoriel
normé X sur K, est 'intersection des hyperplans qui le contiennent.

DEMONSTRATION. Démontrons tout d’abord ce résultat dans le cas d’un espace vectoriel sur
R.

> Notons B lintersection des hyperplans fermés contenant A, on aura A C B. D’autre

o o
part si b ¢ A, 3B,(b) d’intersection vide avec A. Comme A et B,(b) sont des convexes
fermés d’intersection vide, selon le théoreme 5.28, ils peuvent étre séparés strictement par
un hyperplan fermé H = {z € X |f(z) = a|}, ou f est linéaire continue sur X.

> Si « est positif, on aura f(b) > a et f(a) < a Va € A, puisque 0 € A ; mais comme A
est un espace vectoriel, VA on aura o > f(Aa) = Af(a), ce qui est absurde si f(a) # 0. Il en
résulte que A C H = {x € X |f(x) = 0|}, et comme f(b) > 0, H ne contient pas b.

> De méme qu’au théoreme 5.18 on en déduit le résultat annoncé pour un espace vectoriel
sur C.
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Chapitre 6

Le théoreme de Runge

Théoreme 6.1 Soient K compact dans C, et Q) un ouvert contenant K. Si F C
C\ K rencontre toutes les composantes connexes bornées de C\ K, alors une fonction
analytique dans §) peut étre approchée uniformément sur K par une suite de fractions
rationnelles dont les seuls poles appartiennent & F' (au nombre desquelles on comptera
les polynomes).

DEMONSTRATION. Notons R(K, E) l'adhérence dans C(K) de I'ensemble des fractions ra-
tionnelles dont les poles appartiennent a E. En vertu du corollaire 5.22 du théoreme de
Hahn-Banach, il nous suffira de montrer que toute mesure de Radon sur K qui s’annule sur
R(K, E), s’annule également sur I’ensemble des fonctions analytiques dans .

> Supposons donc que p est une mesure sur K nulle sur R(K, E), et que g est analytique
au voisinage de K. Si C est un cycle dans Q \ K pour lequel tout point de K est d’indice 1
(voir le lemme 6.3), pour z € K, on aura

o(z) = 1 9(¢)

_% cC—Z

dc.

Par conséquent, comme d’apres le lemme 6.2 ci-dessous, f(¢) = [, (z — ¢) " Hdu(z) est inté-
grable, d’apres le théoreme de Fubini, on aura

_ L du(z) _ 1
[ ot = 5 [ atac [ FE =2 [oor ©ac (6.1

> Considérons maintenant la fonction f, en vertu de 'hypothese et de la formule (6.3),
dans chaque composante connexe bornée U de Q \ K, il existe (i tel que, Vn, £ (¢y) = 0.
Il en résulte que f est nulle dans un voisinage de (7, et par conséquent que f est nulle sur
U. Par ailleurs, d’apres 'hypothese et la formule (6.4), f est nulle au voisinage de I'infini, et
par conséquent dans la composante connexe non bornée de Q2 \ K.

> De la formule (6.1) on déduit alors que [} g(2)du(z) = 0, et la conclusion.

49
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Lemme 6.2 Si p est une mesure sur K, si \ est la mesure surfacique et z € K, alors

ro- [ 9 (6:2)

est intégrable relativement a A sur tout disque Bg(0),
(ii) f est analytique dans C\K
(iii) f tend vers 0 a I'infini.

(i) la fonction

DEMONSTRATION.

> On appliquera a cet effet le théoreme de Fubini. Pour p assez grand, on aura

dA(Q) aNC) [ [P
- dr df = .
/BR@ rz—cwg/Bp(z) 7] /0 /0 re=2mp

IA(C)
/K alul (2) /B Rt

et l'intégrabilité de f d’apres les théoremes de Tonelli et Fubini.

Il en résulte que

> Pour £ € C\K, par dérivation sous le signe somme, on aura
du(z)
ro- | -
K (2= ()

RGE (f“é)l (6.3)

et, au voisinage de 'infini, le développement en série de Neumann nous montre que

f(C)z—é 1—z/C Z/ < ) —Zg“l/ 2du(z), (6.4)

K
neN
d’ou le résultat.

> De méme,

Lemme 6.3 Si K est un compact de C inclus dans I'ouvert €, alors il existe un cycle
I' formé d’un nombre fini de segments de droite, inclus dans Q \ K tel que, Vz € K,
pour toute fonction f holomorphe dans €2,

)= 5= [

2im Jp ¢ — 2

DEMONSTRATION.
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> Posons 0 = d(K,C\ Q)/2, et considérons une grille de maille 4, par compacité de K, ce
dernier ne coupe qu’un nombre fini QQy, £ = 1, L des carrés qui la composent. Compte tenu
du choix de §, on aura

Kc=J @ca

¢=1,L

> Notons 7,, n = 1, N les segments formant le bord de ), aucun des ~,, ne coupe K, car
si tel était le cas, les deux carrés de la grille qui partagent ~,, couperaient K ce qui contredit
le fait que v, € 0Q).

[¢]
> Soit maintenant z € (), on aura

1 f(C _ b
2 /@Q ¢ — z 2im B /Y'n, " 2in ezl:L/a dC’
Jot
N I G
2 0Q C —Z - '

Comme un point de K n’appartient pas a 0@, la formule précédente reste valable, par conti-
nuité pour un point quelconque z € K.

Corollaire 6.4 Si K est compact et C\ K connexe, alors toute fonction holomorphe au
voisinage de K peut étre uniformément approchée sur K par une suite de polynomes. @
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Deuxieme partie

Opérateurs linéaires et équations
aux dérivées partielles
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Chapitre 7

Formulations faibles

L’objectif que nous poursuivons consiste essentiellement a appliquer la théorie
spectrale a I’étude des équations différentielles et aux dérivées partielles. Nous allons
développer deux points de vue complémentaires a cet égard, le premier ressortit aux
formulations variationnelles et le second aux opérateurs non bornés.

L’étude d’une équation aux dérivées partielles elliptique telle

{ Au = f dans O, (7.1)

u = 0 sur 00,

ou O désigne un ouvert de R” et 9O sa frontiere, nécessite trois ingrédients : le théoreme
7.2 qui nous garantit le caractere bien posé de certains probléemes variationnels abs-
traits, la formule de Green qui assure le passage d’une équation concrete du type (7.1)
a un probleme abstrait tel (7.3), enfin les espaces de Sobolev qui forment le cadre
fonctionnel de cette analyse.

7.1 Le théoreme de Lax-Milgram

Définition 7.1 La forme sesquilinéaire a définie sur I'espace de Hilbert V est dite
coercive si il existe un nombre o > 0, tel que

la(v,0)] = alfvll,, Yo € V. (7.2)

Théoréme 7.2 (Lax-Milgram) Soient V' un espace de Hilbert, a et { respectivement
une forme sesquilinéaire coercive et une forme antilinéaire continues sur V, alors

(1) il existe une solution et une seule u dans V de I'équation
a(u,v) = {L,v), Yv € V. (7.3)
(ii) l'application

VSV e,
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est un isomorphisme, et plus précisément vérifie
1
Jully, < a 1]y, (7.4)

ol v est la constante d’ellipticité de a.

DEMONSTRATION.

> Résoudre (7.3) revient a démontrer 'existence et 'unicité de u tel que a(u,-) = ¢ dans
V', c’est-a-dire que S est bijective. Démontrer (7.4) revient & montrer que S est continue.
Nous étudierons 'application inverse :

V— V' :iuw—a(u,-)

que nous montrerons étre un isomorphisme.

> Soit u € V, en vertu du théoréeme de représentation de Riesz, il existe A, unique dans
V, tel que (A, |-) = a(u, -), application

Vi — Vi (Ay]) — Ay

étant une isométrie, puisque

Ay lv
l(Aul )y = sup (el
veV, v#0 HUH

Il nous suffira donc de montrer que 'application
A
V >V .iu— A,

trivialement linéaire, est elle-méme un isomorphisme. Désormais nous remplacerons la nota-
tion A, par Au, plus usuelle.

> L’application A est continue, en vertu de 'inégalité

A
JAu = sup LA @O
veV, v#0 HUH veV, v#0 HUH
o lalu,v)
a(u,v
lall = sup  sup

u, eV u,weV, u,v#£0 HUH HUH '

La coercivité de a implique de plus o ||v]|* < |(Av [v)| < ||Av]| [|v]|, soit
1
lll < = 4], Yo eV (7.5)

On a ainsi montré que A est injective.

> Montrons que son image R(A) est fermée. Soit donc w,, € R(A), qui converge, soit vers
w, par hypothese, Ju,, tel que w, = Au,. Nous devons montrer que w € R(A), c’est-a-dire
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qu’il existe u tel que w = Au. La suite w,, étant convergente est de Cauchy, soit Ve > 0, 4N,
tel que m,n > N = ||w,, — wy|| < €. Selon (7.5),

)

1 1
tum — unll < = A (U — un)|| = = [lwm — wn| <
«o o

Qlm

ce qui prouve que u, est de Cauchy, et converge par conséquent, soit vers u. Comme A est
continue, on aura
w = limw,, = lim Au,, = Au.

> Un raisonnement par 'absurde permet ensuite de montrer que A est surjective. Suppo-
sons que R(A) & V, alors il existe ug € V\R(A), non nul. R(A) étant fermé, selon le théoreme
de projection, on peut y projeter ug. Soit vg € R(A) cette projection, et wy = ug — vy ; wo
est non nul et orthogonal & R(A), il en résulte que

o [Jwo||* < la(wo, wo)| = |(Awg wo)| = 0,

ce qui conduit & une contradiction. L’application A est donc bijective, d’inverse A~! continu,
d’apres (7.5) :

|4 w] < il Yo e V.

> La formule (7.4) enfin n’est qu’une autre fagon d’écrire (7.5) :

1
lully = —llAully = llau, )lly: = [1€]ly -
O

Notons que le théoreme des homomorphismes de Banach 3.14 nous montre qu'une
application linéaire continue bijective est d’inverse continu ; nous n’avons pas eu matiere
a l'utiliser ici grace a I'inégalité (7.5), mais dans des situations plus délicates, il nous
sera d'un grand secours.

7.2 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev constituent une échelle de régularité bien adaptée aux
formulations variationnelles. Leur étude constitue cependant un vaste domaine non
dépourvu de difficultés techniques; en particulier la régularité du bord peut jouer
un role déterminant pour la plupart des résultats : régularité, densité ou compacité.
Nous nous contenterons de signaler sans démonstration quelques propriétés des espaces
construits a partir de L2, et nous choisirons les ouverts assez réguliers pour éviter les
subtilités principales. Les références les plus classiques a cet égard sont Adams [?],
Necas [?], Lions et Magenes [?], Brézis. On notera O un ouvert de R" dont le bord
est ‘suffisamment régulier’. Cette expression volontairement imprécise permet de ran-
ger dans la méme catégorie des hypotheses techniques différentes, il suffit souvent de
savoir qu'un ouvert dont le bord est de classe C! par morceaux et présente d’éventuels
sommets ou arétes, mais pas de rebroussement fait partie de cette catégorie.
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Définition 7.3

(i) Espaces d’indice entier : on pose

H'(0) = {v e L*(0) |0*v € L*(O), Vo, |a| < L}, (7.6)
ou ¢ est un entier positif. Cet espace est muni de la norme du graphe, soit
HUH?LI’Z(O) = Z ||5QU’|?;2(O)- (7.7)
lal<e

(ii) Espaces d’indice fractionnaire : on note

s/2 .

(1+1€l?) " o (6) € LAR) } (7.8)

ou s est un réel positif et v note la transformée de Fourier de v. Cet espace est muni
de la norme naturelle :

H*(R") = {v e L2(R")

2 2 2\5/2 . 2
[0y = o + [ 0+ B2, (7.9)
(iii) Dans le cas d’'un ouvert, on pose
H*(0) = {ve L*(0)|F € H*(R"), Go=v}. (7.10)
On munit cet espace de la norme quotient :
[0l e 0y = ﬁe,i}}(fRn) 101l g7 ey - (7.11)
z')‘ozv
ou de la norme équivalente suivante :
2
2 2 [v(z) —v(y)]
P e (7.2
oxo |z =yl

ou ¢ est la partie entiere de s et 6 = s — /.

Remarque 7.4

(i) Les espaces définis ci-dessus sont en fait des espaces de Hilbert, pour le produit
scalaire naturel dérivant de celui de L*.

(ii) Dans ces définitions tant les dérivées que la transformation de Fourier doivent étre
comprises au sens des distributions ; ce n’est que dans le cas d’une régularité suffisante
qu’elles peuvent I’étre au sens des fonctions, les deux acceptions se correspondant alors
bien entendu.

Bien d’autres espaces de cette nature peuvent étre définis, et nous aurons ’occasion
d’en rencontrer ultérieurement, contentons-nous pour l'instant d’introduire

H'(0;A) = {ve H(O)|Av e L*0)},
il sera muni de la norme du graphe :

2 2 2
[0z 0,0) = [Vl (0) + 1AV 72(0) - (7.13)



7.2 Espaces de Sobolev

59

7.2.1 Reégularité

Les espaces que nous venons de définir peuvent paraitre quelque peu abstraits, les
théoremes de régularité suivants permettent de s’en faire une image plus précise :

Lemme 7.5 (Inégalité d’interpolation) Si h € LP(Q) N L4(Q), avec 1 < p < ¢ <

o0, alors, Vr € [p,q], h € L"(Q) et

1 1-—

_:9+_a,0§a§1. (7.14)
q

1—- \
1Al e < 1PN 211" o 5

DEMONSTRATION. On aura |h|” = |h|®" |h|~®)", et si nous posons s = p/ar et s = p/(1 —
a)r nous aurons |h|*" € L*, [h|1"" € LY avec 1/s + 1/s' = 1. En vertu de I'inégalité de
Holder, on aura alors h € L", avec

1Al < A1 | e |[[R] "

!
o= IRl g

Soit
/ 1_
Rl e < IRIGSS RN = 1R, 1]

Théoréme 7.6 (Sobolev, Gagliardo, Nirenberg, Morrey) Soit O un ouvert de
R™ ‘suffisamment régulier’

(i) Sim/n < 2 alors

H™(O) C LY(O) Vg, tel que 1/2>1/q>1/2—m/n (7.15)

(ii) Sim/n =2 alors

H™(O) C LYO) Vq, tel que1/2>1/q¢ >0 (7.16)

(iii) Sim/n > 2 alors

H™(O) Cc LY(O) Vq, tel que 1/2>1/q >0 (7.17)
Théoréme 7.7 (Théoréme d’inclusion de Sobolev) SiO est un ouvert de R suf-
fisamment régulier’, alors Iinclusion suivante est valable (algébriquement et topologi-
quement) :

H*(O) € CHO), Vs > k + g (7.18)

ott C¥ est l'espace des traces sur O des fonctions k fois dérivables sur R™ muni de la
topologie de la convergence uniforme sur tout compact des dérivées jusqu’a I'ordre k.

Remarque 7.8 Notons par exemple qu’en dimension un, le théoréme d’inclusion de
Sobolev affirme que les fonctions de H*(O) sont continues pour s > 1/2, dérivables
pour s > 3/2,...
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7.2.2 Théorémes de densité et de trace

Les fonctions composant les espaces de Sobolev n’étant pas nécessairement régulieres,

il est fréquemment utile de les approcher par des fonctions plus régulieres. La démonstration

de la formule de Green par exemple se réalise en deux temps : on commence par la
démontrer pour des fonctions indéfiniment dérivables, puis on montre par densité et
continuité qu’elle reste valable pour les fonctions de H*.

Théoréme 7.9 (Théoréme de densité) Si O est un ouvert ‘suffisamment régulier’,

alors D(O) est dense dans H*(O), ¥s > 0, ott D(O) est I'ensemble des traces sur O
des fonctions indéfiniment dérivables a support compact sur R™.

Définition 7.10 On note D(Q) I'ensemble des fonctions a support compact dans I'ou-

vert O, et on pose
H3(0) = D(0)" 7, (7.19)

(adhérence de D(Q) dans H*(O)), cet espace étant muni de la topologie induite par
H*(O).

Proposition 7.11 Pour s < 1/2 on a Hj(O) = H*(O).

Les problemes aux limites nous conduisent naturellement a étudier les espaces formés
des traces des fonctions composant les espaces de Sobolev précédemment définis.

7.2.3 Espace des traces

Il est bien connu que 'application trace
7 : C°(Q) € HY(Q) — L*(T)

se prolonge continiment. Cependant ce prolongement a pour image un sous-espace
strict de L*(T) :

HYX(I) = {u e L*(I)

2
/ —]u(x) qil(}r/l” dyydy, < 400 ¢, (7.20)
rxr | —y|

ot n est la dimension de I'. Quand on munit H'/?(I") de la norme naturelle :

Ju(z) — uly)|’

2 2
ey = ol + e,

I'xI’

alors la trace 7y est continue et surjective : H'(Q) — HY?(T).

Théoréme 7.12 (Théoréme de trace) Pour s > 1/2, et si O est assez régulier,
alors I'application -y, définie sur D(QO), qui a une fonction réguliére définie sur O fait
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correspondre sa trace sur 0O se prolonge de fagon unique en une application continue
surjective

Yo : H*(O) — HY2(90). (7.21)

On a de plus
N(v) = Hy(O)n H*(O).

Si maintenant on note R la relation d’équivalence définie sur H'(Q) par
(u R U) g (’YOU’ = /VOU) )

on peut munir Pespace H'(Q2)/R de la norme quotient :

= inf [[o] 510 (7.22)

vEU

||
HY(Q)/R

qui en fait un espace de Banach. Il est clair que 7y est bijective : H'(Q2)/R — HY*(T),
mals comime
HVOUHHW(F) - HVOUHHl/Q(P)
< ol vl gy » Yo € w,

il en résulte qu’elle est continue, et par le théoréeme des homomorphismes 3.14, que
¢’est un isomorphisme.

Corollaire 7.13 Pour s > 3/2, et O assez réguliere, I'application v, qui & une fonction

de D(O) fait correspondre la trace de sa dérivée normale sur 0O se prolonge de fagon
unique en une application continue surjective

v 1 H(O) — H%2(90), (7.23)
si on note v = (yo,71), on a

N(v) = H§(0) N H*(0)

7.2.4 Compacité
Théoréme 7.14 (Rellich)

Nous aurons dans la suite I’occasion d’utiliser maintes fois ce résultat, sa démonstration
repose sur le théoreme d’Ascoli, relatif a la compacité des sous-ensembles de fonctions
équicontinues dans ’ensemble des fonctions continues. Comme les espaces que nous
considérons ici ne sont pas formés de fonctions continues, nous devrons en passer par
une premiere étape de régularisation.

Définition 7.15 La suite 0.(x) = ¢ "0(x/e), ou la fonction positive § € D(R") a
support dans By (0) vérifie [, 0(x)dx = 1, est appelée approximation de I'identité ou
suite régularisante. Notons que Supp x. C B-(0).



62

Formulations faibles

L’existence d’une telle fonction n’est pas tout a fait évidente, mais en fait il n’est pas
difficile de montrer que la fonction f définie par

f(@) = VU= pour |z < 1 et f(z) =0 pour ||z]| > 1

est indéfiniment dérivable et a pour support B;(0). On prendra alors par exemple

0(z) = f(@)/ 1 fll e

Si ) est un ouvert, on dit que w est fortement inclus dans €2 si w est compact et
w C 2 ; on notera w € ).

Définition 7.16 On dira que le sous-ensemble F de L*(f2) est équicontinu, au sens
de L*(w) si

Vn >0, 30, tel que |h| <0 = |Taf — fll 2y <n: Vf €F. (7.24)

Théoréme 7.17 (Fréchet, Kolmogorov) Soient €2 un ouvert borné de R" et F un
ensemble de fonctions nulles a Uextérieur de 2, borné dans L*(§)). Soit w € € tel que

d(w, Q) =d > 0 et F soit équicontinu dans L*(w), alors F|, est relativement compact
dans L*(w).

DEMONSTRATION. Soit 6, une approximation de l'identité, posons f. = f x 0. et F° =
{f-1f € F}, ou |e| <d, et choisissons p > 0.

> Tout d’abord, on aura

fe) =< [ 0Dy = [ 6) 1l - 22 de (7.25)

d’ou

et en vertu de l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

me—ﬂmﬁs/

|z]<1

wuwdz/ 1o f(2) — f(@)? de,
|z]<1
Par conséquent, selon le théoreme de Fubini
Hﬁ—ma@sc/m/}Jmﬂw—ﬂmﬁwzc/’Jmﬁ—ma@w
w z|< z|<

A Taide de (7.24), on en déduit que, pour ¢ suffisamment petit, on aura

Hf€ — fHLQ(w) < P, vf cF. (726)
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> Montrons alors que .7-“@ est un ensemble borné et équicontinu dans C(w). Selon (7.25)
on aura d’une part

|[fe(z)| < Ce™" /Rn | fW)ldy = Ce™ [[fll i) < Ce " I fll 2 (7.27)
et d’autre part, comme
/

' —y z—y | _ llz' =z
- < D
0(——) —0(— )‘_ . Zseuﬂgll 0(2)Il,

il en résulte que

|fe(@) = fe(@)| = M7 |2 = @[ 1 £l oy < M'e7 7" [|2" = [ 11l 20

> On peut alors appliquer le théoréeme d’Ascoli a F¢

W qui se trouve donc étre relativement

compact dans C(@),.et & plus forte raison dans L?(w), puisque C(@) C L?(w), et que I'image
continue d’'un compact est compacte. De la compacité relative de Ff , il résulte que .7-"@ peut

étre recouvert par un nombre fini de boules de rayon p dans L*(w), et de la formule (7.26)
que les boules correspondantes de rayon 2p recouvrent F,,. Comme L?(w) est complet, on en
déduit que F, est relativement compact dans L?(w).

O

Corollaire 7.18 Si les hypothéses du théoréme 7.17, sont vérifiées V w € €2, et si Ve,
Jw € Q tel || fll ;2w <& VS € F, alors F est relativement compact dans L3(Q).

DEMONSTRATION. Soit € > 0, choisissons w tel que Hf||L2(Q\w) < e Vf € F. Dapres le
théoreme 7.17, F,, est relativement compact dans L?(w), et par conséquent F|., peut étre
recouvert par un nombre fini de boules B.(g;) de rayon € dans L?(w). Si g; note le prolonge-
ment de g; par 0 a extérieur de w, les Ba.(g;) recouvrent alors F. La compacité relative de
F dans L?(f2) en résulte.

m]

Lemme 7.19 Siu € H'(Q), alors, Vw € , tel que d(w, Q) =d > 0, ||Thu — ull 2,y <
1PVl 2 q)

DEMONSTRATION.

> Commencons par le cas ot u € D(R"), selon la formule de Taylor avec reste intégral,
on pourra écrire

1
(@ —h) — ulz) = /0 (Vu(z — th) |B) d,

et par conséquent |mpu(z) — u(z)]* < || fol |Vu(z — th)||* dt dotr, pour h assez petit du
moins,

1
It — ullZagy < 1A /0 dt / IVule — th)|? de

1
<|nl* [ dt | [IVu@)* dy = |21 IVl 72, -
0 Q (
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> Par ailleurs, on sait que D(R") est dense dans H(Q) : si u € H* (), Ju,, € D(R") telle
que u, — u dans H'(Q2). On aura alors 7,u, — Thu, et de l'inégalité ||7nu, — Un|p2() <
[l [IVtnl f2(q) » on déduit par conséquent le résultat annoncé.

Théoréme 7.20 (Rellich, Kondrasov) Soit {2 un ouvert de R™ ‘suffisamment régulier’
alors I'injection suivante est compacte :

H™(Q) - H™(Q) Ym >0 (7.28)

DEMONSTRATION.

> Commencons par traiter le cas m = 0, et notons F la boule unité de H'(Q), il s’agit
de démontrer qu’elle est compacte dans L?(f2) ; nous utiliserons & cet effet le corollaire 7.18.
Soit w € Q, tel que d(w, ) =d > 0.

> Choisissons € > 0, en vertu du théoréme d’injection 7.6, 3¢ > 2 tel que H* (2 \ w) C
L1(Q\ w), et par conséquent, selon 'inégalité de Holder, B

lullZ2 0y < lullZo@w) 2\ w|' 2/

soit
Il 2wy < Il Loy 19\ w279 < C @\ w]'/27H4

Il est donc possible de choisir w de telle sorte que [[ul[ ;2.\, < € Yu € F.

> Par ailleurs, [|7hu — ull2¢,) < [|A[|, en vertu du lemme 7.19, et par conséquent pour
|7 suffisamment petit, on aura ||Tu — ul|2(,) < /2, Vu € F. La compacité de I'injection
de H'(Q) dans L?(2) découle alors du corollaire 7.18.

> Raisonnons maintenant par récurrence et supposons compacte 'injection de H™(2) dans
H™~1(Q), selon 'hypothese, si la suite u,, est bornée dans H™ (), on peut en extraire une
sous-suite u,s qui converge dans H™~1(Q) ainsi que Vu,/, comme u, et Vu, sont de cauchy
dans H™~1(Q), il en est de méme de u, dans H™ (), et la conclusion en résulte.

O
Plus généralement on démontre que
H*(O) Cc H'(O) Vs >t > 0. (7.29)
7.2.5 Dualité
On définit également des espaces de Sobolev d’indice négatif par dualité.
Définition 7.21 Pour s > 0, on pose
H™(0) = (H3(0))', (7.30)
c’est un espace de distributions que I’on munit de la norme du dual fort :
|(f,v)]
[l -5y = sup 3———. (7.31)

veHS(O) ”UHHS(O)
v#0
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7.3 La formule de Green

C’est la généralisation a plusieurs dimensions de la formule bien connue d’intégration

par parties :
b b
/ u'v :—/ wv' + [w]®
a a

Sous sa forme la plus simple, elle s’écrit :

Ou v o= u Ov +/ uv n; dv, (7.32)

o Ox; o O 20
ou n; est la ieme composante de la normale n, extérieure a O. Bien entendu, il faut
indiquer sous quelles conditions de régularité de la frontiere 0O, et des fonctions u et
v s’applique la formule de Green; en fait il suffit que les diverses intégrales existent,

ainsi que les traces de u et v. Plus précisément il suffit d’imposer

u, v € H(O), O ecH.

7.3.1 Opérateurs du premier ordre

La formule qui précede est susceptible de prendre diverses formes, notons parmi les
plus fréquemment employées :

/O(E}VE) :—/OdiszZ +/80 (En) ¥ dy. (7.33)

[y = [ Gour[E) + [ pam) e s

7.3.2 Opérateurs du second ordre

Si, dans (7.33), on remplace E par grad ¢, on obtient

_ _ dp —
Ve lVy) =— [ A —dy. 7.3
| elv9) == [ api + [ FFia (7.39

Si, par contre, on remplace ¢ par div H, on aboutit a

/ (E|VdivH) = —/ div E div H +/ (E|n) div H dv, (7.36)
o o 80
et de méme, en remplagant dans (7.34), H par rot @,

/O(rot<1>|rotw) :/O(rotrotCDW) +/ (rot(I)‘n/\w) d. (7.37)

00
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7.4 Le probleme de Dirichlet

Traitons tout d’abord le probleme de Dirichlet homogéne :

{ —Au+u = f dans O,

u = 0 sur 00. (7.38)

7.4.1 Formulation variationnelle

Nous allons utiliser une fonction auxiliaire v (dite fonction d’essai) et la formule de
Green (7.35) pour abaisser l'ordre de dérivation de w. Si nous choisissons v € H'(O)
et si nous supposons que u € H?(0), nous aurons :

/—Auv :/ (Vu |VD) —/ 0 &y, (7.39)
o o a0 On
et, par conséquent,

/fv —/ (Vu Vo) /uv _/ao —vdr;

il reste que la condition de Dirichlet homogene n’a pas été prise en compte, elle doit
donc subsister comme une contrainte supplémentaire imposée a u. On aboutit ainsi au
probleme, dit variationnel, suivant :

Trouver u nulle sur 00, telle que Yo nulle sur 00,

/O(Vu|Vv /uv —/fv.

Cette formulation manque de précision, on doit en particulier choisir ’espace ou
doit étre cherchée u pour envisager la démonstration d'un théoreme d’existence et
d’unicité, de sorte que les conditions relatives aux traces aient un sens. Compte tenu de
la formulation que nous venons d’obtenir et du théoreme de trace 7.12 nous choisirons
de chercher u € H}(O), et d’y faire varier v. On aboutit ainsi au probléme

Trouver u € H}(O), telle que Yv € H} (O

/(VHIW /uv _/fv (7.40)

ot f € L*(O).

7.4.2 Existence et unicité

Notre théoreme de base sera le théoreme de Lax-Milgram 7.2 dans lequel nous
poserons V = H}(O),

a(u,v):/o(Vu|Vv) —{—/Ouv et £(v /fv.
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La continuité de a et ¢ est évidente, ainsi que l'ellipticité de a. Le théoreme de Lax-
Milgram 7.2 nous assure alors que le probleme (7.40) est bien posé, c’est-a-dire que
sa solution existe, est unique et dépend continiment de la donnée, puisque |||, <

171 220y -

7.4.3 Retour au probleme fort

La question qui subsiste est celle du lien entre les problemes (7.38) et (7.40). 11 est
tout a fait clair que si u est solution de (7.38) elle I'est de (7.40) ; réciproquement si u
est solution du probleme variationnel (7.40), alors pour v € D(O) on a

(—Au+u— f0)p o) o) =0

soit

—Au+u = f dans D'(O). (7.41)
D’autre part u € H}(O) peut, en vertu du théoreme 7.12, s’interpréter comme signi-
fiant upo = 0, au sens précis suivant :

Yo(u) = 0. (7.42)

On a donc montré que u est solution du probleme fort (7.38), en un sens quelque peu
généralisé.

7.4.4 Le probleme non-homogene

Nous n’avons traité que du cas d’une trace nulle, supposons qu’il n’en n’est plus
ainsi :
{ —Au+u = fdans O (7.43)

u = gsur 00.

Siu € H'(O), alors en vertu du théoréme de trace 7.12, ujpo € HY?(90); réciproquement,

si on suppose que g € HY?(00), d’apres ce méme théoreme de trace, il existe U €
HY(0), telle que Upo = g, U est appelé relévement de g dans H'(O). Comme u est
solution de (7.41) il en résulte que ' = u — U est solution de

—Au +u' = f+ AU — Udans O
{ u' =0 sur 00, (7.44)
soit encore, sous forme variationnelle
Trouver v’ € Hy(O), telle que Yv € Hj(O),
(7.45)

a(,v) = €(v), avec E’(v):/ofﬁ _/o(W'W) —/OU@,

probleme tout a fait semblable a (7.40).
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7.4.5 L’inégalité de Poincaré-Friedrichs

Le probleme suivant est plus difficile, mais mérite d’étre étudié car il est fréquent
en mécanique des fluides ou en électrostatique :

{ —Au = f dans O,

u = 0 sur 00. (7.46)

La difficulté est relative & la démonstration de Dellipticité sur H}(O) de la forme
bilinéaire

a(u,v) :/O(VU|V17) ) (7.47)

dont découleront I'existence et I'unicité de la solution u de (7.46). Nous utiliserons le
théoreme suivant :

Théoréme 7.22 (Poincaré-Friedrichs) Si O est un ouvert borné connexe et I' une
partie de son bord, de mesure non nulle, alors
/ vdy
r

DEMONSTRATION. On effectue un raisonnement par 1’absurde

2
K >0, ||U||§{1(O) < K{/o Vol +

2} . Yv € HY(O). (7.48)

> Admettons que 'inégalité annoncée soit fausse, on en déduit I'existence d’une suite dans
HY(0) vérifiant

Jonll o) = 1, et (7.49)
1
n < O
o] <

avec
2

2
[Un]2 :/ HVUTLH + ’/Und’y
(@] r

A Taide du Théoreme de compacité de Rellich, et d’apres (7.49), on peut extraire de v, une
sous-suite, encore notée v, qui converge, soit vers v dans L%(0O).

> Toujours en vertu de (7.49), la suite Vo, est de Cauchy dans L?(0); il en est de méme
de v, d’apres l'item qui précede, et par conséquent v, est de Cauchy dans H'(O), elle y
converge donc vers v.

> D’apres (7.49), la fonction v vérifie Vo = 0, c’est donc une constante, mais également
fpvdv = 0, par continuité de la trace H'(O) — L?(T'). On en déduit que v = 0, ce qui
constitue une contradiction avec (7.49).
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Remarque 7.23 Dans le théoréme qui précede, le terme frvdfy peut étre remplacé
par de nombreux autres, par exemple fAv ot A est un ouvert de mesure non nulle
inclus dans Q. L’essentiel est la continuité de ce terme vis-a-vis de la topologie de
H'(O) et le fait que [v] reste une norme.

Démontrons maintenant lellipticité de la forme bilinéaire (7.47) : on aura en effet pour
u € Hy(0),

2
ofuwa) = [ [9ul = [l +\ IRG

7.5 Le probleme de Neumann

2

2
2% [ullr1 o)

7.5.1 Dualité et dérivées normales

Dans le cas ot u € H?(f)), nous avons vu que la dérivée normale v, : H*(Q)) —
H'Y2(I') est une application continue, mais elle ne se prolonge pas & H'(f). Soyons
donc moins exigeants et étudions du/dn par 'intermédiaire de la forme linéaire

we HY(T) — w@dfy, (7.50)
T an

soit en fait la distribution Ou/On. 1l est facile de montrer que cette application est
continue, en effet, si v est un relevement de w dans H'(2), on aura, d’apres la formule

de Green 5
/Auv = —/ Vu~Vv+/—uwd”y, (7.51)
Q Q r on

et par conséquent, Vv € H'(Q) tel que vr = w,

/%wd’y' < /Auv /VU-VU
ron Q Q

< HAUHL?(Q) HUHL2(Q) + HVUHH(Q) HVUHLQ(Q) 5

+

(7.52)

d’ou il résulte que

ou .
- %WCM‘ < veHl(ls%l,cvw:w (HAUHL2(Q) ||U||L2(Q) + ||VU||L2(Q) ||VU||L2(Q)> (7.53)

< <||AUHL2(Q) + HVUHL2(9)> 101l g1 ()ym

et comme P’application relévement, inverse de 7p, est continue : H/?(T') — HY(Q)/R,

ou
[ Grwtr| < € (18020 + 190l Bl (7.54)
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Ce que nous avons donc démontré, c’est que pour u € H?(Q2), la forme linéaire

w — w%d
Sl

appartient au dual H~'/2(T") de H'/?(T"). Plus brievement, on écrit du/On € H~'/?(T).
Mais si on note maintenant
H'(A;Q) ={ue H'(Q) |Aue L* ()}, (7.55)

muni de la norme naturelle

1/2
2
lell s am = (I180la@) + leling) -

on constate que, selon (7.54)

% [ G| <l

H-1/2(T ||1U||H1/2(F)

Il nous suffit donc de démontrer la densité de H%(2) dans H'(A; ) pour prolonger
I'application u — du/dn a H(A; Q) tout entier :

Proposition 7.24 C*(Q) est dense dans H'(A; ).

DEMONSTRATION. Selon le corollaire 5.22, on va montrer que toute forme linéaire conti-
nue sur H1(A;Q) qui s’annule sur C*®°(Q2) s’annule également sur H'(A;Q) tout entier; la
proposition en résultera alors.

> Considérons donc une forme linéaire continue ¢ sur H'(A;Q), par le théoréme de Riesz,
il existe un vecteur = de H'(A;Q) tel que pour tout u € H'(A; ),

(& w) gy man) = Elw) g +/QAE Au.

C’est dire qu'il existe une forme linéaire A continue sur H!(£2) et un vecteur L de L?(Q) tels
que

<£’ u> = <)‘7U>H1(Q)/7H1(Q) + /Q L Au.
> Définissons alors la forme linéaire continue A\ sur H L(R™) par

N o~ _ ~ 1/mn
<)\,’U>H1(Rn)/7Hl(Rn) = (0 Ti2) 1y a1 (e 70 € H'(R?). (7.56)

Comme il existe un prolongement linéaire continu P : H'(2) — H!(R"), on aura

Oy mey = (A Pu) e e B (), (7.57)
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et si nous notons L le prolongement de L par 0 en dehors de €2,

<faU>Z<X,Pu> +/HEAU,VuEH1(A;;{).

H1 (Rn)/7Hl(Rn)

Notons que H'(R™)" est un espace normal de distributions puisque D(R") est dense dans
H(R"), et que d’aprés (7.56), A s’annule sur les fonctions dont le support ne rencontre pas
), soit encore Supp A C €.

> Supposons maintenant que ¢ s’annule sur C(Q) et choisissons @ € D(R"), on aura

P € C2(Q) et

<X’ P ¢‘Q>H1(R”)’,H1(R") B <X’ Sf5>D’<Rn),D(IR<"> - <X’ P - 6>D’<IR<">’D(R">

- <X’ ¢>D’(R”),D(R”) ’

car Supp (P@/‘Q — 6) N = J ; par conséquent

0= {6.F0) = (M8 gy ey © . LAP

Il en résulte que AL = —\ au sens des distributions. Par coercivité, cette équation a une
solution dans H'(R™), c’est en fait la seule qui appartienne & L?(€2), car toute autre en differe
d’un polynéme harmonique, ainsi qu’il est facile de le montrer par transformation de Fourier.
On aura donc L € H'(R™), ce qui implique L € H(Q).

> Plus précisément, nous aurons

<X,a’> — / VL. Vi,V e HY(R"),
HI(R")’,Hl(R") Q

En effet pour ¢ € D(R™), on a

<X7 &>H1(R")’,H1(R") T <AE, (Z>D’(R"),D(R") - <VZ, v¢>DI(Rn),D(Rn) ’
soit N )
<)\’ @>H1(R")’,H1(R") " e VL-Vg = /QVL Vo,

dont découle la formule ci-dessus, par densité de D(R™) dans H!(R"™).
> Nous aurons donc Vu € H'(A;Q),

<£,U>=/QVL-W+/QLAU.

Mais si L, € D(Q2), alors

/VLm.Vqu/LmAu—o,
Q Q

dont il résulte que (¢, u) = 0, par densité de D(2) dans H}(L).
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Nous en déduisons la proposition suivante :

Proposition 7.25 L’application v, : u € H*(Q) — Ou/On € HY?(T') se prolonge de
facon unique en une application continue : H'(A; Q) — H~Y3(I).

7.5.2 Formule de Green

Ce prolongement peut étre explicité : par densité de D(Q) dans H'(A; Q), on déduit
de (7.51) la formule de Green suivante, qui fournit une expression concrete de la dérivée
normale 7y (7.51)

<%,U|F> = / Auv—i—/ Vu-Vu, Yu € H'(A;Q), Yo € H(Q). (7.58)
on H-1/2(T"),HY/2(T") Q Q

On peut alors étudier le probleme de Neumann

Ou = g sur 90. (7.59)
on

{ —Au+u = f dans O,
7.5.3 Formulation variationnelle

Si on suppose que g € L?(00), on obtient

Trouver u € H'(O) tel que Yv € H*(O)

L(vuyva) —|—/Ou17 :/Of@ +/wg@d7_ (7.60)

Le théoreme de Lax-Milgram s’applique alors, faisant de (7.60) un probléme bien posé.

7.5.4 Retour au probleme fort

Si on choisit, dans un premier temps de considérer uniquement des fonctions test
dans D(O), comme dans le cas du probleme de Dirichlet, on montre aisément que u
vérifie —Au + u = f. L’interprétation de la condition de Neumann est plus difficile,
elle nécessite de faire appel a l'espace H'(O; A).

Proposition 7.26 Siu est solution du probléme variationnel (7.60), ou f € L*(O) et
g € L*(90), alors au sens du prolongement précédent, on a du/dnjppo = g.

DEMONSTRATION. On a déja remarqué que u vérifie Au = u — f, et par conséquent u €
H'(0O;A). On pourra donc écrire

/O(vum) +/Ouv :/(9(—Au+u)v +/809vd7,

VY
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soit

/(vuwu) +/ Aui :/ o dr,
O O o0

et par conséquent, d’apres (7.58), du/dn = g dans H~/2(90).

]
7.5.5 Le probleme de Neumann pur
Si on tente de traiter le probleme
—Au = f dans O,
7.61
@ = g sur 00, ( )
on

une difficulté supplémentaire se présente : le probleme ne peut admettre une unique
solution, en effet si v en est solution, alors u+ C' 'est encore quelle que soit la constante
C. De plus une condition de compatibilité doit étre imposée a f et g pour garantir
'existence d’une solution : d’apres la formule de Green (7.35), on a nécessairement

/Of +/60ng = 0. (7.62)

Nous sommes donc conduits & montrer que (7.61) est bien posé dans un espace de
fonctions définies a une constante additive prés; a cet effet on pose

HY(O)/R = {i; v e H'(0) } , ot (7.63)
b ={we H'(O)|w—v=Cte}
L’espace H'(O)/R est un espace de Hilbert pour la norme quotient :
.

Si nous supposons que (7.62) est vérifié par les données f et g, alors on peut donner
de (7.61) la formulation variationnelle suivante :

moyr ~ oes lme) (7.64)

{ Trouver 4 € H'(O)/R tel que Vo € H(O)/R, (7.65)

a(t,v) = (D), avec

a(u,v) :/ (Vu|Vo) Yu € 4, Yo €0
o

E(@):/fv +/ gvdy, Yv € v,
o 80
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ces définitions étant indépendantes des représentants u et v choisis. Ce probleme est
bien posé en vertu du Théoreme de Lax-Milgram 7.2, car a est elliptique sur H'(O)/R :
on a en effet, d’apres I'inégalité de Poincaré-Friedrichs (7.48)

atii) = [ vl

2
= inf {/ |Vul> + mod / ud72}
ucu O 80

1 .2
I ||uHH1((’))/R

v



Troisieme partie

Opérateurs bornés dans les espaces
de Banach
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7

Nous noterons X un espace de Banach, et £(X) I'ensemble des opérateurs bornés
X — X, muni de la norme des opérateurs :

T
17 = sup 1221
w0 1]

Etant donné un opérateur T € L(X), la question qui nous motivera tout parti-
culierement consiste a décomposer 'espace X en somme directe de sous-espaces in-
variants par T, de telle sorte qu’en restriction a chacun d’entre eux, T' agisse de fagon
particulierement simple, cette description prendra le nom de décomposition spectrale
de T. Dans les meilleurs cas T' agira sur chaque sous-espace comme un opérateur de
multiplication, on pourra alors parler d’une représentation spectrale de T.
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Chapitre 8
Algebres de Banach

Une particularité de la théorie réside dans le fait qu’elle peut étre, jusqu’a un certain
point, développée dans un cadre beaucoup plus large que celui des opérateurs linéaires
bornés. L'un des avantages inhérents a ce point de vue consiste a faire ressortir plus
clairement les hypotheses dont découlent les résultats essentiels de la théorie spectrale.

Définition 8.1 On appelle algebre un espace vectoriel sur le corps des complexes,
muni d’une opération interne de multiplication

(i) qui lui confére une structure d’anneau, c’est-a-dire associative et distributive par
rapport a ’addition

(ii) qui vérifie a (TS) = (aT)S=T(as), pour tous S,T appartenant a I'espace vectoriel
et a € C.

(i) Quand l'algebre est munie d’un élément neutre relativement a la multiplication,
ou unité, on dit que c’est une algébre unifére.

Définition 8.2

(i) On appelle algébre de Banach, un espace de Banach A muni d’une structure
d’algébre telle que
sl < fITf} [Is]] ¥s, T € A. (8.1)

(ii) Si A posséde un élément unité, que I'on supposera non nul, on le note 1, et on dit
que T est inversible dans A si 3s€ A, tel que TS=ST=I.

On notera
G (A) = {1 € A|T est inversible }, (8.2)

c’est un groupe. Dans le cas on A = L(X), alors dire que T est inversible dans A
signifie que T est continiment inversible, en tant qu’élément de £(X). Notons qu'un
inverse est unique, en effet si TS=TZ=I,

S=SI=STZ =172 = Z.

Il est clair que £(X) est une algebre de Banach pour la composition des opérateurs,
mais il y en a beaucoup d’autres, au nombre desquelles

79
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> 'ensemble C(K) des fonctions continues sur le compact K
> 'ensemble H(€2) des fonctions holomorphes sur I'ouvert relativement compact €2.

> ’ensemble des fonctions intégrables sur R” muni du produit de convolution, qui
ne possede pas d’élément unité dans L! (R"), puisque c’est la distribution de Dirac.

Remarque 8.3

(i) Sauf mention explicite du contraire, nous ne considérerons désormais que des
algebres de Banach uniferes et nous choisirons la norme de telle facon que

[ =15

si tel n’était pas le cas il suffirait de la remplacer par la norme équivalente

il = sup |jrs]|.
Is]|<1
On aura en effet, V[|s|| < 1,
T9oS
s asll = ] T—H < I8l 1malll < lieelll il
8]

(ii) Dans le cas ou il n’existe pas d’élément unité, il est toujours possible de plonger
lalgébre A dans une plus vaste qui en posséde un, soit B = A x C, avec

(T,a) - (8,0) = (TS + as + OT,af) et
(T, )| = [|T]] + |af

on aura alors 1= (0,1).

Proposition 8.4 Si A est une algebre et un espace de Banach, il suffit que la mul-
tiplication soit continue a gauche et a droite pour qu’il existe une norme équivalente
faisant de A une algébre de Banach.

DEMONSTRATION.

> Soit s€ A, on pose M (T) = ST et on note A ={Ms|s € A} ; par continuité A droite,
on aura A C L(A).

> Démontrons que A est fermé dans £ (A) ; c’est donc un espace de Banach. Soit donc
M € L (A) et une suite S; € A telle que M; = Ms, — M ; on aura

M; (1) =s;T =M, (1T,

d’ott il résulte par continuité a gauche, que M (T) = M (1)T, et par conséquent avec $= M (1),
que M = M. Comme M (1) =1, il en résulte que A est une algebre de Banach.
> Considérons 'application s — Mg, comme Mg = Mg o My, c’est un homomorphisme
d’algebres ; elle est injective et d’inverse continu, car
I8l = [[stll = [[Ms ()| = [[Ms ()]} < [[Ms]]-

En vertu du théoreme des homomorphismes, il en résulte que s— Mg est continue, et par
conséquent que ||s|| et || Ms]| sont des normes équivalentes sur A.



Proposition 8.5 Si Te A, avec ||T|| < 1, alors

(i) 1—T est inversible avec

1—1)"' = f:Tk.

.. —1 1
(i) [|@—1) = e < lTI™ /@ —rl)
DEMONSTRATION.

> Considérons la suite S, =), nTk , ¢’est une suite de Cauchy, car

T p+1l T q+1
Isg sl < 3 g = PHE = I (5.3
k=p+1,q L=
elle converge par conséquent, soit vers S, et on aura
Spn(I—T)=1—1"" = (1-1)s,,

d’ou, a la limite
sI—T)=1=(1—T)S.
I en résulte que la somme de la série de Neumann s= ), OOTk est I'inverse de 1—T.

> On aura de plus, d’apres (8.3),

n n k n+1
k=0 k=0,00 k=0 k=n+1,00 1-— ||TH

Corollaire 8.6 Si T, est une suite d’éléments inversibles de A qui converge vers un
élément non inversible T, alors lim,, ., || T || = oo.

DEMONSTRATION. Supposons qu’il n’en soit pas ainsi, alors il existe une constante C' et une
< C. On aura

sous-suite T, extraite de T, telle que HT;L,l!
T =Ty + (T —Tp) =Ty (I_‘_T;'l (T— Tn’)) )

et HT;/1 (T— T”/)M < Ot — Tyl < 1, pour n assez grand. D’apres la proposition 8.5, il en
résulte que I+T ;" (T — T,,) est inversible, et par conséquent T, ce qui constitue une contra-
diction.

m|
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8.1 Spectre
De facon générale, si A € C, nous noterons T, =T—\I.

Définition 8.7
(i) On appelle spectre de T, et on note

(1) = {X € C|T, n’est pas inversible} .

(ii) On appelle ensemble résolvant de T, et on note II(T), le complémentaire de ¥(T)
dans C.

8.1.1 Résolvante
Définition 8.8 Si ¢ € II(T), c’est-a-dire si T, est inversible, on pose

R(¢) = (1)) ;5 (8.4)
la fonction ( —R(() est la résolvante de T.

Proposition 8.9 L’opérateur T et sa résolvante R(() commutent.

DEMONSTRATION. On a en effet

Lemme 8.10 Si s commute avec T et ¢, ¢ S(T), & ¢ X(s), alors (T — ()™ commute
avec s et avec (s — €)'

DEMONSTRATION. Il suffit de multiplier & gauche et & droite par R(() I'égalité

(T—=()s=s(T-0)

pour obtenir SR(¢) = R(({)S. On aura alors

(1= (8- =(s-& (=",

et par conséquent, comme précédemment

56— = (1 -0 (o)
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Proposition 8.11 (Premiére identité de la résolvante) Si et (' appartiennent
a II(T), alors
R(C) — R(C) = (¢ = IR(OR((). (8.5)

II en résulte en particulier que R(() et R(¢") commutent.

DEMONSTRATION. On a en effet

R(¢) — R(¢) = R(O)(T — C)R(C) — R(O)(T = O)R(C)
=R(O(C = ¢R(()
= (¢ = )R(OR(C)

|
Lemme 8.12 Si T€ G (A) et HE A, avec
H| < ——\
= g
alors T+HE G (A), avec
[+ 1)~ =Y < 2| (In)l - (8.6)
et
[t +m)™ = (=) | < 2|t ) (8.7)
DEMONSTRATION.

> On aura tout d’abord T+H=T(14 T 'H), et comme HT_lHH < HT_lH 1] < 1/2, il
résulte de la proposition (8.5) que I+T~1H est inversible, d’ott T+HE G (A) .

> On aura

(r+m) =1l =(r(+1 ) -1

d’ou, d’apres la proposition 8.5 (ii),
R 8 e N Ea PACE Eet)
< e P e/ (0 = [ i)
< 2| Y ml.
> De méme
(r+m = (=1 )t = (1 (4 17m) T = (=)
— < 1+ 1“*1H)_1 —(1— TilH)) T 1,

d’out H(T L)l (1— T—lH) T—lH <2 HT—1H3 [
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Théoréme 8.13 G (A) est ouvert et T—T ! est un homomorphisme de G (A) .

DEMONSTRATION. Le lemme qui précéde nous montre que si T€ G (A), alors G (A) contient

1

. . _ e _1\—1 . R
un voisinage de T. L’application T—T~" est bijective car T= (T 1) , et continue d’apres

(8.6).
|
8.1.2 Rayon spectral
Théoreme 8.14
(i) SiA € 3(T), on a
(AL <7 (8.8)

(ii) X(T) est un compact
(iii) La résolvante est une fonction holomorphe dans I’ensemble résolvant.

DEMONSTRATION.

> Supposons que |A| > ||T||, on aura I-A"!1T€ G (A), d’'ou T, € G (A), soit A ¢ X(T). De
plus X(T) est fermé, en effet 'application g : C — A définie par g(\) =T, est continue, et
par conséquent I1(T) = g~ (G (A)) est ouvert. Il en résulte que %(T) = (II(T))° est compact.

> L’application p1 —R(p) est continue dans II(T) en vertu du théoreme 8.13 ; I'identité de
la résolvante (8.5) nous montre alors qu’elle est dérivable, de dérivée R'(A) = (R(A))?. Clest
dire que la fonction A —R(\) est holomorphe (fortement) au point A.

Premiere série de la résolvante

Comme la résolvante est holomorphe dans ’ensemble résolvant, elle peut y étre
développée en série entiere, pour A et p € II(T), nous aurons

T, = Tx+ (T, —Tx) = Ta (1= (1 — A)R(N)),

et par conséquent, des que | — A [|R(A)]] < 1,

R(i) = R(A) D (1= MRV,

keN

soit
R(u) =D (1 — N R, (8.9)

keN

qui constitue le développement en série entiere de R(u) au voisinage de A, et porte le
nom de premiere série de la résolvante. Son rayon de convergence est supérieur ou égal
a 1/ ||R(N)||, on verra dans la suite qu’il peut étre déterminé exactement.
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Seconde série de la résolvante

On peut également développer la résolvante au voisinage de l'infini, soit en posant
¢=1/A,
-1
I - n
R(A) = (T——) =Cer=1"" ==¢) ()",

C neN

série convergente des que ||¢T|| < 1. On écrira

R\ ==Y At (8.10)

neN

c’est la seconde série de la résolvante, elle converge des que |A| > [T .

Proposition 8.15 Si T+# 0, son spectre n’est pas vide.

DEMONSTRATION. Selon (8.10), si r > ||T||, d’apres le théoréme des résidus,

n

1 1
— MR dX = — T”,/ Memn=lgy = -1k (8.11)
2m [A|=r neN 2m |\|=r

puisque

1
e M=l g\ = 6.
(APNE

Il en résulte en particulier que si T# 0, X(T) # &, car si tel n’était pas le cas R(\) serait une
fonction entiere, et on aurait —T = fl/\lzr AR(A)dA = 0.

O
Définition 8.16 On appelle rayon spectral de T, et on note p (T) le nombre réel
p(T) =sup{|A| [A € X(T)} (8.12)
Notons que d’apres le théoreme 8.14 on a
p(T) <7 (8.13)
Théoreme 8.17 On a
p(x) = lim ["|" = inf """ .14

DEMONSTRATION.

> Notons maintenant que cette formule reste valable pour tout r > p(T), puisque R()) est
holomorphe & l'extérieur du disque de rayon p(T), et posons

R <T€i9> H , (8.15)

M(r) = max
0€(0,27]
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d’apres (8.11), on aura
2T
—T" = — rRTLekOR (161 df), (8.16)
2 0
d’ou
HTkH < L), (8.17)

kHI/k

et par conséquent HT"’Hl/k <r (rM(r))l/k, d’ott il résulte que limsupy_,., ||T <r et

ceci deés que 7 > p(T). On a donc montré que

"

lim sup HTk < p(T).

k—o0

> Démontrons maintenant que si A € X(T), alors A™ € 3(T"), résultat qui sera considérablement
généralisé au théoreme 9.6. Supposons donc que p™ € II(T™), nous aurons

T — "1 = (T — pI) C,
NS k—1rn—Fk :
ouc=) ke1n W T"TP Il en résulte que

1= (1" = p") T (T — ) c = (1" — ") e (T — ),

et par conséquent p € II(T), avec

(r—p)~ = Y g | (et =)
k=1,n

> Pour A € X(T), on aura donc |A|" = |A"| < p(T™) < ||T"||, soit
Al < inf
neN

et par conséquent

1/k
lim sup HTkH < p(T) < inf HTRHI/na
k—o00 neN

kHl/k

d’ou il résulte que HT converge et que

lim """
n—oo

— n|l/n _
in [[17V" = p().
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Remarque 8.18 II faut bien voir toutes les implications de ce résultat apparemment
innocent

(i) la suite | T"|*" posséde une limite, cette limite ne dépend pas de la norme qui
fait de A une algébre de Banach.

(ii) Si A C B, o1t B est une algébre de Banach, alors ¥5(T) C Y4(T), VTE€ A, mais
p5(T) = pa(T).

Théoréme 8.19 (Gelfand, Mazur) Une algebre dans laquelle tout élément non nul
est inversible est isométriquement isomorphe a C.

DEMONSTRATION. Soit T€ A, non nul, d’aprés la proposition 8.15 3 A tel que T— A\ ne soit pas
inversible, et on aura T= AI. puisque tout élément non nul de A est inversible. Le spectre de T
est donc constitué d’un seul élément que nous noterons A(T). Considérons alors ’application
A : A — C qui en découle, c’est un isomorphisme puisque T= A(T)I, et une isométrie puisque
| =1.

m|

C’est 1a un résultat quelque peu surprenant, puisqu’il en résulte en particulier que A
est commutative.

Corollaire 8.20 Si s et T commutent, alors p(ST) < p(S)p(T)

DEMONSTRATION. On aura alors en effet (ST)" =s™T", et par conséquent

p(s7) = lim """ < Tim 8" lim [ 2"]'" = p(s)p(T).

Corollaire 8.21
(i) La résolvante tend vers 0 quand X\ — 0.

(ii) La couronne de convergence de la seconde série de la résolvante est donnée par
A€ p(T), 0o

(iii) Le rayon de convergence de la série

_ Z CnTn

neN

est égal a 1/p(T).
(iv) Le rayon de convergence de la premiére série de la résolvante au voisinage de A,
est égal a 1/p(R(N))

DEMONSTRATION.
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> Pour |A| > ||T||, on tout d’abord
IR < 3 AT i 151" =
Z RE Z A [A =TIl ||TH

qui tend vers 0 quand |A\| — oc.

> Il est clair tout d’abord que la seconde série de la résolvante converge en dehors du
disque de rayon p(T), puisque R(\) y est holomorphe. Supposons maintenant que la seconde
série de la résolvante converge dans la couronne |o,+oo[, avec o < p(T), si 7 > o, selon
(8.17), on aura

)

r(re)|.

D’apres la formule du rayon spectral (8.14), il en résulte que p(T) < 7, et ceci V7 > o, d’ou

par conséquent p(T) = o.
1 1
(0= (g)

ce qui prouve que le rayon de convergence de la série s({) est égal a 1/p(T)

M(1) = max
0€(0,27]

> On a

> Pour appliquer ce résultat a la premiere série de la résolvante, il suffit de poser { = yu— A
et R(\) = T.



Chapitre 9

Le calcul fonctionnel holomorphe

9.1 Intégrale de Cauchy

Sip(z) =, 0N 2" est un polynome de la variable complexe z, et si T€ A, on
note classiquement p(T) 1’élément de A défini par la formule

p(T) = Z a,T", (91)

n=0,N

o, par définition T° = 1. On va voir que 'intégrale de Cauchy permet de prolonger
cette formule et de définir aisément des fonctions de T, du moins tant que ces dernieres
sont analytiques au voisinage du spectre. Si ¢ est holomorphe dans un ouvert A du
plan complexe contenant le spectre de T, on posera

o) =~ [ Q(OR(Q) d. (9.2)

2im Jp
ou I' est un cycle (une somme finie de lacets) pour lequel chaque point de A€ est
d’indice 0 (on dit alors que I' est homologue & 0 dans A), et chaque valeur spectrale
de T d’indice 1 ; on dira alors que I" est un cycle compatible avec 3(T). Le bord orienté
d’un compact contenant ¥(T) et contenu dans A constitue un tel cycle.

Proposition 9.1 Dans la formule (9.2) ci-dessus, le résultat ne dépend pas du cycle
choisi.

DEMONSTRATION. Si I' et I sont deux cycles compatibles avec X(T), alors I' U {—I"} est
homologue & 0 dans A \ X(T), et comme p(¢)R({) y est holomorphe, d’apres le théoreme de
Cauchy

/ P(OR(C) dC = 0.
ru{-r7}

39
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Lemme 9.2
(i) Siq est un polynéme sans zéros dans %(T), alors q(T) est inversible.
(ii) Si p et g sont des polynémes sans zéros dans 3(T), alors p(T) commute avec q(7T)
et (¢(1))™", (p(1))~" commute avec (q(T))™".
DEMONSTRATION.
> En effet, on pourra écrire

gz)=C [ (z—=¢),

n=1,N

ou ¢, € II(T) ; il en résulte que les T — (,, sont inversibles et que

(a() =07 T r(G).
n=1,N
> Comme p(T) commute trivialement avec ¢(T), le résultat découle alors du lemme 8.10.

O

Constatons maintenant que si r est une fraction rationnelle sans poles dans (T), elle
peut étre mise sous la forme r = p/q o p et ¢ sont des polynomes et ¢ ne possede pas
de zéros dans X(T). En vertu du lemme 9.2, il est alors possible de définir r(T) par la
formule

r(T) = p(T) (g(T)) " (9-3)

Vérifions maintenant que la formule (9.2) est compatible avec la définition (9.3).

Lemme 9.3 Si A est un ouvert contenant ¥(T), r(() une fraction rationnelle dont
tous les poles sont a l'extérieur de A, et I' un cycle compatible avec 3(T), alors

1
7(T) = i FT(C)R(C) dg.
DEMONSTRATION.

> Commengons par le cas ol 7,(¢) = (( — )", avec n € Z, et o ¢ A. Comme ¢ ¢ %(T),
on peut utiliser la premiere identité de la résolvante : R(¢{)—R(a) = ({ — a)R({)R(«), et par
conséquent

Si on pose alors

0u(1) =~ [ ralOR(Q)dC,
i Jp
on obtient .
(1) = — 5B (0) / Q) + R(0)01(T) = R(0)f01 (T),

puisque 7, est holomorphe dans A.
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> Montrons maintenant que 6p(T) =1. Comme R(() est holomorphe en dehors de ¥(T), si
I's est un cercle centré a 'origine de rayon s supérieur a p(T), on aura

(1) = —=— [ R(Q)C = ——— [ R(Q)dC = i Z/ ¢lnde,
n>0"1Ts

20 T 2T T

en vertu du développement (8.10) de la résolvante au voisinage de l'infini, soit

N 2Z7T/ ¢ 1d§_1

Par récurrence, il en résulte alors que 6,,(T) = (T — a)" .

> Dans le cas général, on utilisera la décomposition de la fraction rationnelle r({) en

éléments simples :
ak n
r( 2 2
-«
k=1,K n=1 N(k k

ou p est un polynome et les oy sont par hypothese extérieurs & A. La conclusion en découle.

O

Par abus de langage, on notera 1 la fonction ¢ constante égale a 1, et ¢ la fonction

p:¢—C.

Lemme 9.4 L’application ® : ¢(-) — ¢(T) de I'ensemble R des fractions ration-
nelles sans poéles dans 3(T), vers A, est I'unique homomorphisme d’algébres qui vérifie
®(1) =1t ®(¢) =

DEMONSTRATION.

> On aura tout d’abord ®(1) =1° =1 et ®(¢) =T, d’apres (9.1). D’autre part, si r; =
pi/qi € R, i =1,2 ou les p; et ¢; sont des polynomes et g; n’a pas de zéro dans X(T), on aura

O(r172) = (r172) (T) = (p1p2) (T) ((91G2) (T))_l
= p1(T)p2(T) (q1(1)) ™" (g2(1)) ™" = 71 (T)ra(T) = D(r1) @ (r2),

en vertu des lemmes 9.2 et 9.3.

> Supposons maintenant que ®’ soit également un homomorphisme d’algebres vérifiant
(1) =1 et ®'(¢) =T ; si p(z) = 3, n @n2", on a tout d’abord

(I)/(p) = Z anq>/ (Cn): Z an (I)/ Z anT"

n=0,N n=0,N n=0,N

Si maintenant r = p/q est une fraction rationnelle sans pole au voisinage de ¥(T), on arqg = p,
et par conséquent ®'(r)®'(q) = ®'(p), soit ®'(r)®(q) = ®(p), et comme ¢ ne s’annule pas au
voisinage du spectre, ®'(r) = ®(p) (®(¢)) " = &(r).
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Proposition 9.5 (Riesz) L’application ® : ¢(-) — ¢(T) de I'ensemble des fonctions
holomorphes au voisinage de 3(T) dans A, est I'unique homomorphisme d’algébres qui
vérifie

(i) ®(1) =1t ®(¢) =T

(ii) n(T) — ©(T), quand ¢, — ¢ uniformément sur tout compact.

DEMONSTRATION.

> On aura tout d’abord ®(1) =1 et ®(¢) =T en vertu du lemme 9.4 Par ailleurs, si ¢, — ¢
uniformément sur tout compact, alors comme ||R({)|| est borné sur T',

/ on(OR(C) dC — / POR(C) dC,
T T

soit ¢, (T) — ¢(T).

> Il reste donc a démontrer que ® est un homomorphisme d’algebres. On utilisera le
théoreme de Runge 6.1. Soient donc ¢, et r, deux suites de fractions rationnelles dont les
pOles sont extérieurs a A et qui convergent respectivement vers ¢ et ¢, uniformément sur
tout compact de A. D’apres le lemme 9.4, on aura (g,r,) (T) = ¢,(T)r,(T), et par conséquent
(1) (T) = p(T)Y(T), Cest-a-dire D(py) = B(p)D(¢).

> Supposons maintenant que ®’ soit également un homomorphisme d’algeébres vérifiant (i),

alors il coincide avec ® sur R, d’apres le lemme 9.4. S’il vérifie également (ii), le théoreme
de Runge permet de conclure & l'identité de ® et @',

O

Notons bien que si f et g sont deux fonctions holomorphes au voisinage du spectre de
T, alors f(T) et g(T) commutent, puisque

f(1)g(T) = (f9)(T) = (gf)(T) = g(T) f(T).
Théoréme 9.6 (de transformation spectrale) Si ¢ est holomorphe au voisinage
de (1), alors X(o(T)) = @(X(T)).
DEMONSTRATION.
> Considérons A € X(T), et montrons que ¢(A) € X(¢(T)). Posons

©(¢) —p(\)

v(0) = T,

la fonction 1 est non seulement holomorphe en dehors de A, mais également bornée au
voisinage de A car ¥(¢) — ¢'(\) quand ¢ — A. Elle est donc holomorphe dans A. Supposons
que ©(X) ¢ X(¢(T)), alors ¢(T) — ¢(A) est inversible et, selon le calcul holomorphe

(T =) P(T) = @(T) = (N),

ce qui prouve que (T) (p(T) — (X)) " est Vinverse de T—A\, et qui constitue une contradic-
tion. Il en résulte que p(X(T)) C X(¢(T)).
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> Réciproquement, comme Y(T) est compact, ¢(X(T)) est fermé, et par conséquent si on
suppose que pu ¢ @(3(T)), la fonction & — (£ — ,u)_l est holomorphe dans un voisinage de
©(2(1)). 11 en est donc de méme pour la fonction ¢(¢) = (¢(¢) — 1) ' dans un voisinage
de X(T). On aura alors ¢(T) (¢(T) — @) =1, ce qui prouve que u ¢ X(p(T)), d’ou E(p(T)) C
P(2(T).

Proposition 9.7 Si ¢, et ¢ sont respectivement analytiques au voisinage de ¥(T) et
de p2(3(T)), et si on pose ¢ = @1 0 @y alors p(T) = @1 (2(T)).
DEMONSTRATION. Posons en effet S= 2(T), notons Ay et Ay des ouverts contenant respec-

tivement 3(T) et p2(3(T)) = X (s), d’apres le théoreme 9.6. Si I'y est un cycle compatible

avec X(S), nous aurons
1 1
S) =——— s—&) d
pi(s) = — 5 N p1(§)(s — &)™ dg,
mais si I'; est un cycle compatible avec 3(T), dont I'image par 2 est contenue dans Ag et
formée de points d’indice 1 par rapport a I'9, alors pour £ € T'y, la fonction ( — @2(¢) — &

est holomorphe sur ¥(T), et par conséquent
=" =(p2aAr) =) === | (p2(Q) =& (T =",

On aura donc

o1(5) = (1) [oor© [ 0 -9 -0 acas

2T

_ <2;r>2/FI<T—<>‘1 (/F 1(6)(2(0) —§>—1d£) ¢

= |1 (@A) (1= = o1 o),

d’apres le théoreme des résidus.

Proposition 9.8 Si ¢ X(1), alors

1

DEMONSTRATION. Posons en effet f(A\) = (A —¢)™', c¢’est une fonction holomorphe au voi-
sinage de X(T), et par conséquent, d’apres le théoreme 9.6, X(R(¢)) = X(f(T)) = f(3(1)),
soit L(R(()) = {()\ — O A e u(T) } . Il en résulte que

(9.4)

1 1
Tif{A—( hexn(n)}  dGB(n)

p(R(C)) =sup {|A = ¢ x e x(m) }
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Notons que ce résultat corrobore celui relatif au rayon de convergence de la premiere
série de la résolvante obtenu en 8.21 (iv), en effet ce dernier est égal au rayon du plus
grand disque de centre (¢ inclus dans II(T), soit d(¢, X(T)).

9.2 Reéduction spectrale

Définition 9.9 On dit que P€ A est une projection si P est idempotent, c¢’est-a-dire
si P2 =p

Il est clair que si P est une projection, alors P’ =1—P également.

Dans le cas ou (T) est formé de deux fermés disjoints 3J; et X, le calcul holomorphe
permet de réduire T, au sens de la proposition suivante :

Proposition 9.10 (de réduction spectrale) Supposons que X(T) = ¥; U 3y, ol
les 33; sont deux fermés disjoints non vides, notons A;, i = 1,2 deux ouverts disjoints
contenant respectivement 31 et X, ainsi que I'; deux cycles respectivement compatibles
avec X1 et Xy, et posons
1
2 r;
(i) Les p; sont des projections vérifiant 1=P1+Ps.

(ii) On a

T = TPy + TPy avec TP; = g; (T), (9.6)
ot g;(¢) = (fi(C), avec f; = 1 au voisinage de %;, f; = 0 au voisinage de ¥;, j # i, et

X(Tp;) = %; U{0}.

DEMONSTRATION.
> Sil'=IT7UTI5, on a

o / FOR(C) dC, (9.7)

Par conséquent, d’apres le calcul holomorphe

— 5= [ FORO K = 5= [ RO d =

P1+P2:—2;T/F<f1<c>+f2<<>> RO dC =5 [ R dc=1,

2m r

ainsi que

> On aura tout d’abord T=T(P; + P2) =TP1+TP2, et on constate que

™ = ®(¢) @ (fi) =2 (Cfi) = gi(T),

et par conséquent, d’apres le théoreme 9.6,

5(TPs) = (g (1)) = 9:(X(1)) = £; U{0}.
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9.3 Singularités isolées

Dans le cas ou la résolvante possede une singularité isolée, nous sommes a méme
d’utiliser le résultat de réduction spectrale de la proposition 9.10. Mais une étude
détaillée va nous permettre d’obtenir des résultats plus précis.

9.3.1 Nilpotents

Définition 9.11 On dit qu’un élément de ’algébre de Banach A est nilpotent si I'un
de ses itérés est nul.

Proposition 9.12
(i) Si T est nilpotent, son rayon spectral p(T) est nul
(ii) Sip(T) =0 et T# 0, alors T n’est pas inversible

DEMONSTRATION.

> En effet p(T) = inf, |||/ = 0.

> Nous aurons X(T) C {0}, et en fait X(T) = {0}, si T est non nul, en vertu du théoréeme
8.14.

O

Contrairement au cas des opérateurs linéaires en dimension finie que nous étudierons
ultérieurement, un élément de rayon spectral nul n’est pas nécessairement nilpotent,
nous sommes donc amenés a poser la définition suivante :

Définition 9.13 Un élément de I'algébre de Banach A ayant un rayon spectral nul
est dit quasi-nilpotent.

9.3.2 Développement en série de Laurent

Nous allons nous livrer a une étude détaillée du développement en série de Laurent
de la résolvante au voisinage d’une singularité isolée.

Considérons A € X(T), isolé, et développons R(() en série de Laurent au voisinage
de A, nous aurons

RO =D (C—N)"an, (9.8)
nez
ou les A,, dépendent bien entendu de .

Soit alors v un lacet dont I'indice soit 1 par rapport a A et 0 par rapport 3(T) \ A,
par exemple un cercle parcouru dans le sens direct, contenant A et suffisamment petit
pour ne contenir aucun autre point de %(T). Nous dirons que v est un lacet associé a
A. Selon le théoreme des résidus, nous aurons

An = [(C= VRO A, (9.9)

2
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Lemme 9.14 Posonsn, =0sin <0, et n, =1sin >0, alors

ApAm = (nn + N — 1) Antm41 (9'1())

Il en résulte en particulier que les coefficients du développement en série de Laurent
commutent entre eux.
DEMONSTRATION.

> Notons 7/ un lacet associé a A, contenant « (c’est-a-dire pour lequel tout point de v soit
d’indice 1). Bien entendu on aura encore

1

Ap = L (¢ =N R(C) dC,

2T

et par conséquent

win= (5 €= ac [ eon o
)

2T

<2m)2 /7 l — CC V7 () - Q) de e

d’apres la premiere identité de la résolvante (8.5), soit

AnAm :a_ﬂa

e

g:<2;r>2/7(g N R A ~acdc,

> Selon le lemme 9.15 ci-dessous, on aura

EO (S
2 J, =<

avec

¢ = (¢ = X) 71,

et par conséquent

2T

o= nﬂ // (C’ _ )\)—n—m—2 R(CI) dCI DAt
v
> De méme ( | 1
AT ey
247 /7' C—¢ d¢’ = (nn — 1) (C = A)

_ﬂ_

/(C AR A = (M — 1) At

La formule annoncée en découle.

27,7r
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Lemme 9.15 Soit § un cercle de centre \, parcouru dans le sens direct

(i) Si€ est extérieur au disque de bord ¢, on aura

R (SR

. . —-m—1
2in | ¢ d¢ = mm (€ —A) "

(ii) Si& est intérieur au disque de bord §, on aura

L= -
%im 6Td6—(nm—1)(£—>\) .

DEMONSTRATION.

> Remarquons tout d’abord que si f et g ont pour développement en série de Laurent
respectifs au voisinage de A

FEO=Db(C=N" et g(Q)=> enl¢—N"

nez nez

alors le terme d’ordre —1 du développement de fg n’est autre que

a_1 = E b,nflcn.

neL

> Notons alors que la fonction ¥,,(¢) = (¢ —A)"™ 1 (6 —¢)~" est holomorphe dans le
disque de bord § pour m < 0. Dans le cas contraire, elle admet une singularité en { = A\, dont
nous allons calculer le développement en série de Laurent. On pose f (¢) = (¢ — )\)_m_l et

g(¢) = (£ - C)_l , et on aura
e =g/ (n+1)! = (=N

et par conséquent

ay=(E-AN)T"

Plus simplement on peut aussi écrire

1o _ 1 £—A 1 C—A\"
€=¢ £-XE-A—(C—N) &-2A 2 (£—A> ’

k=0,00
et par conséquent .
(c-n"" (c-=N""
= = e (9.11)
§—¢ k:%;o (& — N)FH

11 en résulte que le résidu de 1, en ¢ = X est égal a 2im (§ — A)fmfl , d’ou

RN

- o —m—1
s e =T
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> Dans le second cas la fonction 9,,,(¢) admet une singularité en { = &, et le résidu
associé est égal & —2imf(§) = —2im (£ — )\)_m_l . Sim > 0, comme précédemment elle admet

également une singularité en ¢ = A a laquelle est associé le résidu 2im (§ — )\)_m_1 . On aura
donc .
L [(C=N"" —m—1 “m1
— | —Fd(=— (- —A .
2ir Js E—¢ ¢ (€ ) + 1m (€ )
m]

On va maintenant voir que les divers coefficients A, se déduisent aisément de trois
d’entre eux. On posera

Sv= =5 [ (=N RO dC (912)
Pr= A =5 [ RO
br=—as=—s [ ((~NRQdC

Lemme 9.16 Les coefficients du développement en série de Laurent de la résolvante
vérifient
Ap=—D)" " k>2 (9.13)
An = (5", n>0.
DEMONSTRATION. Raisonnons par récurrence a ’aide du lemme 9.14 et supposons que
Ap—1=(sy)",n>1,
alors (s A)”H =An_1Ag =A,. Admettons maintenant que
Ap=—O)" " k>2,

alors (D)\)k =A_pA_9 = —A_f_1.

Au voisinage de ¢ = A, la résolvante pourra donc s’écrire sous la forme

R(C) = Va(¢) + UaA((), (9.14)

ol la partie réguliere du développement en série de Laurent

UA(Q) = D (¢ =N (s1)", (9.15)

n>0

est appelée résolvante réduite et

VA ==Y (C(=N" ()" = (= NPy, (9.16)

n<—2

est constituée de la partie singuliere du développement.
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Proposition 9.17 L’opérateur D, est quasi-nilpotent.

DEMONSTRATION. Le développement en série de Laurent de R(¢) au voisinage de A converge
dans un disque pointé de centre \. Sa partie singuliere v converge donc dans le complémentaire
de {\}, et c’est donc vis-a-vis de t = (¢ — A\)~!, une série entiere de rayon de convergence
infini. Nous avons vu a la proposition 8.21 que ce rayon de convergence n’est autre que
1/p(Dy) ; il en résulte que p(Dy) = 0, c’est-a-dire que Dy est quasi-nilpotent.

O

Définition 9.18 Une singularité isolée A\ est dite semi-simple si I'opérateur quasi nil-

potent Dy associé est nul, c¢’est-a-dire si A est un pole simple de R(().

Remarque 9.19
(i) Soit e5(() identique a 1 au voisinage de \ et nulle au voisinage de ¥(T) \ {\} et

Q) = (¢ =N)"ex(0),
alors, Vn > 0,

Py = (P))" = f(T) = ex(T) et (9.17)
(DA)" = (T =A)"Pr= (T = A)"ex(T) = f{(T).

~—

C’est dire, entre autres, que Py est une projection.

(ii) Remarquons également que le calcul fonctionnel holomorphe ne s’applique pas a
Sx, puisque (¢ — )\)_1 n’est pas bornée au voisinage de \.

Proposition 9.20 On a

S\Py=P)S, =0 (918)
P)D) = D)P) = D) (919)
(ii)
(T—)\) Py = Py (T—)\):D)\ (920)
(iii)
(T—=A)Sy=8SA(T—A) =1—P, (9.21)
DEMONSTRATION.
> On a tout d’abord
PAS)y = S)Py=—A_1A0=0
PAD) =D)P) = A_1A_2 = —A_2 = Dy,

en vertu des lemmes 9.14 et 9.16
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> D’apres (9.17), on a (T — A\)P) = f1(T) =D,

> On aura

1T

(r=Ns == Nao= g [ =N @ VRO

1 N i

= gip [ €N RO g o
1 ! L

— %1/7@ )7 de+ 2M/WR(C) dg

=1—P)y

Il résulte en particulier de (9.20) que

TPy = P\T = )\PA + Dy,

(9.22)

soit encore TPy = gy (T), ou g»(¢) = ¢ au voisinage de { = A et gy = 0 au voisinage
de (1) \ {\}, ce qui n’est rien d’autre que la formule (9.6) qui découle du théoreme
de réduction spectrale 9.10. On peut maintenant se faire une idée plus précise de la

signification de U, et V.

Proposition 9.21 On a
(i) UA(A) =S»
(i)
VA(Q)PA = Pava(€) = Va(C)
UA(Q) (T =Py) = (1= Pr) Ux(¢) = UA(C)

et par conséquent

R(¢)Px = PAR(C) = Va(C)
R(C) (1—Py) = (1= Py) R(¢) = UA(C)

(iii)

DEMONSTRATION.
> La définition méme (9.15) de Uy implique Uy () =Sj.
> En vertu de (9.19), on aura

VAP A== > (C=XN" (D))" PA— (= NPy

n<—2

== 3 €MD) = (=N TR = Va0

n<—2

(9.23)

(9.24)

(9.25)
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> De méme en vertu de (9.18),

UAQPA = PAUA() = Y (C=A)" (sn)" T Py =0,

n>0

et par conséquent

UA(Q) (1 —=Py) = (1—Py) UA(C) = UA(C)

> On écrira

UA(Q) (T = ¢) = Ua(Q) (T = A) + UA(Q) (A =)
=D (=N G sA (T =) =) (C= A" ()"

n>0 "0
=N ) )~ (€N ()"
n>0 1
ST A () (=) = 3 (€= N (8" (1 Pa) = 1 Py
n>0 1

en vertu de (9.21) et (9.18).

> On aura enfin

1=R(() (T —¢) =Va(Q) (T =) +ur(¢) (T =)
= VA (T =C) +1—-Py,

et par conséquent V() (T — () =Py
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Chapitre 10

Application aux opérateurs bornés

Considérons maintenant I’algebre de Banach £(X) formée des opérateurs bornés
X — X, et précisons dans ce cadre les résultats que nous venons d’obtenir.

10.1 Noyau, Image

Définition 10.1
(i) On appelle noyau de T, et on note N (T'), le sous-espace suivant de X :

N(T)={ue X |Tu=0}.

(ii) On appelle image de T' (en fait de X par T), et on note R(T), le sous-espace
suivant de X :
RT)={veX|Tue X, Tu=v}.

Lemme 10.2 T € L(X,Y) est injectif et d’image fermée si et seulement si 3C' > 0 tel
que Vx € X, on ait ||z|| < C||Tz|| .

DEMONSTRATION.

> Supposons que 'inégalité soit vérifiée, I'injectivité de T est alors claire. Supposons que
yn = Tx,, converge, soit vers y, elle est de Cauchy et on aura ||Ty, — x| < C||T (X — zp)]|
ce qui prouve que x,, est elle-méme de Cauchy, elle converge donc, soit vers x, et par continuité,
on aura y = Tx. Il en résulte que y € R(T') et par conséquent que R(T) est fermé.

> Réciproquement si T' est injective et d’image fermée, alors elle est continue et bijective
sur I'espace de Banach R(T), et admet par conséquent un inverse continu S : R(T) — X,
d’aprés le théoréme des homomorphismes 3.14. Supposons maintenant que I'inégalité ne soit
pas vérifiée, alors 3z, telle que ||z,|| =1 et ||T'z,|| < 1/n, mais on aura alors

1= [jaall = || o Tan

<[5

ce qui constitue une contradiction.
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Dans le spectre de T, nous distinguerons tout particulierement ’ensemble des valeurs
propres de T

Définition 10.3

(i) On pose
Ny={uve X|Tu= A u},

c’est le noyau de T — )\, encore appelé sous-espace propre géométrique associé a la
valeur propre \, sa dimension ny, si elle est finie, est appelée multiplicité géométrique
de la valeur propre .

(ii) On dit que X est une valeur propre de T' si T'— A n’est pas injectif, ¢’est-a-dire s’il
existe u # 0 dans X, tel que Ty = Au. On dit alors que u est un vecteur propre associé
a la valeur propre \. On appellera spectre ponctuel de T' I’ensemble de ses valeurs
propres :

£,(T) = {A € C|N, # 0}

Définition 10.4 On appelle

(i) Spectre ponctuel ’ensemble des valeurs propres :
Ep(T) ={A € CIN(T =) # {0} },
(ii) Spectre continu
= (T) = {A e 3(T) ’T — X\ injectif, et R(T — \) = X} .
(ili) Spectre résiduel

= (T) = {A eC ‘T X injectif, ot R(T —A) # X }

X,(T), Xe(T') et 3,(T) sont mutuellement disjoints, et comme de plus d’apres le
théoreme des homomorphismes 3.14, si T'— X est bijective elle est inversible, on aura

S(T) = £,(T) US.(T) U, (T)

10.2 Reéduction spectrale

La décomposition de ’espace en somme de sous-espaces stables permet de réduire
Iopérateur selon ses restrictions. Il est alors facile d’expliciter le lien entre le spectre
de 'opérateur et celui de ses restrictions.

Proposition 10.5 Si Ty, et Tyy sont les parties respectives de T dans M et M’, ot
M et M’ sont deux supplémentaires topologiques invariants par T, alors

(i) Si¢ ¢ X(T), R(C) laisse M et M' invariants.
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(ii)
X(T) = S(Tw) UE(Twr)
EP(T) = EP(TM) U ZP(TM’)

(iii) Le sous-espace propre de T associé a la valeur propre \ est la somme directe des
sous-espaces propres respectifs de Ty, et Ty associés a .

DEMONSTRATION.

> Notons P la projection sur M parallelement & M’ et P’ celle sur M’ parallelement & M.
Selon la proposition A.3 T commute avec P, et par conséquent d’apres le lemme 8.10 R(()
commute avec P, ainsi qu’avec P’ = I — P ; il en résulte d’apres la proposition A.3 que R(()
laisse M et M’ invariants.

> Supposons tout d’abord que £ ¢ X(T), alors (T —&)R(§) =1 = R(&) (T —€), et par
conséquent

(Tv — &) R(E) v = Ling = R(E)ym (T — €)
Il en résulte que £ ¢ X(Th), et de méme & ¢ 3(Ty). Nous avons donc démontré que
> Réciproquement, si & ¢ X(Thy) U X(Thy), alors il existe S et S’ telles que (Thy — &) S =
S(Ty —&) =TI et (Tap —§)S" = 8" (Tap — &) = Ijpp- On aura alors d'une part

(T—¢)(SP+S'P)=(T—¢)SP+(T—¢)S'P
=Ty =& SP+(Tyy =) S'P'=P+P =1

et d’autre part

(SP+S'PY(T—-¢& =SP(T—&)+SP(T-¢)
=ST-P+S (T-&P =P+P =1

> Bien entendu, il est clair qu’une valeur propre de Tj; ou Ty est valeur propre de T.
Supposons réciproquement que A soit valeur propre de T, et u un vecteur propre associé, on
aura Ty Pu =TPu = PTu = \Pu, ce qui montre, si Pu # 0, que A est valeur propre de Tyy;
de méme, si (I — P)u # 0, A est valeur propre de Thy. Comme u = Pu+ (I — P)u, on ne
peut avoir simultanément u # 0 et Pu= (I — P)u = 0, il en résulte que A est valeur propre
de T ou Ty et que u appartient a la somme des (éventuels) sous-espaces propres de Ty et
Ty associés a A.

O

Il est souvent commode d’identifier les opérateurs T, et TP = PT, puisqu’ils coincident
sur M. Toutefois, il faut prendre garde a la valeur propre 0 :

Proposition 10.6 Soient M et M’ deux supplémentaires topologiques invariants par
T, P et P’ les projections associées.

(i) Si X est valeur propre de Ty, alors \ est valeur propre de T P.
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(ii) Réciproquement, si A\ # 0, est valeur propre de T'P, alors X\ est valeur propre de
Ty

(iii) Si L est le noyau de Ty, alors L & M’ est le noyau de T P.

DEMONSTRATION.
> Si u est vecteur propre de T)y associé a A, on aura Au = Tyyu = T Pu, puisque u € M.
> Réciproquement, si PTu = T Pu = Au, alors, si A # 0, u € M, et par conséquent A est
valeur propre de Thy;.

> Notons déja que L et M’ sont de somme directe puisque L C M. Supposons alors
que u € N(TP), alors on aura TyyPu = TPu = 0, et par conséquent Pu € L. Comme
u= Pu+ (I — P)u, et L C M, il en résulte que u € L & M'. Réciproquement, il est clair que
siue L@ M, alors Pue L dou TPu = 0.

Dans le cas ou 3(7') est formé de deux fermés disjoints 3y et 3y, on va pouvoir
préciser les résultats de la proposition 9.10 Rappelons que I'y et I's sont deux cycles
respectivement compatibles avec 1 et s, que f; note une fonction vérifiant f; = 1 sur
A; et 0sur Aj, j # 1, et que

1
2w

p=- /FiR(C)dg, i=1,2

(i) Selon la proposition 9.10, les P; sont des projections continues vérifiant I =
P+ P

(ii) d’apres la proposition A.1 on aura X = M; @ M, avec M; = R(P;)
(iii) les M; sont fermés d’apres la proposition A.6
(

iv) comme les P; commutent avec T, les M; sont invariants d’apres la proposition
A.3, et on aura
T=TP +TP.

Proposition 10.7 (de réduction spectrale) Supposons que S(T') = ¥ U4, ot les
Y; sont deux fermés disjoints non vides

(i) Si S commute avec T, les M; sont invariants par S
(ii) X(T3) = %, ot T; = Tju, est la partie de T' dans M;.
DEMONSTRATION.

> En effet S commute avec R((), d’apres le lemme 8.10, et par conséquent S commute
avec les P; ; il en résulte que les M; sont invariants par S.

> Choisissons £ en dehors de ¥;, et I'; tel que £ soit d’indice nul par rapport a I'; ; avec

9i(¢) = ¢ fi(€) et 0i(¢) = (¢ = &) fi(¢), nous aurons

(TP —&P) = g (T) — £ fi(T) = 0:(T),



10.3 Singularités isolées

107

et si nous posons h;(¢) = fi(€)/(¢ — &), fonction analytique sur le spectre, nous aurons
(TP; = &P;) o hi(T) = hi(T) o (TP, — £P;) = (hathi) (T)
1
e

2 T;

C'est dire que hi(T)pr, est Uinverse de (T'F; — €), et par conséquent que £ ¢ X(75). 11 en
résulte que X(71;) C 3.

> Réciproquement, selon la proposition 10.5, on a
Y1UXo = E(T) = Z(Tl) U E(TQ) avec E(T:L) C >,
et par conséquent, comme les 3; sont disjoints, X(7;) = 3;.

O

Il est bon de noter que la différence de conclusion entre les items (ii) des propositions
9.10 et 10.7 est expliquée par la proposition 10.6

10.3 Singularités isolées

Notons maintenant
My =R(Py\) et My =R(I — P\) =N(Py) ; (10.1)
M, est appelé sous-espace algébrique associé a la valeur spectrale A et la décomposition
X =M, M, (10.2)
constitue une somme directe topologique, puisque Py est continue.

Nous avons vu a la proposition 9.20 que
TP)\:P)\T:)\P)\+D/\etD)\P)\:P)\D)\:D/\, (103)

c’est dire que T}y, , partie de T" dans M), est formé de la somme d'un opérateur scalaire :
Al, et d'un opérateur quasi-nilpotent Dy, partie de Dy dans M). De plus, d’apres
la proposition 9.21, on constate

KO = (=N P~ 3 (=N (Dy)" (10.4)
n=1,00
représente la partie de R(() dans M), tandis que la la résolvante réduite,
UNQ) = ) (C=N" (50", (10.5)
n=0,00
représente la partie de R(¢) dans Mj].
Enfin les parties de (7' — () et V5 (¢) dans M) sont inverses I'une de I'autre, tandis

que les parties de (T'— () et Ux(¢) dans M} = R(I — P,) le sont également, ce qui
justifie le nom de résolvante réduite que nous avons attribué a Uy (().
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Proposition 10.8

(i) Sila singularité isolée A est une valeur propre, son sous-espace propre géométrique
N, est inclus dans le sous-espace algébrique M.

(ii) Une singularité isolée A semi-simple est une valeur propre, et on aura. My = N,
si et seulement si A est semi-simple.

DEMONSTRATION.

> En effet, puisque Uy(A) = Sy, de (9.25) il résulte que S\ (T'— ) = I — P, et par
conséquent que si u € Ny, c’est-a~dire (T'— A\) u = 0, alors u = Pyu, soit u € M.

> Selon la formule (9.20), on aura Dy = (T'— \) Py = P, (T — X) . Il en résulte que, si D)y
est nul alors (7" — \) Pyu = 0 Yu, d’ou (T'— A)u = 0,Yu € M,, c’est dire que My C N, et
par conséquent que A\ est une valeur propre. Réciproquement, comme D) = (T — \) Py, on
aura Dy = 0 dés que M) C N,.

10.4 La dimension finie

Il s’agit ici d’appliquer au cas de la dimension finie, c¢’est-a-dire des opérateurs
matriciels, les résultats que nous avons obtenus précédemment pour un opérateur borné.

Le résultat suivant est a la fois particulierement simple et tout-a-fait essentiel; il
est bien entendu spécifique de la dimension finie.

Théoreme 10.9 SiT est un opérateur linéaire sur un espace X de dimension finie N,
on a

dim N(T) + dimR(T) = dim X.
DEMONSTRATION. On notera « la classe de u € X.

> Montrons que 7' est une bijection X/N(T) — R(T). Nous notons T4 'image de u,
elle ne dépend pas du représentant choisi dans u. Supposons tout d’abord que T = 0, c’est
dire que Tv = 0,Yv € @ ; il en résulte que & = N(T) = 0, et donc que T est injective.
Réciproquement, si v € R(T'), on aura v = Tu, et par conséquent v = T.

> Notons eq,..., ek, k < N, une base de N(T), et eg11,...,en une base d’un sous-espace
complémentaire dans X. Nous montrerons que les éxy1, ..., éx forment une base de X/ N (T),
d’ou le résultat.

> Les ej,j = k+1, N forment un systéme libre, supposons en effet que 0= Zj:k+1,N Hi€j,
donc Jw € N(T), 0 = w + Zj:kJrLN pje;, et par conséquent w = 0 = Zj:kH’N pje;. 11 en
résulte que pj = 0,7 =k + 1, N.

> Enfin un élément u de X est de la forme u =w +3";_; ) y pjej, ot w € N(T) ; il en

résulte que © = Zj:kJrl,N [i€;.
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Remarque 10.10 Notons que le théoreme (et sa démonstration) restent valables si T'
est linéaire X — R(T) C Y, ot X et R(T) sont de dimension finie

Corollaire 10.11 En dimension finie, un opérateur linéaire est injectif si et seulement
si il est surjectif.

DEMONSTRATION. En effet, dire que T est injectif, ¢’est dire que dim NV (T") = 0, et dire qu’il
est surjectif, c’est dire que dimR(7") = dim X.
m|

Remarque 10.12 Si X est de dimension finie, en vertu du corollaire 10.11, T — X est
inversible si et seulement si A n’est pas valeur propre de T, c’est dire que

X(T) = 2,(T)
ou encore que les valeurs propres de T' sont les singularités de la résolvante.

Corollaire 10.13 En dimension finie, le rayon spectral est égal au module de la valeur
propre de plus grand module, en d’autres termes

T) = max |\|. 10.6
p(T) = max |\ (106
Proposition 10.14 Des vecteurs propres associés a des valeurs propres différentes
sont linéairement indépendants.

DEMONSTRATION. En effet, Si \ et u sont des valeurs propres et u est & la fois vecteur propre
associé a A et p, on aura Au = Tu = pu. Comme v # 0, il en résulte que A = p.
m|

Le corollaire suivant en découle :

Corollaire 10.15 Si X est de dimension finie N, I'opérateur T posséde au plus N
valeurs propres.

Il en résulte en particulier que le spectre de T est formé d’au plus N points.

Proposition 10.16 En dimension finie, un opérateur T' € L(X) dont le rayon spectral
est nul, est nilpotent. De plus T* = 0 ot L = dim R(T).

DEMONSTRATION. Si p(T') = 0, alors, pour tout sous-espace invariant M, p(Th;) < p(T) = 0,
puisque la norme dans M est inférieure a celle dans X ; par conséquent T’y n’est pas inversible.
Notons alors que les Ry, = R(T*) sont invariants par T, et vérifient

R(T)DR2D DRy D+,

olt les inclusions sont strictes. En effet, Tjz, n’étant pas inversible son image, qui n’est autre
que Rpi1, ne peut étre Ry tout entier. On aura donc nécessairement R,, = {0} pour un
certain m < L, c’est dire que T = 0.

m|
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Ce que nous avons démontré ci-dessus, c¢’est qu’en dimension finie, un opérateur quasi-
nilpotent est en fait nilpotent. Il en résulte donc, d’apres la proposition 9.17

Corollaire 10.17 L’opérateur D) est nilpotent.

Définition 10.18 Notons my la dimension de My = R(P)).
(i) Le nombre my est appelé multiplicité algébrique de A
(ii) On appelle indice de A, et on note vy, le plus grand nombre entier tel que
(D))" #£0, soit
0= (Dy)"™ # (D))"

Corollaire 10.19 On a
Ux S my. (107)

DEMONSTRATION. En effet selon la formule (9.19), on a P\D) = D,, et par conséquent
R(Dy) C M), la proposition 10.16 nous prouve alors que (Dy)™* = 0, soit encore vy < m).
m|

Définition 10.20 Une valeur propre X\ est dite simple si my = 1. Notons que dans ce
cas, en vertu du corollaire 10.19, on aura Dy = (D))" = 0, et que si toutes les valeurs
propres de T sont simples, alors en vertu de (10.10) ci-aprés, T posséde exactement N
valeurs propres.

10.4.1 La forme canonique d’un opérateur

Proposition 10.21 On a
(i)
P\P, = P,D, = D)D, =0si A # p. (10.8)
(ii)
Z Po=1 (10.9)

AEX(T)

DEMONSTRATION.

> Notons ey une fonction égale a 1 au voisinage de la valeur propre A et a 0 au voisinage
des autres valeurs propres et f) (¢) = (( — M) ex (), comme P\ = e)(T) et Dy = fo(T),
selon le calcul holomorphe on aura P\P, =exe, (T') =0 et Dy\D,, = frfu, (T') = 0.

> Selon la formule (9.12), le résidu de la résolvante au point A est égal & — Py et en vertu
de la formule (8.10) qui représente son développement au voisinage de l'infini, le résidu a
I'infini de la résolvante est égal & T° = I. La formule (10.9) est donc la conséquence de la
nullité de la somme de tous les résidus, y compris celui a ’infini.
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D’apres (10.9) X est alors la somme des M), et cette somme est directe puisque
P\P, =0si X #p,
soit

X= P M. (10.10)

Posons alors

S= > APiet D= ) Dy, (10.11)

AeS(T) AEX(T)
on aura
T=T Y P=)> TP
AEX(T) AEX(T)
soit, selon la formule (10.3)
T=S+D. (10.12)

L’opérateur S, somme directe d’opérateurs de multiplication est dit diagonalisable,
quant a l'opérateur D, il est nilpotent, en effet, si n > maxyexr) vy, on a

n

D" = ZDA = ] )" =0,

AEX(T AEX(T)

puisque Dy\D,, = 0 si A # p.
Nous avons vu par ailleurs que le développement en série de Laurent (9.8) de la
résolvante au voisinage de la valeur propre A prend la forme suivante :

RO == =M= D> =N D"+ Y C=N"(S)", (10.13)

n=1,vy—1 n=0,00

et comme les valeurs propres sont en nombre fini, il en résulte que R(() est une fonction
méromorphe.
Considérons maintenant la fonction

H() =R+ ), < > (C—)\)_n_l(DA)n+(C—)\)_1PA> ;

AED(T) \n=1,y—1

au voisinage de la valeur propre u, elle peut s’écrire sous la forme

HQ) = > €= (S + > ( > <—A>”1<DA>"+<<—A>1PA),

n=0,00 AeX(T n=1,vy—1
/\#u

elle est donc réguliere en ( = p, et ceci en fait pour toute valeur propre u, c’est donc
une fonction entiere. Comme elle s’annule a l'infini, en vertu du corollaire 8.21, elle
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est nulle selon le théoreme de Liouville, ce qui prouve la formule suivante, dite du
développement de la résolvante en fractions partielles :

R(¢)=— ) ((C D D (P (Dx)”> : (10.14)

AEX(T) n=1l,uy—1

Si on compare alors cette formule avec (10.13), on constate que le role de 'opérateur S)
consiste fournir au voisinage de la valeur propre A une représentation de la contribution
de toutes les autres.

Théoréme 10.22 (Représentation spectrale) Tout opérateur T € L(X) est la
somme d’un opérateur diagonalisable et d’un opérateur nilpotent, qui commutent entre
eux ; une telle décomposition est unique.

DEMONSTRATION. (C’est 1'unicité que nous devons démontrer. Nous supposerons donc que
I'opérateur T est de la forme T'= S + D, ot SD = DS, et D est nilpotent, soit DY = 0, et
qu’il existe un ensemble fini © et des projecteurs Fy,0 € O, tels que FyP, = 0 pour 6 # p,

> Démontrons tout d’abord que D commute avec chaque Py. Comme Py P, = dg,, on aura

pPyDP, => uPyDP,P, = P;DSP,
I
= PySDP,=> puPyP,DP, =0PDP,,
I

et par conséquent PyDP, = 0 pour 6 # p. Comme ) ;.o Py = I, il en résulte que

0=> PDP,=PD(I-P),
p#0

et de méme, 0 = (I — Py) D Py, soit par conséquent DFPy = PyD.

> Posons Dy = DPFy, nous aurons T' — ¢ = > . ((0 — () Py + Dy), dont nous allons
vérifier qu’en résulte ’expression suivante de la résolvante :

T-O"'==->¢-n"P+ > («-7"'DE],
TEO k=1,N—-1

Il s’agit d’une décomposition en fractions partielles, dont I'unicité est aisée a démontrer.

> En effet, on aura tout d’abord

DEpy = D¥P, Py = 5,4D",
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et par conséquent

TEO

- (T-¢) ((CT)lPTJr (gr)’“D’;)

==> (0= Py+Dy)> ((Cr)lPTJr (<T)klp';>

6cO T€O k=1,N—1
=I+> > (K-0T"DF-> (C-0"De=>_ > (-0 D
0€0 k=1,N—1 6cO 0O k=1,N—1

soit

—r-9Y ((cnla T (gwlm) 1

TEO k=1,N—1
i
Proposition 10.23
(i) On a
N(T = XI)" =M, et R(T —\I)" = M, Vn > v, (10.15)
(ii) L’indice vy vérifie
N(T =X =N (T — XI)" si et seulement si n > vy. (10.16)

DEMONSTRATION.

> Supposons que n > vy, comme selon (9.17) on a DY = (T'— \)" P, il en résulte que
0 = (D))" = (T — \)" Py, et par conséquent N (T —\)" D My = R(P)),Vn > vy. On a
également 0 = (Dy)" = Py (T —\)", dott R(T —AI)" C N (P\) = M},Vn > v, ; enfin
comme X = M)y & M; et

dim N (T = A)" + dim R (T — AI)" = dim X,

il en résulte que N (T — AI)" = My et R(T — X\I)" = M}, Vn > vy.

> Par ailleurs, pour n < vy, (D))" # 0, c’est-a-dire qu’il existe u tel que (T — \)" Pyu # 0,
et par conséquent, N (T — \I)" # My = N (T — XI)"* . La conclusion en découle.

O

On obtient aisément la représentation spectrale de ¢(7T') a partir de celle de T" a 1'aide
des formules (9.2) et (10.14) : au voisinage de A, on aura

(k)
Q) = oW~ M, ot ag () = 2o,

k!
k>0
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et par conséquent, le résidu de ¢(¢)R({) au voisinage de A. est égal a

—ag(NP = Y (MDY

j=lya—1
Il en résulte que
1

o1 = —5 [ GlORQ) dc (10.17)

(N .

- NPy + D) avec N = o()) et D, = PN

A ] A

AEX(T) j=toa—1

En particulier on aura ¢(7') = ¥(T') des que les dérivées de ¢ et ¥ sont égales au moins
jusqu’a l'ordre v, — 1 en chaque point du spectre. Une conséquence immédiate en est
le

Théoréme 10.24 (de Cayley-Hamilton) Siq(¢) est un polynéme contenant en fac-
teur [Tyesyry (€ — A)™, alors ¢(T') = 0.

A dire vrai, dans la forme classique du Théoreme de Cayley-Hamilton, les v, sont
remplacés par les my, mais comme v, < my, ce n’en est la qu'une conséquence. On peut
également noter un phénomene intéressant : comme, étant donnée une fonction (¢)
réguliere au voisinage des points du spectre, on peut toujours construire un polynome
p(¢) ayant les mémes dérivées en ces points jusqu’a l'ordre vy — 1, on aura p(T) =
p(T), ce qui réduit (moyennant la construction du polynéme p) la théorie des fonctions
analytiques d’opérateurs a une pure théorie algébrique portant sur des polynomes.
Compte tenu de ce que les D) commutent avec les P, et de I'unicité de la représentation

spectrale, il en résulte que (10.17) constitue la représentation spectrale de o(T'), et par
conséquent le

Théoréme 10.25 Le spectre de p(T') est I'image par ¢ du spectre de T, les projecteurs
spectraux ainsi que les multiplicités algébriques étant conservés, étant entendu que si
0 =p(A) =), alors Py = Py + P, et mg = my +m,,.



Chapitre 11

Représentation matricielle

Nous n’avons jusqu'’ici pas eu besoin de nous départir de notre parti pris d'utiliser
des méthodes intrinseques pour obtenir des résultats tout a fait détaillés. Il reste que
I'intervention de bases devient nécessaire si nous voulons aller plus loin, la théorie des
déterminants et la représentation matricielle (que nous avons soigneusement évitées)
se révélant des outils précieux.

11.1 La forme réduite de Jordan

La décomposition de l'espace sous la forme X = @/\GZ(T) M), que nous venons
d’obtenir nous permet de choisir pour base la réunion de bases de chacun des M,. et
d’obtenir ainsi une matrice sous forme bloc diagonale, chaque bloc, de dimension m,
correspondant a l'action de APy + D, dans M,. Il s’agit donc seulement de choisir
une base adéquate dans chacun des M,. En ce qui concerne le terme APy, le choix est
indifférent, la matrice associée a P\ étant 1'identité. la difficulté ne se présentera donc
que si A n’est pas semi-simple, c¢’est-a-dire si D, n’est pas nul.

Nous partirons de la chalne suivante d’inclusions, que nous savons strictes :
My=NT =XD» DN(T =AD" D - DN(T = M) = Ny,

Comme nous nous ne nous intéresserons qu’a une valeur propre déterminée, nous simpli-
fierons les notations, omettant généralement de 'indiquer quand elle apparait en indice ;
en particulier nous noterons v l'indice de la valeur propre, m sa multiplicité algébrique
et n, dimension de N, sa multiplicité géométrique. Nous poserons E* = N (T — \I)*

Lemme 11.1 I] existe une suite de sous-espaces F*, = 2, v tels que
(i) Fr@ Ert = Br
(ii) (T — N)F* C Fr!

DEMONSTRATION.
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> Raisonnons par récurrence et supposons connaitre F* tel que F* @& E*~1 = E*, nous
allons construire F#~!. Notons tout d’abord que (T — AI)F* C E*~!, puisque F* C EM.
Mais de plus (T — M )F* N E#=2 = {0}. Soit en effet u € (T — AI)F*, il sera de la forme
(T — M )v, ot v € FH; si par ailleurs u € E#=2 alors 0 = (T — M)*2u = (T — M )* 1o, et
par conséquent v € F#* N E#~1 = {0} par hypothése.

> 11 en résulte que (T — M )F* et E#~2 sont de somme directe; le théoreme de la base
incomplete permet donc de construire F#~! supplémentaire de E#~2 dans E*~!, qui contienne
(T — NI )F*.

Si on pose alors F'' = E' = N,, on constate que

My = P F* avec (T — AI)F* C F* ' et F' = N,

p=1v

On voit donc qu’une base de M), s’obtiendra en concaténant des bases respectives des
FH,

Lemme 11.2 Si ¢!, i = 1,p, forment une base de F*, alors les ¢/™" = (T — )¢
forment une base de (T'— \I)F*.

DEMONSTRATION. II est tout d’abord clair que les e ~! forment un systeme générateur,
montrons qu’il est libre. Supposons que les coefficients «; vérifient

0= Y e =AY ek

1=1,pu i=1,py

alors 32,y . ajel’ € Nx\NF* = {0}, et par conséquent les a; sont nuls puisque les e/’ forment
un systeme libre.
O

Nous serons donc amenés & construire une base de F'*~! en complétant le systeme des
eé“l, ©=1,p, par la base eé“l, i = pu+1,p,—1 d'un supplémentaire de (T'—AI) F* dans
F#=1. Chaque F* est donc ainsi muni d’une base ¥ i = 1,p, telle que e/’ = (T—AI)et ™",
i = 1,p,+1. Remarquons qu’au passage, nous avons démontré que

dim F* < dim F*~ 1.

Rangeons ces diverses bases dans un tableau, chaque F* correspondra a une ligne,
ses vecteurs de base étant rangés a la suite les uns des autres sur cette ligne. les lignes
seront de longueur croissante (au sens large) compte tenu de la remarque ci-dessus.

14 14
611 621 €p,
v— v— v—1 v—1
€1 & €p, €py_1
K H iz iz K Iz
! €2 €p. Cp1 G by
1 1 1 1 1 1 1
el €5 €p, €p,_. € €p,. €,
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Nous choisirons de renuméroter la base de M, ainsi constituée dans 'ordre croissant
des p; = n colonnes, les éléments de chacune d’elle étant numérotés en commencant par
le haut. Chaque colonne k est composée de g termes et on aura ¢, = max {u[p, > k};
bien entendu, ¢; = v. Nous prendrons donc pour base les f; = el selon la numérotation
suivante

fl f1+V e fl—‘ru(p,,—l)
f2 f2+l/ T f2+V(pu_1) T f2—u+spl,71
flf,u+u flf,u+2l/ T flf;Hrupu to f17H+SpU71 flf;HrSi e f17H+Sp}L
fl/ f21/ pry fspu_l .fsi fspu fmA

avec s; = Y i1 q;.
Dans cette base, la matrice de Dy = (T — AI) Py sera bloc diagonale, le k — ieme
bloc Aj étant de dimension ¢, et prenant la forme suivante :

000O0O0
10000
A,=01000
00100
00010

Remarquons que notre technique de construction d’une base de M, conduit a des
blocs Ay, de taille décroissante, dont la derniére colonne (qui correspond a l'image d'un
élément du sous-espace propre géométrique Ny associé a A) est nulle; le nombre de
blocs est exactement égal a la dimension nyde Nj..

11.2 Déterminants

11.2.1 Permutations

Définition 11.3

(i) Une permutation o sur {1,--- ,n} est une bijection de {1,--- ,n} sur lui-méme.
On note G,, 'ensemble des permutations de {1,--- ,n}.

(i) On appelle transposition et on note 07 la permutation qui se contente d’échanger
ietj:o()=j,0(j)=ietolk)=Fk, k+#1i,j.

(iii) On appelle transposition élémentaire, une transposition qui échange deux éléments
consécutifs, on notera 70 = g+l

(iv) On appelle permutation circulaire (d’un cran vers la droite) la permutation o
définie par (i) =i — 1, i =2,n et o(1) = n.

Lemme 11.4
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(i) Une permutation circulaire de n termes est le produit de n — 1 transpositions
élémentaires.

(ii) Pour j > i, la transposition 0“9 est le produit de 2(j — i) — 1 transpositions
élémentaires.

(iii) Toute permutation est le produit d’un nombre fini de transpositions élémentaires.

DEMONSTRATION.

> Onaeneffet c =70 o7@ o...0r(1),

> On a en eﬁet 0'(17.7) = T(l) o T(i+1) O+++0 T(j_Q) le) T(j_l) o T(j_z) QO+++0 7-(7’)

> On raisonnera par récurrence sur n ; il est clair que la proposition est vérifiée pour n = 2.
Posons p1 = o(™?() o o, on aura u(n) = n et on pourra donc poser i = HI{1, n—1}, formule

qui fait de i une permutation de {1,--- ,n —1}. En vertu de ’hypothése de récurrence [ est
le produit 7; 0 7 0 - - - 0 7. d’'un nombre fini de transpositions élémentaires de {1,--- ,n —1};
si on note 7; la transposition élémentaire de {1,---,n} telle que

1i(k) = Ti(k), kK <n—1et 7;(n) =n,

on constate que
H=T10T20" " Tp;

il en résulte que p est le produit d’un nombre fini de transpositions élémentaires. Or il en est
de méme de o(™7(") et comme une transposition est égale & son inverse, de o.

11.2.2 Applications alternées
Définition 11.5

(i) Une application u, n-linéaire : X" — X est dite antisymétrique si pour toute
transposition élémentaire T(i),

U (76 (1y, Grr2)s 5 Gt (my) = —U (a1, a2, ,a,) Va; j =1,n.
(ii) Une application n-linéaire : X™ — X est dite alternée si
u(ay,ag, -+ ,a,) =0
dés que 3@ # j, avec a; = aj.
Remarque 11.6 Comme une transposition o7 est le produit d’'un nombre impair
de transpositions élémentaires, si u est antisymétrique, on aura également pour toute

transposition o9

U (a’a(i»j)(l)? A lig)(2)s " 7aa(ivj>(n)) =—u (a’l? g,y -+ 70,”) va’j J= I,n.



11.2 Déterminants 119

Lemme 11.7 Dans le cas ot X est un espace vectoriel sur R ou C, u est alternée si
et seulement si elle est antisymétrique.

DEMONSTRATION.
> On aura
0=wu(ay, - ,a; + air1,0; + Gj+1," - Qm)
=u(a, Qi Q) Ful@r, - QGig1, Gig1, - Q)
+u(a17... ,ai,ai+1,...am)—|—u(a1’... 7ai+17ai7"'am)
=u(ay, - i i1, Qm) + u(at, - QGip1s Gy - Q)

par conséquent, u est antisymétrique.

> Réciproquement, si u est antisymétrique, alors
U(€1,€2,"‘ y€,€, 0 7em) +U(€1,€2,"' y €56, 0 7€m) = 07

soit

11.2.3 Signature
Théoréeme 11.8

(i) II existe une et une seule application € : &,, — {—1,+1}, qui soit un homorphisme
de groupes et vérifie e(1) = —1 pour toute transposition élémentaire 1. Alors €(o) =
(—1)" si o est le produit de r transpositions, en particulier (o)) = —1 pour toute
transposition 7). La fonction (o) est appelée signature de la permutation o.

(ii) Si f est antisymétrique X™ — M, groupe additif, alors
f (xa(l)wra(Z)a o 7$0(n)) = E(U)f (xla 10 PR 7xn) .

DEMONSTRATION.

> Soit f une fonction antisymétrique X™ — M, on va montrer que si o s’écrit comme
produit de r transpositions élémentaires, alors

f (xa(l)a"' 7x0'(n)) = (_1)7‘]0(.%,1’ axn)‘

On opere par récurrence relativement a r. C’est vrai tout d’abord pour r» = 1, par définition de
I’antisymétrie. Supposons que ce le soit pour 7 — 1, et que o soit le produit de r transpositions
élémentaires, on aura ¢ = 7 o w, ou w est le produit de r — 1 transpositions élémentaires. Il
en résulte que

/ (:Eo(l)v"' axa(n)) =—f (l'w(l)a" ) axw(n))
= _(_l)r_lf(xh e ,{L’n)
= (=1)"f(z1,-+ ,20)
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> Supposons maintenant que o soit simultanément le produit de r et p transpositions
élémentaires, alors pour toute fonction f antisymétrique,

/ (xo(l)f" 7'ra(n)) = (_1)rf(x17'” 7‘7;71)
= (_1)pf<$1’ v 7xn)
soit
0= ((=1)"=(=D")f (@1, s 2n).

Si nous choisissons X = Z et M = Z, nous pouvons prendre pour f, la fonction g : Z" — Z
définie selon

9@t san) = [[@i — )
1<j
Elle est bien entendu alternée, et par conséquent antisymétrique ; elle n’est pas identiquement
nulle et par conséquent (—1)" = (—1)?. On pourra donc poser (o) = (—1)", et on aura

F(Zo() To@),+  Tomy) = €(0) f (21,22, -, 2) Vf antisymétrique : X" — M. (11.1)

> Il est clair que (1) = —1 pour toute transposition élémentaire, il reste & démontrer que
€ est un homomorphisme. On aura en effet pour 0 = w o p,

F @y 5 Tam) = e@)f (@p), 5 Tugn)) = eW)e(u) f (@1, -, an)
soit e(w o u) = e(w)e() (et en particulier e(c~!) = (o).

11.2.4 Endomorphismes

Supposons que X est de dimension finie n, et notons e;, ¢ = 1, n une base de X. On
peut alors calculer la valeur d’une application multilinéaire f de la facon suivante : si
_ Ji
a; = i1, @ €, ON aura

flay, - a,) = Z Z Z al'a - --al fej,, - e;)

Ji=Lnj2=1n Jn=1n

Si f est n—linéaire alternée, alors seuls sont non nuls les termes de la forme f(eo1), -, €om)) =
e(o)f(er, -+ ,en). Il en résulte que,
flar,an) = fler, o en) Y elo) afVaz® - al® (112)
e,

et si fp note une forme n—linéaire alternée non nulle, on aura

f(ela"' 7€n) X
)

fole, -+ en)

C’est dire que dans un espace de dimension n, toutes les formes n—linéaires alternées
sont proportionnelles.

f(ab'" 7an):f0(a17"’ 7an)
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Théoreme 11.9 Si u est un endomorphisme de X, alors il existe un unique scalaire,
noté det u, tel que, pour toute forme n—linéaire alternée f, on ait

flu(zy), - u(z,)) =detu f(ag, -+ ,x,), Vo; € X (11.3)

DEMONSTRATION. Considérons lapplication (z1,--- ,xy,) — fo(u(z1), -+ ,u(zy)), c’est une
forme n—linéaire alternée, et par conséquent elle est proportionnelle a fy, le résultat découle
alors du fait que toute forme n—linéaire alternée est proportionnelle a fy.

O
Notons que det I = 1.
Proposition 11.10 Si u et v sont deux endomorphismes,alors
det (uov) = detu detw. (11.4)
DEMONSTRATION. On aura
det (uov) fo(z1,-- -, an) = fo(u(v(z1)), -, u(v(zn)))
=detu fo(v(z1),-+,v(zn))
=detu detv fo(z1, - ,xn)
O

Proposition 11.11 Pour que detu # 0, il faut et il suffit que u soit bijectif.
DEMONSTRATION.

> Si u est bijectif, on aura I = uou™!, et par conséquent 1 = det u det (u‘l) . il en résulte
que detu # 0

> Réciproquement, si u n’est pas bijectif, choisissons e; € N'(u), et construisons une base
e; dont ey soit le premier élément, on aura

0= fo(0,--- ,u(ey)) =detu foler, - ,en),
et par conséquent detu = 0.

O

Il en résulte en particulier que X est valeur propre de u si et seulement si det (u — AI) =
0

Proposition 11.12 Si a; = u(e;), et

on a
detu = Z e(0)a?Mad® .. q2@ (11.5)
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DEMONSTRATION. En effet

folar, - an) = foler, -, en) Z e(o) afWa5® ... a2

ceES,
=detu foler, - ,en)

O

Sous cette forme il est clair que det (u — (I) est un polynome de degré n vis-a-vis
de ¢, dont le coefficient de (™ est égal a (—1)"det I = (—1)". Ce polynome est appelé
polynome caractéristique de la matrice de u dans la base e; ; ses racines sont les valeurs
propres de u. Il est également clair que le déterminant d’une matrice diagonale par blocs
est égal au produit des déterminants de ces blocs ; la forme réduite de Jordan que nous
avons précédemment étudiée nous montre alors qu’on peut choisir une base sur chaque
espace My, de dimension m,, telle que la matrice de la partie de T" dans M, soit une
matrice triangulaire inférieure de diagonale . Il en résulte que my est la multiplicité
de la racine A du polynome caractéristique. La dénomination de multiplicité algébrique
n’est donc pas mal choisie.

11.2.5 Mineurs

Notons A I’ensemble des indices 1,2, -+ ,n et I un sous-ensemble de A formé de
r indices iy,149, - ,%, que nous rangerons dans 'ordre croissant. X (I) sera l'espace
engendré par les e;, y—1, et j; la bijection linéaire C" — X (I) définie par j;(ax) = e,
ou les a4, forment la base canonique de C". Nous noterons également p; la surjection
linéaire X — C” définie par ps(e;, ) = ap pour k < r, et p;(e;) = 0 pour ¢ ¢ I. Si
u est un endomorphisme de X, de matrice M :az , considérons deux sous-ensembles [
et J de A, composés du méme nombre d’indices et posons u;; = pj o u o j;, c’est un
endomorphisme de C” dont la matrice dans la base des oy est formée des al ot i € T
et j € J.

Définition 11.13 On appelle mineur d’ordre r de u correspondant aux parties I et J
de I'ensemble d’indices A, le déterminant de la matrice de uy;.

Proposition 11.14 Pour que le rang de I'endomorphisme u soit égal a p, il faut et il
suffit que tous ses mineurs d’ordre > p soient nuls et que I'un de ses mineurs d’ordre p
ne le soit pas.

DEMONSTRATION. Notons p le rang de u

> Solent I et J des ensembles de 7 indices, nous aurons ur;(C") = pyou(X([)) et par
conséquent rgury = dim (u77(C")) < dimwu (X (1)) < dimwu (X) =p

> Par ailleurs, comme dim NV (u) = n— p et dim R(u) = p, il est possible de déterminer un
ensemble Iy de p indices tel que X (Ip) soit un supplémentaire de N (u), ainsi qu'un ensemble
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Jo de p indices tel que X (AN Jy) soit un supplémentaire de R(u). Mais alors A/ (u1x(10)) =
X (Io)NN (u) = {0}, et ux(z,) est donc injective et donc bijective de X (1o) sur R(u) ; de plus
X(AN\Jp) C N(pJOIR(u)), et par conséquent p R4 est surjective et donc bijective de R(u)
sur CP. Il en résulte que uy,j,, mineur d’ordre p est une bijection, et que son déterminant
n’est par conséquent pas nul.

> Des deux items qui précedent on déduit tout d’abord que les mineurs d’ordre supérieur
a p sont nuls et qu’il en existe un non nul d’ordre p.

> Réciproquement, s’il existe un mineur d’ordre r non nul, alors r < p, d’apres le premier
item, et si tous les mineurs d’ordre supérieur a r sont nuls, alors d’apres le second item,
p =dimR(u) # o pour tout o > r, soit p < 7.
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Chapitre 12

Applications de la dualité

12.1 Transposé

Si T € L(X), on définit 'T" € L(X') par la formule
('Tf,xy=(fTz), Vf € X', Vz € X.

Les propriétés de T et de son transposé 'T" sont intimement liées comme nous allons
le voir ci-dessous. Dans le cadre des espaces de Hilbert, la notion de transposé est
avantageusement remplacée par celle d’adjoint, et les démonstrations de ce chapitre
simplifiées, parfois notablement, nous invitons donc le lecteur a s’y reporter.

Proposition 12.1 Si T € £(X), alors

(i) 'T e LX) et |T] = [I'T|
(i) S(T) = £('T)
DEMONSTRATION.

> On a tout d’abord, Vf € X’

['Tf|| = sup [('Tf,2)| = sup [(f, Tx)| < [ fIITI,
[lzl=1 [lel=1
et par conséquent ||'T'|| < ||T7|.

> Réciproquement ||T'[| = supyj,=1 [[Tz[|, et par conséquent, Ve > 0, Iz, de norme 1, tel
que ||T]| — || Tz|| < e. D’apres le théoréme de Hahn-Banach, 5.5 (ii), il existe f € X' telle que
Ifll =1et (f,Tx) = ||Tz| ; par conséquent

1T < Tz +&=(f,Tx) + &= ("Tf,x) +e < ['T[| +e.

Comme ¢ a été choisi arbitrairement, il en résulte que | 7| < HtTH .

> Supposons tout d’abord A ¢ (T, alors R(A)(T'—X) = (T'—AX) R(\) = I, et par
conséquent (T — A)'R(A) = ‘R(A) (T —X) = I. Il en résulte que (T — X) est inversible
avec

(‘T = X))t ='R(N).

125
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> Supposons réciproquement que T — X soit inversible. En vertu du théoreme de Hahn-
Banach 5.5 (ii), Vz € X, il existe f € X' telle que ||f|| = 1 et (f,x) = ||=||. Posons alors

g=('T - /\)_1 [, on aura ||g|| < H(tT_ /\)_IH et

lall = (f,2) = (T = X) g.2) = (9. (T = V) < | (T = 0) || @ = W 2.

Par conséquent, en vertu du lemme 10.2, T'— X est injectif et d’image fermée.

> Supposons alors que R(T — A) ne soit pas égal & X. Le théoréeme de Hahn-Banach
5.22 nous montre que si un sous-espace n’est pas dense, il existe une forme linéaire continue
différente de 0 qui s’y annule; il existe donc f # 0 € X’ telle que (f,z) =0 Vx € R(T — \).
C’est dire que (tT — )\) f =0, et comme T — )\ est injective, que f = 0, ce qui constitue une
contradiction.

O

On va voir qu’on peut obtenir des résultats tres précis reliant les noyaux et les images
respectives de T' et de son transposé.

Proposition 12.2 Si A € £(X), alors
(i) N(A) =R(A)* et N(A) =R(PA)*+
(i) R(A) = N(*A)* et R(PA) C N(A)*,

si de plus X est réflexif, alors

DEMONSTRATION.
> Pour que f € N(*A), il faut et il suffit que Vo € X

0= <tAf,x> = (f, Ax),

c’est dire que f € R(A)L.
> Supposons maintenant que x € N'(A), alors, Vf € X’
0= (f,Az) = ("Af,z),

ce qui montre que z € R(*A)*. Mais si réciproquement y € R(*A)*, alors Vg € X,

0= ("Ag,y) = (g9, Ay),

ce qui montre que toutes les formes linéaires continues s’annulent au point Ay. Mais le
théoreme de Hahn-Banach 5.5 (ii) nous prouve qu’il existe g € X', telle que || Ay|| = (g, Ay) ;
il en résulte que Ay = 0, et par conséquent y € N(A).

= (R()4)
i

, et par conséquent N/ (*A)L =
= N(A)*, avec égalité si es-

> D’apres le premier item, nous aurons N (*A4)+

R(A) en vertu du lemme B.2; de méme R(*A) C (R(* A) )
pace est réflexif.
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Proposition 12.3 (Théoréme de I'image fermée) Soit A € L(X),
(i) si R(A) est fermée, alors

R(A) = N(LA)* et R(‘A) = N(A)*,

en particulier R(*A) est fermé.
(i) si R(*A) est fermé, alors R(A) est fermé.

DEMONSTRATION.

> On sait que R(A) = N(*A)L, il est donc clair que si R(A) est fermée, alors R(A) =
N(A)*L.

> On sait déja que R(*A) C N(A)*. Réciproquement, considérons f € N(A)*, alors
(f,x) = (f,2') des que Az = Az’. 1l en résulte que la formule (p,y) = (f,z), on y = Ax €
R(A), définit une application linéaire sur R(A). On peut considérer A comme un opérateur
borné, injectif X/N(A) — R(A) C X, et d’apres le lemme 10.2, comme R(A) est fermé, on

aura alors H:UH < C'||Az|| . 11 en résulte que
X/N(A)

el =10l < 7l 7] o < SIS

et par conséquent, d’apres le théoreme de Hahn-Banach 5.5 (i), que ¢ se prolonge en une
forme linéaire ¢ continue sur X tout entier. On aura donc

("A@, ) = (p, Az) = (p, Ax) = (f,z) ,Vz € X,
c’est-a-dire f = tAQ, il en résulte que f € R(*A). Nous avons donc démontré que R(*A) =
N (AL,
> Considérons maintenant A comme un opérateur X — Y = R(A), que nous noterons A.
Montrons tout d’abord que t A est injective, en effet si p € Y’ et tﬁgp = 0, alors <tgcp, :1:> =0,
Vo € X, d’ou <<,0, Avl‘> = 0, et par conséquent ¢ = 0, puisque R(ﬁ) = R(A) est dense dans

R(A). 1l en résulte que *A est inversible Y/ — R(*A) = R(*A), en vertu du théoreme des
homomorphismes 3.14.

> Supposons que les hypotheses du lemme 3.13, soit Vr > 0, il existe n > 0 tel que
B, C A(B,), ne soient pas vérifiées. Alors il existe ¢ > 0 et une suite y, € YV \ A(B.)

telle que y, — 0. Comme A (B:) est un convexe fermé, d’apres le théoréeme de Hahn-Banach
5.29, Vn il existe un hyperplan fermé qui le sépare strictement de v, soit 3f, € Y’ tel que

(frsyn) > SUp)||z||<e <fn,g$>H . On aura donc

1
= — sup
€ |ll<e

(oo )| < ot < Wl Bl

Htgfn 5

comme ||y,|| — 0, c’est exactement dire que (tA) n’est pas bornée, ce qui constitue une

contradiction.
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Applications de la dualité

> La conclusion du lemme est donc valable, soit I'image par A d'un voisinage quelconque
de 0 dans X contient un voisinage de 0 dans Y. Par homothétie, il en résulte que tout point
de Y est I'image d’'un point de X par A, c’est-a-dire que R(A) = R(A).

O

L’égalité R(A) = N(*A)* constitue le fondement de la technique d’estimation a priori :
on démontre que R(A) est fermée a I'aide d’une estimation et du lemme 10.2, puis
I'existence d’une solution, soit en fait R(A) = X, découle de 'unicité pour le transposé,
c’est-a~dire N'(*A) = {0} .

12.2 Spectre
Corollaire 12.4 Si A € £(X), alors

Sr(A) = B,("A) \ Tp(A) et B("A) C Te(A),
et si X est réflexif,

Se(tA) = S.(A) et B,(1A) = 5,(A) \ I,("A).

DEMONSTRATION.

> Soit A € X, (A), par définition on aura R(A — \) # X, soit en vertu de la proposition
12.3 N (*A— )t # X, et par conséquent N(PA—\) = N(PA— ) = (N(PA - )\)L)L # {0}.
C’est dire que A € X,(*A), et par conséquent que A € 3,(*A) \ £,(A).

> Réciproquement si A € £,(*A) \ £,(A), on aura N'(*A — X) # {0}, et par conséquent,
selon la proposition 12.2, R(A — \) = N(*A — \)* # X. Comme de plus N'(A — \) = {0},
il en résulte que A € ¥, (4).

> Soit A € X, (tA4), on aura N'(*A—)\) = {0}, et par conséquent, selon la proposition 12.2,
R(A—=X\)* =0,dott R(A — )\) = X. On aura également X’ = R(*A — \) C N(A—\)*, et par
conséquent N'(A— )+ = X', Aot N(A—X) = N(A— \) = {0} . Il en résulte que \ € X.(A),
soit Xe(*A) C Ec(A). Dans le cas ou X est réflexif, on a (R(*A — )\)J-)L = R(*PA—)), et
par conséquent le méme raisonnement s’applique en échangeant A et A, ce qui prouve que
Yo (tA) = B.(A).

> Il suffit de remarquer que selon la proposition 12.1 $(A) = X(*A), et par conséquent
d’apres litem qui précede, 3, (PA) U X, (*A) = X,.(A) UZ,(A) d’on

Sr(PA) = (3 ("A) US,("A)) \ Bp("A4) = (3r(A4) U E,(4)) \ p(*A)

= ((Zp("A) \ Zp(4)) UT,H(A)) \ Zp("4)
= (Sp("A) U Bp(4)) \ 5p("A) = Zp(A) \ Zp('A).



Appendice A

Projections et sous-espaces
invariants

Il s’agit ici de mettre au point le cadre dans lequel il est possible de décomposer 1’es-
pace X selon une somme directe de sous-espaces invariants, de telle sorte que 'opérateur
T puisse se décrire a ’aide de ses restrictions a ces sous-espaces. On dira qu’alors on a
décomposé 'opérateur T.

A.1 Supplémentaires algébriques

Proposition A.1

(i) Soit P une projection, si on pose M = R(P) et M' = R(I—P), alors X = M &M’
et M' = N(P). On dit que M et M' sont supplémentaires algébriques et que P est la
projection sur M parallelement a M’.

(ii) Réciproquement, si X = M @& M', alors 'application P : u — wuy telle que
u = up; + upp, ot upy € M et upy € M’ est la projection sur M parallelement a M'.
DEMONSTRATION.

> On aura X = M + M’, en effet, Vu € X, u = Pu+u — Pu. Si par ailleurs, u € M N M’,
on aura u = Pv = w — Pw et par conséquent u = Pv = Pu= P (w — Pw) = 0.

> De plus si u € M', alors Pu = P (s— Ps) = 0, soit u € N(P). Si u € N(P), alors
u =u — Pu, soit u € M.

> Réciproquement la décomposition de u sous la forme u = up; + uyy étant unique on

pourra bien parler de I’application P, et on aura Pu = uj; + 0, et par conséquent P%u =
uy = Pu.

Définition A.2 On dit que le sous-espace M de X est invariant par T si T(M) C M.

Si M est invariant par 7', on notera alors T), la restriction de T a M, et on aura

Ty € L(M).
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Proposition A.3

(i) Si M et M’ sont invariants par T, et X = M @ M’, alors la projection P sur M
parallelement a M', commute avec T.

(ii) Réciproquement, si P est une projection qui commute avec T, alors M = R(P),
et M' = R(I — P) sont invariants par T
DEMONSTRATION.

> On aura en effet PT'Pu = T Pu, puisque Pu et donc TPu € M, et PT'(I — P)u = 0,
puisque (I — P)u et donc T'(I — P)u € M'. 1l en résulte que PTu = PTPu+ PT(I — P)u =
TPu.

> SiveM,onav=Puet Tv=TPu= PTu e M.

O

Les restrictions respectives Ty et Ty, de T' & M et M’ seront respectivement appelées
les parties de T dans M et M’.

A.2 Supplémentaires topologiques

Définition A.4 On dit que les sous-espaces M et M’ de X sont supplémentaires topo-
logiques dans X, s’ils sont supplémentaires algébriques et si 'application E : (u,v) —
u—+wv, de M x M’ dans X est un isomorphisme.

Proposition A.5
(i) Si M et M’ sont supplémentaires topologiques, ils sont fermés

(ii) Réciproquement, si X est un espace de Banach et si M et M’ sont des supplémentaires
algébriques fermés, alors ils sont supplémentaires topologiques

DEMONSTRATION.

> En effet, l'image réciproque de M x {0}, qui est fermé dans M x M’ par E~1 est égale
a M.

> Réciproquement, si M et M’ sont fermés, alors M x M’ est un espace de Banach pour
la topologie induite par celle de X x X et E une bijection continue : M x M’ — X, c’est
donc un isomorphisme, en vertu du théoreme des homomorphismes 3.14.

Proposition A.6 Si M et M’ sont algébriquement supplémentaires, pour qu’ils soient
topologiquement supplémentaire, il faut et il suffit que la projection P sur M pa-
rallelement a M’ soit continue.

DEMONSTRATION. Notons P’ la projection sur M’ le long de M, on aura I = P + P’ et
par conséquent, la continuité de P équivaut a celle de P et P’, mais en fait B~ (u +v) =
(P(u+v), P'(u+v)) ;la continuité de E~! est donc équivalente a celle de P et P’



Appendice B

Orthogonalité dans les espaces de
Banach

Définition B.1
(i) Si M C X on appelle orthogonal de M et on note M~ le sous espace (fermé) de
X' défini par
Mt ={feX'|(f,x)=0, Ve € M}

ii) Si N C X’ on appelle orthogonal de N et on note Nt le sous espace (fermé) de
X défini par
N+t ={zeX|(f,z) =0, Vfe N}

Remarquons bien que, par définition, I’'orthogonal d'un sous ensemble du dual est dans
I’espace et non dans le bidual, et que la symétrie des définitions qui précedent n’est
qu’apparente, ainsi qu’en témoigne le lemme suivant :

Lemme B.2

(i) Si M est un sous-espace vectoriel de X, alors M = (ML)l :

(ii) Si N est un sous-espace vectoriel de X', alors N C (NL)L. Si de plus X est
réflexif, alors N = (NL)L

DEMONSTRATION.
> Six € M, alors (f,z) =0, Vf € M, et par conséquent = € (ML)L , et comme de plus
un orthogonal est fermé, il en résulte que M C (M J')J'. Réciproquement, supposons qu’il

existe xg € (M L)L \ M, alors le théoréeme de Hahn-Banach sous sa forme géométrique 5.29
nous permet de séparer strictement xog de M par un hyperplan fermé. C’est dire qu’il existe
feX et aeR tels que

(fix) <a<(f,xo), Yx € M.

Comme M est un espace vectoriel il en résulte que (f,z) = 0, Vo € M, et donc que f € M*,
d’ou (f,x0) = 0, ce qui constitue une contradiction.
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> De méme N C (N L)L. Mais si nous tentons la réciproque, nous sommes amenés a
supposer 'existence de fo € (NL)J' \ N, de o € X" et B € R tels que

(o, f) < B < (e, fo), VfeN.

Il en résulte alors que (p, f) =0, Vf € N, ce qui ne suffit pas pour conclure que (yp, fo), car
il y a a priori trop d’éléments dans X’ our que la condition (p, f) =0, Vf € N soit suffisante
a cet effet. Si X est réflexif, alors 3z € X, tel que (@, f) = (f,x), Vf € X', soit donc en fait

<f,$> <ﬂ< <f07x>7 VfEN,

et on conclut alors comme & l'item précédent que € N1, et par conséquent (fo,z) = 0.

O

Si M est un sous-espace fermé de 'espace de Banach X, on sait que Hx“ = infxei

est une norme sur I’espace quotient X /M, qui est alors un espace de Banach.
Proposition B.3 (X/M)" est isomorphe a M~

DEMONSTRATION. Soit en effet ¢ € ML, pour 2 € X nous poserons <§,a}> = (g, x) et nous
aurons ‘<§,az>‘ < |lgll l|=|| V2 € z, d’ott il résulte que & € (X/M)". L’application g — & :
M+t — (X/M)" est clairement injective; elle est également surjective, car d’une part si on
< ||&]| N|z]| , soit g € X', et d’autre

note g l'application z — <§,a}> on aura [{g,x)| < [[{]] Hx
part (g,y) = <§7y> =0,Vy e M, douge M

Définition B.4 Soit M un sous-espace vectoriel fermé de X, on appelle codimension
de M, la dimension de X /M.

Si X/M est de dimension finie, on aura donc codim M = dim M~ en vertu de I'isomor-
phisme entre X/M et (X/M)’.

Proposition B.5

(i) Si M est un sous-espace fermé de X et si N est un sous-espace de M, de codi-
mension finie, alors M est de codimension finie, et codim M < codim N.

(ii) Si M a un supplémentaire topologique N de dimension finie, alors codim M =
dim N

(iii) Si f #0 € X', alors codim N (f) = 1.

(iv) Sig e L(X,C"), alors codim N (g) < n.

DEMONSTRATION.

> Notons z la classe de z dans X/M et 7 la classe de  dans X/N. On aura T C z, et par

conséquent z est le seul élément de X/M contenant Z. Notons f I’application  — z ; elle
est surjective, d’ou il résulte que dim X/M < dim X/N.
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> Soit z € X, 3! (y,2) € M x N, tel que z = y + z, et par conséquent, si x —x’ € M, alors
z—2' = 0.1l en résulte que pour = € X/M, 3! z € N tel que x —z € M, Vz € z. L’application
linéaire f : 2 — z est une bijection; d’une part en effet, si z = 0, alors x =y + 2 € M, et
par conséquent z = 0, et d’autre part Vz € N, f (z) = z.

> Considérons alors 'application ® : z — f(x), X/N(f) — C ; elle est injective car si
f(x) =0, alors = € N(f), et par conséquent = = 0. Elle d’autre part surjective, car si A € C
et si xg est choisi tel que f(zo) # 0, avec © = Axg/f(xg) on aura ®(z) = f(z) = . Il en
résulte que codim N (f) = dim X/N(f) = 1.

> On démontre de méme que l'application x — g(z) : X/N(g) — C" est injective.
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Quatrieme partie

Opérateurs bornés dans les espaces
de Hilbert
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Chapitre 13

Les algebres de Banach involutives

13.1 Définitions, propriétés élémentaires

Définition 13.1 Une involution de I’algebre A est une application antilinéaire T—T*
de A dans lui-méme qui vérifie

(i) (pT)" =T*P*
(ii) T =T

Cette définition découle directement de celle de ’adjoint d’un opérateur borné dans un
espace de Hilbert :

Soit T" € L(H), considérons 'application x — (Tz|y), elle est continue, et par
conséquent, d’apres le théoreme de représentation de Riesz, 3!z, € H, tel que (Tx |y) =
(x|zy), Yy € H. De plus,

Izy]l = sup < T Nyl

sup
rzeH,x#0 Hl"

ceHzz0 |7

[( [2)] _ (T ]y)]
|

On est donc fondé a poser T*y = z,, ce qui fait de 7 un élément de L£(H), et on aura
alors
(Tzly) = («|T"y) Yo,y € H.

Définition 13.2 Si A est une algebre de Banach involutive, alors on dit que
(i) T est auto-adjoint si T= T*
(ii) T est normal si TT* = T*T

(ili) T est unitaire si TT* = T*T=I

Proposition 13.3 Si 1€ A, algébre de Banach involutive, alors
(i) 1 est auto-adjoint et (A\1)" = I

(ii)) T+T* i (T —T*), TT* et T*T sont auto-adjoints
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(iii) 3! P et Q auto-adjoints tels que T=P+iQ, et on a

T+ T* ¢ T —T*
e = .
> =

T est normal si et seulement si PQ=QP.
(iv) T est inversible si et seulement si T* lest, auquel cas (T*)"" = (T71)".

(v) X(1*) = X (1) (complexe conjugué!) et en particulier p (T*) = p(T).

DEMONSTRATION.
> De Iégalité 1* =11*, il résulte que 1= 1"* = (11*)" =1"*1* =11* = 1*.

> Démontrons 'unicité de la décomposition de T, et supposons a cet effet qu’on a également
T=P; + iQ1, ou P et Qi sont auto-adjoints. On aura P—P; = i (Q; — Q), mais également,
par passage a 'adjoint P—P; = —i(Q; — Q), d’ou il résulte que P=P; et Q=Q;. On aura
TT* = (P +4Q) (P — iQ) =P2+Q% + i (QP — PQ) et T*T=P?+Q? — i (QP — PQ), soit TT* =T*T
si et seulement si PQ=QP.

> On aura (T*I)*T* = (TTil)* =1* =I1=T"* (Til)* , d’ot1 il résulte que T* est inversible et
(1) = (T_l)* , que 'on note T*.
e Si A € II(T), alors T—AI est inversible, donc également T* — AI, ce qui montre que
A € II(1*). Il en résulte que X (T*) C X (T), et par conséquent X (T) = X (T*) C X (T%),
soit X (T*) = X (T).

Lemme 13.4 Si T est normal, alors les résolvantes de T et T* commutent, et chacun
commute avec la résolvante de I'autre

DEMONSTRATION.

> On aura tout d’abord

(T =) (T = R(OR(§) = (T" = &) (T = O R(OR(§) = 1= (T = ¢) (T = ) R (ER(C) ;

il en résulte que R*(§)R(¢) =R(C)R*(£).

> De méme
R(Q) (T" =R (E) (T —¢) =1=(T" = ) RY(R() (T — () = (T = Y R(OR™ (&) (T — (),
d’out R(C) (T = §) = (T — ER(Q).
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13.2 Le calcul holomorphe

Lemme 13.5 Si f est holomorphe dans un ouvert €2, et si on note g(¢) = f((), alors
g est holomorphe dans Q = {z [z € Q} et ¢'(¢) = f'(C).

DEMONSTRATION. Donnons-en deux, la premiere étant bien entendu la meilleure, et I'intérét
de la seconde résidant dans ’explicitation du lien entre fonctions d’une variable complexe et
fonctions de deux variables réelles.

> Soit zp € Q et B, (29) C £, ou B, (z0) note le disque de rayon r et de centre zy. La
fonction f est développable en série entiere dans B, (zp) , soit

z) = Zan (z—20)"

neN
Il en résulte que Y, - @n (2 —Zp)" constitue une série entiere convergente dans le disque
B, (Zp) , et par conséquent que g(z) est holomorphe au voisinage de Zp.

> Posons ~
f(z,y) = f(z+iy) et g(x,y) = g(z +iy),

5 9\ _(of oF
(o) = (550

9,09 _of of _of , .of
ox e oy O 6y oz i oy =0

en vertu des relations de Cauchy-Riemann. De méme,

on aura

et par conséquent

= f'.

/agj
S

Proposition 13.6 Si f est holomorphe dans un voisinage de 3(T) et si on note f(C) =
f(Q), alors f (17) = f(1)".

DEMONSTRATION. Notons d’abord que si R*(¢) = (T* — ¢)™ ", alors (R(¢))* =r*(C). Choi-
sissons maintenant un lacet I' compatible avec ¥(T*), qui sera paramétré par t € (—m,7) ;
si ((t) décrit T", alors &(t) = ((t) décrit le chemin I' dans le sens inverse et nous aurons

&) =€), don
Fu) = 5= [ FOw(©ic = —5- [ 10
>>)*<’<t> it = (M / R

2z7r/ f
— (m /ﬂ f(g(t))R(g(t))g’(t)dt>* = (2;T/Ff(£)R(£)d£>*
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Comme X(T*) = X(T), au sens de parcours prés le lacet T' sera compatible avec $(T) ; il en
résulte que

Proposition 13.7 Soit f analytique au voisinage de %(T),

(i) Si T est normal, f(T) est normal.

(ii) Si T est auto-adjoint et si f = f, ot f(() = f({), alors f(T) est auto-adjoint

DEMONSTRATION.

> Comme f est également analytique au voisinage de 3(T), si I" note un chemin compatible
avec X(T), selon la proposition 13.6, on aura

) F(1) = F(7) (1) = / F(eR* (€)de /F FOR(Q)dC

! FE) FOR*(ER(C)dedC.

T2
“4n? J_pror

Mais, selon le lemme 13.4 R*(§) et R({) commutent ; il en résulte que

Flry* ) =~ / - FOF@R(QR (€)dCdg = () f(17) = f(1) f(1)".

2
47 I'x

> Par ailleurs, si T est auto adjoint et f = f, alors f(T)* = f(T*) = f(T) = f(T).

13.3 Les (*-algebres

Parmi les qualités de 1’adjoint, la suivante que nous démontrerons a la proposition
14.2 est particulierement importante :

« 2
[T = 7"
Nous sommes donc conduits a la définition suivante :
Définition 13.8 Une C*-algebre est une algebre involutive qui vérifie
« 2
[T =[]
L’involution possede alors des propriétés supplémentaires, tout-a-fait essentielles :

Proposition 13.9 Soit Te A, C*-algebre, alors
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. 2
(1) Il =l et ffrer]] = [IT]|”
. 2
(i) p(TT7) = |||
DEMONSTRATION.
> On aura | T||* = [|TT*|| < ||IT|| ||T*|| , et par conséquent ||T| < ||T*| . Mais comme T=T"*,
il en résulte que || T*|| < || T**| = ||T|, soit ||T|| = ||T*|| . On aura alors
2 2
]| = [l = [T = ]
> Supposons tout d’abord T auto-adjoint, on aura HTZH = HT||2, et par conséquent, Vn €
N, [|T2"]| = ||IT||*" . En vertu de la formule (8.14), il en résulte que p(T) = ||T||. Dans le cas
général, comme TT* est auto-adjoint, on aura p (TT*) = | TT*|| = ||T?.

Proposition 13.10 Soit T€ A, C*-algébre, alors
(i) Si T est normal, p(T) = ||T||
(ii) si T est auto-adjoint, e est unitaire et 3 (T) C R.
(iii) Si U est unitaire alors ||U|| =1 et ¥ (U) C T, ou T est le cercle unité.

DEMONSTRATION.

> Si T est normal, d’aprés la proposition 13.9 et le corollaire 8.20, on aura ||T|? =
p (TT*) < p(T) p(T*), dott ||T]|* < (p(T))? < ||T||* d’apres la proposition 13.3 et 'inégalité
(8.8), soit p(T) =||T] -

> Posons f(z) = €', on aura (e'7)" e’ = F () f(1) = f £ (1) =L

> Supposons que A = o+ i3 € X (T), ou 3 # 0. Posons s= (T — «) /3, c’est un opérateur
auto-adjoint qui vérifie i € ¥ (s) ; par conséquent, Yy, 1+iS= (u+ 1)1 — (u — iS) n’est pas
inversible, ce qui implique | + 1| < || — is||, d’apres la proposition 8.5. Si on choisit p € R,
il en résulte que

(14 1% < lu—is|® = [ (u— is) (1 — i) = ||® + 7| < 22 + [

On aura donc 2 < ||s||*> — 1, Yu € R, ce qui constitue une contradiction, et on aura par
conséquent 5 = 0, soit X (T) C R.

> On aura tout d’abord 1 = [1|| = |[uv*|| = ||u||*. Soit alors A € £(U), on aura |\ <
p(U) = ||u]] =1 ; de plus 0 ¢ ¥(U), puisque U est inversible. D’autre part, en vertu du
théoreme de transformation spectrale 9.6, on a X(U*) = X(u™!) = g (2(v)), ot g(2) = 1/2,
et par conséquent 1/ € ¥(U), d’ou |1/A] < 1, et par conséquent |A\| = 1.



142 Les algebres de Banach involutives




Chapitre 14

Applications de ’orthogonalité

Dans ce chapitre H désigne un espace de Hilbert.

14.1 Adjoint, orthogonalité

Soit T € L(H), nous avons vu au chapitre précédent que la formule (Tz|y) =
(x|T*y),Vx,y € H définit un opérateur T* € L(H) :

Définition 14.1 (Adjoint) Si T € L(H), on pose
(Tzly) = (x|T"y) Yo,y € H.

T* € L(H) est I'adjoint de T.

L’opération T' — T™* est une involution de I'algebre L(H).

Les avantages qui découlent du cadre hilbertien sont en fait considérables et nous
aurons l’occasion de démontrer de nombreux résultats qui n’ont pas leur équivalent
dans les espaces de Banach. La seule difficulté supplémentaire qui découle de I'utilisa-
tion de I'adjoint réside dans I'apparition réguliere de complexes conjugués, quun peu
d’attention doit permettre de ne pas confondre avec ’adhérence.

Proposition 14.2 Si T € L(H), alors

(1) 1T = 17~
(i) 17T = |T|I*
DEMONSTRATION.
> On aura
T x|T* Tx
= yEH a0 ” ||?j/|| T JeHar0 acH ko |(H%'IIH;JII)| T e H o0 s Han0 ||(|a:!|||Z!)\| =17
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> On a, d’'une part | T*T| < ||T*|| ||| = |||, et d’autre part
2 * * 2
[Tz = (T |[Tz) = (T"Tx |z) < |TT| [l=]*,

ce qui prouve que ||T||* < |[|[T*T|| ; il en résulte que ||T*T| = ||T|*.

Par ailleurs, si on note {}" le noyau de application y — (2 |y), c’est un fermé,
o , 1
ainsi que par conséquent Nyeq {x}~, o A est un sous-ensemble de H.

Définition 14.3 (Orthogonal) Si M est un sous-espace de H, on appelle orthogonal
de M le sous-espace fermé

Mt ={yeH|xzly) =0, Vz € E}
L’isomorphisme antilinéaire isométrique J : H' — H défini par
(x|Jf)={(fx), Vfe H, Ve e H

permet d’identifier un espace de Hilbert a son dual et fait correspondre le transposé a

I’adjoint selon la formule
P =J 1 oT* 0 J,
puisque
(¢|J'Tf) = (Tf.z) = (f.Ta) = (Tx|If) = (x|T"Tf).

De méme I'isométrie J met en correspondance les deux notions d’orthogonalité respec-
tivement issues des définitions B.1 et 14.3 selon les formules (& manier prudemment !)

M* = JM* pour M € H et N* = (JN)" pour N € H' !

Cette identification permet de traduire en termes d’adjoint les résultats que nous avons
obtenus dans les espaces de Banach, mais le cadre des espaces de Hilbert offre des
avantages substantiels, tout d’abord en ce qui concerne le caractere élémentaire des
démonstrations et c’est pourquoi nous avons jugé utile de les reprendre, alors méme
que les résultats découlent de I'identification réalisée par J.

Lemme 14.4
(i) Si M est un sous-espace fermé de H, alors H = M & M+,
(ii) Si M est un sous-espace de H, alors M+ = M

(iii) Si M est un sous-espace de H, alors (ML)l M

DEMONSTRATION.
> Siz e MN Mt alors (z|r) = 0, et par conséquent x = 0. Enfin si z € H, d’apres le

théoreme de projection, on pourra écrire z = z; 429 ou 21 = Pz € M et vérifie (z — z1 |y) =0
Yy € M, soit zp € M.



14.1 Adjoint, orthogonalité 145

> Il est clair tout d’abord que M c Mt ; réciproquement, si € M~ on aura (z|y) =0
ey — , —1
Yy € M, et par continuité, (z|z) =0 Vz € M. Il en résulte que x € M.

> Comme M est fermé, d’apres les items précédents, on pourra écrire H = M+ @ (M J-)J‘
et H = M@Ml =M@ M™*, soit M+ @ (JWL)L =M+ @ M. Mais M C (ML)L, et par
conséquent M C (ML)J' : il en résulte que M = (ML)J' .

Proposition 14.5 Si T € L(H), alors
W N(T) = R(T*)* et N(T*) = R(T)™*
N(T)* = R(T*) et N(T*)" = R(T)

(ii) Sil'un de R(T) ou R(T*) est fermé, 'autre I'est également et
N(T)* = R(T*) et N(T*)* = R(T)

DEMONSTRATION.

> Six € N(T*), alors (Ty|z) = (y|T*x) = 0 Vx, et par conséquent = € R(T)* ; c’est dire
que N(T*) € R(T)*. Réciproquement si x € R(T)*, alors (y |[T*z) = (Ty|r) = 0 Yy, d’ou
T*z = 0, et par conséquent z € N(T*) ; il en résulte que R(T)+ C N(T*), et par conséquent
N(T*) = R(T)*. De l'identité (T*)* = T résulte alors la relation N'(T) = R(T*)*.

> D’aprés le lemme 14.4, il en résulte que N'(T)+ = (R(T*)l)L = R(T*) et N(T*)* =
(R(T))" = R(T).

> Si on suppose R(T) fermé, on a tout d’abord N'(T*)+ = R(T). Considérons par ailleurs
Iapplication T : H/N(T) — R(T) définie par T (ac) = T(z), out z € . C’est une bijection
continue, et comme R(T) est fermé, d’apres le théoréme des homomorphismes 3.14, elle est

inversible, d’inverse S. Si ¢ € N(T)%, on posera (q ‘x) =(q|z), ot z € z.

> L’application y — (q ‘§y> est continue sur R(T") et par conséquent, en vertu du

théoreme de représentation de Riesz, Ir € R(T) tel que (q)gy) = (rly), Yy € R(T).
Pour = € H, on aura alors

(ale) = (a|o) = (a[Sy) = 1) = (r|T2) = @[T2) = (@7 12),

d’ott ¢ = T*r. On a donc montré que R(T*) = N(T)+ C R(T*), d’ou il résulte que R(T*)
est fermé et vérifie N'(T)+ = R(T*).
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Proposition 14.6 Si T € L(H), alors

S (T) = 5,(T%) \ £,(T) et S(T*) = So(T).

DEMONSTRATION.

> Supposons que A € ¥,.(T), alors R(T — \) # H, d’ott N(T* — X\)* # H en vertu de la
proposition 14.5, et par conséquent N (T* — X) # {0}. Il en résulte que A € X,(T*), et par
conséquent X, (T) C 3,(T*) \ Xp(T')

> Réciproquement, si A € X,,(T*) \ £,(T), alors R(T — A) = N(T* — \)* # H, et comme
de plus N (T — \) = {0}, il en résulte que A € X,.(T).

> Soit u € Xo(T*), on aura N (T* — ) = {0}, et par conséquent selon la proposition 14.5,
R(T — ) = H. Mais on aura aussi R(T* — u) = H, dou N(T — 1) = {0}, soit @ € X.(T).
Il en résulte que X.(T*) C 3.(T'), mais également que X.(T) = L.((T*)*) C X.(T*), d’ou la
conclusion.

Corollaire 14.7 Pour que T € L(H) soit inversible, il faut et il suffit qu’il existe
C >0 tel que, Vo € H, ||Tz|| > C||z| et |[T*z| > C ||z||.
DEMONSTRATION.

> Si T est inversible, Va € H,

el = |7 T~ || < |77 |17l
et par conséquent ||Tz| > 1/ HT_1H ||| . Comme d’apres la proposition 13.3, T* est inver-

sible, on aura également ||[T*x| > 1/ ||T*| ||z| -

> Réciproquement d’apres le lemme 10.2, T est d’image fermée, d’ou selon la proposition
14.5, N (T*)*+ = R(T), mais T* est injectif, d’ott N'(T*) = {0}, et par conséquent R(T) = H.
Comme de plus T est injectif, il est inversible d’aprées le théoréme des homomorphismes 3.14.

O

Corollaire 14.8 (Critére de Weyl)

(i) S’il existe une suite x, vérifiant ||z,| =1 et |[(T' — A) z,|| — 0, alors A € (7).
(i) Si A € B(T) et 87l existe C > 0 tel que, Vo € H, |[(T' = A) x| > C|z|, alors
A€ X, (TY)

DEMONSTRATION.

> Comme R()\) est un opérateur borné sur II(7T), si A € II(T") et ||(T"— A\) zy,|| — 0, alors
|zn|| — 0. il en résulte que A € 3(T).

> SiVe € H, (T =Mzl > C|z|, alors R(T' — M) est fermé, d’apres le lemme 10.2.
Comme de plus V(7' — M) = {0}, d’aprés la proposition 14.5, on aura R(T* — AI) = H ; et
comme A\ € X(T%), T* — A\ n’est pas injectif, soit A € X,(T™).
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14.2 Opérateurs normaux, auto-adjoints et unitaires

Corollaire 14.9 Si T est normal, alors ¥,(T%) = X,(T) et ¥,(T) = @.
DEMONSTRATION. En effet T'— X est également normal, et Vo on aura
* Y 2 * * * *
IT* =X |" = 1T =N 2” = (T = N2 |(T = X)) = (@|(T = \) (T = 1))
= (@|(T=N"(T=Na)=(T =Nz [(T-Na)=|(T - z|*

d'ou N (T* = X) = N (T —X), et par conséquent E,(T*) = X,(T). 1l résulte alors de la
proposition 14.6 que X,(T) = @.
m]

Lemme 14.10 (Egalité de polarisation) Si b est une forme sesquilinéaire, elle sa-
tisfait I’égalité de polarisation :

> i (u+ ifv,u+ ifo) = 4b (u,v) . (14.1)
k=0,3
DEMONSTRATION. On aura en effet
b (u +ifu,u 4 i%) = b(u, ) + b(v, v) + (—i)* b(u, v) + iFb(v, u)

et par conséquent

Z i*b (u+ikv,u+ikv> = (b(u,u) + b(v,v)) Z i* + b(u, v) Z 1% + b(v, u) Z (1"

k=0,3 k=0,3 k=0,3 k=0,3
= 4b(u,v)
m|
Proposition 14.11
(i) T est unitaire si et seulement si il est surjectif et vérifie | Tx|| = ||z|| (on dit encore
isométrique)
(ii) T est auto adjoint si et seulement si (Tx|z) € R, Vo € H
DEMONSTRATION.
> Si T est unitaire, alors il est inversible et donc surjectif, et ||z||* = (T*Tx|2) = || Tz|?

> Réciproquement, si 1" est isométrique et surjectif, il est inversible, car il est bijectif et
continu. Prenons. b(u,v) = (u|v), on déduit de ’égalité de polarisation (14.1) que Vz,y € H

4(xly) = e +yl* = o —yl® +ille +iyl® —i|le - iyl
=T+ )l = 1T(@ = )| + i |T(@ +iy)|* =i |T(x —iy)|* = 4(T2|Ty),

soit
(zly) = (Tz|Ty) = (T"Tzy),

et par conséquent T*T = I, soit T* = T~
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> Posons

b(z,y) = (Txly) = (Tylz) = (T =T%)z]y).
D’apres ’égalité de polarisation (14.1), b(x,y) est nul V,y si et seulement si b(z, z) est nul
Va, comme de plus b(z,x) = 2TIm (Tz |x), il en résulte que T' = T™* si et seulement si (T'z |x)
est réel V.

O
Lemme 14.12 Si T est auto-adjoint, on a

(T =N z||> = (T —Re Nz |(T —Re X)) + |[Tm N ||z, (14.2)
DEMONSTRATION. Posons a = fRe A et 3 = Jm A, on aura

(T =N z|* = (T — a)x —ifz |(T — o) x — i)

= (T = a) 2| + 32 ||2|* + 289m (z (T — a) z),
mais _
@|(T-a)z)=((T-a)z|r)=(z|(T -—a)z) R,
d’ou la conclusion.
O

Proposition 14.13 Si T € L(H), alors I + T*T est inversible et ||(I + T*T)le <1.
DEMONSTRATION. On a
(I +T*T)z||* = (I +T*T)x|(I +T*T) x)
= ||lz|* + 2||T2|* + | T*T=|* > ||=|,

d’out il résulte selon 10.2 que I 4+ T*T est injective a image fermée. Mais I 4+ T*T est auto-
adjoint, et par conséquent n’a pas de spectre résiduel d’apres le corollaire 14.9, ce qui prouve

que I +T*T est inversible, et comme ||(I +T*T) z||> > ||lz||*, que H(I—i—T*T)_lH <1.

Le corollaire suivant constitue un résultat tres précis qui complete le corollaire 14.9 :

Théoréme 14.14 Soit T € L(H), autoadjoint, alors
() 17" = 17"
(ii) Sion pose M = sup, = (T |z), alors M est réel et ||T'|| = M
(iii) Sion pose m = inf|y=1 (T'x |z ), alors m est réel
(iv) De plus
X(T) C [m,M] C R, me A(T) et Me A(T).

DEMONSTRATION.
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> On aura en effet Vz,

||Tn$||2 — (Tnl‘ |an) — (TnJrlJ,‘ |Tn71x) < HTnJrle HTnfll_

)

et par conséquent, Vn > 2, HT”||2 < HT”“H HT”_lH. Si on fait ’hypothese, vérifiée pour
n = 2 en vertu de la proposition 14.2, que HT’“H = ||T\|k pour k < m, il en résulte que
7| < [T 17", don [|T)™ T < |7, et comme ||T7FH| < |7, on aura
donc || 77| = ||T" .

> Il est tout d’abord clair que M < ||T’||. Réciproquement choisissons z € H, u réel non
nul, et posons u = T'z/p, nous aurons

2
— Re (T (u2) [u) = |T2])%,

AT Gz 4 )z ) — (T (2 — ) ez — )} = 5 {(T (u2) Ju) + (T =)}

d’ou " u
2 2 2 2 2
1721 < = (e + ull® + iz = ull?) = 5 (el + ull)
selon le lemme de la médiane. Si Tz # 0, on peut choisir p = (| Tz|| /||z]])*/?, nous aurons
alors

1
2 2 2 2
iz ll* + llull® = 1 |12 + oz IT=17 = 20T =1l

et par conséquent | Tz||> < M ||Tz| ||z||. Il en résulte que ||Tz|| < M ||z||, d’ot ||T| < M.

> Posons § = Jm A, la formule (14.2) nous montre que |[(T" — A) z|| > |5] ||z|| . Il en résulte,
d’apres le lemme 10.2, que T — X est injective et d’image fermée pour 5 # 0, il en est de
méme en remplacant A par ), et on aura par conséquent R(T — \) = N(T — \)* = H et
N(T — X) = {0} ; il en résulte que T'— X est bijectif et donc inversible. On a donc montré
que (7)) C R.

> Choisissons maintenant A\ > M, nous aurons A ||z||* > M ||z||* = sup,cy (Tz|z), et par
conséquent

2]l (T =N 2]l = [(T =Nz |2)] = [(Tz|z) = Mlz]*] = (A = M) [l]|* ;

comme précédemment, il en résulte que T — A est inversible. De méme, comme —m =
SUP|g||=1 (=Tz|x), =T — p est inversible pour p > —m, et par conséquent 7" — X\ est in-
versible pour A < m.

> Montrons que M € (7). Soit z,, une suite majorante unitaire de (7'x |x) , nous aurons
|zn|| =1 et §, — 0, avec &, = (T'zy |z,) — M € R. Pour v € R, nous aurons

(T — M) z||* = [[(T +7) 20 — (M + )
= (T + ) @nll® + (M +7)* = 2(M +7) Re (T +7) T |20
= (T + ) @nl® + (M +7)* = 2(M +7) (M + 6, +7)

et par conséquent

lim {[(7 = M) 2all” + (M +7)* = (T +7)2a]*} =0 (14.3)

n—oo
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> Par ailleurs

(T + )zl <IT+7l = sup |(T +7)x|e)| = sup [(T]r)+7]

[lzf|=1 [l=l|=1
= max{

d’apres (ii). Choisissons alors v > ||T'|| , comme

9

sup (T [z) +7

llz|=1 ll=l|=1

inf (Tx Ix)+v‘} = max {|M +1],|m+7[},

1T} = sup |(Tz|z)| =

flz]|=1

inf (Tz|x)

=|m
||| =1 I

onaura M +~v>m+~y >0, dou ||(T+7) z,| < M +~, et par conséquent
(M +7)? = (T +7) zn]* > 0, (14.4)

Il en résulte que
lim (T — M) z,|? =0,
n—oo

car dans ’hypothése contraire, il existerait e > 0 et 2, extraite telle que ||(T' — M)z, ||> > e,
ce qui est impossible compte tenu de (14.3) et (14.4).

> Supposons maintenant que M ¢ X(T), alors z, = (T — M) ' (T — M)z, et par
conséquent

1= llewll < || @ = 07| 1T = M) 2,

ce qui constitue une contradiction. Nous avons donc démontré que M € 3(T), il en résulte
que —m = sup|,|= (—Tz|z) € B(=T) = —X(T'), soit m € X(T).

O

Il n’est pas sans intérét de faire la relation entre ce résultat et la notion de coercivité.
Considérons X\ € R, et posons a(z,y) = ((T'— A) z |y) . Pour que T'— X soit inversible,
il suffit que a soit coercive, soit qu'il existe a > 0, telle que infj =1 (T = Nz |z) > o ;
il en résulte alors que m — A > «, soit A < m. On voit donc que la coercivité nous
renseigne sur la possibilité d’inverser T — X pour des valeurs de A plus petites que m,
par contre elle est impuissante a nous instruire sur le fait que T'— X est inversible pour
A > M.

Corollaire 14.15 Soit T € L(H), alors X(T*T) C R*.

DEMONSTRATION. D’aprés la proposition 14.13 VA € R, I + N2T*T = I + (AT)* AT est
inversible, et par conséquent X(T*T) C RT.
m|
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Remarque 14.16 Nous avons vu que le spectre d’un opérateur auto-adjoint est réel
et que celui d’un opérateur unitaire est contenu dans le cercle unité, en fait il existe
une réciproque de ce résultat, qui stipule qu’un opérateur normal T' est auto adjoint si
et seulement si X(T') C R et qu'il est unitaire si et seulement si 3(T') C T ; nous nous
appuierons sur le calcul fonctionnel des fonctions continues pour démontrer ce résultat
(voir le corollaire 19.36).

14.3 La transformation de Cayley

La transformation homographique « (§) = (£ — i) / (£ + 1), dite transformation de
Cayley, est un homéomorphisme de R sur T\ {1}, ou T est le cercle unité de C ; c’est

une fonction holomorphe en dehors de & = —i. dont la fonction inverse est donné par
k() =1(1+¢)/(1—C). Notons que k! (1/¢) = —r 1 (¢) et que
B £ —1-2i¢
K (5) - §2 _I_ 1 )

d’ou il résulte que, pour £ € R, k(=) = K (§).

Proposition 14.17

(i) Si T est borné auto-adjoint, alors k (T') est unitaire et 1 ¢ Y (x (T))
(i) Si U est unitaire, et si 1 ¢ X(U), alors k=1 (U) est auto-adjoint.
DEMONSTRATION.

> Comme k est holomorphe au voisinage de la droite réelle, d’apres la proposition 13.6,
on aura (k(7))" = &(T), ou &(§) = k(§) = (+14)/(§—1) = 1/k(£), don il résulte
que & (T) = (1/k) (T), soit (k(T))* = (k(T))"", et par conséquent que  (T) est unitaire.
D’apres le théoreme de transformation spectrale, on aura ¥ (k (1)) = k(X (T")) € T\ {1}.

> La fonction k! (¢) étant holomorphe au voisinage de 3(U), on aura
v
-1 * -1 * -1 * -1 -1
(«U)) = U ==1 U= (U).
Choisissons maintenant un chemin I' contenant le spectre U*, mais pas le point 1, on aura

() = g [ OO0 = o [0 (ot (v- 1))

-2 ¢

U [ 1\d¢ U (1 dy
g fror() g Lot () r

U k() U 1 (1+p
__%T/rlu R(M)dﬂ——ﬂ rlﬂ<1—/~0 R (u)dp

= —% </F1 ;R(u)dwv/r1 1EMR(M)CZM)
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ott le chemin I'™1, formé des u = 1/¢, ¢ € T, ne contient pas de point du spectre de U mais
entoure les singularités p = 0 et = 1, et ceci dans le sens rétrograde. D’apres le théoreme
des résidus, on aura

(xH(U)) = —% (—2irR (0) + 4im R (1))
- —22 (—2in*1 + dim (U — 1)—1)

™

— iU (U*l 2 (U - 1)—1) —iUA-U)" (U1 - U)+2)
=i(I+0)1-0U)"t=x"1(U).

O

On voit donc que la transformation de Cayley définit un isomorphisme entre les opérateurs
bornés auto-adjoints et les opérateurs unitaires dont le spectre ne contient pas le point
1.
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Chapitre 15

Opérateurs compacts dans les
espaces de Banach

15.1 Opérateurs de rang fini

Il est aisé de construire des opérateurs linéaires continus dont la dimension ou la
codimension de I'image soit finie ; on parle dans le premier cas d’opérateur de rang fini
et dans le second d’opérateurs de co-rang fini. Considérons par exemple un sous-espace
M de X, de dimension finie, dont une base est formée des e;, ¢ = 1, m, ainsi que m
formes linéaires continues h;. Posons alors

T(x)= Z hi(x)e;,

i=1,m
¢’est un opérateur borné dont I'image est incluse dans M, il est donc de rang fini < m.
Un procédé analogue permet de construire des opérateurs de co-rang fini :

Lemme 15.1 Soit M un sous-espace fermé de dimension finie de X dont les e; forment
une base et les f; € M’ la base duale. Soit P € M’ I'opérateur défini par

P(z)= > filz)e;.

i=1m

(i) Chaque f; se prolonge a X tout entier en un élément f; de X'. La formule

P(z)= > filx)e; (15.1)

i=1m

constitue un prolongement de P a X en un projecteur borné d’'image M

(i) Ona X =Mae M, ouMet M'=R ([ - ]5> , sont fermés et constituent donc

une somme directe topologique, d’ou il résulte que M’ est de codimension finie.
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(i) Ona M =,_,, N(f)

DEMONSTRATION.

> En vertu du théoreme de Hahn-Banach 5.5 (i), chaque f; se prolonge a X tout entier
en une forme linéaire continue, et comme f;(e;) = fi(e;) = d;j, il est clair que P est un
projecteur borné d’image M.

> Selon la proposition A.6, M et M’ sont fermés; ils forment donc une somme directe
topologique, d’apres la proposition A.5. Il en résulte que M’ est de codimension finie, d’apres
la proposition B.5 (ii).

> On aura V7,

fi(w = Px) = fi(x) - fi(2) fi(es) = fi@) - fi(x) fi(es) = 0,
1=1m i=1m
d'ot R(I—P) C Niz1.m N(f;). Mais par ailleurs si y € Niz1.m N(f;), on a Py = 0, et comme
de plus, pour z € M on a (I — ]5)2 = 0, on pourra écrire y = y — Py + (I — p)z, d’ou
y = (I - ]5> (y + z) € R(I — P). 1l en résulte que

R(I-P)= () N(f), (15.2)

i=1m

Proposition 15.2
(i) Si M est de dimension finie, il admet un supplémentaire topologique

(ii) Si M est fermé et de codimension finie, il admet un supplémentaire topologique.

DEMONSTRATION.

> C’est une conséquence immédiate du lemme 15.1 (ii).

> Comme X/M est de dimension finie, 3¢; € X, i = 1,n tels que les ¢; forment une
base de X/M ; notons g; la base duale, nous aurons z = dicin gi(x)¢;. Posons alors

P'(z) = Y-y, 9i(x) &, cCest un projecteur continu; nous noterons M’ = R(P’) le sous-

espace engendré par les ¢;. Nous aurons P'(z) = Zi:l,n gi(r)l; = z, et par conséquent

r — P'(x) € M, dot R(I — P') C M. Réciproquement, si y € M, g;(y) = 0 Vi, d’'on
P'(y) = 0 et par conséquent y = y — P'(y), soit y € R(I — P’). Nous avons donc démontré
que R(I — P') = M, et par conséquent X = M & M'.
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Notons maintenant que [’ensemble des opérateurs bornés de rang fini n’est pas stable
par passage a la limite :

Proposition 15.3 Si X est un espace de Banach de dimension infinie, alors il existe
un opérateur borné de rang infini, limite d’une suite d’opérateurs de rang fini.

DEMONSTRATION. Soit F,, le sous-espace des opérateurs de rang inférieur ou égal a n, F =
\U,, Fn, le sous-espace des opérateurs de rang fini, et F son adhérence; nous supposerons la
proposition fausse, c’est-a-dire que F = F.

> Commencons par démontrer que les F,, sont fermés, en effet, si nous supposons le
contraire, alors il existe T}, € F,, qui converge vers T' ¢ F,,. C’est dire qu’il existe z; € X,
Jj=1,n+1, tels que les T'(x;) soient linéairement indépendants. Le lemme 15.4 ci-dessous
nous montre alors qu’il existe € > 0, tel que si ||(T'— Tj) z;]| < e, Vj = 1,n + 1, alors les
Tyxj = Taj + (T, —T) x; sont linéairement indépendants. Mais si k est choisi suffisamment
grand pour que ||T— Ty|| < g, ceci aboutit & une contradiction, puisque T € F, et par
conséquent les Ty (z;), j = 1,n + 1 sont linéairement dépendants.

> Considérons alors l'espace F, il est complet pour la topologie induite et c’est par
conséquent un espace de Baire, comme il n’est pas vide et ouvert pour cette topologie,
selon 3.4 I'un au moins des F,, est d’intérieur non vide dans F.

> En conséquence, pour S € .?C’):n et VI' € F, il existe A < 0, tel que S+ T € F,,, VA <A,
ce qui implique T' € Fy,,. C’est dire qu'un opérateur de rang fini est en fait de rang 2n au plus,
ce qui contredit la construction d’opérateurs de rang quelconque que nous avons effectuée au
début du paragraphe.

Lemme 15.4 Silesa; € X, i =1, N forment un ensemble de N vecteurs linéairement
indépendants, alors 4 > 0 tel que les a; + b; soient également indépendants, dés que
|b:|| <e,Vi=1,N.

DEMONSTRATION.

> Raisonnons par récurrence, et supposons qu’il en est ainsi au rang N — 1. Soit donc une
collection finie a; de N vecteurs linéairement indépendants, nous supposerons que le résultat
est faux au rang N, c’est-a-dire que pour chaque i < N, il existe une suite indicée par k : bf
vérifiant Hbf’H < 1/k et telle que Vk > 1/e, les (ai + bf) , 1 =1, N ne soient pas linéairement
indépendants, c’est-a-dire telle que ay —i—b?\, appartienne a I’espace engendré par les (ai + bf) ,
i =1, N —1, puisque ces derniers sont par hypothese linéairement indépendants. C’est dire en
fait que Vk, existe une collection de af, i=1,N—1, telle que ay+b% = Zi:LNfl ai-“ (ai + bf)

> Supposons maintenant que les diverses suites af, k = 1, 00, soient bornées, alors d’apres
le théoreme de Bolzano-Weierstra, elles contiennent une sous-suite convergente, soit vers «,
et on aura ay = ZZ‘ZLN_I a;a;, ce qui contredit 'hypothese stipulant que les a;,¢ = 1, N
sont linéairement indépendants.

> Il en résulte que nécessairement 1'une des suites af‘ n’est pas bornée, soit par exemple o/f,
et quitte a ne considérer qu’une sous-suite extraite, nous pouvons supposer que !o/f‘ — 00.
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On aura alors, avec ﬂf = af/o/f
an + bk an + b%
e ﬂf(ai—l—bf):al—i-(b’f—NkN)—i- ﬂf(ai—i—bf),
o e
1 i=1,N—1 1 i=2,N—1

mais c]f = b]f - (CLN —i—b’fv) /a’f tend vers 0, ainsi que les bf, i =2,N —1; la formule qui

précede contredit donc 'hypothese de récurrence.

O

Soit maintenant S continu, de rang fini; R(.S) étant un sous-espace de dimension finie
est fermé, et par conséquent, si B est la boule unité de X, on aura S(B) C R(S).
Comme S est continu, S(B) est borné, et par conséquent compact dans R(S), qui
est de dimension finie. Il en résulte que S(B) est relativement compact dans X. La
définition suivante est donc celle d’une classe plus vaste que celle des opérateurs de

rang fini, et nous allons voir qu’en fait elle contient F.

Définition 15.5 On appelle opérateur compact un opérateur linéaire S : X — X tel
que S(B) soit relativement compact. En vertu du théoréme de Bolzano-Weierstraf3, on
peut encore dire que T est compact si de I'image par T' de toute suite bornée on peut
extraire une sous-suite convergente. On note K(X) I'ensemble des opérateurs compacts
X — X.

Comme un compact est borné, il en résulte que si S est compact, S(B) est borné et par
conséquent qu’un opérateur compact est continu. Nous allons voir ci-dessous que les
propriétés spectrales des opérateurs compacts sont trés proches de celles des opérateurs
en dimension finie.

Proposition 15.6 Un opérateur compact, soit S : X — Y, transforme les suites
faiblement convergentes en suites fortement convergentes
DEMONSTRATION.

> Supposons donc que x,, — x, c’est dire que Vf € X', (f,x,) — (f,z) et en particulier
que les suites (f,z,) sont bornées. Considérons les applications T, : f — (f,z,), en vertu
du principe de la borne uniforme 3.8, la suite des ||T},|| est donc bornée. Mais par ailleurs

(fszn)
£l

d’apres le corollaire 5.7, la suite des ||z,|| est donc bornée.

| Tl = sup = |lzal,
f#0

> Posons alors y, = Sz, et y = Sz, Vg € Y’ onaura (g,y,)— (g9, y) = (*S (9) ,zp — ) — 0,
ce qui prouve que y, — y. Supposons maintenant que |y, — y|| - 0, soit que 3¢ > 0 et une
suite extraite y,, telle que ||y, — y|| > . Comme z,,/ est bornée, par compacité de S, il existe
une suite extraite ¥, qui converge fortement et donc faiblement, soit vers 1", nécessairement
différent de y. Mais y,» — y ce qui constitue une contradiction.
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Théoréme 15.7 Si T € L(X) est limite d'une suite d’opérateurs de rangs finis, alors
il est compact, soit F C K(X).

DEMONSTRATION. Comme X est un espace métrique complet, il suffira de démontrer que
T'(B) est précompact, soit en fait que V ¢ > 0, T'(B) peut étre recouvert par un nombre fini de

boules de rayon . Soit donc S de rang fini, tel que ||T'— S|| < /4 ; comme S(B) est compact

ainsi que nous venons de le voir, Jy; € S(B), i = 1,n tels que S(B) C (Ui:l,n By, (5/4)) .
Pour tout 4, il existe alors x; € B tel que ||.S (z;) — vi|| < /4, et par conséquent B,,(e/4) C
B..(¢/2), ot z = S(z;). 1l en résulte que S(B) C S(B) C (Uz-:l,n B.. (5/2)) , d'ol T(B) C

(Ui:l,n Bzi(35/4)> , et par conséquent T'(B) C (Ui:Ln B, (a)) .

O

La question qui se pose alors est de savoir si F = KC(X), c’est-a-dire si tout opérateur
compact est limite d'une suite d’opérateurs de rang fini. La réponse est négative en
général, mais d'une part F et (X ) sont malgré tout proches d'un point de vue spectral,
et d’autre part pour de nombreux espaces de Banach, et en particulier les espaces de
Hilbert, F = K(X). (voir le corollaire 16.3)

Proposition 15.8
(i) F est un idéal bilatere de L(X)

(ii) F et K(X) sont des idéaux bilateres fermés de L(X).

DEMONSTRATION.

> Soient T € L(X) et S € F, d’'une part il est clair que R (ST) C R (S), et d’autre part
que R (T'S) est engendré par les Te;, ou les e; forment une base de R (5).

> Si maintenant S € F est la limite des S,, € F, nous venons voir que S,T € F, et
par conséquent Ve > 0, IN tel que Vn > N, ||S,T — ST|| < ¢, puisque ||S,T — ST| <
1S — S|| |T]| . Cest dire que ST € F, et de méme on aura ST € F.

> Solent T € L(X), S € K(X). Si x,, est une suite bornée alors d’une part Sxz,, admet une
sous-suite S, convergente et par conséquent 1'Sx,s converge également. D’autre part Tz,
est bornée, et par conséquent on peut extraire de STz, une sous-suite convergente.

> Enfin £(X) est fermé, en effet si T, — T, ou T, € K(X), alors la démonstration du
théoreme 15.7 ci-dessus s’applique en remplagant S par T avec k suffisamment grand, et
montre que T est compact.

15.2 Spectre des opérateurs compacts

Théoréme 15.9 (Riesz) Si X est un espace de Banach et si sa boule unité fermée B
est compacte (on dit alors que X est localement compact), alors X est de dimension
finie.
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DEMONSTRATION. La boule By étant compacte, elle peut étre recouverte par un ensemble
fini de boules ouvertes de rayon 1/2, dont les centres seront notés z;, i = 1,k. Notons F
I’espace vectoriel, de dimension finie, engendré par les x; ; nous montrerons que X = F.
Raisonnons par I’absurde et supposons le contraire, alors 3z € X \ F. Comme F est
fermé, car de dimension finie, 3¢ > 0 tel que B(z,e) N F = &, et quitte & augmenter ¢,
B(z,2¢) N F # @. Notons y un élément de B(x,2¢) N F et z = (z —y)/||lxr —y| ; pour
tout i on peut écrire x = y + z||lv—y|| = y+ zillr -yl + (z — 2;) ||l — y||, et comme
t=y+z; || z—y|l€ Fonaura ||z — ;] ||z —y| > [z —t]| > e. Si nous choisissons alors
i, comme c’est possible par construction des z;, tel que ||z — ;|| < 1/2, on en déduit que
||z — y|| > 2¢, ce qui constitue une contradiction.
O

Proposition 15.10 Si X est de dimension infinie et 7' compact, alors 0 € X(T).

DEMONSTRATION. En effet, s’il n’en n’était pas ainsi, alors T serait inversible, et par conséquent
d’apres la proposition 15.8, I = TT~! serait compact, ce qui prouverait que X est localement
compact, et par conséquent de dimension finie, d’apres le théoréeme de Riesz 15.9.

m|

Bien entendu il n’en est pas ainsi en dimension finie!

Théoreme 15.11 Soit T' un opérateur compact, alors
(i) Si R(T) est fermé, il est de dimension finie
(i) Si A #0, alors dimN(T — \) < +o0.

DEMONSTRATION.

> Supposons donc R(7T) fermé, alors, c’est un espace de Banach pour la topologie induite,
sur lequel T est continue et surjective. D’apres le théoreme de ’application ouverte 3.11,
il en résulte que T est ouverte en tant que application de X dans R(T). L’image A de la
boule unité ouverte de X est donc un ouvert, elle contient 1'origine, et par conséquent une
boule fermée B centrée a l'origine. Comme T est compact, A est relativement compacte,
et par conséquent B est compacte. Il en résulte que R(T") est localement compact, et par
conséquent de dimension finie.

> Posons Y = N(T—\), c’est un fermé de X, et T}y a pour image I'ensemble des u = T'(v),
ot \v — T'(v) = 0, soit u = Av, et par conséquent si A # 0, R(T}y) = Y. Comme T}y est
compact, il résulte de I'item précédent que dimY < +o0.

O

Corollaire 15.12 Si P est une projection compacte, alors R(P) est de dimension finie.

DEMONSTRATION. R(P) est fermé, en effet, si Px, converge, soit vers y, P’r, = Px,
converge vers Py, il en résulte que y = Py € R(P). La conclusion découle alors du théoreme
15.11.

|
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Théoreme 15.13 Si T est compact et \ # 0, alors
(i) R(T — A) est fermé
(ii) R(T — A) est de codimension finie.

DEMONSTRATION.

> Nous savons que dim N (T — \) < 400 et nous avons vu & la proposition 15.2 que
X = N(T — X)) & M, ou M’ est fermé, et constitue donc un espace de Banach pour la
topologie induite.

> Considérons l'opérateur @ = (T'— A)pp = M’ — X, il est injectif et vérifie R(Q) =
R(T — ). Nous montrerons que R(Q) est fermé, et a cet effet ainsi que nous y invite le
lemme 10.2, qu’il existe r > 0 tel que ||Q(x)|| > r||z||, V& € M'. Supposons qu’il n’en soit
pas ainsi, alors il existe une suite x,, dans M’ telle que ||z, || = 1 et Qz,, — 0 ; par compacité
de T, on peut en extraire une sous-suite ., telle que T'x,s converge, soit vers a € X. Comme
Txp — Aty = Qxyy — 0, 1l en résulte que Ax,,s converge également vers a, et par conséquent
comme \ # 0, que a € M'. Mais alors Qa = 0, et par conséquent a = 0, puisque @ est injectif,
soit encore Ax,, — 0, ce qui constitue une contradiction.

> Nous allons démontrer que R(T — \) possede un supplémentaire de dimension finie.
Si tel n’est pas le cas en effet, alors il existe une suite a, dans X telle que a, ¢ V,—1, ou
Vh—1 est le sous-espace engendré par R(T — A\) U{ai} - U {ap—1}. Comme R(T — A) est
fermé, il en est de méme des V,,, de plus (T'— \)V,, C R(T — A\) C V,_1 ; par conséquent
d’apres le lemme 15.15 ci-dessous, il existe une suite b, € V,, \ V,,—1 qui vérifie ||b,| = 1
et |70, — Th;|| > |\ /2, Vi = 1,n — 1. Il en résulte que T'b, ne peut pas avoir de sous-suite
convergente, ce qui contredit le fait que T" est compact, puisque b, est bornée.

O

Le lemme qui suit remplace dans une certaine mesure le théoreme de projection sur
un sous-espace fermé dans un espace de Hilbert; en quelque sorte, il nous assure de
I’existence de directions ’orthogonales a € pres’ a tout sous-espace fermé propre.

Lemme 15.14 (de Riesz) Si F' est un espace vectoriel normé et E un sous-espace
fermé de F, tel que E # F, alors Ve > 0, da € F tel que ||a|| =1 et d(a,E) > 1 —¢.

DEMONSTRATION. Soit v € F'\ E, comme F est fermé, on aura d = d(a, E) > 0, et on pourra
choisir wg € F tel que d < ||[v — wyp|| < d/ (1 —¢€). Posons alors a = (v —wp) / ||[v — wy||, on
aura |la| =1 et pour w € E,

la —wll = [lv = (wo +w v —wol)|| / l[v — wol = d/ lv—woll =1 —e.

Lemme 15.15 SiT € L(X), A € C, et si E et F sont deux sous-espaces fermés qui
vérifient £ & F et (T'— A\)F C E, alors il existe a € F \ E, tel que |la|| = 1 et
|Ta —Tz|| > |\ /2, Vo € E.
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DEMONSTRATION. Le cas A = 0, étant trivial, nous ne considérerons que celui o1 A # 0.
> Selon le lemme 15.14 Ja € F'\ E tel que ||a|| =1 et d(a, E) > 1/2.
> Soit maintenant x € E, on aura a —x € F, d'ou (I'— \) (a —x) € E ; posons alors
y=X—(T—XN(a—z)onauray € F et
Ta—x)=T—-N(a—z)+A(a—z)= a—y=A(a—2z),

ou z =x/\ € E. 1l en résulte que

1T (a = 2)[| = [Al la = 2] = [A] d(a, E) = || /2.

Théoréme 15.16 (Décomposition en somme directe) Soit T' un opérateur com-
pact, pour A # 0 on pose

Ne=N(T =N et Ry =R (T - NF,

alors

(i) Les Ny forment une suite croissante de sous-espaces fermés de dimension finie et
les R, une suite décroissante de sous-espaces fermés de codimension finie.

(i) II existe un plus petit entier n tel que, Vk > n, Ny = N,, ; on aura alors Ry = R,
ainsi que

X =N, ®R,.

(iii) N, et R, sont des sous-espaces invariants par T — \, qui vérifient
(T — )\)ﬁw =0 dans L(N,,) et (T — Mg, est inversible dans L(R,).

DEMONSTRATION.

> 11 est clair tout d’abord que les N, forment une suite croissante et les R, une suite
décroissante ; par ailleurs, les N,, sont de dimension finie en vertu du théoréme 15.11, et les
Ry, sont fermés et de codimension finie, d’apres le théoreme 15.13

> Montrons que les suites N}, et R}, sont stationnaires & partir d’un certain rang. Supposons
a cet effet que N1 # N Vk. Comme (T — ) N1 C N, le lemme 15.15 nous montre qu’il
existe une suite z; € N1 \ Nj telle que ||zk|| = 1 et ||Tax — Ta;|| > |\ /2, Vi < k, ce qui
est contradictoire avec la compacité de T. De méme (T' — A\) Ry, C Ri41, par conséquent si
Ri+1 # Ri VEk, il existe une suite yi € Ry \ Ri+1 telle que ||ykl| = 1 et | Tyr — Tyil| > || /2,
Vi > k, ce qui constitue la encore une contradiction.

> Soit maintenant v un entier tel que Ny, = Njy1,Vk > 1. Siy € NyNRy,ona (T —\) 'y =
Oety=(T—-\N"z, dou (T — A)Ql’x = 0, et par conséquent = € Ny, = N,. Il en résulte que
0= (T—-)N"x=y,soit N, "R, = {0} ; en particulier N;; N R,, = {0}.
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> Soit alors m le plus petit entier tel que Ry = Riy1, V& > m, on aura Ry—1 2 Rum.
Choisissons donc z € Rpy—1 \ R, on aura (T'—N)z € Ry, = Ry, soit (T—N)z =
(T—Ny,ony € Ry C Rin—1, et par conséquent d'une part z —y € R,,—1, et d’autre part
z—y € N1 C Npy—1. Supposons que m — 1 > n, alors z —y = 0, puisqu’alors Ny, 1 NRyp—1 =
{0}, ce qui constitue une contradiction car y € R, et z ¢ R,,. Il en résulte que m < n.

> Soit maintenant € X, on aura (T — \)" 2 € Ry et (T'— \)" R,, = R, ; par conséquent,
il existe y € R, tel que (T —\)"z = (T — \)"y, soit x — y € N,. Nous avons donc prouvé
que X =N, ® R,

> Soit € N, on aura (T —\)"z = 0, dott (T —A)""'2 = 0, et par conséquent
(T — Nz € Ny,. Par ailleurs, si € R,,, il existe y tel que (T'— \)"y = x et par conséquent
(T—Nzx=(T- )\)n+1 Y € Rusr1 = Ry. 1l en résulte que N, et R, sont stables par T — .

> Enfin R ((T - )\)|Rn) = Rnt1 = Rp, ce qui prouve que (T — )\)an est surjectif, mais
il est aussi injectif, car N1 N R,, C N,, N R,, = {0}, et par le théoréme des homomorphismes
3.14 inversible.

Notons qu’en fait une telle décomposition de 1’espace est unique :

Proposition 15.17 Si T" est compact et A # 0, il y a unicité de la décomposition
X =FE&F, ouk et F sont deux sous-espaces fermés stables par T' qui vérifient

(i) (T' = A) est nilpotent
(ii) (T — A)p est inversible
DEMONSTRATION.

> Soit x € E,onaurax =y+zouy € N, et 2z € Ry, comme (T — )\)|E est nilpotent,
il existe p tel que (T'— M\ x = 0, soit (T = NPy = — (T — MNP 2z, mais (T — NPy € N, et
(T =Nz € Ry, et par conséquent (T'— \)P z = 0. Comme T — X est inversible sur R, il
en est de méme de (T — \)P, d’ou il résulte que z = 0. On a donc montré que E C N,. On
montre de méme que N,, C E, et par conséquent que N,, = F

> Soit maintenant * = y + 2z € F, avec y € N, et 2z € Ry, on aura (T — \)"z =
(T = AN)"z € Ry, et par conséquent (T —A)" F' C R,,. Comme (T — \)» est inversible, on
aura (T'— \)" F = F, et par conséquent F' C R,. On montre de méme que R,, C F, soit
R,=F

O

Le théoreme suivant est essentiel, il montre que, hormis en ce qui concerne la valeur
spectrale A = 0, le statut des opérateurs compacts est similaire a celui des matrices :

Théoréme 15.18 Si A # 0, les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) N (T =\ = {0}

(ii) R(T-)N=X

(iii) A ¢ X(T)
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DEMONSTRATION.

> Notons tout d’abord si (i) est vérifié, N = {0}, Vk > 1, et par conséquent n = 1 dans
le théoreme 15.16, d’ou (ii).

> Si c’est maintenant (ii) qui est vérifié, alors Ry = X, Vk > 1, et par conséquent n = 1,
d’ot NN = {0}, soit (i).

> Dans tous les cas on aura N (T'— X) = {0} et R(T'— \) = X, d’ou T — X est bijective,
et par conséquent inversible d’apres 3.14, soit (iii).

> Réciproquement, il est clair que si A ¢ X(T') alors N (T — \) = {0}.

Théoreme 15.19 SiT est compact
(i) Tout point de ¥(T') autre que 0 est une valeur propre de T.
(ii) Le seul éventuel point d’accumulation de ¥(T') est {0}

(ili) X(T) est formé d’un nombre fini ou dénombrable de points

DEMONSTRATION.

> Le théoréme 15.18 nous montre que pour A # 0, si A € 3(T), alors N (T — \) # {0},
il en résulte que tout point non nul du spectre est une valeur propre.

> Choisissons A € X(T'), A # 0 et notons que Vu, N, et R, sont invariants par T' — p.
Comme (T — A),y;, est nilpotent, selon la proposition 9.12 son spectre est réduit a {0}, ce
qui prouve que (T — ,u)‘ A, est inversible pour tout p # A. Mais par ailleurs, (7" — )‘)IRn est
inversible et comme le spectre est un fermé, il en résulte que (T — “)IRn est inversible dans un
voisinage de A, soit pour |u — A| < e. Comme X = N,,®&R,, il en résulte que N (T — p) = {0}
et selon le théoreme 15.18 que 7' — p est inversible pour 0 < |u — A| < € ; c’est dire que A
est un point isolé du spectre.

[¢]
> Considérons I'ensemble ¥(7T") \ B(0,1/n), c’est un compact, puisque le spectre est com-
pact, et comme il ne peut contenir de point d’accumulation, le théoréme de Bolzano-Weierstra(
nous montre qu’il est formé d’un nombre fini de points. On en déduit que X(7T') est dénombrable.

O

Il est alors tout a fait instructif de se reporter aux résultats qui découlent de la
considération de singularités isolées. Si A est une valeur spectrale non nulle, nous sa-
vons que c’est une singularité isolée, et nous avons démontré au paragraphe 10.3 que
X = M, ® Mj ou P, est le projecteur spectral associé a la singularité A, M) = R (Py)
et M{ = R (I — P\). Les sous-espaces M, et M; sont fermés et stables par T, on
a Ty, = M + Dy, ou Dy est quasi-nilpotent et (7" — )\)‘ M est inversible, d’inverse
Ux(\). Mais en fait, comme T est compact, d’apres le lemme 15.20 ci-dessous, M) est
nécessairement de dimension finie et par conséquent D, est nilpotent, en vertu de la
proposition 10.16. Il résulte alors de la proposition 15.17 que My = N,,, et M| = R,,.

Lemme 15.20 Si T € L(FE) est compact, A # 0 et T — X\ quasi nilpotent, alors E est
de dimension finie.
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DEMONSTRATION. On aura p (T — \) = 0, et par conséquent X(7) = {A}. Comme T est
compact, il résulte de la proposition 15.10 que dim E < +o0.

O

Le résultat suivant constitue essentiellement une transcription du théoreme 15.19
en termes de résolution d’équation :

Corollaire 15.21 (Alternative de Fredholm) SiT est compact et A # 0, alors une
et une seule des deux propositions suivantes est vérifiée :

(i) pour tout y, I'équation (T'— N\)x = y admet une solution x et une seule, elle
dépend alors contintiment de y.

(ii) L’équation (T'— A)x = 0 admet une solution non nulle. Dans ces conditions
I'équation (T — \) z = y admet une solution si et seulement si

(f,y) = 0,V € N('T — \). (15.3)

Dans le cas des espaces de Hilbert on montre aisément que la condition (15.3) prend
la forme suivante :

(fly) =0,Yf e N(T* = A). (15.4)
DEMONSTRATION.

> Si T est compact et X\ # 0 et si (T'— \) est bijectif, alors en vertu du théoreme 15.18
A ¢ B(T) ; cest dire que (T — X) ™! est borné. Si (T — A) n’est pas injectif, alors X € (T,
et comme A # 0, d’apres le théoreme 15.19 c’est une valeur propre.

> Comme A # 0, on sait que R(T — \) est fermé, et par conséquent d’apres la proposition
12.3, R(T — \) = N('T — \)*.

Corollaire 15.22 Si T est compact sur X et si 0 n’est pas une valeur propre de T’
(i) Si0 est valeur propre de 'T, alors {0} = X,.(T)
(i) Si 0 n’est pas valeur propre de 'T, alors {0} = X.(T)

DEMONSTRATION.
> Comme T est compact, alors 0 € X(T") = {0} U X,(T), et comme de plus 0 ¢ £,(T),
nécessairement {0} = X, (7") U X.(T).

> D’apres le corollaire 12.4, 3,(*T) \ X,(T) = %,(T), et par conséquent si 0 € ¥,(*T) et
0¢ X,(T), alors 0 € £,(T), d’ou {0} = £,(T) ; de méme, si 0 ¢ X,(*T), alors 0 ¢ X,.(T), et
par conséquent {0} = X.(T).
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Proposition 15.23 SiT est compact, et A # 0, alors dim N (T'—\) = codim R(T'— ).

DEMONSTRATION. Notons m = dim N (T —A) et n = dim X/R(T — ), ainsi que x;, i = 1,m,
une base de N'(T' — \) et y;, i = 1, un ensemble de vecteurs tels que les y;, i = 1, n forment
une base de X/R(T — X). Comme N (T — \) est de dimension finie, d’apres la proposition
15.2, il possede un supplémentaire topologique, soit N :

X=N(T-X&N.

> Notons que nécessairement, les y; sont linéairement indépendants, en effet si0 =", _, . oy,
alors 0=, 1, arYr, et par conséquent les vy sont nuls.

> Supposons tout d’abord que m < n, et notons F' l'opérateur de rang fini, et par
conséquent compact, défini par Fjy =0 et Fxg = yg, k = 1,m. On aura N

(T =X NN(F) = {0},

car si x € N(T — A) alors @ =37, |, apzy, et si de plus F(x) =0, alors 0=, oy,
d’ou xz = 0.

> De plus
R(T — AN NR(F)={0} ;

eneffet, siy € R(F),alorsy = >, 1, Yk, et side plusy € R(T—N), alors 41, uYp, =
y = 0, et par conséquent y = 0.

> Posons alors T' = T + F, et montrons que N (T — ) = {0} : soit z € N (T — \), on aura
Tx — Az = Fz, dou Fo € R(T — X\) NR(F) = {0}, et par conséquent Tz — A\x = Fx = 0,
soit z € N(T — N\) NN (F) = {0}.

> Montrons maintenant que R(T —\) = X. Comme F est compact, T Vest également, et
on aura R(T — \) = X, d’apres le théoreme 15.18, puisque V(T — \) = {0} .

> On aura d’une part R(T—\) C R(T—A)+R(F), et par conséquent dim (R(T —N)/R(T — )\)) <
dimR(F) = m, et d’autre part, d’apres l'item précédent dim (R(f —A)/R(T — A)) =
dim (X/R(T — X)) = n, ce qui prouve qu’en fait n = m.

> Supposons maintenant que n < m et construisons G selon G|y =0, Gz =yx, k= 1,n

et Goy =0, k =n+ 1,m. Posons T = T + G et montrons que R(f — A) = X. Soit en effet
y € X, on aura y = D k=1.n QrYg, et par conséquent y = a + b, oll a = > k=1 WYk € R(G)
et b€ R(I'— A), soit a=G(x) et b= (T —Nsonx =3, aprr € N(T —\) et seN.
Mais on aura également a = G(z + s) et b = (T — A)(z + s), et par conséquent y € R(T — A).

> En vertu de la compacité de T, selon le théoréme 15.18 il en résulte que N (T—\) = {0},
mais comme N (T'— \) D N(T — A\)NN(G), on en déduit que N (T — \) est engendré par les
Tk, k= 1,n, soit m = dim N (T — \) = n.
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15.3 Le théoréme de Schauder

Le théoreme suivant est tres important, nous aurons ’occasion d’en voir une démonstration
plus élémentaire dans le cadre des espaces de Hilbert.

Théoréme 15.24 (Schauder) T est compact si et seulement si son transposé 'T" est
compact

DEMONSTRATION.

> Notons f,, une suite dans la boule unité de X’, on aura

[fn(2) = fu)] < llz =yl

ce qui prouve que H = {f,} forme un ensemble équicontinu, de plus Vz € X, {fn(z),n € N}
est borné, et donc relativement compact dans C. Le théoreme d’Ascoli 2.2 (iii) nous apprend
alors que H est relativement compact dans l’ensemble des applications continues X — C,
muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact.

> Supposons 1" compact sur X et notons B la boule unité de X, comme T'(B) est com-
pact dans X, il en résulte que H est relativement compact dans ’ensemble des applications
continues T(B) — C, muni de la topologie de la convergence uniforme. C’est dire que 1’on
peut extraire de f, une sous-suite f,s qui converge uniformément sur 7'(B), soit vers f. On
aura alors

)

sup [(for = fr9)| = sup [(fur — f,Tx)| = sup [('T (fur = [), )
yeT(B) €D z€B
d’ou la convergence de la suite *T'f,. Il en résulte que ‘T est compact.

> Supposons maintenant que ‘7" est compact, nous noterons J I'isométrie canonique X —
X" définie par (J(z), ) xn x = (f, %) x/ x - On aura

<J<T:L'),f> - <f7 T$> = <tTf7x> = <J(x)7t Tf> = <t (tT) J(a:),f>,

soit JoT =" (*T) o J. Soit alors = € B, si B” est la boule unité de X", on aura J(B) C B”, et
par conséquent JoT(B) C ' (*T) (B"). D’apres le début du théoreme, nous savons que * (*T)
est compact, et par conséquent J o T'(B) ; comme J est une isométrie, il en est de méme de
T(B).

15.4 Opérateurs de Fredholm ou a indice

Définition 15.25 On dit que T est un opérateur de Fredholm, soit T € Z(X), si N'(T)
est de dimension finie et R(T) est un sous-espace fermé de codimension finie.

Il en résulte en particulier que les opérateurs inversibles ainsi que les opérateurs de la
forme T'— X ou A # 0 et T est compact, sont de Fredholm.
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Rappelons que selon la proposition 15.8 ’ensemble K(X) des opérateurs compacts
est fermé ce qui nous permet de considérer I’algebre de Banach quotient £(X)/KC(X)
qu’on appelle algébre de Calkin.

Théoréme 15.26 (Atkinson) Un opérateur borné T' est un opérateur de Fredholm

si et seulement si T est inversible dans L(X)/K(X).

DEMONSTRATION.

> Supposons tout d’abord que T est inversible et notons S un opérateur borné tel que
. -1
S =T ;cest dire qu’il existe K7 et Ko compacts, tels que I — ST = Ky et I — TS = Ko.
On aura N (T) C N(ST) = N(I — K;), d’ou il résulte que N(T) est de dimension finie
d’apres le théoreme 15.11. D’autre part R(T") D R(T'S) = R(I — K3), qui se trouve étre un

sous-espace fermé de codimension finie d’apres le théoreme 15.13. Il en résulte que R(T') est
de codimension finie, d’apres la proposition B.5.

> Réciproquement, supposons que 1" est un opérateur de Fredholm, d’apres la proposition
15.2, N (T) et R(T) admettent des supplémentaires topologiques, et par conséquent, selon la
proposition A.6, il existe deux projections P et @ telles que N'(T) = R(P) et R(T) = R(Q),
ol P et I — @ sont de rang fini.

> La restriction Ty de T' a R(I — P) est bijective R(I — P) — R(T) ; en effet, on aura
To(I — P)x = T(x — Px) = Tx, et par conséquent d’une part Tj est surjective sur R(7T) et
d’autre part N(Ty) € N(T)NR(I — P) = {0}. D’apres le théoréme des homomorphismes
3.14, il en résulte que Ty est inversible ; soit Sy : R(T) — R(I — P) cet inverse et S = SyQ.
On aura QT =T et T'Sy = Ij(q), d’'ou

ST:SOQT:SOT:SOTQ(I—P):I—Pet
TS=TSQ=Q=1—-(I-Q).

Comme les opérateurs P et I — () sont de rang fini, ils sont compacts, d’ou ST =TS =1.

O

Corollaire 15.27
(i) Un opérateur borné T appartient a Z(X) si et seulement si il existe S € L(X) tel
que I — ST et I — TS soient compacts.

(ii) Z(X) est stable par les perturbations compactes et en particulier si T est inversible
et K compact, T'+ K est de Fredholm.

DEMONSTRATION.

> En effet, dire que I — ST = K; et I — TS = K, ou K; et Ko sont compacts, c’est
exactement dire que S est I'inverse de T', dans £L(X)/K(X), et donc que T est de Fredholm
d’apres le théoreme d’Atkinson 15.26.

> Supposons que 77 = T + K, ou T est de Fredholm et K compact, on aura I — ST’ =
Ki+SKet I —-T'S=Ky+ KS, d’ou il résulte que T” est de Fredholm, puisque (X)) est
un idéal bilatere.
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Corollaire 15.28 Z(X) est un ouvert de L(X), il est stable par multiplication.

DEMONSTRATION. D’aprés le théoréme d’Atkinson 15.26, Z(X) est I'image réciproque de

l’algebre de Banach A = £(X)/K(X) par 'homomorphisme continu 7' — T'. La conclusion
découle alors du fait que 'ensemble G(A) des éléments inversibles de A est ouvert selon le
théoreme 8.13 et forme un groupe multiplicatif.

O

15.4.1 Spectre essentiel

Définition 15.29 Si T € L(X), le spectre de T dans L(X)/K(X) est appelé spectre
essentiel de T et noté L.(T).

Corollaire 15.30 Si X est un espace de Banach de dimension infinie et T" est borné,
alors

S(T)c () S(T+K).
Kek(X)

DEMONSTRATION. Nous montrerons que (i x) IL(T'+ K) C II <T> . Soit donc K com-
pact et A ¢ (T + K), alors

(T + K — NRO\) =1 =RON\)(T +K —\),

et par conséquent [ —R(A\)(T'—A) = R(A\)K et I —(T'—A)R(\) = KR(\) ; d’apres le corollaire
15.27, il en résulte que T' — X est de Fredholm et par conséquent que T — A\l est inversible

dans L(X)/K(X). C’est dire que A ¢ X(T).
O

15.4.2 Indice

Définition 15.31 Si T est un opérateur de Fredholm, on appelle indice de T, et on
note

ind7 = dim N (T) — codim R(T).

Remarque 15.32

(i) Selon la proposition B.3, codimR(T) = dimR(T)*, et d’aprés la proposition
12.2, N('T) = R(T)* ; il en résulte donc que codim R(T') = dim N'(*T").

(ii) En vertu de la proposition 15.23, si A # 0 et T est compact, alors T — X\ est un
opérateur de Fredholm d’indice nul.
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Théoreme 15.33 Si T et S sont deux opérateurs de Fredholm, on a
ind ST =ind S +ind T.
La démonstration repose sur les deux lemmes suivants :

Lemme 15.34 Si A et B sont deux opérateurs de Fredholm, alors

N(A)
di A) +di B) =di AB) + di
imN(A) + dimN(B) = dim N (AB) + 1mR(B)ﬂN(A)
DEMONSTRATION.
> Considérons I'application linéaire L : N(AB) — R(B) NN (A) définie par Lr = Bz,
Vo € N(AB).

> On aura tout d’abord R(L) = R(B)NN(A) ; d’une part en effet si ABx = 0, alors Bx €
N(A), dou R(L) C N(A), et comme R(L) C N(B), il en résulte que R(L) C R(B) NN (A).
Réciproquement si y € R(B) NN (A), on aura y = Bz et 0 = Ay = ABz, d’ou z € N(AB)
et y=Lz e R(L).

> On aura également N (L) = N(B), car d'une part, Lz = 0 = Bx = 0, soit x € N(B),
et d’autre part si Bx = 0 alors x € N(AB) et x € N(L). Comme N (AB) est de dimension
finie, d’apres le théoreme 10.9, on aura

N(AB) =R(L)® N(L) = (R(B)NN(A)) & N(B),
d’ou d’apres la proposition B.5 (ii),
dim (N (AB)/N(B)) = dim (R(B) NN (A)).

> On pourra donc écrire

. . N(AB) N
dim N (B) + dim N(B) + dlmm = )
dim N (B) + dim (R(B) " N(A)) + dim R(B) r(ﬁjz/’(A)’

d’ou, d’apres le lemme 15.36 ci-dessous

dim N'(AB) + dim (NV'(A)/ (R(B) N N(A))) = dim N(B) + dim N(A).

Lemme 15.35 Si A et B sont deux opérateurs de Fredholm, alors

R(B) +N(4)

codimR(A) + codim R(B) = codim R(AB) + dim R(B)

DEMONSTRATION.
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> Posons M = R(B), c’est un sous-espace de X, de codimension finie, et considérons
I'application linéaire L : X/M — R(A)/R(AB) définie par Lv = Av, dont nous allons
démontrer qu’elle est bijective.

> L’application L est clairement surjective, et on a N (L) = (N(A) + M) /M, en effet
si Lv = 0, alors Av € R(AB), c’est-a-dire qu’il existe w € M tel que Av = Aw, soit
v—w € N(A), ou encore v € N(A) + M. Réciproquement, si v € (N(A)+ M) /M, soit
v e N(A) + M, alors Av € R(AB) c’est-a-dire Av = 0.

> Comme X /M est de dimension finie, en vertu du théoréme 10.9, on aura

dim % =dimN (L) + dimR(L) = dim W + dim 721(:2),
soit N
. o (A) + R(B) . R(A)
dlmiR(B)—dlm—R(B) —i—dlmR(AB),
qu’on peut encore écrire
. X . X N(A) + R(B) . R(A) . X
dlmi’R(A) —|—d1m7R(B) = dlm—R(B) + dim R(AB) + dlmiR(A)'

> Notons x les éléments de X/R(AB) et y ceux de X/R(A) ; comme R(AB) C R(A), la
classe x est la seule contenant z ; notons L 'application z — = : X/R(AB) — X/R(A).
Cette application est clairement surjective, déterminons son noyau : dire que Lz = 0, c’est
dire qu’il existe a € R(A) tel que = a, ou encore que z € R(A)/R(AB). 1l en résulte que
N (L) = R(A)/R(AB), d’ot par conséquent en vertu du théoréme 10.9 et de la remarque

10.10

R(A) + dim X = dim A ;

dim 2 A8 R(A) R(AB)

il en résulte que

. X X : )+ R , X
dim 773(14) + dim 773(3) = dim —R(B) + dim 773(143) .

O

DEMONSTRATION DU THEOREME Nous avons donc montré que dim N (AB) et codim R(AB)
sont finies deés que A et B sont des opérateurs de Fredholm, c’est-a-dire que AB est un
opérateur de Fredholm. Mais de plus, si M et N sont deux sous-espaces de X, 'application

L : M — (M+ N)/N définie par L(z) = {z +ala € N} est surjective et a pour noyau
N(L) = M NN ; il en résulte, toujours selon la remarque 10.10, que dim (M + N) /N =
dim M/ (M N N), et en particulier
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En vertu des lemmes 15.34 et 15.35, nous aurons donc

N(A) _ dim N(A) + R(B)
N(A)NR(B) R(B)
= codim R(A) + codim R(B) — codim R(AB),

dim N (A4) + dim NV (B) — dim N (AB) = dim

soit ind A 4+ ind B = ind AB.

Lemme 15.36 Si Z est un espace de dimension finie, et Y un sous-espace de Z, alors
dimY + codimY = dim Z.

DEMONSTRATION. En effet Y a un supplémentaire dans Z, soit Y’, et on aura dim Z =

dimY +dimY’ = dimY + codimY, d’apres la proposition B.5.
O

Corollaire 15.37 (stabilité de I’indice) Si A est un opérateur de Fredholm et K
est compact, alors ind (A + K) = ind A.

DEMONSTRATION.

> D’apres le corollaire 15.27 du théoreme d’Atkinson, il existe B borné et L compact tel
que AB =1+ L, on aura alors (A+ K)B =1+ L+ KB, et comme L+ K B est compact, il
en résulte que A + K est de Fredholm.

> D’apres le théoreme 15.33, on a
indA+ind B=ind AB =ind (I + L) =0,
en vertu de la remarque 15.32, et de méme
ind(A+K)+indB=ind(A+ K)B=ind({ + L+ KB) =0,
d'ouind A =ind (A + K).

Corollaire 15.38 (continuité de I’indice) Si A est un opérateur de Fredholm et si
la suite d’opérateurs bornés A,, converge en norme vers A, alors dng tel que ¥Yn > ny,
A, est un opérateur de Fredholm et ind A,, = ind A.

DEMONSTRATION. D’apres le corollaire 15.28, Z(X) est ouvert, et par conséquent A, €
F(X) pour n assez grand. D’apres le corollaire 15.27, on aura AB =1+ K, ou B € L(X) et
K € K(X) ; mais A, = A+ T, ou T;, — 0, et comme ||T,,B|| < ||T.|| ||B]|, il en résulte que
|T%B|| < 1 pour n assez grand, et par conséquent que I + T}, B est inversible. On aura alors

ind A, +ind B = ind (A + T,,) B=ind (I + T,B + K) = 0,

d’apres le corollaire 15.37 car [+7,, B est inversible. Or ind A+ind B =ind AB =ind (I + K) =
0, d’ou ind A,, = ind A.
O



Chapitre 16

Le cas des espaces de Hilbert

Dans le cas des opérateurs compacts normaux sur un espace de Hilbert, on aboutit
a un théoreme de diagonalisation généralisant celle des matrices hermitiennes. Bien
entendu, les résultats de la section précédente, démontrés dans le cadre des espaces
de Banach restent valables, en particulier les théoremes 15.18, 15.19 et le corollaire
15.21.

16.1 Opérateurs compacts normaux

Proposition 16.1 SiT est un opérateur compact normal, alors ses éléments spectraux
non nuls sont des valeurs propres semi-simples

DEMONSTRATION. Ce sont tout d’abord des singularités isolées d’apres le théoreme 15.19,
et les opérateurs quasi-nilpotents associés Dy sont nuls. En effet Dy = f(T), avec f(() =
(¢ = A)ex(€), d’apres la formule (9.17) et DY = f(T™). Comme T et T commutent, il en est
de méme de (T — {)_1 et (T* — C)_l ; il en résulte que D)y et D3 commutent c’est a dire que
D) est normal. Mais alors 0 = p(D,) = || D,||, selon la proposition 13.10 (i), ce qui implique
que D)y = 0, soit d’apres la proposition 10.8 que A est une valeur propre semi-simple.

|

16.1.1 Décomposition spectrale

Théoréme 16.2 (Représentation spectrale des opérateurs normaux) Soit T un
opérateur normal compact sur H. On note )\, k > 1, 'ensemble de ses valeurs propres
non nulles, on pose Ng = N(T), Ny = N (T — \), k > 1, et on note Py, k > 1 les
projecteurs spectraux associés aux valeurs propres A, alors

() N (T M) =N (1"~ )
(ii) Les sous-espaces Ny, k > 0 sont mutuellement orthogonaux et Ny, = P,(H), k > 1

(i) H = @kzzoNk’ somme directe Hilbertienne du noyau et des sous-espaces propres
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(iv) OnaT =) ,-, NPy, ot la série converge en norme dans L(H ). Une telle réduction
est appelée diagonalisation de l'opérateur T.

DEMONSTRATION.

> Sixz; €N;,on a

TT x; =T Tx; = T x;,
et par conséquent T*z; € N;. Si de plus a} € N, alors
(T ‘x;) = (2 ‘Txé) =N ( |x;) ,

ce qui montre que T*z; — \jx; € N; N Nf-, soit T*z; = \xj.

> Pour i # j, on aura

Ai(@iley) = (Twilxg) = (zi |Tx;) = Aj (zi]z;)

et par conséquent (z; [z;) =0

> Selon la proposition 16.1, les A, £ > 1 sont des valeurs propres semi-simples, et par
conséquent R(Py) = N, en vertu de la proposition 10.8

> Notons maintenant E = @, Ni la somme directe Hilbertienne des Ny, k > 1 c’est
A dire la fermeture de la somme algébrique des Nj. Comme, selon le lemme 13.4, T et T*
commutent avec la résolvante de T, et donc avec les Py, les N sont stables par T et T, et
par continuité on aura T(E) C E et T*(E) C E. On aura (Tz|y) = (x|T*y) = 0, Vo € B+,
Vy € E, d’ott il résulte que T(E+) C E+, et on aura de méme T*(E+) € E+. On peut donc
considérer les restrictions de T et T* & E-1, elles commutent entre elles et par conséquent
T|p1 est un opérateur normal.

> Supposons que X (T‘EL> = {0}, alors p (ﬂEL) = 0 et d’apres la proposition 13.10

|7z
propre, non nul. Cette valeur propre serait alors une valeur propre A, de T, ce qui constitue
une contradiction, puisqu’on aurait alors N N E+ # {0}. Il en résulte que E- C Ny, soit
donc en fait E+ = Ny, puisque Ny est orthogonal & tous les Ny, k > 1, et par conséquent
H= @kZONk, d’apres le lemme 14.4.

> Supposons que X(7') ne soit pas fini, et posons T,, = >_
gonalité mutuelle des N;, on aura

= 0. Il en résulte que si Tipe = 0, il posséde un élément spectral, et donc une valeur

i—1.n Ail% 5 en vertu de lortho-

2

n+m n+m
| Toimz — Tozl* = || D NPix|| = Y N[ [Pl
i=n—+1 i=n-+1
et
n+m [e%¢} [e%e) 2
DR < P|® =) Px| = |,
i=n+1 i=0 =0

Soit alors € > 0, comme selon le théoreme 15.19, 0 est le seul point d’accumulation des A;, Ing
tel que |\;| < e, Vi > ng. par conséquent ||T+mz — Thx| < el|z|, Va, soit ||Thtm — Tn|l < e.
C’est dire que la suite T}, converge dans L£(H), soit vers S. Mais pour n > p, et x € Np, on
aura T,z = Zi:l,n ANiPix = A\pz, et par conséquent Sz = A\,x = Tz, ce qui montre que S et
T coincident sur chaque N, p > 0. Il en résulte que S =T.
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Corollaire 16.3 Sur un espace de Hilbert, un opérateur compact peut étre approché
par une suite d’opérateurs de rang fini.

DEMONSTRATION. Considérons les opérateurs S = (T'+T*) /2 et D = (T —T%) /2i, ce
sont des opérateurs compacts auto-adjoints. On peut donc leur appliquer le théoreme de
représentation spectrale, qui nous montre que chacun d’entre eux est la limite d’une suite
d’opérateurs de rang fini, d’ou le résultat, puisque T'= 5 + iD.

O

Notons qu’en général, ce résultat est faux dans un espace de Banach.
Une démonstration aisée de la compacité de I'opérateur adjoint est alors disponible :

Corollaire 16.4 (Schauder) Si T est compact, alors il en est de méme de T*.

DEMONSTRATION.

> Remarquons tout d’abord que si S est de rang fini, alors R(S*) = R(S*S), en effet
R(S) est alors fermé, et par conséquent, selon la proposition 14.5 et le lemme 14.4, H =
R(S)BN(S*). Il en résulte que R(S*) = R(S*S), ce qui implique que R(S*) est de dimension
finie.

> Soit T,, une suite d’opérateurs de rang fini tendant vers 7T, on aura [|T) —T%| =
|T., — T, en vertu de la proposition 14.2, et comme les T sont de rang fini d’apres I'item
précédent, il en résulte d’apres le théoreme 15.7 que T™ est compact en tant que limite d’une
suite d’opérateurs de rang fini.

O

Nous verrons dans la suite une autre démonstration de ce résultat a 1'aide de la
décomposition polaire des opérateurs.

Proposition 16.5 Si T est diagonalisable, alors S et T' commutent si et seulement si
les N}, réduisent S

DEMONSTRATION. Supposons tout d’abord que S et T' commutent, alors
AMSP, = STP, =TSPy,

soit (T'— A\i) SP, = 0, ce qui montre que Ny = R(Py) est stable par S. Mais ®j>0 NG =
N kL sera également invariant par S, ce qui montre que Ni réduit S. Réciproquement si .S est
réduit par chaque N, alors, SP, = PS5, et par conséquent

ST = Z MeSPy = Z MBS = TS.

k>1 k>1
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16.1.2 Calcul fonctionnel

Proposition 16.6 Si ¢ est holomorphe au voisinage de 3(T'), oti T' est supposé normal
compact, alors

P(T) = o(M)Pi + 9(0) Py,

k>1

ou Py =1—) ., APy est la projection sur I'éventuel noyau de T. Comme le spectre
est compact, ¢ est bornée sur X(T'), et par conséquent la série ci-dessus converge en
norme.

DEMONSTRATION. Si ey est une fonction égale & 1 au voisinage de )\, et nulle au voisinage

des autres valeurs propres, avec ¥(2) = ¢(z) —(0), on aura o) ;<1 Aper = > 1~q V(Ap)ex,
et par conséquent

o(T) = Y(T) + e(0)L(T) = (@Z} o) /\kek) (T) + (0)1

k>1

=Y " v()er(T) +9(0)] = > () P, + o(0)]

E>1 k>1
=> (M) Pe = 0(0) Y P+ 9(0)I = > o(Me) Pi + 9(0) Po.
k>1 k>1 k>1

16.2 Opérateurs compacts auto-adjoints

16.2.1 L’alternative de Fredholm

I1 est possible dans ce cadre restrictif de proposer une démonstration particulierement
simple du théoreme de 'alternative de Fredholm. On a en effet démontré au théoreme
14.14 (iv) que X(T) C R, et par conséquent, si A\ ¢ R, R (T —\) = Het N (T — \) =
{0}, dott R(T —A) = (N (T —\))". Mais on a également démontré au théoréme
15.13 (i) que pour A # 0, R (T — A) est fermé, et par conséquent pour A € R, selon la
proposition 14.5 (ii) on aura également

R(T =) = N (T =),
soit d’apres le lemme 14.4 (i)
H=R(T-)N&N(T—-\), VA#£0.

Il est alors clair qu’il y a équivalence pour T'— X entre injectivité et surjectivité, et que
T — X\ = f admet une solution si et seulement si (f|z) =0, Vz e N (T —\).
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16.2.2 Le quotient de Rayleigh

Les formules suivantes sont particulierement utiles pour la détermination des valeurs
propres d'un opérateur auto-adjoint compact :

Définition 16.7 On appelle quotient de Rayleigh la quantité suivante :

(16.1)

Proposition 16.8 Supposons que les valeurs propres A, de T' sont rangées dans ’ordre
décroissant et sont associées aux vecteurs propres ey, notons W, le sous-espace engendré
par les e;, i = 1,k et W, I'ensemble des sous-espaces de dimension k de H. Alors les
éléments propres (A, ex) de T admettent les caractérisations suivantes :

A\ = Jnax min R(x) (16.2)
Ar = min max R(z) (16.3)

WeW,_1 zewL

DEMONSTRATION.

> On a de fagon évidente

R(ex) = Mg (16.4)

> Sixz €W, alors z = Zle a;e;, d’ott il résulte que Tz = Zle Aioe; et

k k
R(z) = (Z Ai |Oé¢|2> / (Zlaf) > A
i=1 i=1
par conséquent, en vertu de (16.4)

Ay = min R 16.5
k= min (z), (16.5)

> Sizxe Wkﬂl, on peut écrire x = Y 77, o;x; +y, ol y € Ny et on en déduit que

R(x) = (Zkz!aif) / (Z!ai!2+ IIy!2> < (Zkz!aif) / (Z!aﬁ) < Ak,
i=k i=k i=k i=k

et comme précédemment
A = max R(x). (16.6)
mGW,i;l

> On déduit tout d’abord de (16.5) que

max min R(z) > Ay ;
WeW,, zeW
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mais réciproquement si on choisit W € Wy, on ne peut avoir W C Wy_1 et par conséquent,
Jr #£ 0, € WNWi . De (16.6) on déduit alors que Ay > R(x), d’ou il résulte que \j, >
mingew R(w), VW € Wy, soit

A > max min R(w),
wWewW, weW

et par conséquent la formule (16.2).

> On opere de méme, et on choisit W € Wy_; et 0 # 2 € W N W, ; on aura en vertu de
(16.5) A\, < R(z) ; il en résulte que

A < min max R(w),

WeWy_1 weWw+

I'inégalité inverse découle alors de (16.6).



Chapitre 17

Problemes variationnels spectraux

L’objet de ce paragraphe est 1’étude de problemes du type

—Au — pu =f dans O, (17.1)
u =0 sur 00,

ol u est positif, ce qui empéche la forme bilinéaire associée d’étre coercive. Dans tout
ce paragraphe nous supposerons l'ouvert O borné. Nous verrons que 1'utilisation de la
théorie spectrale précédemment développée conduit a des résultats de qualité compa-
rable a celui fourni par le théoreme de Lax-Milgram. La formulation variationnelle de
(17.1) est la suivante :

Trouver u € Hy(O), tel que Yv € Hy(0), (17.2)
/Vu Vv—,u/uv—/fvdv

17.1 Formulation générale
Il est facile de voir que le probleme qui précede entre dans le cadre suivant :

Trouver u € V, tel que Yv € V, (17.3)
a(u,v) — p(ulv)y = qv), ol
o V et H sont deux espaces de Hilbert tels que
VCH
(dans le cas du probleme (17.2) on a V = HJ(O) et H = L*(O), I'injection étant
compacte en vertu du théoreme de Rellich )

o a et ¢ sont respectivement une forme sesquilinéaire continue coercive sur V, et
une forme antilinéaire continue sur V.

179



180

Problemes variationnels spectraux

17.1.1 Cadre fonctionnel

ommencons par préciser quelque peu ’étude du probleme variationne
C G 1 l'étude d bl t |

Trouver u € V, tel que Vv € V, (17.4)
a(u,v) = (f | v)u, ou f € H.

Notons M l'application
H2 V' ftont() = (f| ), (17.5)

le théoreme de Lax-Milgram nous montre que la solution u de (17.4) est de la forme
u=3S({) ou S est continue V' — V. Nous poserons alors

G=SoM:H —YV, (17.6)
et nous pourrons écrire
a(Gf,v)=(f|v)g, YveV. (17.7)
Notons également 7 I'injection canonique V' — H, supposée compacte ; nous poserons
Gy =GoJ:V —V, (17.8)
et
Gu=JoG:H—H, (17.9)

ces deuz applications étant compactes d’apres la proposition 15.8 (ii). Le diagramme
suivant résume ces définitions :

H — H
JT 6\ 1J
|4 g—> |4

17.1.2 Problemes aux valeurs propres

Nous sommes maintenant en mesure d’étudier le probleme homogene (17.3), soit
en fait le probléme variationnel de valeurs propres :

Trouver p € Cet u#0 €V, tel que Yo € V (17.10)
a(u,v) = p(u|v)y .

Compte tenu de (17.7) et (17.8), le probleme (17.10) peut s’exprimer sous la forme
u = Gy (pu), soit
1
Gvu=—u, uecV. (17.11)
i

Proposition 17.1
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(i) Les valeurs propres p, de (17.10) sont en quantité dénombrable, ne peuvent s’ac-
cumuler qu’a l'infini et sont situées a l'extérieur d’un disque de rayon strictement
positif.

(ii) Les sous-espaces propres associés aux valeurs finies de ji,, sont de dimension finie.
(iii) Si V est dense dans H, alors 0 n’est pas valeur propre de Gy, c’est-a-dire 1 = o0
n’est pas valeur propre de (17.10).

DEMONSTRATION.

> Il s’agit essentiellement d’appliquer les Théoremes 15.11 et 15.19, avec T' = Gy et
A=1/p.

> Comme & est un isomorphisme, 0 est n’est pas valeur propre de Gy si et seulement si
N o J est injective; c’est & dire si 'équation (Ju|v),; =0, Vv € V n’a que la solution nulle,

ou encore (VH>l = {0}.

Proposition 17.2 Le probléme de valeurs propres (17.10) peut s’exprimer sous la
forme équivalente

1
Guii = —ii, @ € H, (17.12)
7

ou i = Ju, (p,u) étant solution de (17.11).

DEMONSTRATION.

> Si (u,u) est solution de (17.11) alors, en multipliant & gauche (17.11) par J on voit que
(14, @) est solution de (17.12), 4 n’étant pas nul puisque J est injectif.

> Réciproquement si (u, ) est solution de (17.12) alors u = J(pGu), ce qui en fait un
élément de V. Multipliant (17.12) par G, on constate que (p, Gu) vérifie (17.11). Il en résulte
que (17.12) est équivalent a (17.11).

O
17.1.3 Alternative de Fredholm
Revenons a la résolution du probléme (17.3), il peut étre mis sous la forme
u = Gy (uu) + Sq,
soit
(11 - gv) w=1Sq uev (17.13)
1 I

Proposition 17.3 Le probléme (17.3) admet une solution et une seule dépendant
continiment de q, si et seulement si j1 n’est pas valeur propre de (17.10)

DEMONSTRATION. Il ne s’agit 14 que d’une application du Corollaire 15.21 & la formulation
(17.13).
|
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17.2 Formes hermitiennes

Considérons maintenant le cas particulier ou a est hermitienne, c¢’est-a-dire
a(u,v) = a(v,u, ).
Proposition 17.4 Si a est une forme hermitienne coercive, les opérateurs Gy et Gy
sont auto-adjoints, respectivement pour les produits scalaires a(-,-) et (- |-) .

DEMONSTRATION.

> Notons d’abord que a étant continue, hermitienne et coercive, elle constitue un produit
scalaire sur V, définissant une norme équivalente a la norme initiale.

> On aura, Yu,v € V,

a(Gyu,v) = (Ju|Jv)y = (Tv|Tu) g = a(Gvo,u).

> De méme, VYu,v € H,

(Grit[8)y = (81Gr@) ; = alG5,Gi) = a(Gat, G8) = (a|Grd)

17.2.1 Quotients de Rayleigh

Si nous appliquons a la formulation (17.11) les résultats relatifs aux quotients de
Rayleigh (voir la formule (16.1)), nous sommes amenés a poser

-
soit encore
V) = ! avec Q(v :a(v,v)
Ry (v) a0 Q(v) T (17.14)

Proposition 17.5 Supposons que les valeurs propres py, de (17.10) sont rangées dans
par ordre croissant et sont associées aux vecteurs propres iy, notons W, le sous-espace
de V engendré par les y;, © = 1,k et Wy I'ensemble des sous-espaces de dimension
k de V. Alors les éléments propres (ug,er) de (17.10) admettent les caractérisations
suivantes :

pp = min max Q(v) (17.15)
pr = max min Q(v) (17.16)

WeWy_1 veWw L

DEMONSTRATION. Il s’agit simplement d’appliquer les résultats de la proposition 16.8 en
notant que les valeurs propres A\ de Gy sont les inverses de celles u; de (17.10), et que de
méme Ry est 'inverse de Q.

m|
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17.2.2 Bases hilbertiennes

Nous noterons désormais (p, ex) les éléments propres du probleme (17.10).

Proposition 17.6 Si a est une forme hermitienne
(i) Les uy sont des nombres réels.

(ii) Les e, peuvent étre choisis de sorte qu’ils forment une base orthonormale de V
pour le produit scalaire af-, )

(iii) SiV est dense dans H, alors les uy, forment une suite tendant vers I'infini.

DEMONSTRATION.

> Le caractere réel des py est une conséquence de la Proposition 13.10 (ii) appliquée a la
formulation (17.11)

> D’apres le Théoreme 16.2 (iii) appliqué a 'opérateur Gy, V' est somme directe hilber-
tienne de ses sous-espaces propres ; les vecteurs propres en composant les bases pouvant alors
étre choisis orthogonaux et normés, c’est-a-dire vérifiant a(eg,ex) = 1.

> Nous avons vu a la Proposition 17.1 que si V' est dense dans H, alors 0 n’est pas valeur
propre de Gy ; V de dimension infinie est donc somme hilbertienne de sous-espaces propres
tous de dimension finie, ils sont donc en nombre infini. D’autre part on sait que le seul point
d’accumulation des 1/py est 0, il en résulte que py tend vers linfini.

Afin de profiter pleinement du caractere auto-adjoint des opérateurs sous-jacents
nous serons amenés a renforcer 'hypothese de coercivité en supposant a positive, c’est-
a~dire :

a(u,u) > a|ull}, Yo e V. (17.17)

Proposition 17.7 Si a est une forme hermitienne positive
(i) Les pu, sont des réels positifs.
(ii) Les
Yp = u,lg/zek (17.18)
forment une base orthonormale de H.

DEMONSTRATION.
> Ona « ||ek\|%/ < aleg,ex) = MiHekHH’ d’ou le caractere positif des pu.

> D’apres le Théoréeme 16.2 (iii) appliqué a 'opérateur Gy, H est également somme directe
de ces mémes sous-espaces propres ; comme a(ek, €m,) = [k (ek |em )y , les ey forment une base
de H composée de vecteurs mutuellement orthogonaux, et comme a(ey, ex) = ui (e |ex ) g =
(Yk |Yk ) 7 » les y forment une base orthonormale de H.
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Proposition 17.8 Les vecteurs propres de (17.10) permettent d’obtenir les caractérisations

suivantes :
H= {f = oy |IFE =D el < —I—oo} (17.19)
k>1 k>1
V= {v = Zakyk a(v,v) = Z,uk lag]? < ~|—oo} (17.20)
k>1 k>1
V= {q = o (i) lalltr =Dt el < +oo} (17.21)
k>1 k>1
DEMONSTRATION.

> Le théoréeme de représentation 16.2 nous montre que tout élément f de H est de la
forme

F=3 (17.22)

k>1

ou la série converge normalement dans H. Réciproquement, si on pose f; = Zle @;Y;, ol
les oy, vérifient 37, o, log|? < 400, alors la suite fy, vérifie || frn — fi] = > la;? il en
résulte que fi est de Cauchy, et converge par conséquent dans H.

> Le méme raisonnement s’applique dans V, muni du produit scalaire a(-, -) et prouve que

V= U:Zﬁkek a(v,v)zzmk\Q < 400

k>1 k>1

/2

La caractérisation annoncée découle alors simplement de la relation y, = ,u,lc €.
> Siqe V', alors (q,v) = a(Sq,v), Vv € V, et comme Sq € V, d’apres (17.20) on aura

Sq = Zakl/k avec Zuk ‘02’2 < +00;
k>1 k>1

il en résulte que

a(Sq,v) =Y ajalyr,v) =D s (e [v) g

k>1 E>1

et par conséquent

_ 2
q= Zak (Y |') gy > avec ay, = ajpuy et .Zukl lag)? = Zu% oz |” < +o0.
k>1 k>1 k>1
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> Réciproquement si ¢ = >~y o (yk | ) » avee Dy~ 1t o |* < +oo, alors

zk21 g (Yk HH

q |[vr = sup
I v = sop =HL2
> k1 kB
= sup —_
{Bk’2k21 | B> <400 } Zkzl My | Bk
—1/2 1/2 5
Dk M Pay, Mk./ B
= sup

- 2
{5’6’Zk21ﬂk\5k|2<+oo} Zk21uk mod Bk

=D mylanl® < oo,
k>1

ce qui montre que g € V.

Remarque 17.9 Un prolongement naturel de ces résultats est la définition d’espaces
intermédiaires entre H et V, appelés espaces d’interpolation. Pour 0 € [0,1], on pose

[H, V] = {u:Zakyk Zui mod ai<+oo}.

E>1 k>1

On montre aisément que la norme naturelle en fait bien des espaces de Hilbert, que
[H,V]p = H, [HV]; =V et que [H,V]y, C [H,V]p C [H,V]p, pour 8; > 0 > 6,.
On peut également montrer [?] que cette construction est intrinséque, au sens ou les
espaces d’interpolation ne dépendent pas de la forme hermitienne coercive a ayant servi
a leur détermination. Dans le cas ou H = L*(Q) et V. = H™(Q), il s’agit la d’une fagon
de définir les espaces de Sobolev d’indice non entier, on montre en effet que

[L(Q), H™()], = H™(Q).

17.2.3 Alternative de Fredholm

Dans le cas particulier des formes hermitiennes positives, on peut préciser le résultat
de la Proposition 17.3 relative a ’alternative de Fredholm, c’est-a-dire a la résolution
du probleme (17.3).

Proposition 17.10

(i) Si p n’est pas valeur propre de (17.10), alors (17.3) est bien posé et sa solution
peut se mettre sous la forme suivante :

u=>3" a(yr) Uk, (17.23)
1 Mg —

ol la série converge dans V.
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(ii) Si p est I'une des valeurs propres de (17.10), soit pn = p;, alors (17.3) admet une
solution si et seulement si

q(y) =0, Vy € 5;, (17.24)

ou S; est le sous-espace propre associé a p;. Dans ces conditions, les solutions de (17.3)

sont de la forme
q yk
Y+ ) 17.25)

ol y est un élément quelconque de S;.

DEMONSTRATION. Siu € V, on a vu & la Proposition 17.8 que u = ), -, agyr, avec Y ;1 iy
mod aj < +o0. Le fait pour u d’étre solution de (17.3) implique alors

(Hi — p)e = q(yi), Vi = 1.
> Sip# wi, Vi > 1, alors on en déduit la valeur de «; Vi, et par conséquent ’expression
(17.23).

> Si par contre u est 'une des valeurs propres de (17.10) alors d’apres le Théoréeme 15.21
(i), selon la formule (15.4), le probleme (17.13) équivalent & (17.3), admet des solutions si et
seulement si a(Sq,y) =0 Vy € S;, soit q(y) =0 Vy € S;.

> De plus il est clair que la formule

q
Me — H

(17.26)

k#i
fait de u une solution de (17.3), et que les autres en different d’une solution du probléme
homogene, soit exactement d’un élément de S;.

Remarque 17.11 Ce résultat constitue une généralisation du Théoréeme de Lax-Milgram,
au sens ou la forme sesquilinéaire a(u, v)—pu (u|v) est coercive positive s’il existe o > 0

tel que
a(v,v) _ |lolly
p < inf - — 2 b (17.27)
vV ol ol

alors qu’en fait nous avons montré que (17.3) est bien posé dés que p & V(Gy). Ce
résultat est beaucoup plus précis car les valeurs autorisées de p ne sont pas confinées
a un disque comme pourrait le laisser penser le Théoreme de Lax-Milgram. Mais de
plus, en vertu de (17.16), le probléme (17.3) est bien posé dés que

a(v,v)
p< g =min —-=,
veV ol

ce qui constitue une amélioration de la condition (17.27).
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17.3 Le probleme de Dirichlet

Il ne nous reste plus qu’a traduire les résultats obtenus dans le cas d’un probleme
pratique tel (17.1); ils s’appliquent sans aucune modification si on choisit de poser

V =H,(0), H=L*0),
a(u,v):/ Vu-Vu , et
o

v):/of@.

17.4 Le probleme de Neumann

Le cas du probleme de Neumann est plus instructif, soit en effet a étudier

—Au — pu = f dans O, (17.28)
gz = 0 sur 00,

posant ;4 = 7 — 1, on en donnera la formulation variationnelle suivante :

Trouver u € H*(O), tel que Yv € H'( (17.29)

/Vqu—l—/uv—T/uv—/fv

On prendra donc, d’une facon qui a priori peut sembler un peu artificielle, mais qui a
le mérite de rendre a coercive positive

V =H'(0), H=1L*0), r=p+1

a(u,v)—/Vu-Vﬂ +/uﬁ, et
o @
~ [ 1o
@

Il est clair que p = 0 (ou 7 = 1) est valeur propre de (17.29), avec pour sous-espace
propre les fonctions constantes sur O. D’apres (17.24), la condition pour que (17.28)
ait une solution lorsque p = 0 est la suivante :

/Of=0,

ce qui corrobore la condition (7.62).
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Chapitre 18

Oscillations d’un liquide dans un
réservoir

Il s’agit de I'étude des oscillations forcées d'un liquide dans un réservoir. Nous
supposons le fluide parfait, I’écoulement irrotationnel et dans I’hypothese des faibles
mouvements. Nous notons €2 le domaine fluide, SL la position moyenne de la surface
libre, ¢ le potentiel des vitesses, 7 la pression a la surface libre et f le déplacement
normal imposé de la paroi du réservoir. Au premier ordre, en éliminant la hauteur de
la surface libre entre les équations cinématiques et dynamiques linéarisées, on obtient
les équations suivantes :

Ap = Odans €2 borné, (18.1)

0
9 _ v + msur SL,
on

g—;::fsurl“zﬁﬂ\SL.

18.1 Formulation variationnelle
A Taide de la formule de Green, on obtient la formulation variationnelle suivante :

Trouver ¢ € V, Vip €V, (18.2)
a(p, ) = W+ D (e l)y = a(y).

avec V = H'(Q), H=L*(SL) et
a(wﬂ)—/gvso-vw +/SLWM7
- bd b dy.
() /SLw y +/Ffw y

Proposition 18.1 La forme bilinéaire a est coercive sur V.
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DEMONSTRATION. En effet

2
2 2
0l 0) = ol o + / ol dy
SL

1 2
> "Pﬁ,g"‘@ (/SLSOd7>

> min (1, 7 ) [P

2
(o] = loli o + (/ sod'7> :
SL

a(e,9) > K |lellin -

d’apres l'inégalité de Poincaré-Friedrichs.

avec

soit

On note

(i) M l'application

M .
L*(SL) == V':0—q, oug(-) = (0 |')L2(SL)‘

(ii) S l'application

Vi =V:iqg—u

ou u est solution de

Trouver u € V, tel que Yv € V,
a(u,v) = q(v), avec ¢ € V.

(iii) ainsi que

G=SoM:L*SL)—V,
et

gy =Gon, et Gy =70G.
ol v est la trace : V. — L?*(SL).

Le diagramme suivant résume ces définitions :

H g—H> H
v TGN\ Tr
vV — V

Gv

(18.3)

(18.4)

(18.5)

(18.6)

(18.7)



18.2 Problemes aux valeurs propres 191

Lemme 18.2
(i) M est continue et injective.
(ii) S est un isomorphisme.
(iii) Gy et Gy sont compactes et auto-adjointes, respectivement par rapport a la forme
a et par rapport au produit scalaire naturel sur H.
DEMONSTRATION.

> On aura

(019) 2
lalyr = sup =2 < O8] oy
vert (@ ¥l

M est donc continue, ¢’est une injection car ’ensemble des traces sur SL des fonctions de
H1(Q) est dense dans L?(SL).

> C’est une conséquence du Théoreme de Lax-Milgram.

> La compacité de Gy et G découle de la continuité de S et M et de la compacité de ~.
On aura

a(Gg. %) = (9110 251, » ¥ € LA(SL), Vo € HY(Q). (18.8)

De plus a étant continue, hermitienne et coercitive, elle constitue un produit scalaire sur V,
définissant une norme équivalente a la norme initiale ; le caractere auto-adjoint de Gy et G
en découle; on aura en effet Vi, ¢ € V,

a(Gve,¥) = (v )y = (VW lve) g = alGvib, ). (18.9)
De méme, V@, 1) € H,

(9u2[0), = (9u¥12) = a(Gd,G0) = a(G5.90) = (#|0uv)) (18.10)

O

18.2 Problemes aux valeurs propres
Nous sommes maintenant en mesure d’étudier le probleme homogene, soit en fait

le probleme variationnel aux valeurs propres suivant :

Trouver ¢ € V, Yy € V| (18.11)
a(p, ) = p(p|v)y -

avec u =v + 1.
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Proposition 18.3 Le probléme (18.11) peut s’exprimer sous les formes équivalentes
suivantes :

1
Gy = Pl ev, (18.12)

et )
Gug = ;«ﬁ, ¢ €H, (18.13)

ot ¢ =y, (i, ) étant solution de (18.11).

DEMONSTRATION.

> Le probleme (18.11) a pour expression

0 = S(uM o yyp),

soit encore ¢ = Gy (up) = pGye.

> On peut présenter autrement ce raisonnement : compte tenu de (18.9), on a

() = (ve ) g = alGve,);

le probleme (18.11) peut donc s’exprimer sous la forme

a(p, ) = pa(Gyep, ) Vi €V,
soit par coercivité de a, ¢ = Gy (1), ou encore (18.12).

> Si (i, ) est solution de (18.12) alors, en multipliant & gauche (18.12) par -y on voit que
(u, @) est solution de (18.13), ¢ n’étant pas nul puisque ¢ = pGp.

> Réciproquement si (p, @) est solution de (18.13), on constate que

¢ =7(nge),
et multipliant par G, que (u,Gp) vérifie (18.12). Il en résulte que (18.13) est équivalent a
(18.12).
m|

Nous noterons désormais (ju, ex) les éléments propres du probleme (18.11), choisis de

telle sorte que a(eg, ex) = 1, avec py = v, + 1, et nous remarquons que a est positive.

On posera également y; = ,u,lc/ %er.

Théoréme 18.4

(i) Les py sont des nombres réels strictement positifs, et les ey peuvent étre choisis
de fagon a former un systéeme orthonormal de V' pour le produit scalaire a(-, ).

(ii) 0 n’est pas valeur propre de Gy, les p. forment une suite tendant vers I'infini et
les yyx, forment une base orthonormale de L*(SL).
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(iii) O est valeur propre de Gy, le sous-espace propre associé W n’est autre que
W = {U € Hl(Q) |U\SL = 0} .

et son orthogonal

Wt = {ue H'Y(Q) ‘Au:(), Ou :0}
on|r
(iv) W et W+ sont stables sous l'action de Gy et une base de H(Q) est formée de
IP'union des ¢, et d’une base de W.

DEMONSTRATION.

> Le caractere réel des uy est une conséquence du fait que Gy est auto-adjoint. De plus on
a aller]|d < alen,er) = 12 |lex]ly » dott le caractere positif des . D’apres le Théoreme de
représentation spectrale appliqué a l'opérateur Gy, V est somme directe hilbertienne de ses
sous-espaces propres ; les vecteurs propres en composant les bases pouvant alors étre choisis
orthogonaux et normés, c¢’est-a-dire vérifiant a(eg,er) = 1.

> Si ¢ € N(Gu), on a (G@)g, = 0, mais comme d’apres (18.8),

a(Gp, ) = (¢ |’Y¢)L2(5L) )

ona A(Gp) =0 dans €, et 9(Gp) /On = 0 sur I' ; comme de plus, par hypothese G|s7, = 0,
il en résulte que Go = 0. Par conséquent M@ = 0 et donc ¢ = 0. Mais par ailleurs, il est
clair que si ¢ est vecteur propre de Gy associé a la valeur propre 6, nécessairement non nulle,
alors

1 1
=" <99¢> — Go =0y <9995) )

et par conséquent (6,Gp) est élément propre de Gy, c’est-a-dire que G est I'un des ey, a
une constante multiplicative pres. Comme 6p = vG@, on en déduit que les traces sur SL
des e, forment une base orthogonale dans L?(SL). H de dimension infinie est donc somme
Hilbertienne de sous-espaces propres tous de dimension finie, ils sont donc en nombre infini.
D’autre part on sait que le seul point d’accumulation des 1/ est 0, il en résulte que uy tend
vers I'infini. De plus comme

aler, er) = pr (erler) gy = vy 1YYk i 5

les ~yy, forment une base orthonormale de H.

> Les éléments de W sont les fonctions ¢ # 0 de N (Gy ), c’est-a-dire les fonctions ¢ qui
vérifient a(Gy,1p) = 0, Yib € HY(Q), soit d’apres (18.8) (Yo 7)) sy = 0 VY € HY(Q).
C’est exactement dire que ¢|g7, = 0, par densité de H'Y2(SL) dans L*(SL). On aura donc

W:{UEHI(Q) }’U|SL:0}.

L’orthogonal de W est formé des fonctions ¢ telles que a(p,v) = 0 Vo € HY(Q), ¢51, = 0,
soit les fonctions ¢ qui vérifient
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/ﬂw-w — 0V € HY(Q), Y5, =0,

ou encore Ap = 0 dans Q et dp/In = 0 sur I'. On aura donc

Wt = {ueHl(Q)‘Au—O, Ou _0}.
on|r

> On a bien entendu (Gy)>¢ = 0 si ¢ € W et par conséquent Gy € W. De plus si
Yisp =0, a(Gvp, ) = (ve ]'yw)Lg(SL) = 0, soit Gy € W. On pourra donc constituer une
base de H'()), orthogonale pour a en ajoutant aux vecteurs propres de (18.11) une base de
W, soit par exemple les vecteurs propres é, du probleme suivant :

Trouver p € W, tel que Vi € W, (18.14)

/QV<,0~V7J) :)\/ngd_J.

Nous normaliserons les ¢, de telle sorte que |ég\f o = 1, et nous poserons g, = )\;/ %e,.
La base des 4, est alors orthogonale dans W pour a, orthonormale dans L?(), et on
aura a(Jr, ;) = A\idij

O

18.3 L’alternative de Fredholm

Nous pouvons maintenant en revenir a 1’étude du probleme 18.1

Proposition 18.5 Le probléme (18.1) peut se mettre sous les formes équivalentes
suivantes :

(1)
v = Gv(up) + Sq,
(ii) soit
1 1
(—I - QV) o=-8q, V. (18.15)
1 0
(iii) ou encore
1 1
(—I—QH) p=—-y08q, p € H. (18.16)
t 1
Proposition 18.6 Les caractérisations suivantes sont valables :
(i)
H = {h = Z QkYk|SL

k>1

hl7 = lowl® < +oo} (18.17)

k>1
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(i)
V= {90 = Zakyk + Zdeﬂz a(p, ) = Z,ui || + Z)\g |d/g|2 < +oo} (18.18)

k>1 >1 k>1 >1

DEMONSTRATION.
> Le théoreme de représentation nous montre que tout élément h de H est de la forme

h=>" oy,

k>1

ol la série converge normalement dans H. Réciproquement, si on pose hy = Zle ;Y;, ou les
oy, vérifient >, -, mod aj < +o0, alors la suite hy, vérifie ||y, — hi |3 = Sty mod a;
il en résulte que hy est de Cauchy et par conséquent converge dans H.

> Le méme raisonnement s’applique dans V, muni du produit scalaire a(-, -) et prouve que

V=S0=> Bex+ > Bieelale,0) =D Bl +> ‘Ber < +o00

k>1 >1 k>1 £>1

/

e L1z . . 1/2 . 1/2 .
La caractérisation annoncée découle alors simplement des relations yg = p,' “ey, et gy = )\/ éy.

O

Théoréme 18.7

(i) Si p n’est pas valeur propre de (18.11), alors (18.1) est bien posé et sa solution
peut se mettre sous la forme suivante :

ooy Ay, 5ty (1819

k>1 K >1

ol les séries convergent respectivement dans V' et dans {w e HY(Q) ‘w|SL = 0} .

(ii) Si p est 'une des valeurs propres de (18.11), soit u = p;, alors (18.1) admet une
solution si et seulement si

q(y) =0, Vy € S, (18.20)
ot S; est le sous-espace propre associé a p;, et les solutions de (18.1) sont de la forme
o=yt d) > Q(A‘W)?)e (18.21)

ki e — | =1 ¢

ou y est un élément quelconque de S;.

DEMONSTRATION.
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> En vertu du Théoreme de alternative de Fredholm, appliqué a la formulation (18.15), le
probleme (18.1) est bien posé si et seulement si p n’est pas valeur propre de (18.11). Si p € V,
on a vu précédemment que ¢ = > ;o1 kYK + Y ps1 Qele aVeC Dy fik |ag]? +2 1 e ag|? <
+o0. Le fait pour ¢ d’étre solution de (18.1) implique alors (ux — p)ar = q(yx), Vk > 1 et
Aedy = q(ge) V€ > 1. Si p # pg, Vi > 1, alors on en déduit les valeur de oy Vk, et de dy V¢,
et par conséquent 'expression (18.19).

> Si par contre p est l'une des valeurs propres de (18.11) alors le probleme (18.15)
équivalent & (18.1), admet des solutions si et seulement si Sq appartient & l'orthogonal de .S;
pour le produit scalaire défini par a, soit a(Sq,y) = 0 Yy € S;, soit encore ¢(y) =0 Yy € S;.
De plus il est clair que la formule

Y= Z qu(‘lf) Yk +quif0?ﬁe

ki K >1

fait de ¢ une solution de (18.1), et que les autres en different d’une solution du probléme
homogene, soit exactement d’un élément de S;.
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Chapitre 19

Le spectre de Gelfand

19.1 Caracteres

Définition 19.1 On dit que x : A — C est un caractere de A si ¢’est un homomor-
phisme complexe non nul, soit une forme linéaire vérifiant

X (ST) = x (8) x (7).

Il existe une étroite relation entre les caracteres d'une algebre de Banach et le spectre
de ses éléments, et c’est ce qui explique que I’ensemble des caracteres de A, noté Sp (A)
s’appelle le spectre de Gelfand de A.

Constatons tout d’abord qu’il existe une relation entre les caracteres et la théorie
spectrale.

Proposition 19.2 Si y est un caractére, alors
(i) x(1) =1
(i) x (1) € X(T)

(iii) x est une forme linéaire continue de norme 1.

DEMONSTRATION.
> Soit s tel que x (S) # 0, on aura x (S) = x (S1) = x (S) x (1), et par conséquent x (1) = 1.

> Six (T) ¢ (1), alors 3s qui vérifie (T — x (T) 1)S=I, et nous aurons x (T — x (T) 1) x (8) =
1, ce qui est impossible car x (T — x (T)1) = 0.

> Il en résulte que |x (T)| < p(T) < ||T||, ce qui prouve que x est continue et ||x|| = 1,
puisque x (1) = 1.

199
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Notons la caractérisation suivante, quelque peu surprenante :

Proposition 19.3 Une forme linéaire ¢ : A — C est un caractére si et seulement si
€(1) =1 et £(T) # 0 pour tout T inversible.
DEMONSTRATION.

> Soit p(A) = & ((T —N\)"), on aura donc d’une part

P =3 (1)t (ke (),

mais d’autre part

1

n
1=

ou les \; sont les racines du polynome p. Il en résulte que

())\" Le(r A"lz/\ et<>/\" 26 (1%) = A2 Z AiNj,

1<i<j<n

soit
—1
Z)\ ot P21 Z AN
1<i<j<n

Par conséquent

n? (& (1))% = (n€ (1))* Z)\2+2 Z Aidj —ZA2+nn—1§( %),

1<i<j<n

I
N
i
\/

n? ((g (1))?2 —§(T2)> - Z%Ag —ng (12). (19.1)

> Mais par ailleurs \; € X (T). Supposons en effet que A € II(T), alors (T — \) est
inversible et par conséquent (T — \)", d’ott par hypothese

p(A) =&((T=X)") #0,

ce qui prouve que A n’est pas une racine de p. Il en résulte que |\;| < p(T), et par conséquent
d’apres (19.1)
n (€M) =€(1%) < (p(1)* =€ (1), ¥n
On en déduit que
(& (1)* =¢(1%). (19.2)
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> Pour P et Qe A, on pourra alors écrire (€ (P +Q))* =¢ ((P + Q)2) , soit

(E(P)? + (£(Q)* +2£(P) £ (Q) = £ (P%) + £ (%) + £ (PQ+aP),
et par conséquent
26 (P)€(Q) =& (PQ+QP). (19.3)

On pourra donc écrire
1) (€(@)” = ¢ ((Pa+ar)’) =€ (2(rara+arar) - (Pa - ap)?),
soit
¢ ((Pa—ar)?) +4(£ (1) (§()) = 26 (P (QPQ) + (aPQ) P) = 4 (P)E (QPQ),  (19.4)

d’apres (19.3).

> Posons alors P=T—{(T)1 et Q=S, on aura £(P) = 0, et par conséquent, d’apres (19.4),
0= f((PQ—QP)Q), d’ott £(TS—9ST) = £(PQ—QP) = 0. Or £(TS+5ST) = 2£(T)£(9),
d’apres (19.3); il en résulte que £ (TS) = £ (T) £ (9).

O

En particulier une forme linéaire £ : A — C est un caractere si et seulement si
£(T) € X(T1), VTe A ; en effet, d'une part 0 ¢ X (T) si T est inversible, et d’autre part
€(1) € ¥(1) = {1}, dou £ (1) = 1. Il en résulte plus généralement que les conditions
a remplir pour prétendre au statut de caractere sont peu contraignantes, ce qui laisse
un espoir de décrire le spectre des éléments de A a 'aide des caracteres. L’avantage
déterminant réside dans le fait que le méme ensemble d’objets, les caracteres, permet
d’accéder conjointement au spectre de tous les éléments de A.

19.2 Idéaux et quotients

La notion d’idéal apparait de fagon inéluctable lorsqu’on cherche a conserver son
caractere d’algebre au quotient d’une algebre de Banach par un sous-espace. C’est en
fait une notion familiere, puisque les opérateurs compacts constituent un idéal bilatere
au sein des opérateurs bornés et, ce qui nous concerne plus directement ici, que le noyau
d’un caractere est également un idéal bilatere de I'algebre de Banach.

Définition 19.4 Soit T un sous-espace vectoriel de A, c¢’est un idéal
(i) a gauche si VTe A, Vs€ Z, Ts€ 7,

(ii) a droite si VT€ A, VS€ Z, STE Z,

(iii) bilatére si V1€ A, VS€ Z, ST et TSe T.

De facon générale on omet le qualificatif bilatere et on parle alors simplement d’un
idéal.
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Définition 19.5 Soit Z un idéal de A, (resp. a gauche, a droite)
(i) c’est un idéal (resp. a gauche, a droite) propre s’il est différent de A.

(ii) c’est un idéal (resp. a gauche, a droite) maximal s’il n’est contenu dans aucun
autre idéal (resp. a gauche, a droite) propre.

Proposition 19.6

(i) Un idéal (resp. a gauche, a droite) propre ne contient pas d’élément inversible
(resp. a gauche, a droite).

(ii) SiZ est un idéal (resp. a gauche, a droite) propre, alors |1+ S|| > 1, Vse T.

(iii) L’adhérence d’un idéal (resp. a gauche, a droite) propre est un idéal (resp. a
gauche, a droite) propre.

DEMONSTRATION.

> Supposons en effet par exemple que s€ 7, idéal a droite, soit inversible a droite, alors
3P tel que sp=I€ Z, et par conséquent, VTe A, T=SPTE Z, soit Z = A.

> Posons T=I+s, et supposons que ||T|| < 1, alors —S=I—T est inversible en vertu de la
proposition 8.5, ce qui constitue une contradiction.

> Soit par exemple S€ Z, ol Z est un idéal a droite, on aura S= lim,_,ocSn, OU S, € Z, et
si T€ A, $,T—ST, ou $,T€ Z, puisque la multiplication est continue en vertu de 'inégalité
(8.1). 1 en résulte que STE Z, ce qui prouve que Z est un idéal & droite. Mais de plus, nous
venons de voir que |1+ S, | > 1, d’ott |[1+8|| > 1, et ceci VsS€ Z, et par conséquent —1¢ Z, ce
qui prouve que Z est propre.

Proposition 19.7 Si Z est un idéal propre fermé de A,
(i) A/T est une algébre de Banach unitaire.

(ii) La projection canonique = : A — A/T, soit w(T) = T, est un homomorphisme
d’algébres continu de norme 1.

DEMONSTRATION.

> Soient T et P € A/Z, il est loisible de poser TP = T‘P, en effet, si S et S € Z, on a
(T +S1) (P+S2) =TP+Q, ot Q=S1P+TS2+51S2 € Z. De plus

HTPH - HTPH = inf TP+ Q|| < inf [|(T+5S1) (P + )|
Q€eT S1,82€7Z

)

< inf [T+ sy inf [P+ sl = HTH HP‘
= So€T

ce qui fait de A/Z une algebre de Banach, puisque Z est fermé. Cette algebre a pour unité 1,

et d’apres 19.6 (ii), on aura ‘IH = infoer |1+ Q|| , avec 1 <infoer 1+ Q|| < [1]| = 1.
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> On aura ||7|| = suprc g (HTH / HTH) , ol

=[]/ < sup (]| /o) <1

Proposition 19.8 Soit w un homomorphisme d’algébres de Banach borné : A — B.
(i) M(w) est un idéal fermé de A

(ii) w se factorise de fagon unique sous la forme w = wom, ot w est un homomorphisme
injectif isométrique : AJN(w) — B et 7 est la projection canonique : A — A/N(w).

DEMONSTRATION.

> Il est bien clair que si s€ N(w), alors w (ST) = w(S)w (T) = 0 = w(TS), soit ST et
Tse N (w).

> Soit T € A/N(w), on définit sans ambigiiité w par la formule w (T) = w(T), ce qui fait

de w une injection, et on aura
w (TP) =w (TP) =w(TP) =w (T)w (P) =w (T)w <15> :
> On aura d’une part |w|| = Hw o 7rH < HwH ||| = Hw” , et d’autre part, Vse N (w),

)

[ (0)|| = I (Il = llw (7 + )1l < ol I+ 1] < o] | 7

soit HwH < |l

Théoreme 19.9
(i) Tout idéal (resp. a gauche, a droite) maximal est fermé

(ii) Tout idéal (resp. a gauche, a droite) est contenu dans un idéal (resp. a gauche, a
droite) maximal

DEMONSTRATION.

> Soit par exemple M un idéal maximal, d’apres la proposition 19.6 (iii), M est propre,
et par conséquent que M = M, puisque M est maximal.

> Soit Z un idéal propre, et 3 ’ensemble des idéaux propres contenant 7 ; ¢’est un ensemble
partiellement ordonné par l’inclusion, et il est inductivement ordonné, car si J en est un
sous-ensemble totalement ordonné, Use37 est un idéal qui majore J ; il est propre car I
n’appartient a aucun des J. Le lemme de Zorn 1.4 permet de conclure a 'existence d’un
élément maximal dans 3.
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19.3 Permanence spectrale

Nous démontrerons par la suite que c’est la considération des algebres de Banach
commutatives qui conduit a la situation la plus satisfaisante : celle ou les caracteres
sont assez nombreux pour décrire ’ensemble du spectre de chaque élément de I’algebre.
Il reste que l'algebre qui nous intéresse au premier chef, soit £(X) est décidément
non commutative, ce qui nous conduira a considérer des sous-algebres commutatives
fermées de L£(X), qui seront donc elles-mémes des espaces de Banach pour la topologie
induite, on parlera de sous-algebres de Banach. La question qui se pose alors est celle
de la relation entre le spectre d’un élément dans ’algebre initiale et celui dans la sous-
algebre. La notion de connexité est a cet égard essentielle; commencons par rappeler
quelques notions topologiques élémentaires.

Définition 19.10 Si S C F, espace topologique, on pose
o5 =505 = (5u8)
c’est le bord de S. On aura alors
BE=S5USUds,
ou I'union est disjointe.

Définition 19.11

(i) On dit qu’un espace topologique E est connexe s’il ne peut étre décomposé en
I'union de deux ouverts disjoints non vides

(ii) On dit que deux points sont connectés s’ils appartiennent a un méme sous-ensemble
de E, connexe pour la topologie induite.

(iii) On appelle composantes connexes de E les classes d’équivalence du quotient de E
par la relation d’équivalence de connexion.

(iv) On dit qu’un espace topologique E est localement connexe s’il posséde un systéme

fondamental de voisinages connexes.

Une notion plus concrete est celle de connexité par arcs

Définition 19.12

(i) On dit qu’un espace topologique E est connexe par arcs si deux points quelconques
de E peuvent étre joints par un chemin continu.

(ii) On dit qu’un espace topologique E est localement connexe par arcs s’il possede
un systéeme fondamental de voisinages connexes par arcs.

Proposition 19.13
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Lemme 19.14 Si B est une algébre de Banach, si G(B) note le groupe des éléments
inversibles de B et si T€ dG(B), et T, € G(B) —T, alors ||T,,}|| — oo.

DEMONSTRATION. Supposons que la conclusion soit fausse, alors il existe un nombre M
< M. Pour n/ assez grand, on aura de plus

et une sous-suite T, extraite, tels que HT;,l
| — T|| < 1/M, et par conséquent
i = ]| = |l e~ )] <1,

ce qui prouve, en vertu de 8.5 (i) que T;/lT est inversible. Mais comme T=T,, (T;L,lT) , il en
résulte que T€ G(B), ce qui est impossible, puisque G(B) est ouvert, selon le théoréeme 8.13.
O

Lemme 19.15 SiV et W sont des ouverts de I’espace topologique E, tels que V-C W
et OVNW = @, alors V est une union de composantes connexes de W.

DEMONSTRATION. Notons €2 une composante connexe de W, telle que Q NV # &, on aura

Q_Qm<f/u150uav> — (Qm&)u(ﬂmﬁ)u(amax/)_ (Qmﬁ)u<9m§6> :

comme V et V¢ sont disjoints, par connexité, il en résulte que (2NV) = <Q N V> = (2, soit

QcV.
|

Proposition 19.16 Si B est une sous-algebre de Banach de A contenant I'unité, alors
(i) G(B) C G(A)
(ii) G(B) est une union de composantes connexes de G(A) N B.

DEMONSTRATION.

> Il est clair tout d’abord que si T€ B possede un inverse S dans B, alors il est inversible
dans A.

> Montrons que dG(B) N G(A) = @ ; soit donc pe OG(B), c’est la limite d’une suite P,
d’éléments de G(B). Supposons que P€ G(A), alors selon le théoreme 8.13, par continuité de
I'inverse, on aura P, —P~! ; mais par ailleurs d’apres le lemme 19.14, on aura HP,;1 H — 00,
ce qui constitue une contradiction. L’application du lemme 19.15 avec E =B, V = G(B) et
W = G(A) N B permet alors de conclure.
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Nous appellerons trous dans ¥ 4(T) les composantes connexes bornées de I14(T).

Proposition 19.17 Si B est une sous-algébre de Banach de A contenant I'unité, alors

vre B
(1) ZA(T) C EB(T).
(i) O%p(T) C Xa(T)

(ili) Xp(T) est I'union de ¥ 4(T) et de certains (éventuellement aucun) des trous de
EA(T).
DEMONSTRATION.

> On a vu que G(B) C G(A), et par conséquent Ig(T) C I14(T), soit X 4(T) C X5(T).

> Montrons que 0%X5(T) C X 4(T) et supposons a cet effet que A € I14(T) ; alors T—X\ est
inversible dans A, soit P cet inverse. Si on suppose que de plus A € 9¥X(T) C IIg(T), alors
I N\, — A, telle que A\, € IIp(T). Comme T—\,, est inversible dans B, il l'est dans A, soit P,
cet inverse; en vertu du théoreme 8.13, on aura P, —P, ce qui implique que P€ B = B, et
par conséquent que A € IIg(T). Il s’agit 1a d’une contradiction, puisque ¥3(T) étant fermé,
823(T) - EB(T).

> Nous venons de montrer que

AMg(T) = 9Xp(T) C Xa(T) = (I14(T))°,

soit en fait OlIg(T) N1I4(T) = @ ; d’apres le lemme 19.15, il en résulte que IIg(T) également
une union de composantes connexes de II4(T) et donc que que IT14(T) \ IIg(T) est une union
de composantes connexes de II4(T). Comme IT4(T) \ IIg(T) = Xp(T) \ £.4(T), il en résulte
que X5(T) est 'union de ¥ 4(T) et de composantes connexes de II4(T), ces derniéres étant
nécessairement bornées, puisque X3(T) l'est.

O

Si par exemple X 4(T) est un cercle, ¥5(T) ne peut étre que X 4(T) lui méme ou le
disque dont X 4(T) est le bord.

Corollaire 19.18 Si [14(T) est connexe, alors ¥5(T) = X 4(T).

19.4 Algebres de Banach commutatives

I est permis de se poser la question de 'existence de caracteres, en fait le théoreme
suivant montre que dans le cas d'une algebre commutative, il y en a assez pour que
I’ensemble des caracteres suffise a décrire le spectre de tous ses éléments.

Théoréme 19.19 (Gelfand) Soit A une algébre de Banach commutative,

(i) L’application x — N (x) est une bijection de ’ensemble des caractéres dans celui
des idéaux maximaux de A.

(ii) Pour que T€ A soit inversible, il faut et il suffit qu’il n’appartienne a aucun idéal
propre de A.
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(iii) Pour que T€ A soit inversible, il faut et il suffit qu’il n’appartienne au noyau
d’aucun caractere.

(iv) VTe A, on a
(1) =A{x(T)[x €Sp(A)}.

DEMONSTRATION.

> Soit y un caractere, il est clair tout d’abord que N (x) est un idéal; comme selon la
proposition B.5 (iii), N'(x) est de codimension 1, d’apres 15.2 il a un supplémentaire topo-
logique, dont la dimension est égale 4 1 d’apres B.5 (ii). V'(x) ne peut donc étre strictement
contenu dans aucun sous-espace strict de A, c’est dire que N () est maximal.

> Réciproquement, si Z est un idéal maximal, alors il est fermé en vertu du théoreme 19.9,
et A/Z est une algébre de Banach d’apres la proposition 19.7, trivialement commutative.
Choisissons T€ A\ Z, et posons J = {PT+5s|p€ A, s€Z} ; c’est un idéal, qui contient
strictement Z, puisque T¢ Z ; d’ou il résulte que J = A, et par conséquent qu’il existe
pe A et s€ T tels que PT+s=I. Si 7 est I'homorphisme canonique A — A4/Z, on aura donc
7 (P) 7 (T) + 7 (S) = 7 (1), soit PT = I. Il en résulte que tous les éléments non nuls de A/Z
sont inversibles, et par conséquent d’apres le théoreme 8.19, que A/Z est isométriquement
isomorphe & C ; notons 6 : A/Z — C, cet isomorphisme. L’application x = 6 o 7 est alors
un caractere, dont le noyau n’est autre que Z. Comme 6 et 7 sont isométriques, on retrouve
bien le fait que ||x|| = 1.

> On sait déja d’apres la proposition 19.6 qu’aucun élément inversible n’appartient a un
idéal propre; réciproquement si T n’est pas inversible, alors 1¢ AT qui est par conséquent
un idéal propre. En vertu du théoreme 19.9, il en résulte que AT est contenu dans un idéal
maximal ; c’est dire en particulier que T appartient a un idéal maximal, c’est-a-dire au noyau
d’un caractere.

> Si x est un caracteére, on a déja vu a la proposition 19.2 (ii) que x (T) € ¥ (T), et par
conséquent un élément inversible ne peut appartenir au noyau d’un caractere. Réciproquement,
si T n’est pas inversible, nous venons de voir qu’il appartient a un idéal maximal et donc
d’apres (?7) au noyau d’un caractere.

> Enfin, nous venons de rappeler que {x(T)|x € Sp(A)} C X(T). Réciproquement, si
A € ¥ (1), alors T—A\ n’est pas inversible, d’apres l'item (iii) il appartient donc au noyau d’un
caractere, soit x, et on aura

X(T) = A=x(T—A)=0.

O

On ne doit pas perdre de vue le fait que c’est I’hypothese de commutativité qui nous
a permis de démontrer l'inversibilité des éléments non nuls de A/Z, et par conséquent
de mettre en ceuvre le théoreme 8.19.

19.4.1 La transformation de Gelfand
Définition 19.20
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(i) La transformée de Gelfand de T est I'application T : Sp (A) — ¥ (T) C C définie
par

~

T (x) = x(T1).

(ii) L’application ' : T— T s’appelle la transformation de Gelfand. On note
A=R().

Définition 19.21

(i) On appelle radical de I'algébre de Banach commutative A, et on note Rad A,
l'intersection de ses idéaux maximaux.

(ii) On dit que A est simple si le seul idéal propre qu’elle contient est {0} .
(iii) On dit que A est semi-simple si Rad A = {0} .

Théoréme 19.22

(i) Si on munit Sp (A) C A’ de la topologie induite par celle du dual fort A’; les T
sont des applications continues et A est une sous-algébre unitaire de C° (Sp (A)) qui
sépare les points.

~

(i) Z(T) =R (T), et H;F\HOO =p(T), ol H/”fHOO = SUPyesp(a) X (T)] -

(ili) La transformation de Gelfand est un homomorphisme de A sur A, et on a

N (T') = Rad A.
(iv) Le radical de A est formé de ses éléments quasi-nilpotents.
DEMONSTRATION.
> On aura

T (x1) =T (x2)| = [x1 (1) = x2 (D) = [(xa = x2) (D) < [0 = x2) Il

ce qui montre que la transformée de Gelfand d’un élément de A est continue, soit A c
C°(Sp (A))

> Notons que T = 1, puisque x (1) = 1, Vx, ce qui montre que A est unifere. De plus A
sépare les points, en effet dire que x1 # X2, c’est dire qu’il existe T tel que x1 (T) # x2 (T),
soit T (x1) # T (x2) -

> En vertu du théoreme 19.19, il est clair que X (T) =R (%) , et on aura de plus HTHOO =
SUDPycSp(A) ‘?(X)} , et par conséquent HfHOO =p(T).

> La transformation de Gelfand est un homomorphisme, en effet

NT (x) = x (AT) = Ay (T) = AT (),

et de méme

PHT(X)=x(P+T)=xP)+x(T)=P0)+T(x)=FP+T) (X)),
et
PT (x) = x (PT) = x (P) x (T) =P (x) T (x) = (PT) (x) -
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> On aura
N(F) = {T ‘X (T) = 07 \V/X € Sp (A)} = ﬂxGSp(A)N (X) = Rad .A,

d’apres le théoreme 19.19 (i). Il en résulte que T€ Rad A si et seulement si T = 0, soit
p (1) =0, d’apres (ii).

O

De fagon générale, on munira Sp (A) de la topologie de Gelfand o (Sp (A),.A), soit

en fait la moins fine rendant les T continues, c’est la restriction & Sp (A) de la topologie
x-faible de A’.

Théoréme 19.23 Muni de la topologie de Gelfand, Sp (A) est compact.

DEMONSTRATION.

> Le théoréeme de Banach-Alaoglu nous montre que la boule unité fermée B du dual fort
A’ de A, est x-faiblement compacte (Schwartz p.299, Rudin p.66, Brézis p.42). D’apres la
proposition 19.2 (iii), on a Sp (A) C B ; il nous suffira donc de démontrer que Sp (A) est
x-faiblement fermée dans A’, ¢’est encore dire que si Ay appartient & ’adhérence *-faible de
Sp (A), alors A est un caractere, soit en fait que Ay (TP) = Ag (T) Ag (P) et Ag # 0.

> Choisissons P et T€ A, notons Q; =I, Q2 =P, Q3 =T, Q4 = PT, et posons
W = {A e AN (Q) — Ao (Qi)| <e, Vi= 1,4} .
C’est un voisinage #-faible de Ay, il contient donc un caractere, soit x. On aura alors

[1=A0 (] =[x @) = Ao (O] =[x (Q1) = Ao ()] <,

ce qui implique que Ag # 0 dés que € est assez petit. Pour tout €, on aura également

Ao (TP) — Ao (T) Ag (P) = Ag (TP) — x (TP) + X (T) X (P ) — Ao (T) Ao (P)

= Ao (TP) — X (TP) + (X (P) — Ao (P)) X (T) + (X (T) — Ao (T)) Ao (P)

= Ao (Q1) — x (Q4) + (X (Q2) — Ao (Q2)) x (T) + (x (Q3) — Ao (Q3)) Ao (P)
d’ou

[Ao (TP) — A (T) Ao (P)] < (14 [x (T)| + [Ao (P)[) e < (L +[IT[| + [Ao (P) ) &,
et le résultat.
O

Il semble donc que la théorie des algebres commutatives semi-simples se réduise a celle

des algebres de fonctions continues; la réalité est plus complexe, car la caractérisation
de A peut étre particulierement difficile. Nous allons en voir ci-dessous quelques exemples

simples, mais commencons par établir deux corollaires faciles et tout d’abord la généralisation

de l'item (iii) de la proposition 19.2 :
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Corollaire 19.24 Soit © un homorphisme : B — A, ou B est une algébre de Banach
commutative semi-simple et A une algebre de Banach commutative, alors © est continu.

DEMONSTRATION. Choisissons T,, — 0 telle que © (T,,) converge, soit vers 7. Si £ € Sp (B),
alors x =00 € Sp(A), et par conséquent, y est continu. Il en résulte que
¢(r) = lim £(O©(T,)) = lim x(T,) =0,
n—oo n—oo
V¢ € Sp(B) ; clest dire que 7 appartient au noyau de la transformation de Gelfand, soit

7 € Rad B = {0} . Le théoréeme du graphe fermé 3.17 nous montre alors que © est continu.
|

On a donc démontré que, dans le cas commutatif, la transformée de Gelfand d’un
élément capture I’ensemble de son spectre, par contre deuz éléments qui different d’un
quasi-nilpotent ont méme transformée de Gelfand, ce qui ne permet pas de caractériser
les éléments de I’algebre par leur transformée de Gelfand.

Proposition 19.25 Dans une algebre de Banach A commutative semi-simple, toute
involution est continue.

DEMONSTRATION. Soit x un caractére, alors £ défini par £ (T) = X (T*) est également un
caractere, et par conséquent est continu. Soit alors T,, —T, si T}, converge, soit vers P, on
aura

X (P) = lim X (17,) = lim &(Ty) = &(T) =X (17),

n—oo n—oo

soit x (P) = x (T*), soit encore P = T*. Comme A est semi-simple, la transformation de
Gelfand est injective, et par conséquent P=T%. La continuité de 'involution en résulte d’apres
le théoreme du graphe fermé 3.17.

m|

19.4.2 Les fonctions continues sur un compact

Considérons I'algebre de Banach commutative A = C°(K), ot K est un espace
compact. Si on pose x;(f) = f(t), il est clair que x; est un caractere; nous allons
montrer qu’il n’y en a pas d’autres, soit en fait que si & est un caractere 3¢, tel que Vf,

&(f) = f(t), ou encore que

() Kr#2, on Kp={te KI{(f)=f(1)}.

feCUK)

Supposons qu’il n’en soit pas ainsi, alors comme les Ky sont fermés et donc compacts,
il existe un sous-ensemble fini de fonctions soient f;, ¢ = 1, n, telles que Ky = o.

i:l,n 7
Posons

9(6) = 1€ ~ K.
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c’est une fonction positive continue sur le compact K, qui par hypotheése ne s’annule
pas, et par conséquent Je > 0, tel que g(t) — e > 0. D’apres le lemme 19.26 (i) ci-
dessous, il en résulte que & (g —el) > 0, soit £ (g) > €£(1) = ¢ > 0. Mais d’apres le
lemme 19.26 (ii), on aura également

(€U = FiP) =€ (€l — f) € (ST F:) = € (€(f1 = f)l* =0,
et par conséquent £(g) = 0, ce qui constitue une contradiction.

On a donc montré que t — y; constitue une bijection K — Sp A ; elle est continue
pour la topologie *-faible, et comme K est compact, c’est en fait un homéomorphisme
d’apres le lemme 19.27 ci-dessous. Comme f (x:) = x: (f) = f(t), on aura 3(f) =
{f(t) |t € K} =R(f). Quant a la transformation de Gelfand, qui transforme f en fia
I'isomorphisme prés ¢ — Yy, ce n’est rien d’autre que l'identité de C° (K). On ne peut
pas affirmer qu’il s’agisse la d’un résultat extraordinaire, mais il a au moins le mérite
de la simplicité.

Lemme 19.26 SoitK compact, on pose R(f) = {f(t)|t € K, f € C’(K)}, si £ est
une forme lindaire sur C° (K) qui vérifie ||£|| = £(1) = 1, alors

(i) &(f) appartient a I'enveloppe convexe fermée de R(f).
(i) R(f) =R(f).
DEMONSTRATION.

> Remarquons tout d’abord que ’enveloppe convexe fermée de R(f) est incluse dans
Pintersection des disques fermés contenant R(f). Comme R(f) est bornée, son enveloppe
convexe fermée est un compact, qui peut étre strictement séparé par une droite d’un point ¢
qui lui est extérieur, en vertu du théoreme 5.28. Il en résulte que ’on peut trouver un disque
fermé contenant R(f) et ne contenant pas ¢, et par conséquent que ’enveloppe convexe fermée
de R(f) est 'intersection des disques fermés contenant R(f).

> Soit f € CY (K), il nous faut donc montrer que tout disque fermé Dg(z) contenant R(f)
contient également £(f). Supposons donc que R(f) C Dgr(z), on aura alors |f(t) — z| < R,
Vt € K, soit ||f — z1|| < R, et par conséquent

) =2l =18 (f = 2D <€l f = 21 < R,

soit £(f) € Dgr(2).

> Si f € CY(K), on peut toujours la décomposer sous la forme f = g+ ih, oi1 g et h sont
continues sur K, & valeurs réelles. De l'item (i), il résulte que £ (g) et £ (h) sont réels, et par
conséquent

§(f) =€&(g—ih) =&(g) — i (h) = E(g) +i& (h) =& (),

d’ou le résultat.
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Lemme 19.27 Si f est une fonction continue et bijective : K — Y, ott K est un espace
compact et Y un espace séparé, alors f~! est continue.

DEMONSTRATION. Si F est fermé dans K, c’est un compact, et par conséquent f(F) est
compact et en particulier fermé. Il en résulte que f~! est continue, I'image réciproque par
f~! d’un fermé étant fermée.

m|

19.4.3 L’algebre de Wiener

Notons W l'ensemble des fonctions continues sur le cercle unité T, dont la série de
Fourier converge absolument, soit I’ensemble des fonctions f : T — C, telles que

f(t) = Zant", avec Z la,| < oo.

nez neL

Nous allons démontrer que si f € W et ne s’annule pas sur T, alors 1/f € W. 1l s’agit
d’un résultat considéré comme difficile, du moins jusqu’a la mise au point par Gelfand
de la démonstration qui suit.

Considérons l'algebre de Banach commutative A = ¢'(Z) munie du produit de
convolution
(P=5%Q) <=pr =) sk nln
nez
L’unité I est égale a la suite (e,) dont tous les éléments sont nuls hormis ¢y = 1. Si
t €T, et 5= (s,) € *(Z), on pose

§(Xt) = x:(8) = antn = fs(t).

ne’l

On aura y;(1) = 1, et on vérifie que x;(s*Q) = x:(S)x:(Q) ; les x; sont donc des
caracteres de ('(Z), démontrons que ce sont les seuls.

Si £ € SpA, on pose A = £ (R), avec R= (r,) ou les r,, sont nuls sauf r; = 1. On
aura ||R|| = 1, et par conséquent |A\| = |€ (R)| < 1, puisqu’un caracteére est de norme 1.
De plus R est inversible, d’inverse R = (7,,), ou les 7, sont nuls sauf 7_; = 1 ; comme
|R|| =1, on en déduit que [1/A| = [1/£ (R)| = |€ (R)| < 1, et par conséquent [A] = 1,

ce qui permet de considérer le caractere x,.

Comme x\(R) = A, on aura & (RF) = A\ = y\(R¥), Vk € Z ; comme les RF =
(rn_k+1) forment une base de £*(Z), il en résulte que £ (8) = xa(8), Vs € 1(Z).

L’application ¢ — x; est donc une bijection T — Sp A, et par conséquent

30, aneme = )\} .

nel

Y(s) = {)\GC
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Si fs(t) = >,z Snt™ ne s’annule pas, alors 0 ¢ X(S), et par conséquent S est

inversible, soit S cet inverse; on aura S S = 1, soit fs = 1/fs € W.

19.4.4 La transformation de Fourier

On considere I'algébre de Banach commutative L'(R), pour le produit de convo-
lution. Comme elle ne possede pas d’unité, on lui en adjoint une, que 'on nomme
usuellement §, de la fagon décrite & la remarque 8.3. On aura alors A = L'(R) x C,
avec

(fa) x(9,0) = (fxg+ag+pf ab)

et 9 = (0, 1), soit encore

(f +ad) *(g+B0) = f+g+ag+Bf+abs,
ce qui permet encore d’écrire A = L'(R) + Co.

On pose (x, f + ad) = F(f)(t)+a, ou F(f) EEO(R) note la transformée de Fourier
de f, ainsi que (Xoo, f + a@d) = a. Les x4, ou t € R = RU{oo} sont des caracteres de
A, car

(Xt (f +ad) (g + 86)) = F(f*g+ag+Bf)(t) +ab

=F(f*9)(t) + aF(g)(t) + BF(f)(t) + B

= (F(N)F(9) () + aF(g)(t) + BF(f)(t) + ap
= (F(HE) + ) (F(g)(t) + 5)-

L’application ¢ — x; est injective : R — Sp(.A) ; montrons qu’elle est surjective. Soit
donc € € Sp(A), € # Xoo ; comme ¢ est continu sur L'(R), ¢’est un élément de L>°(R),
au sens ot 3h € L*(R) tel que

€ 1) = / W) f(z) da -

comme de plus [|€]] = 1, on aura d’une part 1 = sup|(&, /)| /Ifll;: < [|hll; =, et
d’autre part ‘f; h(x) d:v‘ < |b—al, VYa,b € R. 1l en résulte que ||hl/; = 1. Posons
f¥(x) = f(z —y) ; pour f et g€ L'(R), d’apres le théoreme de Fubini, on aura

/R@,f%g(y)dy—/ d:z:/fw— y)dy = (€. * )
— (6. ) (.g) = / (&, £ hy)g(y) dy, Vg € LM (R).

Il en résulte que

(&, 1% = (& f) h(y) pp- .
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Comme l'application y — f¥ est continue : R —L!(R), la fonction h peut étre choisie
continue. On aura de méme

(& f) hly +2) = (& fU7%) = (&, (F7)") = (& £7) hly) = (&, f) h(=)h(y),

et par conséquent

h(y + z) = h(z)h(y).

Comme ||A|| ;o =1, il en résulte quil existe ¢ € R, tel que h(z) = e~"*, soit (£, f) =
F(f)(t), ou encore £ = x;.

Comme F(f) est continue, I'application ¢t — x; : R — Sp(.A) est continue pour
la topologie *-faible. Si ¢, — 00, & condition de munir R de la topologie de la droite
achevée, soit celle de compactifié d’Alexandroff, alors y;, — Xoo, puisque F(f)(t,) — 0,
en vertu du théoreme de Riemann-Lebesgue. Il résulte alors du lemme 19.27 que t — x;
est un homéomorphisme R — Sp(A), puisque R est compact. Si on convient alors de
poser F(0) =1, on aura

FHad (xe) = (i £+ ad) = F(F)(E) +a = F(f + ad)(1),

ce qui permet de considérer la transformée de Gelfand de ¢ € A comme 'applica-
tion ¢t — F(p)(t) ; c’est dire que la transformée de Gelfand n’est rien d’autre que la
transformée de Fourier. Notons que

E(f)={0tu{reR, 3t, A=F(f)(1)},
ce qui n’a rien de tres étonnant, car

(A € II(f)) <= dg telle que (F(f) —A) F(g) = 1.

19.5 Les (*-algebres

La difficulté qui subsiste est de méme nature que dans le cas de la dimension finie
ou des opérateurs compacts : c’est l'existence d’opérateurs quasi-nilpotents (en fait
nilpotents en dimension finie) qui rend la diagonalisation de certains opérateurs im-
possible. Nous allons donc développer un cadre similaire a celui des matrices normales,
dans lequel les opérateurs quasi-nilpotents sont nuls. C’est la encore la considération
de V'adjoint, soit en fait ici de C*-algebres qui, de méme qu’a la proposition 16.1,
permettra de conclure.

Notons déja cette propriété valable dans toute algebre de Banach involutive :

Proposition 19.28 Si T€ A, algébre de Banach involutive, alors T€ Rad A si et
seulement si T* € Rad A.
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DEMONSTRATION. Soit P€ Rad A, d’apres la proposition C.13, P est quasi-nilpotent, ainsi
donc que TP et PT VT € A, puisque selon la proposition C.9, Rad A est un idéal. On aura
donc
p(TP*) = p (1P*) = p((PT*)") = p (PT*) = 0, VT € A,
Il en résulte que TP*—I est inversible VT€ A, et par conséquent d’apres le corollaire C.11,
que P* € Rad A.
m]

Remarque 19.29 Dans le cas commutatif, il s’agit d’une trivialité, puisque selon
19.22 (iv), Rad A est I'ensemble des éléments quasi-nilpotents et que d’apres 13.3

(v), p(T7) = p(T).

19.5.1 Sous-algebres

Proposition 19.30 SiB est une C*-sous-algébre de Banach de la C*-algébre A, conte-
nant I'unité, alors ¥ (T) = X 4(T), VTE B.

DEMONSTRATION. Il est déja clair que X 4 (T) C X5 (T). Soit alors réciproquement P€ B,
ayant P~! pour inverse dans .4, nous montrerons que P! € B. Comme S=P*P€ B est auto-
adjoint, en vertu de la proposition 13.10 (ii) on aura ¥z (s) C R. Il en résulte que X5 (S) =
0¥B(S) C X4 (s), d’apres la proposition 19.17. De plus S est inversible dans A d’apres la
proposition 13.3 (iv) et par conséquent 0 ¢ ¥ 4 (S) D X5 (S), ce qui prouve que S est inversible
dans B. Soit 7! € B cet inverse, considérons alors Q=s~'P*, c’est un inverse & gauche de p,
et par conséquent P~ =qQ€ B.

|

Il est donc possible de se restreindre a une C*-sous-algebre sans que soit modifiée la
notion de spectre.

19.5.2 (*-algebres commutatives

Théoréme 19.31 (Gelfand, Naimark) Si A est une C*-algébre commutative, alors
la transformation de Gelfand T est un *-isomorphisme isométrique de A sur C°(Sp (A)) ;
c’est-a-dire qu’elle vérifie L
= (@) et Tl = lTll
ce qui s’écrit encore .
[(17%) = (1) et [[(T)]|o = [Tl

DEMONSTRATION.

> Soit tout d’abord s€ A, auto-adjoint, et x € Sp (A), montrons que x (s) € R. Nous
poserons x (S) = a + i3, o a et 3 € R, P=S+itl, et t € R ; on aura PP* =s? + ¢2I,
x(P)=a+i(B+t),dou

o+ (B+1)7 =[x (P))* < [[P|* = [[pp*|| < Is]* + ¢,
et par conséquent V¢ € R, a? + 32+ 26t < ||s||* ; il en résulte que § = 0.
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> Soit alors T quelconque dans A ; en vertu de la proposition 13.3 (iii) nous aurons
T=P+iS, ol P et S sont auto-adjoints, d’ou ® ()

X (%) = x (P —i8) = x (P) —ix (s) = x (1),

c’est-a-dire TF = @

> Soit T€ A, posons P=TT*, on aura HTH2 = p(p), d’apres la proposition 13.9 (ii). Comme

de plus TF = (T), on aura P (x) = T (x) =T (x) T* (x) = T (X)|2, et par conséquent selon
le théoreme 19.22 (ii) Hino = H?HOO =p(p)=|T|?.

> Enfin, selon le théoreme de Stone-Weierstra 4.7, comme A est une algebre de fonc-
tions continues qui sépare les points dont nous venons de démontrer a 'item précédent le
caractere auto-adjoint, elle est dense dans C%(Sp (A)) ; mais de plus elle est fermée puisque
la transformation de Gelfand est une isométrie, et par conséquent A = C%(Sp (A)).

O

Nous sommes maintenant en position de démontrer le résultat espéré : une C*-algebre
commutative ne contient pas d’éléments quasi-nilpotents non nuls.

Corollaire 19.32 Une C*-algebre A commutative est semi-simple.

DEMONSTRATION. En effet la transformation de Gelfand étant bijective, son noyau Rad .A
est réduit a {0} .
m]

Une question essentielle n’a pas encore été abordée : une algebre de Banach A et
un élément T€ A étant donnés, peut-on construire une C*-sous-algebre commutative
B qui le contienne et permette d’en étudier le spectre? Dans le cas ou A est une
C*-algebre et TE€ A est normal on montre aisément que ’adhérence de 'algebre des
polynomes de T et T* constitue une C*-algebre commutative B, stable par 'involution,
qui est dite engendrée par T ; bien entendu, les éléments de B sont normaux. Nous
savons que la transformation de Gelfand est inversible, nous allons voir qu’alors son
inverse induit, pour chaque élément de B, un prolongement du calcul holomorphe aux
fonctions continues sur le spectre.

Théoréme 19.33 (calcul fonctionnel continu) Soient A une C*-algebre, et TE A,
normal ; si B est la C*-sous-algébre engendrée par T, alors

(i) La transformée de Gelfand T de T est un homéomorphisme : Sp (B) — X (T).

(ii) La formule

—

®(f) = foT soit encore ® (f) =T""(foT)
définit I'unique x-homomorphisme d’algébres ® : C° (X (1)) — B tel que

P(1)=1 et ®({) =T. (19.5)
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(iii) @ est une isométrie : C° (X (T)) — B qui vérifie

O (f) = (@(f)".

et prolonge le calcul holomorphe.

On notera

DEMONSTRATION.

> Notons tout d’abord, qu’en vertu de la proposition 19.30, on aura X5 (T) = X4 (T) =
¥ (T).

> Supposons que T (x) = 0, ¥x € Sp (B), soit x (T) = 0. On aura alors x (T*) = x (T) = 0,
et par conséquent y (P (T,T*)) = 0, pour tout polynéme P de T et T*. Par densité, il en
résulte que y (P) = 0, YP€ B, soit en fait y = 0. Nous avons donc montré que la transformée
de Gelfand T de T est injective, et par conséquent d’apres le théoreme 19.19 (iv), qu’elle est
bijective Sp (B) — ¥ (T) . Mais pour la topologie de Gelfand Sp (B) est compact et T continu,
et par conséquent d’aprés le lemme 19.27, l'inverse de T est également continu; c’est dire
que T est un homéomorphisme : Sp (B) — X (T).

> L’application 7 : f — foT : C%(X (1)) — C°(Sp (B)) est surjective car comme T est
continument inversible, on aura f = ( fo %) o L Clest également une isométrie car comme
T est surjective, on a

sup |[f(A\)| = sup |foT(x)|,
Aex(T) XESp(B)

Il résulte alors du théoreme de Gelfand-Naimark 19.31 que ® = I'"! 0 7 est également
isométrique et surjective, et par conséquent que c’est un isomorphisme C° (3 (1)) — B.

> On aura

o —

O(fg) = (fg)oT=(foT) (goT) = 2(f) 2(g),
d’ou ®(fg) = ®(f) P(g), ce qui montre que ¢ est un homomorphisme d’algebres.

> On aura de plus ®(1) = 10T = 1, soit ® (1) =I puisque 1(x) = x(1) = 1 Vx, et
<1>/(?) =T, d’ott ®(¢) =T. Enfin @(?) =foT = foT, dou @(7)* =foT= QD/(?), soit
o (f)=(2(f)"

> L’unicité qui résulte de la proposition 9.5 nous prouve que ® constitue un prolongement
du calcul holomorphe, démontrons son unicité. Supposons donc que © soit également un *-
homomorphisme vérifiant (19.5); il est continu d’apres le corollaire 19.24. Choisissons alors

f €C?(X (1)), il existe une suite de polynomes P, (z,Z) tendant uniformément vers f sur
Y (T), d’ou il résulte que O (P,,) — O (f) et ® (P,) — @ (f). Mais par ailleurs

@(Pn):Pn (6(4)76(2)) :Pn(G(C%(@(C))*):Pn(TvT*):q)(Pn)

d’ou le résultat.
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Dans ce cadre, le théoreme de transformation spectrale reste valable :

Corollaire 19.34 Soient A une C*-algébre, T€ A, normal et f € C°(X(T)), alors
f(3(r)) = (f(1))

DEMONSTRATION. En effet, VA € II(f(T)), f(T) — A\1= (f — A1) (T) est inversible; c’est dire
en fait d’apres le théoréme 19.33 que f — A1 est inversible dans C° (X (T)), ou encore que
f(p) # X Vu € (7). Il en résulte que f (X(T)) C X (f(T)) . Réciproquement si A € X (f(T)),
alors f — A1 n’est pas inversible dans C° (3 (T)), soit Ju € ¥ (T) tel que f(u) = A, et par
conséquent f (3(T)) D X (f(T)).

O

Du théoreme 19.33 il résulte immédiatement que pour T normal

Remarque 19.35

(i) si f € CO(X(T)) est a valeurs réelles, alors f(T) est auto-adjoint, puisqu’alors
(f) = (@)

(ii) si|f] =1, alors f(T) est unitaire; en effet ff = 1, et par conséquent 1= ® (f f) =
(f)e(f)=2(f) 2(f).

En fait, on a mieux :

Corollaire 19.36 Soient A une C*-algébre, et TE A, normal, alors il est
(i) auto-adjoint si et seulement si ¥(T) C R.

(ii) unitaire si et seulement si >(T) C T.

DEMONSTRATION. Soit B la sous-C*-algebre engendrée par T, d’apres le théoreme 19.33, T
est un isomorphisme Sp(B) — X(T), et selon le théoréme 19.31 TF = T, soit T* (x) = T (x),
Vy € Sp(B) ; il en résulte que si (T) C R, alors T* (x) = T (x), Vx € Sp(T), et par conséquent
T* = T, d’ott finalement T = T. De méme, si $(T) C T, alors

—_— — 2

TT(x) =T ()T () = |T ()] =1,

et comme T(y) = x(1) = 1, il en résulte que T*T =T, soit T*T =I.



Chapitre 20

Le théoreme spectral

20.1 Le calcul fonctionnel continu

Considérons désormais 1'algebre L£(H) des opérateurs bornés sur l’espace de Hilbert
H. Nous avons montré que c’est une C*-algebre. Dans ce cadre, le théoreme 19.33
prend la forme suivante :

Théoréme 20.1 (Calcul continu des opérateurs normaux) Soit T' un opérateur
normal dans L(H), et B la C*-algébre engendrée par T, le calcul holomorphe de la pro-
position 9.5 se prolonge de fagon unique en un *-homomorphisme d’algébres isométrique

® :C'(X(T)) — B vérifiant (1) =1 et ®(¢) =T.

On dit alors que ® constitue une représentation de la C*-algebre C° (3 (T')) des fonc-
tions continues sur 3 (7"), dans la C*-algebre L(H) des opérateurs bornés de H. La
découverte et la classification des diverses représentations d’'une C*-algebre donnée
constitue une question difficile. Dans le cas ol on se limite a la considération d’un
opérateur auto-adjoint, ce calcul continu peut étre établi de fagon plus élémentaire,
a partir du calcul fonctionnel des polynomes et du théoreme de Stone-Weierstra(3, en
vertu du caractere réel du spectre. (voir Lévy-Bruhl p. 46).

Corollaire 20.2 Si T un opérateur normal dans L(H), et A € 3(T), alors
(i) Ve >0, 3z € H, tel que ||z|| =1 et ||Tx — A\z|| < e.
(ii) Si A est un point isolé dans X(T), c¢’est une valeur propre.

DEMONSTRATION.

> Remarquons tout d’abord que si S est normal, alors ||Sz| = ||S*z||, en effet
15z? = (Sz|Sz) = (§*Sx|z) = (SS*z |z) = (S*z|S*z) = ||5*z|?

> Si A € X(T), alors T'— A n’est pas inversible et par conséquent, d’apres le corollaire
14.7, 3z, telle que ||z,|| = 1 et, soit | Tz, — Az, || — 0, soit HT*xn - Xan — 0. Mais comme
T — M\ est normal, d’apres 'item précédent, on aura HT*xn — Xan = ||Txp — Axy||, d’ou le
résultat annoncé.

219
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> Nous pouvons définir une fonction f continue sur le spectre en posant f(A) = 1let f(u) =
0, Vu € X(T) \ {A}. D’apres le théoreme 20.1, on aura |[[(A —T) f(T)|| = [[(A =€) fllo =0,
ainsi que || f(T)| = || flloo =1 ; par conséquent 3z tel que y = f(T)z # 0, et on aura

M -T)y=\-T) f(T)x =0,

ce qui prouve que A est une valeur propre.

20.1.1 Opérateurs auto-adjoints positifs

On a vu a la proposition 14.11 (ii) que T est auto-adjoint si et seulement si
(Tz|z) € R, Vx € H. Dans ce paragraphe, nous considérons une catégorie parti-
culiere d’opérateurs auto-adjoints : les opérateurs positifs.

Définition 20.3 On dit que I'opérateur auto-adjoint T' est positifsi (Tz |x) € Rt Vx €
H

Notons que les valeurs propres de T sont alors des réels vérifiant (Txy |zy) =
A Hﬂka2, et sont par conséquent positives.

Proposition 20.4 Les propriétés suivantes sont équivalentes
(i) T est auto adjoint et X(T) C RT

(i) 35 auto adjoint tel que S* =T

(iii) 3S tel que T'= S*S

(iv) T est positif

DEMONSTRATION.

> Supposons que T est auto adjoint et X(7T') C R*, nous pouvons alors poser f(z) = 1/,
et nous aurons f(T)? = f2(T) = T. Si nous posons S = f(T), nous aurons T = S? et

S*=f(T)" = f(T)= f(T) = S.
> Si nous supposons que 7' = 52, ot1 S est auto adjoint, nous aurons bien entendu 7' = S*9
> Dans ces conditions on aura

(Tw|o) = (8" Sx|z) = |1Sz]? = 0

> Admettons que T est positif, alors, selon la proposition 14.11, T" est auto adjoint et par
conséquent, d’apres le théoreme 14.14 (iv) , ¥(7") C R. Soit alors ¢ > 0, nous aurons

(T + )zl ||| = (T + t)z |2)
= (Tx|e) +t]z)? >t ).
Il en résulte que [[(T"+t)z| > t||z||, et par conséquent, d’apres le lemme 10.2, que T + ¢

est injective, d’image fermée. C’est dire que —t ¢ X,(T) UX.(T') = X(T'), puisqu’en vertu du
corollaire 14.9, un opérateur auto adjoint n’a pas de spectre résiduel.
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Corollaire 20.5 Si T est positif, /T est I'unique opérateur positif qui vérifie S* = T.

DEMONSTRATION.
2
> En effet si T est positif, nous venons de voir que (\/T) = T. De plus 2(VT) =
X(T) C RT, et par conséquent /T est positif

> L’unicité est une conséquence du calcul fonctionnel qui montre que si S? = T, alors
S = (52" = VT.

O
I1 est clair que T™T est positif en vertu de la proposition qui précede, on est donc fondé

a poser
|T| = VT*T ;

c’est I'unique opérateur positif qui vérifie S? = T*T.

20.1.2 Décomposition polaire

Le théoreme qui suit est d’'une grande importance, il permet souvent de ramener
une question relative a un opérateur borné dans un espace de Hilbert a une question
relative a un opérateur positif.

Théoréme 20.6 (de décomposition polaire) SiT € L(H), alors il existe une unique

isométrie partielle U qui vérifie N(U) = N(T) et T = U |T|. |T| est le module de T
et U sa phase

DEMONSTRATION.

> On aura tout d’abord
IT2|? = (Ta |[T2) = (T*Te |o) = (TP wle ) = (T« 1T 2) = |7},

et par conséquent N(|T|) = N(T). Cest dire que si x et 2’ € H et |[T|x = |T|2’, alors
Tx =Tz Pour y = |T|x € R(|T|), on est donc fondé & poser Uy = Tz, et nous aurons

2 2 2 2
10y[" = IT(]" = |1T]«]" = llylI”-

L’application U ainsi définie constitue donc une isométrie R(|T|) — R(T"), que nous pouvons
prolonger par continuité R(|T'|) — R(T'), ou

R(T)) = N(T)*" = M(T)*.
Comme H = R(|T|) ® N(|T), si on pose U(y') = 0 pour ¢/ € N(|T|) = N(T), on obtient
UlT|=T.
> De plus N (U) = N(T), d’une part en effet, par construction, N (T) = N(|T|) Cc N(U).
Réciproquement si z € H, alors z =y + ¢/, ot y € R(|T]) et ¥ € N(T) ; par conséquent, si
0 = Uz, alors 0 = Uy, et par conséquent y = 0, puisque U est une isométrie de R(|7T|) ; c’est
dire que z =y € N(T).
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> Enfin, si U et U’ ont pour noyau N (T') et vérifient (U’ —U)|T| = 0, alors U et U’
coincident sur R(|7]) et par continuité sur R(|T|) , et comme /\/( ) =NU) =N(T) =

1
quzw)::(7aa7w)) , il en résulte que U = U’, ot Iunicité.

Proposition 20.7 Si T = U |T| est la décomposition polaire de T, alors
(i) UT = |T| = T*U

(ii) U*U et UU* sont les projections respectives sur N'(T)* et R(T)

(i) UT* = TU* est le module de T* et U* sa phase.

DEMONSTRATION.
> Siz; € N(T), Vz,y on a

(U Tz | [Ty +21) = (Tz|U(|Tly + z1)) = (T [Ty)
= (Tl |Tly) = (Tl Ty + =),

d’apres le théoreme 20.6. Mais R(|T|) +N(T) est dense dans H, puisque R(|T|) = N (T)* ;
il en résulte que U*Tx = |T'| z, Vz, soit U*T = |T|.

> On aura U*U |T| = U*T = |T|, et par conséquent U*U laisse R(|T|) et donc R(|T'|) =
N(T)* invariant ; comme de plus U*U s’annule sur N (T), il en résulte que U*U coincide
avec la projection sur N (T)*.

> De méme, on aura UU*T = U |T| = T, et comme
N(U*) =R(U)" =R(T)",
UU* s’annule sur R(T)* . Il en résulte que UU* coincide avec la projection sur R(T).
> Comme |T| est auto adjoint positif, on aura |T| = S*S, ou S = \/m, et par conséquent
=U|T|U* = (SU*)" SU*.
Il en résulte que TU* est positif et vérifie
TU* = (TU*)" =UT*

et
(TU*)? =UT*TU* =U |T|*U* = U |T||T|*U* = TT*.
Par conséquent, on aura TU* = |T™|.

> On aura
U\ =U0UT* =T7,

puisque U*U laisse N (T)+ = R(T*)" invariant. De plus on a vu que
N(U*) = R(T)* = N(T%)
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Corollaire 20.8 Si T est normal, alors sa phase U et son module |T| commutent.

DEMONSTRATION. En effet, on a tout d’abord
T| = VT*T = VTT* = |T"],

et par conséquent
TU* =|T*| =|T| =U"T.

Remarque 20.9 D’aprés la proposition 20.7, dans le cas ou T est inversible, alors
U*U et UU* sont égaux a l'identité, et par conséquent U est unitaire. Dans la suite
(Rudin p.315) nous montrerons que dans le cas d’un opérateur normal T, I'isométrie
partielle U peut étre prolongée a H tout entier selon un opérateur unitaire, mais alors
bien entendu, on n’a plus N'(U) = N(T).

Corollaire 20.10 Soit T' € L(H), alors les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) T est compact

(i) |T'| est compact
(iii) T* est compact
DEMONSTRATION. On aura tout d’abord |T| = U*T, d’aprés la proposition 20.7, d’ou la
compacité de |T'|. Mais de plus T'= U |T'|, et par conséquent 7™ = |T'| U*, d’out la compacité
de T™.

O

20.2 Le calcul fonctionnel borélien

Lemme 20.11 Si T est normal, alors Vax € H, la forme linéaire

pa(f) = (F(T)z |)
est une intégrale de Radon positive bornée sur C°(%(T)).

DEMONSTRATION. Considérons donc p,, ¢’est une forme linéaire positive, en effet si f est
réelle positive, on a

(f(M)z|z) = (\/f(T) o \/f(T)wlfC) = H\/f(T)l‘HQ

d’apres le théoreme 20.1 et la remarque 19.35. Nous avons donc démontré que u, est une
forme linéaire positive et par conséquent une intégrale de Radon; de plus u,(1) = (Iz|z) =
|z]|?, et par conséquent p, est bornée.

O
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20.2.1 Les fonctions boréliennes

Si nous voulons rassembler en une fonctionnelle unique ces diverses intégrales de
Radon p,, nous devons nous limiter aux fonctions intégrables par rapport a chacune
d’entre elles, et dans un premier temps déja aux fonctions universellement mesurables,
c’est-a-dire mesurables pour toutes les intégrales de Radon. Il s’agit en fait des fonctions
boréliennes, ¢’est-a-dire mesurables pour la tribu de Borel, soit la plus petite contenant
les ouverts, puisque la tribu engendrée par une intégrale de Radon contient elle-méme
les ouverts.

De plus, si B, (X(T")) note I'ensemble des fonctions boréliennes bornées, on a
By, (2(T)) C L' (1)

en vertu du théoreme de convergence dominée, puisque .. est bornée. Il en résulte que,
Vz € H l'intégrale de Radon f — (f(T")x |z ) se prolonge a B, (3(7")) . Ce prolongement
est classiquement noté

(bay [) = )f(A)duz(A)-

(T

On dispose (Pedersen p. 231) d’une caractérisation commode des fonctions boréliennes
bornées :

Lemme 20.12 9B, (3(7T')) est I'adhérence monotone séquentielle de C°(%(T)) au sein
des fonctions bornées

Cette phrase un peu sybilline doit se comprendre de la fagon suivante : B (3(7)) est
le plus petit ensemble de fonctions bornées stable par limite monotone qui contienne

CO(S(T)).

Plus concretement, il est possible d’exhiber une classe intéressante d’éléments de
B, (3(T')) . Rappelons qu’une fonction f est semi-continue inférieurement (sci.) si son
épigraphe est fermé, soit encore si f~! (Ja, +00[) est ouvert V. On sait que 1'enveloppe
supérieure d’une famille de fonctions continues est sci, mais également qu’une fonction
sci. bornée est limite croissante d'une suite de fonctions continues. (Dieudonné II p.
26). Il en résulte que les fonctions sci. (et scs.!) bornées appartiennent a B (3(7))
(Dieudonné IT p. 133).

20.2.2 Bicommutant et algebres de Von Neumann

Nous savons que pour un opérateur normal 7, le calcul continu génere la C*-algebre
engendrée par 1. Lors de 'extension aux fonctions boréliennes bornées du calcul continu
se pose alors la question de décrire I’ensemble des opérateurs ainsi générés. Soit A une
sous-algebre unitaire involutive de £L(H), soit en fait une sous C*-algebre de L(H). Elle
est naturellement munie de trois topologies :
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(i) La topologie de la norme des opérateurs, soit T,, — T si ||T,, — T'|| — 0

(ii) La topologie forte des opérateurs, soit celle découlant des seminormes x — ||T'z||,
otz € H. On aura T, > T si |(T,, — T) x| — 0, Vo € H.

(iii) La topologie faible des opérateurs, soit celle découlant des seminormes = —
(Tx|y)|, ot z,y € H. On aura T, = T si ((T,, — T) z|y) — 0, Vz,y € H.

Nous noterons A’ , Padhérence de A pour la topologie forte et A" celle pour la topologie
faible. Bien entendu la topologie forte est plus forte que la topologie faible, et on aura

Ac A cA”.

On notera également A’ le commutant de A, c’est-a-dire ’ensemble des opérateurs
bornés qui commutent avec A, ainsi que A” le bicommutant, soit en fait 1’ensemble
des opérateurs bornés qui commutent avec A’. Il est clair que A’ est une sous-algebre
involutive de A, puisque si S € A, alors VT € A

S*T = (T*S)* = (ST*)" = TS,

selon le méme raisonnement, il en est alors de méme de A” ; on aura également trivia-
lement A C A”, mais de plus

Lemme 20.13
(i) A c A"
(ii) A’ est fermé pour la topologie faible

DEMONSTRATION.
> Soient T € A" et S € A’, nous cherchons & montrer que T'S = ST, soit en fait que
Ve,y € H, (TS —ST)z|y) = 0. Soit alors ¢ > 0, comme T € A", 3U € A, tel que
(T U) Saly)| < e et |((T'—U)al $*y)| < e, d'on
(TS = 8T)x|y) = ((T - U) Szy) + (US = SU)z|y) — (S (T - U)|y)
=((T'-U)Sz|y) — (T - U) x| S7y) < 2,

et la conclusion.

On montre de méme si T € A et S € A, que T'S = ST, soit en fait que T € A’

Théoréme 20.14 (du bicommutant (Von Neumann)) On a A" = A" = A”.

DEMONSTRATION.
> On a tout d’abord
A c A c A

en vertu du lemme 20.13 (i)
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> Réciproquement, nous démontrerons que si T' € A”, tout voisinage fort de U contient
un élément de A, ou encore

Ve >0, Vn, Vé1,6,.. &€ H, W E A, telque Y [[(U—T)&]* <>
k=1,n

Il en résultera alors que A” ¢ A” ¢ A", soit le résultat en vertu du lemme 20.13 (i) Nous
commencerons par traiter le cas n = 1.

> Notons M l’adhérence de l'espace engendré par les S& ou S € A, et P la projection
orthogonale sur M. et montrons que P € A’ ; d’aprés les propositions A.3 (i) et 14.4 (i) il
suffira a cet effet de montrer que M est stable par A. Si y € M, on aura y = limg V&1, ou
Vi € A, douVs € A,
Sy = liinSngl e M.

C’est dire que M est stable par S.

> Il en résulte que 7" commute avec P, et par conséquent, selon A.3 (ii), il laisse M
invariant. Comme & € M, puisque A est unifere, on aura T¢ € M, d’ou 'existence de
Vi € A tels que T¢; = limy, Vi,&1, clest dire que T € A°.

> Sin > 2, on note H™ = @k:Ln H et n=(&,&,...6), ainsi que AM™ la C*-algebre
des opérateurs de la forme

S 0 0
pW=1¢9 - o |
0 0 S

ot S€ A. Si R™ e £(H™), onaR™ = (R;;), on Ryj € L(H) et

(RDE - DYVRM) = RS — SR,
J

1,

Il en résulte que R™ e (.A(”)), si et seulement si les R;; € A'.

> Considérons maintenant les

(m) _
A =

o O O O
O ~N O O
o O O O
o O o o

ott le seul élément non nul se trouve & 'intersection de la ™ ligne et de la j°™° colonne. En
vertu du l'item précédent, on aura AZ(?) € (A(”)), et

<T(”)AZ(;”) — AE;L)T(”)>M = Ths0is0je — Oik0jsTsr = Thidje — 0 Tje.
Supposons que T ¢ (A(”))H, alors nécessairement Ty; = 0, pour k # i, et Ty;050 = T}y,

d’ou Tj; = Tjj, soit T = D%Li . réciproquement, si T = D(Tn) alors de méme qu’a l'item

précédent, pour R e (.A("))/ on aura

(R™DY — DEVR™) = RyT TRy,

v
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et par conséquent, comme les R;; € A’, on aura T ¢ (A(”))” si et seulement 7" = D(Tn)
onTeA”.

> On peut alors appliquer dans ce contexte le résultat obtenu pour n = 1, en remplagant le
vecteur &1 par le vecteur n € H™ et et en déduire que VT € A”, D(Tn)n € .A(")ns, soit Ve > 0
'existence de U € A, tel que HDgfl)n - Dgl)n" <e¢, clest-a-dire >, . [[(U =T &l < 2.

O

Si A est fermée pour la topologie faible, on a A = A", et on dit que A est une algébre
de Von Neumann.

Corollaire 20.15 On aura
(1) A/// — A/
(ii) Si A est commutative, alors A" est commutative et A C A" C A’

(iii) Si A et A’ sont commutatives, alors A" = A’

DEMONSTRATION.

> D’apres le lemme 20.13 (ii), A" est fermé pour la topologie faible, et par conséquent
A = A" = A", d’apres le théoreme 20.14.
> Soient A, B € A”, comme A et B e A’ V& € H, Vn, 3A, et B, € A, tels que

1 1
A, — Azl <= et [|[(B,—B)z| < =.
(4n = A)all < = et [|(Ba— B)al <

D’apres le théoreme de la borne uniforme 3.8, il en résulte que les suites ||A,|| et || B, || sont
bornées, soit par C. On aura alors
|(AB— BA)z|| = |[((A-A,) B+ A, (B—B,)—(B—B,)A—B,(A—A,)+ (Ay,Bn, — BpAn)) z||
= [[((A=Ap) B+ Ay (B —Bpn) = (B—Bn) A= By (A— Ay))
< (A= An) Bz| + |An (B = Bn) || + (B — By) Az|| + || Bn (A — An) 2|
< CHII(A = An) || + |(B = Bn) x| + [|(B = Bn) 2| + [[(A — An) =}
<4C/n.

On en déduit que AB = BA, soit que A” est commutative, et il en résulte que A” Cc A" = A'.
> Si de plus A’ est commutative, on aura donc A’ = A" c A”, et par conséquent A" = A’.

O

Nous noterons W*(T') le bicommutant de la C*-algebre commutative B engendrée
par opérateur normal T, en vertu des résultats qui précedent, c’est une C*-algebre
commutative contenant B.

20.2.3 Le calcul fonctionnel

Théoréme 20.16 (Calcul Borélien des opérateurs normaux) SiT est un opérateur
normal, alors I'application ® : C°(X(T)) — L(H) du théoréme 20.1 se prolonge a
B,(X(T")) en un unique *-homomorphisme d’algébres © : B,(X(T)) — W*(T), qui
vérifie
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i) ©1)=1etO(¢) =T.
(ii) si g, € Bp(X(T')) est une suite croissante bornée de fonctions a valeurs réelles et

g = sup gy, alors ©(g,) est une suite croissante d’opérateurs auto-adjoints qui converge
fortement vers ©(g).

DEMONSTRATION. Dans un premier temps, nous nous restreindrons & ne considérer que des
fonctions a valeurs réelles

> Imitant 1’égalité de polarisation, nous poserons

(Hay, [) :i > i fpiny £ (20.1)

k=0,3

ol les mesures positives p, ont été définies au lemme 20.11. Notons B, le sous-ensemble des
fonctions de By (3(T)) telles que (x,y) — (fay, f) soit une forme hermitienne continue sur
H. Tout d’abord si g € C°(%(T)), selon la remarque 19.35 , comme g est a valeurs réelles,
g(T) est auto-adjoint, et

(an0) = 5 30 i (o0) (2 +%) o +-*) = (D) ly) = @ lo(T)y) = @TT) = Tiger ).
o (20.2)
Il en résulte que

[ty @) < lg(D) [ 2] 1yl = llgll oo 2]l [yl (20.3)
d’apres le théoréme 20.1 ; et par conséquent que C°(X(T)) C B;.

> Soient alors f, € By et f € By(X(T)) tels que f,, T f ; en vertu du théoreme de
convergence monotone, on aura tout d’abord (u,, f) = lim, T (u, fn), d’ou tout d’abord a
'aide de (20.1)

<Mxya f> = hfln <Mxya fn> = liTILn <,uy:1:a fn> = <:U*yx7 f> (20'4)

Posons alors (M,x|y) = (fay, fn) ; on vient de voir que (igy, fn) — (Uay, f), et par
conséquent, V x et y fixés, la famille des |(Myz |y)| est bornée. En vertu du théoréeme de
la borne uniforme 3.8, il en résulte dans un premier temps que la famille des ||M,z| est
bornée, puis dans un second temps celle des ||M,]|, soit par C. C’est dire que

(B> f)| < Ol lyll,
d’ott
[{ay, I < Cllzl Nyl

et par conséquent f € B;. Nous avons donc démontré que B; C B,(X(T)) est stable par
limite monotone, d’ott B,(X(T")) = B; selon le lemme 20.12.

> En vertu du théoréeme de représentation de Riesz, nous pouvons donc conclure que, pour
f a valeurs réelles,

Ve By(X(T)), 3O(f), borné auto-adjoint, tel que (qy, f) = (O(f)z|y) ;
'application © est clairement linéaire, et elle prolonge ®, car pour f € C*(%(T)),

Oz |z) = (o, f) = (f(T)z|z),
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d’ou il résulte d’apres 1’égalité de polarisation (14.1) que
©Nzly) = (F(Dzly), Yo,y.
> De plus, si fr, T f € By (3(T)) ou fr, € By(3(T)), alors
(O ly) = {ptag. £) = lim {py. fu) = lim (O ) y)

Comme pu, est une mesure positive, et f,, une suite croissante, la suite des opérateurs auto-
adjoints ©(f,) est croissante, et par conséquent, selon le lemme 20.17 ci-dessous, O(f) =
sup,, O(f,), avec

1(©(f) = ©(fn)) z[| — 0, Va. (20.5)

> Montrons maintenant que O(f2) = O(f)oO(f), et notons & cet effet By le sous-ensemble
de B,(X(T)) tel que cette relation soit vérifiée. Supposons tout d’abord qu'il existe une suite
fn de fonctions positives de B telle que f,, T f € By(X(T)). Nous aurons f2 = lim T f2, et
par conséquent, d’apres (20.5)

(O(fM)z]w) =lim (O(fi)w ) =1im (O(fa) 0 O(fa) )
= lim (O(fa)z [©(fa)x) = lim |O(fa)zl|* = |©(f)zl|* = (B(f) 0 O(f)z |x),

toujours en vertu de (20.5). Il en résulte par polarisation que O(f2?) = O(f) o O(f), soit
f € Bo.

> Dans le cas ou f, est une suite quelconque de fonctions de o telle que f, T f €
By,(X(T)), il existe 7 € R, tel que g, = f, +7 >0, et on aura g, € By, et g, Tg=f+7;o0r
nous venons de démontrer que f + 7 et par conséquent f appartient a Bs. Il en résulte que
Bo est stable par suites monotones et par conséquent que By = B,(X(T)).

> Mais alors Vf, g € B,(2(T))
o) =0 (((F +9° ~ £ —¢*) 12) = 5 (0 (F +97) ~ () ~ 0 ("))

= SO +9)00(f+9)~0())o0(f) ~O(9) 00 (9)) = O(f) 0 O).

Ce qui prouve que © est un homomorphisme d’algebres.

> Notons maintenant B3 le sous-ensemble de By (X(1')) tel que O(f) € W* (1) . En vertu
du calcul continu du théoréme 20.1, on aura C°(X(T)) C B3, puisque B ¢ W*(T). Si
f € Bp(X(T)) est la limite monotone d’une suite f,, de fonctions de B3, selon (20.5) on aura
1(O(f) — O(fn)) z|| — 0,Vz. Mais ©(f,) € W*(T), fortement fermé, d’ou ©(f) € W*(T).
Il en résulte que B3 est stable par suites monotones et par conséquent que B3 = By(X(T)).

> Il ne reste plus qu’a prolonger © aux fonctions a valeurs complexes, on posera a cet effet
O(f) =O(Re f) +iO(Om f).

> On aura alors ©*(g) = O(7) en effet cette relation est vérifiée par ®, et comme g €
By,(X(T)) est limite croissante d'une suite g, € C°(3(T)), on aura

(©(9)"zy) = (z[6(g)y) = lim (2 |O(g.)y)
= lim (2 |®(gn)y) = Tim (" (gn)2 |y) = lim (S (g,,)2 |y )
= lim (8(g,)z[y) = (O@)z]y) .
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> L’unicité découle de celle de @, de (ii) et du lemme 20.12.

O

Notons que cette extension du calcul continu a été obtenue au prix de la perte de
I'isomorphisme isométrique du théoreme 20.1.

Lemme 20.17 Si T, est une suite d’opérateurs auto-adjoints
(i) croissante, c’est-a-dire telle que ¥n, T,, — T,,_1 soit positif
(ii) bornée, c’est-a-dire telle que Ic > 0, avec T,, < cI, Vn

alors

(i) il existe un plus petit opérateur auto-adjoint T, noté sup T,,, qui majore tous les
Ty

(ii) la suite T,, converge fortement vers T, c’est-a-dire ||(T — T,) z|| — 0, Vx € H.

DEMONSTRATION.

> Soit z € H, la suite (T,z|z) est croissante et bornée par c||z|?, elle converge par
conséquent, soit vers b(z,x), qui est réel puisque (T, |x) = (x|Thz) = (Thx|z). De plus,
Vo € C, on aura b(oz,ox) = |a\2 b(x,x), et par conséquent, d’apres 1'égalité de polarisation
(14.1) :

1
b(z,y) = 1 Z i*o(x + Py, x + ity),

k=0,3

b est une forme hermitienne bornée, d’ou il résulte par le théoréeme de représentation de
Riesz, qu’il existe un opérateur borné auto-adjoint 7" tel que b(z,y) = (T'z |y) . Enfin on aura
(T |z) = b(x,r) = lim,_o0o (Thx |z) Yo € H, et par conséquent 7" = lim sup T5,.

> D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée a la forme bilinéaire symétrique positive
(T'—T,)z|y), on aura
(T = Ta)|y)| < (T =T x|) 2 (T = T)y [yp)"?,

et par conséquent

(T —Tn) z))* = S (T =Tz ly)] < (T = Tp)  |x) S (T-Tw)yly)

< (T =T o) sup (7= To)yly) < (T =T IT - Tl

Il en résulte que ||(T'— T},) || — 0 V.
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20.3 La mesure spectrale

Nous allons voir dans ce paragraphe que le calcul fonctionnel des fonctions boréliennes
bornées découle en fait aisément du calcul fonctionnel des seules fonctions caractéristiques
des boréliens. Cette nouvelle expression du calcul borélien conduit en fait a une généralisation
du théoreme 16.2 et en particulier de la formule

T =Y MPy (20.6)
k>1

au cas d’opérateurs normaux non nécessairement compacts.

20.3.1 Projections orthogonales

Commencons par rappeler quelques propriétés élementaires des projections ortho-
gonales : on dit que P linéaire idempotente est une projection orthogonale si

(x — Px|Py) =0,Vx,y € H. (20.7)

Proposition 20.18

(i) Une projection orthogonale est un opérateur continu auto-adjoint positif de norme
inférieure ou égale a 1.

(ii) On a ||z — Pz|| < ||x — Py||, Vz,y € H.
(iii) Si P et Q) sont deux projections orthogonales alors P < @), si et seulement si
R(P) C R(Q).
DEMONSTRATION.

> En effet, on aura tout d’abord ||Pz|* = (x|Pz) < ||z| |Pz||, d’ot ||[Pz| < |lz||. On
aura également (z |Py) = (Pz |Py), et par conséquent

(y|Pz) = (P*x|y) = (z|Py) = (Py|Pz) = (y|Px),
soit P = P*.
> On aura en effet
|z — Pyl|* = |lz = Pz + P(z —y)|* = [lz — Pz|* + ||P(z — y)|I*,

puisque = — Px est orthogonal & P (z — y) .
> On aura
1Qz|* + ||z — Q||* = |l|* = || Pz|* + ||z — Px|?,
soit
(x|Qz) +d(z, R(Q))* = (x|Pz) + d(z, R(P))?,
ce qui prouve que d(x, R(P)) > d(z, R(Q)) Vz, soit R(P) C R(Q), si et seulement si P < Q.

O
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Proposition 20.19 Soit B la c-algébre des boréliens d’un espace topologique X,
P(H) I'ensemble des projections orthogonales de H, et P une application : B —
P(H) C L(H), telle que

(i) P(@) =0, et
P(X)=1

(ii) P(EUF)=P(E)+P(F)siENF =0
alors elle vérifie les propriétés suivantes

(i) Si E C F, alors P(E) < P(F)

(ii) Si ENF = @, alors P(E) L P(F), ce qui signifie en fait que R (P (E)) et
R (P (F)) sont des sous-espaces orthogonaux
(ii) P(ENF) = P(E)P(F), dou il résulte que P(E) et P(F) commutent.

(iv) Pour toute suite E; de boréliens disjoints la série ),
de convergence forte des opérateurs.

—100 P (E;) converge au sens
DEMONSTRATION.

> SiECFonaF=FEU(F\E), et par conséquent
P(F) = P(E) + P (F\ E) > P(E),

d’apres 20.18 (i).

> On awra I = P(EU(C\E)) = P(E)+ P(C\E), or FF C C\ E, et par conséquent
P(F)< P(C\E)=1-P(E). Mais I — P(E) est une projection orthogonale, dont I'image
est 'orthogonal de R(P(E)), et on aura donc R(P(F)) C R(P(E))* d’apres 20.18 (iii), soit
P(E)LP(F).

> On aura = (ENF)U(E\ F), ensembles disjoints, et par conséquent
P(F)P(E)=P(F)P(ENnF)+ P(F)P(E\F),

mais d'une part P(ENF) < P(F), et par conséquent, selon 20.18 (iii) R (P(ENF)) C
R (P(F)) ; d’autre part selon l'item (ii) P(F) L P(E\ F), dou P(F)P(E\ F) =0. Il en
résulte que P(F)P(E)=P(ENF).

> Comme les E; sont disjoints, on aura P (Ui:l,n El) =Y i—1, P (Ei), ot les P (E;) sont

deux a deux orthogonaux. De plus P (U E > < 1, et par conséquent, Vo € H,

i=1n

2
= > IIP(E) | ;

i=1n

2
[l]|” =

> P(E)x

i=1,n

la convergence de la série en résulte.
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20.3.2 Mesures spectrales

Définition 20.20 On dit qu’une application P : B — P(H) est une mesure spectrale
si elle vérifie

(i) P(2) =0, et P(X) =1

(ii) Pour toute suite E; de boréliens disjoints,

P( U E) =Y P(E).

i=1,00 1=1,00

On en déduit une famille de mesures classiques sur les boréliens par la formule suivante :

ven(E) = (P(E)In), V&0 € H,

chacune étant bornée par [[£]| ||n]|, et si f est une fonction borélienne bornée, (£, ) —
[ f dve,, est une forme sesquilinéaire bornée dont la norme est inférieure ou égale a
I fllo €] ]| - 11 en résulte par le théoreme de Riesz qu’il existe 7(f) € L(H), tel que

(e ()€ In) = /X f v,

On a donc défini 7 en tant que opérateur linéaire B,(X) — L(H), et on aura

(AN < 1]l -
Proposition 20.21 L’opérateur m vérifie les propriétés suivantes :
(i) m(1) = I et w(g) = m(g)", Vg € By(X)
(i) m(gh) = m(g)w(h), Vg, h € By(X)

(iii) Si f, est une suite croissante bornée de fonctions boréliennes convergeant vers f,
alors w(f) = sup7(f,)
DEMONSTRATION.

> On aura tout d’abord m(1) = P(X) = I. Soit maintenant g une fonction borélienne
étagée, on aura g = ) anXy,, ou les Y, sont des boréliens, et m(g) = >, anP (¥y). On
aura également g = ) @,Xy, et par conséquent

@) =Y WP (Ya) =) (anP (Vo))" =m(g)".

n

La conclusion découle de la densité des fonctions étagées dans B;(X)
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> De méme si h =3 BmXz,.,onaura w(h) =" BnP (Zp), dou

= (Z anP (Yn)> (Z 6mP( m ) Zanﬂm n Zanﬂm Y mZm) )
il en résulte que w(g)m(h) = 7 (gh), puisque

gh = Z B XY X Zyn = Z O Bm XY Zm s
n,m

n,m

et la conclusion par densité.
> En vertu du théoréeme de convergence monotone, on aura en effet (w(f)¢[£) = lim (7(fn)€€),

O
On note classiquement

() = /X fdp.

ce qui constitue en fait une intégrale faible, mais il faut bien voir que 'intégrale associée
a une mesure spectrale possede des propriétés tres particulieres; on a en effet

(/ngp> (/thp) ~ [ gnar.

puisque 7(g)w(h) = 7 (gh).

Nous nous intéresserons par la suite tout particulierement a la mesure spectrale
suivante :

Définition 20.22 La mesure spectrale associée a I'opérateur normal T’ est donnée par
P(E) = xe(T),

ou xg est la fonction caractéristique du borélien E C A(T).

Vérifions qu’il s’agit bien d’une mesure spectrale. On prendra pour X 1’espace topolo-
gique X(T), et on aura

() (P(E)) = (xp(T))” = (x >2 (T) = xs(T) = P(E)
(i) P(2) = xo(T) = 0(T) =
(ii)) P(X) = xsr)(T) = <>
) P (Ui B) = XUy (1) = Sy X (T) = Sy o P (B

(iv

Proposition 20.23 Soit T' un opérateur normal, si on prend pour mesure spectrale
celle associée a T, on a ™ = ©.
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DEMONSTRATION. Montrons tout d’abord que si g est une fonction étagée sur X(7T'), alors
m(g) =g (T). On aura en effet g = > anXxy,, et par conséquent

(9)¢1m) Zan (xva)€ In) Zan Yo)€ln) Zaann V&) = (g(T)& In)-

Comme toute fonction f € B,(X(T)) est limite croissante d’une suite de fonctions étagées,
d’apres le théoreme de convergence monotone et le théoreme 20.16 (ii), il en résulte que
w(f) = f(T), soit encore

= / fdP. (20.8)
X(T)
O
On aura en particulier
T = / AdP(N), (20.9)
S(T)
formule qui généralise (20.6) au cas d’un opérateur normal non compact et
LF ) = Nw (O < 11l e sy (20.10)

La mesure spectrale constitue un outil fin d’analyse du spectre qui permet entre
autres d’en distinguer le spectre ponctuel.

Proposition 20.24 Soit T un opérateur normal de mesure spectrale associée P, et f
une fonction borélienne bornée sur (7)), alors

(i) A € X(f(T)) si et seulement si Ve > 0, P(Q.) #0, ou Q. = f~1 (B:()\)) .

(ii) A € X,(f(T)) si et seulement si P(Qo) # 0, o Qo = [~ ({\}) ; auquel cas P(Qo)
est la projection Py sur le sous-espace propre de f(T) associé a A.
DEMONSTRATION.

> Supposons que P(Q.:) = 0, on aura xq. () = 1 dés que |A— f(p)] < e, et xg.(n) =0
sinon, d’ott il résulte que la fonction g(p) = (1 — x@. (1)) / (A — f(pr)) vérifie ||g||,, < 1/e. On
aura donc

9(T) (A = f(T)) =/ 9(1) (A = f () dP(p) =/ dP = P(3(T)) - P(Qe) = I,
»(T) S(TN\Qe
d’ou A € II(f(T)).
> Réciproquement si P(Q.) # 0, on peut choisir z. € R (P(Q:)) tel que ||z.|]| =1 ; alors
siye = (M — f(T)) zz, on a
[gell = 1AM = F(T) P(Qe)ze|| < (M = f(T)) P(Qe)l
<AL = f(T) x(Q)(T)]| = [[(x(Qe) A = F) (M) < Ix(Qe) (A= f)lloc <€

Supposons maintenant que A € II(f(T')), on aura z. = (A — f(T)) "' y. — 0, ce qui constitue
une contradiction.
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> Si P(Qo) # 0, alors

F(T)P(Qo) = /E S = [ jap = xPiQo)

et par conséquent R (P(Qo)) C N (f(T) — \) = R(Py), ce qui prouve que N (f(T) — \) # &,
c’est-a-dire que A est une valeur propre de f(7'). Selon la proposition 20.18 (iii) on pourra
également écrire P(Qq) < Py.

> Réciproquement, supposons A soit une valeur propre de f(7"), et considérons la suite de
Boréliens Y,, = {p € 3(T) |1/ (n+1) < |A— f(p)| < 1/n} ;onaura 3(T) = QOu(Unzo Yn) )

et par conséquent I = P(Qo) + )_,50 P(Yn). Posons alors g, (1) = xv,, (1) (1/ (f(p) = A)),
on aura n < |gn(u)| <n+1 et

gn(T) (f(T) = M) = (gn (f = A))(T) = xv,,(T) = P(Yn) ;

par conséquent si x € N (f(T)—N), P(Yp)x = 0 dou P(Qp)r = z. Il en résulte que
N (f(T) =) C R(P(Qo)), ce qui prouve que P(Qo) # 0, et peut encore s’exprimer sous la
forme P(Qo) > P,

> On a donc finalement démontré que Py # 0, soit que A est valeur propre de f(T), si et
seulement si P(Qo) # 0, auquel cas P(Qo) = Pj.

Corollaire 20.25

(i) Si f est une fonction borélienne bornée, alors X (f(T)) C f(2(T)) (adhérence!)
(ii) SiX e X(T), ona P ({\}) =0, sauf si A est une valeur propre, auquel cas P ({\})
est la projection sur le sous-espace propre associé.
DEMONSTRATION.

> Supposons qu'il n’en soit pas ainsi, alors IA € X (f(T)) et € > 0 tels que B:(\) C
F(S(D))°, soit =1 (Bo(\)) € (S(T))°. On aura done P (=1 (B.(\)) = xs-1(5.)(T) = 0,
ce qui constitue une contradiction en vertu de la proposition 20.24 (i).

> Il suffit d’appliquer le résultat de 20.24 (ii) avec f = (.

Considérons maintenant le cas particulier d'un opérateur 7" de la forme

T = Z e Py,

k>1

ol les P, sont des projections sur des sous-espaces orthogonaux, et ou la série converge
au sens de la convergence forte des opérateurs ; c¢’est en particulier le cas d’'un opérateur
compact normal, d’apres le théoreme 16.2. Notons F, la projection sur le supplémentaire
orthogonal de la somme hilbertienne des R (), nous aurons I = ), P, d’ou il
résulte que -
T—NI:—MP0+Z<>\k—M)Pk7

k>1
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soit
(T — p)x = —pPyx + Z (A — ) Py

k>1

Il en résulte que p # 0 est valeur propre si et seulement si Pyz = 0 et (A, — p) Prz =0,
k > 1,les P.x, k > 0 n’étant pas tous nuls, ¢’est donc que dm > 1 tel que u = A,,,. Cest
dire que les A\, forment ’ensemble des valeurs propres non nulles de 7. Considérons
alors la valeur propre A,,, m > 1, on aura

(T = Am)z==AnPozr+ D> (A= Am) P,

k>1, k#m

ce qui prouve que x est un vecteur propre si et seulement si P,z = 0, k > 0, k # m,

soit
T = Z P.x = P,x,

k>0

c’est-a-dire © € R (P,,) . Nous avons donc démontré que les A, k > 1, sont les valeurs
propres non nulles de 7', et que les sous-espaces propres associés sont les R (FPy) . D’apres
20.24 (ii), il en résulte que

Z AP ({\}), (20.11)

XXy (T

qui se compare favorablement a (20.9).

Soit alors u ¢ X4(T') et Y = B (i) une boule qui ne rencontre pas 4(7), si xx est
la fonction caractéristique de g, nous aurons xy Y _,~; Aexx = 0, soit T xy (T') = 0. Si
0 n’est pas valeur propre, il en résulte que xy (7)) = 0, et par conséquent selon 20.24
(i) que p ¢ (7). Dans le cas ou 0 est valeur propre, pour que x € N (T), il faut et il
suffit que ), o, Prx =0, soit x € R (F) ; c’est dire que Py = xo(T), d’out

xy (T) = xy (T) ZPk =xy (T) ZXI:(T) = (XY ZXk) (T) =0.

k>0 k>0 k>0

Nous avons donc démontré que X(7T') C X4(T), soit en fait 3(T") = £4(T"). La mesure
spectrale est alors totalement concentrée sur 4(7T), et on pourra écrire

= Y fVP({A}, (20.12)

)\EZd )

20.3.3 La formule de Stone

La définition de la mesure spectrale reste malgré tout bien abstraite; dans le cas
des opérateurs auto-adjoints il est facile d’en donner une expression plus concrete a
I’aide de la résolvante.
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Soit T' € L(H) un opérateur auto-adjoint; si on choisit € > 0, alors VA réel les
fonctions u — (p+ei —A)~" sont régulieres sur R. Si ]a,b[ est alors un intervalle
ouvert de R, et § > 0 est choisi de telle fagon que a + 0 < b — 6§, on pose

W o S
SN T i fos li—ci— A ptei-x]

1 b—0—A §— A\
fse(A) = — {Arctg — - Arctg H—} :
T

On a en fait

£

et par conséquent
: o mwsiA€la+d,0—4]
llir(l)f‘s’eo\)  0siANé[a+0,b—9],

d’ott lims— lim. o f5:(X) = Xjas[(A)-
Mais par ailleurs, comme le spectre de T' est réel, et que l'intégrale est la limite des
sommes de Riemann associées, on aura
1 b—5

[5(T) = i y R (g8 — p) — R (—et — p)] dp.

; La formule de Stone en découle :

P (Ja, b)) = — lim lim i/ R (ei — p) = R (—ci— )] de. (20.13)

§—0e—0 21T J, 45

Notons également que, si a < ¢ < b, on aura |a,b[ = ]a,c[U {c} U]e, b[, d’ou

1 c+0
P ({c}) = — lim lim —/ R (ei — p) — R (—et — w)] dp. (20.14)

6—0e—0 21T J._s

20.4 Diagonalisation
Commencons par généraliser quelque peu la notion d’opérateur unitaire :

Définition 20.26 Soit U € £(H;, Hy)

(i) On appelle adjoint de U et on note U* I'unique élément de L(Hs, Hy) qui vérifie
Uzly)y = @|Uy),, V(z,y) € Hy x Hy.

(ii) On dit que U est unitaire si U* = U™,

A Taide de I'égalité de polarisation, selon la méme démonstration que celle de la pro-
position 14.11 on montre aisément qu’un opérateur isométrique surjectif est unitaire.
Considérons maintenant le cas d’un opérateur T' compact normal ; d’apres le théoreme
16.2, on a H = @k>0Pk(H) et T'=3 -, MD%x, ce qui prouve que le choix d’une base
orthonormale dans chaque Py,(H) permet la construction d’une base hilbertienne e;, qui
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diagonalise T, soit telle que T'e, = Ape. Une telle description est inadéquate dans le cas
ou le spectre n’est pas purement ponctuel, nous allons donc en donner une formulation
plus aisée a généraliser.

En fait la formule U (o) = >, apey, ot @ = (ay) € £, définit un opérateur U
unitaire : ¢ — H, et application qui & (e;,) fait correspondre U constitue une bijection
entre les bases hilbertiennes de H et les opérateurs unitaires U : (> — H. En effet, si
U est unitaire, on posera fi = U(d), ou

5y = (0,0, ,1,0,---)

"

ki#me position
et on aura U(a) = U (D, cwdi) = >, U (0r) , et comme U est unitaire,

WU (0) U (95)) g = (0 [UTU (95)) o = (0: [UU (85) ) o = (0310 )2 = 05

Considérons alors 'opérateur
B=U"'TU :¢*— (*.
On aura

B(a) = U_lzakTek = U_lzejZak (Tey|e;) = Zak (Teyle;) ,
k j k k

qui sera un opérateur de multiplication £ — ¢*) si et seulement si (Tey |e;) = 0 pour
k # j, soit en fait T'ey, = Ageg. On aura alors B () = a), ou A = (Ag) € £°. C’est dire
qu'un opérateur compact est diagonalisé par le choix d’une base orthonormale (ey) si

et seulement si l'opérateur B correspondant est un opérateur de multiplication dans
2.

Dans le cas d’un opérateur non compact, nous remplacerons 'espace discret ¢2 par
un espace mesuré L2 (X, u) et la multiplication par A € > par la multiplication par
f € L>®(X,u), et nous serons conduits a la définition suivante :

Définition 20.27 Un opérateur T' sur un espace de Hilbert séparable H est dit dia-
gonalisable si il existe un espace mesuré o-fini (X, i), ot u est une mesure positive,
une fonction g € L™ (X, p), et un opérateur unitaire U : L*(X,pu) — H, tels que
UM, =TU, ou M, : L* (X, u) — L? (X, p) est I'opérateur de multiplication par g :

M&(x) = gla)€(0),2 € X,€ € L* (X, ).
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20.4.1 Les opérateurs de multiplication

Théoréme 20.28 Si ;1 est une mesure positive et g € L™ (X, u), l'opérateur M, est
borné dans H = L* (X, u) ; application g — M, est un *-isomorphisme isométrique :
L*(X,u) — M, ou M est une C*-algébre commutative d’opérateurs incluse dans
L(H).

DEMONSTRATION.
> Il est clair que M : g — M, est un *-homorphisme d’algebres.

> On aura tout d’abord |gf(x)| < ||g|| | f(x)| presque partout, et par conséquent ||gf|[, <
9l | |5, ot il résulte que || My|| < 1. Réciproquement, Supposons que g # 0 et choisissons
c tel que 0 < ¢ < ||g]|, , comme f est o-finie, et que p ({z |g(x) > c¢}) est strictement positif,
JE C {x|g(x) > ¢} de mesure bornée, strictement positive. On aura donc xg € L? (X, ),
et [Myxelly, > cllxelly, dou |My]] = ¢, Ve < lgll,, ; il en résulte que [ M| > [lg] -

oo !
> Comme M est une isométrie, M est complet, et donc fermé, puisque L™ (X, p1) est un
espace de Banach.

O
Déterminons maintenant le spectre de M.
Définition 20.29 On appelle image essentielle de g I'ensemble suivant :
{AeC Ve > 0,u(Gr(e)) #0}, (20.15)
ou
Gile) ={z e X||g(z) — N\ <e}. (20.16)

L’image essentielle de g est en fait le support de la mesure i, définie par p,(E) =
(g~ (E)). (Arveson p.44)

Proposition 20.30 X(My) est I'image essentielle de f.

DEMONSTRATION.

> Supposons que Je > 0, tel que G\ (¢) soit négligeable, et posons h(x) =1/ (g(x) — \) si
g(x) # A, et 0 sinon. On aura donc p—presque partout |h(z)| < 1/e et h(z) (g(z) — A) = 1. On
en déduit que h(x) € L*® et My (Mg — \) = (My — X\) M}, = I, et par conséquent \ ¢ ¥(M,)

> Réciproquement si A appartient a I'image essentielle de g, Vn on aura u(Gy(1/n)) > 0,
et comme g est o-finie, 3£, C GA(1/n), telle que 0 < p(E,) < +oo. Posons alors &, =

(1 (En)) ™ x5, on anra [l 2 = 1 €t [(9(2) — A) €n(@)] < 0~ |en(@)], o il résulte
que [[(g(z) = A) &n(@)l 2(x ) < 1/m 5 cest dire que A € (M), d’apres le corollaire 14.8.

O
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Il est clair qu’'un opérateur de multiplication est normal, puisque (M,)" = Mg, d’ou il
résulte qu'un opérateur diagonalisable est normal ; en effet

TT* = U*M,UU* (M,)" U = U*M, (M,)" U = U* (M,)* M,U = T*T.

20.4.2 Opérateurs simples

Définition 20.31

(i) On dit quun vecteur e est cyclique (ou totalisateur) pour la C*-algébre B si
H = Be.

(ii) On dit qu’'un opérateur T' est simple si la C*-algébre engendrée par T posseéde un
vecteur cyclique.

Considérons par exemple le cas d'un opérateur normal compact ; si f est continue sur
¥(T), de méme qu’a la proposition 16.6, on aura

F(T) =" f\e)Pe+ [(0) Py,

k>1
ou les Py, k > 1 sont les projecteurs spectraux associés aux valeurs propres non nulles
et Py la projection sur le noyau. Selon le théoreme 20.1, on a R(®) = B, ce qui revient
a dire que B= {f(T)|f € C°(X(T))}. Dire que e € H est cyclique revient donc & dire
que Vz € H, il existe une suite f,, € C° (3(T)) telle que

z=1lm > fu(\)Pre + fo(0) Poe.

n—oo
k>1

On aura z = ) k>0 Dk, €t par conséquent e est cyclique si et seulement si Vi, Juy, tels
que upPre = Pyx ; c’est dire en fait que rg P, = 1, Vk > 0. Les opérateurs normaux
compacts simples ont donc des valeurs propres simples.

Proposition 20.32 Soit T' un opérateur normal simple, alors il existe une mesure
positive p sur $(T) et un opérateur unitaire U : L* (X(T), u) — H tels que

UMy = f(T)U, Vf borélienne bornée.

DEMONSTRATION.

> Notons e un vecteur cyclique pour B, et posons

pe(E) = (xe(T)ele) ;

Si h est une fonction borélienne bornée sur ¥(7"), nous aurons
[(D)ell* = (W(T)e |n(T)e) = (| (Thele) = [ | () dae = [Alaq,,
5(T)

soit le caractére isométrique de application V' : h — h(T)e : By, (X(T)) C L2 (X(T), pre) —
H. Comme C° (X(T)) C By, (X(T)) est dense dans L? (i), V se prolonge en une isométrie
U : L2(3(T),pe) — R(V), soit en fait L? (X(T),pe) — H puisque e est cyclique et
R(V) = Be. 1l en résulte d’apres la proposition 14.11 (i) que U est unitaire L? (pe) — H.
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>V f,h e By, (X(T)), on aura alors
UMU (h(T)e) = UMsh = U fh = (fh) (T)e = f(T)h(T)e,

d’ott UMU~ = f(T) sur R(V), dense dans H, et par conséquent U TU = M.

O

On voit donc qu’'un opérateur simple est diagonalisable, avec X = X(T)), p = fie, et

g=C.

20.4.3 Opérateurs normaux

Lemme 20.33 Si T est un opérateur borné sur un espace de Hilbert séparable H, et
B I’algébre engendrée par T, T™ et I, alors il existe une suite de sous-espaces fermés H;
de H, stables par B, ot chaque H; contient un vecteur cyclique (relativement a By, ),

et tels que H = @ieNHi? somme directe Hilbertienne des H;.

DEMONSTRATION.

> Soit P l'ensemble des familles (H;), i € I de sous-espaces fermés de H stables par B,
mutuellement orthogonaux, et contenant un vecteur cyclique. L’ensemble 8 est inductivement
ordonné, et le lemme de Zorn nous apprend alors qu’il contient un élément maximal.

> Soit P = {H;, i € I} un tel élément maximal, comme H est séparable et les H; or-
thogonaux, I est au plus dénombrable. Posons B = éieNHi ;si B # H, il possede un
supplémentaire orthogonal, soit K # {0} . Le sous-espace K est stable par B, car si y € K,
et Q € B,Vx € B on aura (Qy|z) = (y|Q*z) = 0, puisque Q* € B et que les H; et donc B
sont stables par B. Soit alors £ € K, on aura Ky = B C K, ce qui prouve que K peut étre
adjoint a la famille des H;, contredisant ainsi le caractére maximal de P.

Théoreme 20.34 Si T est un opérateur normal sur un espace de Hilbert séparable
H, il existe une suite P, de projections mutuellement orthogonales telles que

I=) P,

neN

une suite de mesures de Radon pi,,, et une suite d’opérateurs unitaires U, : L* (X(T), ptn) —
H, =R(P,), tels que

F(T) = UM;U;P,, Vf € By, (S(T)). (20.17)

neN

DEMONSTRATION.

> Notons P, les projections sur les sous-espaces H,, du lemme 20.33, et e, un vec-
teur cyclique dans H,. Selon la démonstration de la proposition 20.32 on pose u,(F) =
(xe(T)en |en ), et il en découle un opérateur unitaire U,, : L? (u,) — H,, telle que U, MU, =
f(T) sur Hy,, soit U, MU} P, = f(T)P,.
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> Remarquons maintenant que la série ) Un MUy P, converge fortement. En effet si
T € H,

> UMU;Poz =Y UpMsUsan,

n<N n<N
ou x, = P,x, dou
2

* * 2 2 2 2 2
S UMURP|| = > UnMUzzn|* < Mg |° > [lnll® < 1M |17 2]
n<N n<N n<N

> Il en résulte que

F@) = F0) S Pu= 3 (1) P = S UM U;P,

neN neN neN

Corollaire 20.35 Tout opérateur normal d’un espace de Hilbert séparable est diago-
nalisable.

DEMONSTRATION. Posons X = |J,,oy (B(T) x {n}), soit 'union disjointe d’une quantité
dénombrable de copies de ¥(T'), encore notée | |, .y Xn, avec X, = X(T'). La collection des
sous-ensembles E de X tels que Vn, £ N X, soit un borélien, constitue une c-algebre, et
W(E) = en Hn (BN Xy,) une mesure o-finie sur cette o-algebre. On aura

hdu = / hix, dpin,
/X Z (T) [ X S5

neN
d’ott il résulte que h € L? (X, p) si et seulement si hyx, € L* (3(T), pn) , €t

HhH%Q(X,,u) = Z Hh\XnHiQ(Z(T),,un) .
neN

Si on pose alors (V*x)x, = Uy P, alors V' est unitaire H — L? (X, p) et

f(M)z = UsMUpPoz =Y UMy (V¥2)x, = > Un (MfV72) = VMV,

neN neN neN

soit
f(T)=VM;V". (20.18)

En effet

(@[Vg)y=(V7z |g)L2(X7u) - % ((V*x)an |g|X” >L2(E(T),un)

= Z (U Po |g|Xn)L2(E(T),,un) - Z (| Paln (91x..) ) 5
neN neN
d’ou
Vg = Z P,U, (g\Xn) = Z U, (g|Xn) .
neN neN
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Notons que, réciproquement, les opérateurs diagonalisables sont normaux, puisque les
opérateurs de multiplication sont eux-mémes normaux, et que

(1) = E(My), (20.19)

puisque V' est unitaire.

20.4.4 Les opérateurs normaux compacts

La décomposition spectrale des opérateurs normaux compacts sur un espace de
Hilbert que nous avons obtenue précédemment a partir du théoreme portant sur les
opérateurs compacts, peut également se déduire du théoreme spectral relatif aux opérateurs
normaux.

Proposition 20.36 SiT est un opérateur normal sur I’espace de Hilbert H séparable
de dimension infinie, et si A\ € X(T') est un point d’accumulation, alors il existe une
suite orthonormée (x;) dans H telle que

lim ||Tz, — Az,|| = 0.

DEMONSTRATION.

> D’apres le théoreme spectral, on aura
f(T) =VMv*
et par conséquent
[Txn — Azn|| = [V (T = XN) VV7 20| = [[(M¢ — A) &all

ot & = V¥a,.

> Choisissons alors une suite A\, € X(T") = ¥(M¢) qui converge vers A, et une suite &, — 0
telle que les disques B, = B., ()\,) soient disjoints. Selon la proposition 20.30, ¥(M¢) est
I'image essentielle de ¢, et par conséquent p(B,) # 0.. Comme p est o-finie, on peut choisir
dans chaque B,, un sous-ensemble F,, de mesure finie non nulle.

> Les E, étant disjoints, les fonctions x g, sont mutuellement orthogonales dans L?( X, y).
De plus

d’ou

(M = A) x| < (en + [An = M) IxE, Nl = (en + [An = AD) (1 (X)) 2,

d’ott le résultat, avec &, = (u(xz,)) Y2 x5, et Tn = V.

n
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Théoreme 20.37 Si T est un opérateur normal compact sur un espace de hilbert
séparable H, alors
(i) 0 € X(T) et X(T) \ {0} est formé d’une suite bornée (\,), n = 1,00 ayant pour
seul (éventuel) point d’accumulation 0.
(ii) Les A, sont des valeurs propres, associées a des sous-espaces propres H, de di-
mension finie.
(ili) on a
T= > AP
n=1,00

ot les P, sont les projections sur les H,.

DEMONSTRATION.

> Ainsi qu’on ’a noté a la proposition 15.10 un opérateur compact n’est pas inversible,
et 0 appartient donc a son spectre.

> Soit A # 0 un point d’accumulation de 3(T'), selon la proposition 20.36, il existe une
suite orthonormale (x,,) telle que || Tz, — Az, || — 0 quand n — co. Comme T" est compact il
existe une sous-suite z,, extraite telle que T , converge, soit vers v, d’ott il résulte que

converge vers v/A. On aura alors 0 = A2 (2, |20 ) — ||v]|*, ce qui constitue une contradiction
et prouve par conséquent que le seul point d’accumulation possible de ¥(7") est 0.

> Supposons (par exemple) que la suite (A,) ne soit pas finie, alors A,, — 0, et comme Vn
X{ang € CY(S(T)), on aura

¢= Z AnX{An}s

n=1,00

ot la série converge uniformément dans C° (X(7)). 1l en résulte que

T=¢T)= > dxpp@ = Y APy,

n=1,00 n=1,00
ou P, est la projection sur le R (X{)\n}(T)) , qui n’est pas réduit a 0, puisque xy,} # 0.
> De plus

(T = X)X} (1) = ((€ = M) xpa,y) (T) =0
ce qui prouve que R (X{ )\n}(T)) C H,, et par conséquent que les A\, sont des valeurs propres.
Réciproquement, si (T'— A\;) z = 0, alors

Mex=Tx = Z P
n=1,00

et par conséquent

Mgz |Ppx) = Z MPoz |Prx | = (M Ppx |Pix) = N (Ppx |Pyx) = N (x| Ppx)

n=1,00

dott (z|Px) = 0si k # £, et 0 = \||Ppz||*. Il en résulte que z = Py, soit H, C
R (X{An}(T)) . On a donc montré que les H, = R (X{An}(T)) , et que les P, sont les pro-
jections sur les sous-espaces propres.
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> Notons également que Hy, est stable par T et que Tjy, = AnI, c’est donc un opérateur
compact inversible, ce qui prouve que H,, est de dimension finie.

Il reste bien entendu de nombreux aspects qui ont été omis ou a peine effleurés, au
nombre desquels

(i) La décomposition du spectre découlant de la décomposition de Lebesgue des me-

sures, ainsi que la notion de spectre essentiel. (Dieudonné T2 P.188, Reed&Simon p.236,
Conway p. 358, Levy-Bruhl p.24, Schechter)

(ii) La décomposition des opérateurs découlant de la notion de multiplicité (Conway
p. 293, Arveson)

(iii) Les algebres commutatives maximales (Pedersen p.180-188, Conway p. 274-289,
Arveson)

(iv) Les opérateurs a trace et de Hilbert-Schmidt (Dunford&Schwartz, Schechter, Levy-
Bruhl p.77 .. )



Appendice C

Le radical

Notre hate a nous tourner vers les algebres de Banach commutatives n’était pas
innocente. L’annexe qui suit, de nature essentiellement algébrique, peut donner un
avant-gout des difficultés qui découlent de ’abandon de cette hypothese.

Définition C.1

(i) On appelle radical de A, et on note Rad A, I'intersection de ses idéaux maximaux
a gauche, c’est bien entendu un idéal a gauche.

(ii) On dit que A est simple si le seul idéal propre qu’elle contient est {0} .
(iii) On dit que A est semi-simple si Rad A = {0} .
Si Z est un idéal propre a gauche de A, A/Z est un A-module; il suffit a cet effet de

poser PT = PT, ol T € A/T, et PE A, ce qui est loisible car, si Q€ Z, P(T + Q) =PT+s,
ou S=prQe 7.

Une part importante de notre travail va consister a restaurer la symétrie de cette
définition et & montrer que le radical est également 'intersection des idéaux maximaux
a droite.

Définition C.2 Un module est simple si son seul sous-module propre est {0} .

Lemme C.3 SiZ est un idéal a gauche, pour qu’il soit maximal, il faut et il suffit que
A/T soit un A-module simple.

DEMONSTRATION.

> Supposons Z maximal, notons D un sous-module propre de A/Z, et T un élément de D.
Supposons que T¢ 7 et considérons AT + Z, c’est un idéal a gauche, qui contient strictement

7T, et par conséquent, comme Z est maximal, AT+Z = A. Il en résulte que D D AT = A/T,
d’ou D = A/Z, ce qui constitue une contradiction et implique par conséquent T€ Z. Il en

résulte alors que T€ 7 et par conséquent T = 0, d’ott D = {0}.
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Le radical

> Supposons réciproquement que A/Z est un A-module simple, et M un idéal a gauche
contenant Z. Notons T les éléments de A/ M ; comme S = Q Vs,Q€ T, on peut définir une
application surjective § : A/Z — A/M par 0(T) = T. Soit alors P € A/M, posons V =

0~ (P), c’est un sous-module de .A/Z, car si S et Q appartiennent & V, soit 6(S) = 6(Q) =T =
{T+M|M e M}, alors il existe M, M’ € M, J, et J € Z, tels que T+M=S+J et T+M =Q+J,
et par conséquent 6 (S + Q) — 7. Comme A/T est simple, il en résulte que soit V' = A/Z, soit
V = {0}, et par conséquent que A/ M est réduit & un seul élément, c’est-a-dire que M = A.

O

Définition C.4 Soit V un A-module, on appelle annihilateur de V' et on note
Ann(V)={re ATV =0}.

Lemme C.5
(i) L’annihilateur d’'un module est un idéal
(ii) SiZ est un idéal maximal dans A, c’est Iannihilateur de A/T.

DEMONSTRATION.

> Soit en effet V' un .A-module et Ann(V') son annihilateur, si Q€ Ann(V'), on aura Qu =0
Vv € V. Soit alors T€ A, on aura (TQ)v = T(Qu) = 0 Vv € V ainsi que (QT) v =Q(Tv) = 0,
puisque Tv € V.

> En effet, comme 7 est un idéal, alors YPe 7, VTE A, on a PTE Z, soit PT = 0, clest
dire que Z C Ann(A/Z). D’apres l'item (??), Ann(A/Z) est un idéal; comme Z est propre,
A # Ann(A/T), si tel n’était pas le cas, on aurait en effet T =1T = 0 VT, d'ou Z = A. Il en
résulte que Z = Ann(A/7).

Définition C.6 On dit qu’un idéal est primitif si ¢’est I’annihilateur d’un A-module
simple.
Lemme C.7 Un idéal maximal est primitif

DEMONSTRATION. En effet, si Z est un idéal maximal, c’est d’apres le lemme C.5 lannihi-
lateur de A/Z, qui est lui-méme un module simple, d’apres le lemme C.3
O

Le contraire est faux : les idéaux primitifs ne sont pas tous maximaux.
Proposition C.8

(i) Tout idéal maximal a gauche contient un idéal primitif

(ii) Tout idéal primitif est I'intersection des idéaux maximaux a gauche qui le contiennent

DEMONSTRATION.
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> Soit Z un idéal maximal & gauche, d’apres le lemme C.3, A/7 est un A-module simple,
c’est dire que l'annihilateur de A/Z est un idéal primitif. Il est contenu dans Z car dire que
T€ Ann(A/Z), c’est dire que TP =0, VP € A/Z, ou encore que TPE Z, YPE A ; il en résulte
en particulier que T€ 7.

> Réciproquement, si 7 est un idéal primitif de A, c’est 'annihilateur d’'un A-module
simple, soit V. On aura donc Z = ),y 20 Mu, 0t My = {P € A[Pv =0}. Il est clair que
M., est un idéal a gauche, et que si v € V, Av est un sous-module de V' ; comme V est simple,
onaura V= Av. SiTet P € A/ M., alors T = P dés que Tv =Pv, et on peut définir une
application 6 linéaire : Av — A/M, par la formule T = O(w), o w =Tv. Mais de plus si
T = 0, alors T€ M, et par conséquent w = 0 ; il en résulte que € est un isomorphisme soit
V = A/M,. Comme de plus V est simple, d’apres le lemme C.3, M, est un idéal maximal
a gauche.

Proposition C.9 Le radical est un idéal, il est inclus dans l'intersection des idéaux
maximaux.

DEMONSTRATION.

> En vertu de la proposition C.8 (i), comme Rad . A est un idéal & gauche, il contient un
idéal primitif. Mais d’autre part selon C.8 (ii) tout idéal primitif est une intersection d’idéaux
maximaux & gauche, et contient donc Rad A. Il en résulte que Rad A est 'intersection des
idéaux primitifs, et par conséquent un idéal.

> Comme selon le lemme C.7, un idéal maximal est primitif, il en résulte que Rad A est
inclus dans 'intersection des idéaux maximaux.

Proposition C.10 Soit Z un idéal a gauche, alors les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) Zc Rad A
(ii) 1—P est inversible a gauche Ype T
(iii) 1—P est inversible Vpe T

DEMONSTRATION.

> Supposons que Z C Rad A, si p€ Z, alors il appartient a tous les idéaux maximaux a
gauche, et comme d’apres la proposition 19.6, 1 n’appartient a aucun idéal a gauche, il en
résulte que 1—P n’appartient a aucun idéal maximal & gauche. Mais A (I — P) est un idéal a
gauche, auquel appartient 1—P, et par conséquent A (I — P) = A, ce qui implique que 1—P soit
inversible a gauche.

> Supposons que I—P est inversible a gauche Vpe 7 et choisissons T€ Z, alors il existe
P’ € A tel que P/ (1 —P) = 1. Mais —P'P€ Z, et par conséquent 1+P'P =P’ est inversible &
gauche ; c’est dire en fait que P’ est inversible & gauche et & droite et donc inversible, d’inverse
I—P, et par conséquent que I—P est inversible.
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> Supposons que I—P est inversible VP€ 7, et qu’il existe un idéal maximal & gauche M
qui ne contienne pas Z ; alors Z + M = A, puisque Z + M est un idéal, ce qui implique
I'existence de P€ T et Q€ M tels que 1= P 4+ Q. Par conséquent Q=I—P est inversible ce qui
implique M = A d’apres la proposition 19.6, soit une contradiction.

Corollaire C.11 Les ensembles suivants sont identiques

(i) Rad A = N idéaux maximaux a gauche de A.
(ii) D' = N idéaux maximaux a droite de A.
(iii) G ={p € A|TP — 1 est inversible VT € A}
(iv) D ={p € A|PT — 1 est inversible VT € A} ;
DEMONSTRATION.

> Si on considere I'algebre A’ formée des éléments de A mais dans laquelle le produit est
défini par PxT=TP, alors d’apres la proposition C.9 Rad A’ = D’ est un idéal de A’ et donc
de A, et d’apres la proposition C.10, les éléments de la forme I—P sont inversibles dans A’
et donc dans A, VPe D’. 1l en résulte que D' C Rad A, et on démontrerait de méme que
Rad.A C D', soit D' = Rad A.

> Comme Rad A est un idéal, d’apres la proposition C.10, I—P est inversible YP€ Rad A,
et par conséquent I—TP est inversible YP€ Rad A, VT€ A, soit Rad A C G. Réciproquement
si pe G, et P¢ Rad A, alors il existe un idéal maximal a gauche M auquel P n’appartient pas,
et comme AP est un idéal & gauche, il en résulte que M + Ap= A. C’est dire qu’il existe Q
tel que I—QrPe M, et par conséquent 1€ M, ce qui constitue une contradiction.

Remarque C.12 Il est facile de démontrer directement que si A # 0, TP—\ est inver-
sible si et seulement si PT—A\ l’est. Il en résulte que

Y(tp)U{0} = X(pT) U {0},
et par conséquent que p(TP) = p(PT).

DEMONSTRATION. Supposons que TP—\ a pour inverse Q, d’oll TPQ=QTP=I+\Q, on aura
alors

(PT — A) (PQT —I) = PTPQT — PT — APQT + Al
=P(I+AQ) T — PT — APQT + AI = I,

et

(PQT — 1) (PT — \) = PQTPT — PT — APQT + AI
=P(I+ AQ)T — PT — APQT + AI = AL
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Proposition C.13
(i) Rad A est inclus dans I'ensemble des éléments quasi-nilpotents de A.
(ii) L£(X) est semi-simple.

DEMONSTRATION.

> D’apres le corollaire C.11, Rad A = G ; nous montrerons que G est contenu dans I’en-
semble des éléments quasi-nilpotents. En effet si P€ G, alors uP—I est inversible Yu, et par
conséquent P — AI est inversible VA # 0 ; il en résulte que X(p) = {0}, soit p(P) = 0.

> Soit z € X, x # 0, posons J, = {T € L(X)|Tz =0} ; c’est un idéal a gauche de L(X),
dont nous allons montrer qu’il est maximal.

> Supposons a cet effet que J,. est strictement inclus dans un idéal & gauche propre, soit
U. Alors Uz = {Tx|T € U} est un sous-espace de X, invariant par tout S € L(X) et n’est
pas réduit & {0}, puisque U contient un élément n’appartenant pas a J,.

> Supposons alors que Uz # X, et choisissons y € Uz, y # 0, ainsi que z ¢ Uz. D’apres le
corollaire 5.5 du théoreme de Hahn-Banach, il existe une forme linéaire continue f sur X qui
vérifie f(y) = |ly||, et par conséquent l'application S € L£(X) définie par Sz = zf(x)/ ||y||
vérifie Sy = z, ce qui constitue une contradiction, puisque Uz est invariant par S. Il en résulte
que Ux = X.

> Par conséquent il existe U € U tel que Uz = x ; pour tout S € L£(X), on aura alors
SUx = Sz, soit SU - S € J,,dou S € T, +U CU+U =U, et par conséquent L(X) =U.

Il en résulte que U n’est pas un idéal propre et par conséquent que ., est maximal. On aura
donc Rad A C Ny J, = {0} .



